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IX-X klaseés

1. Ratu bet kokia tvarka po vieng karta surasyti visi naturalieji skaic¢iai nuo 1 iki
2003. Du gretimus skaicius a ir b galima sukeisti vietomis, jei a —b > 1. [rodykite, kad

taip sukeiciant skaicius visada galima juos isdéstyti didéjimo tvarka.

Sprendimas. Skaic¢ius rikiuosime didéjimo tvarka pagal laikrodzio rodykle. Pradé-
kime nuo skaic¢iaus 1. Keiskime jj su gretimais pagal laikrodzio rodykle skaiciais, kol
greta vieneto pagal laikrodzio rodykle neatsiras skaicius 2. Tada skaic¢iy 2 keiskime su
gretimais pagal laikrodzio rodykle skaiciais, kol greta skaiciaus 2 neatsiras skaicius 3.
Taip nekeisdami kity skaiciy tvarkos skaic¢iy 2 pagal laikrodzio rodykle tiesiog pastu-
miame, kol jis ,neatsitrenkia” j skaiciy 3. Skaiciy 1 vél galime, kaip daréme pries tai,
pastumti prie skaiciaus 2. Skaiciai 1, 2, 3 atsiduria greta, surikiuoti reikiama tvarka.
Toliau 3 pastumiame prie 4, 2 prie 3, 1 prie 2 ir turime surikiuotus skaicius 1, 2, 3, 4.
Toliau stumiame 4 prie 5, 3 prie 4, 2 prie 3, 1 prie 2, taip surikiuodami skaic¢ius 1, 2, 3,
4, 5. Tesdami §j procesa, pabaigoje didéjimo tvarka surikiuosime visus skaicius.

Pagriskime, kad nurodytus veiksmus visada pavyks atlikti. Kiekviena kartg atliekame
tokia operacija: tam tikrg skaiciy k keiciame su gretimais pagal laikrodzio rodykle, kol
satsitrenkiame” ] skaiciy k& + 1. Skaiciaus k negalima sukeisti tik su skaiciais k — 1 ir
k 4+ 1. Skaicius k + 1 kelio nepastos, nes prie jo ir sustojame. Kai £ = 1, skaic¢iaus
k — 1 = 0 isvis néra rate. Kai & > 1, skaicCius k — 1 operacijos pradzioje visada yra
greta k pries laikrodzio rodykle dél jau atlikto skaiciy surikiavimo. Todél eidami pagal

laikrodzio rodykle pirmiau sutinkame k + 1, ties kuriuo ir sustojame, o ne k£ — 1.

2. Nagrinékime naturaliyjy skaiciy ketvertus (a, b, ¢, d), tenkinancius salygas:
at+b+c+d=ab+cd, a<b<c<d.

a) Raskite bent du tokius ketvertus.
b) Raskite visus tokius ketvertus.

Sprendimas. a) Imdami a = b = ¢ = d, gauname 4a = 2a*>. Tada a = 0 (netinka)
arba a = 2. Turime ketverta (a,b,c,d) = (2,2, 2,2).

Toliau imdami @ = b = 1, gauname 2 +c+d =1+cd athacd —c—d -1 = 0.
Pastaroji lygybé ekvivalenti (¢ —1)(d — 1) = 2 ir (kadangi 1 < ¢ < d) turime ¢ — 1 = 1,
d — 1= 2. Gavome dar vieng ketverta (a,b,c,d) = (1,1,2,3).



b) Bendrame sprendime atlikime tokj ,,dviguba” reiskinio zy—x—y vertima sandauga,
pridédami prie jo 1:
zy—zr—y+1=(x—-1)(y—1).
Musy atveju
(ab—a—"0)+ (cd—c—d) =0,
(ab—a—b+1)+(cd—c—d+1)=2,
(a—1)b-1)+(c—=1)(d-1)=2.
Nezinomieji surikiuoti didéjimo tvarka ir tai palengvina perranka.

Tarkime, kad a —1 = 0. Tada (¢ —1)(d — 1) = 2 ir (kadangi 1 < ¢ < d) turime
c—1=1,d—1=2,0b—1 reikSme esame laisvi pasirinkti tarp a — 1 ir ¢ — 1. Gauname
du ketvertus (a, b, c,d) = (1,1,2,3) (jau turéjome) ir (a,b,c,d) = (1,2,2,3).

Tarkime, kad a—1 # 0. Tada a—1 > 1. Kiti trys skaiciai b—1, c—1, d— 1 ne mazesni.
Jei bent vienas i$ ju didesnis uz 1, tai (a—1)(b—1)+(c—1)(d—1) > 1-14+1-1 = 2. Taigi
a—1=b—1=c—1=d—1=1ir gauname jau rasta ketverta (a,b,c,d) = (2,2,2,2).

Ats.: (1, 1, 2, 3), (1, 2, 2, 3), (2, 2, 2, 2).

3. Trikampio ABC' pusiaukampinés AM ir BN susikerta taske (). Apie trikampj
MQ@N apibréztas apskritimas eina per taska C. Raskite trikampio QM N kampus.

Sprendimas. Trikampio ABC kampus A, B, C atitinkamai pazymékime 2«, 20 ir
2. Tada 2o+ 28 + 2y = 180° ir a + 8 = 90° — .

A

Trikampyje ABQ turime
/BAQ = /BAC/2 =«a, /ABQ = /ABC/2=§,



ZAQB = 180° — /ZBAQ — ZABQ = 180° — a — 8 = 180° — (90° — 7) = 90° + 1.

Kadangi keturkampis CMQN yra jbréztas j apskritima, tai jo prieSingy kampuy suma
yra lygi

180° = /ZMQN + /MCN = ZAQB + ZACB = (90° 4+ 7) + 2y = 90° + 3.

Todeél v = 30° ir ZMQN = 90° 4+~ = 120°.

Pastebékime, kad atkarpa C'Q) eina per pusiaukampiniy susikirtimo taska @), todél
pati yra pusiaukampiné. Taigi ZNCQ = ZMCQ = LACB/2 = ~v = 30°. Ibréztiniai
kampai, besiremiantys j vieng apskritimo lanka, lygus:

/NMQ=/NCQ=130°, /MNQ=/MCQ = 30°.

Ats.: ZMQN = 120°, ZNMQ = 30°, ZMNQ = 30°.

4. Egzaming rastu laiko 67 studentai. Uzduotj sudaro 6 klausimai. Uz teisinga
atsakyma j pirma klausimag studentas gauna 1 taska, priesingu atveju gauna —1 taska,
uz antra klausima — atitinkamai 2 arba —2 taskus ir t. t., uz Sesta — atitinkamai 6 arba
—6 taskus.

a) Raskite maziausia galima teigiama skirtuma tarp dvieju studenty surinkty baly
sum.

b) Irodykite, kad bent keturi studentai surinks vienodg baly suma.

c¢) Irodykite, kad bent du studentai gaus visiskai vienodus jvertinimus uz kiekviena

klausima.

Sprendimas. a) leskomas skirtumas yra naturalusis skaic¢ius. Lengva gauti sumuy
skirtuma,

2=(142434+4+5+6)—(—1+2+3+4+5+6).

Bet gal jmanoma gauti dar mazesnj skirtumg 17

Kiekvieno studento baly suma gali buti uzrasyta kaip (£1) + (£2) + (£3) + (£4) +
+(+5) 4+ (£6). Kad ir kaip beparinktume Zenklus, turime trijy lyginiy ir triju nelyginiy
skaiciy suma, kuri visada yra nelyginé. Maziausias teigiamas skirtumas tarp nelyginiy
skaiCiy yra 2 (kai turime gretimus nelyginius skaicius). Todél sumy skirtumas negali
buti 1.

b) Nustatykime, kokias apskritai reikSmes gali jgyti studento baly suma. Didziausia
galima suma yra 14+2+4+3+4+5+6 = 21, o maziausia galima suma yra —1 —2 — 3 —
—4 —5—6 = —21. a) dalyje jau jrodéme, kad suma turi buti nelyginis skaic¢ius. Taigi
suma gali buti lygi tik vienam is 2 - 11 = 22 skaicéiy 1, £3, +5, ..., £21.



Toliau taikome Dirichle principa. Jei kiekvieng is 22 galimy baly sumuy surinkty
daugiausiai po 3 studentus, tai ty studenty buty daugiausiai 22 - 3 = 66. Egzaming
laiko 67 studentai, daugiau nei 66, todél vieng iS sumy surinko bent 4 studentai.

c¢) Nustatykime, kiek i$ viso yra galimy jvertinimy rinkiniy (£1, +2, £3, +4, +5, £6).
Kiekvieno klausimo jvertinimui yra po 2 galimybes, tad is viso turime 2-2-2-2-2-2 =
= 26 = 64 galimybes, kokius jvertinimus gali gauti studentas.

Kaip ir b) dalyje, pritaikysime Dirichlé principa. Jei kiekviena jvertinimy rinkinj
gauty po daugiausiai vieng studenta, tai studenty buty daugiausiai tiek, kiek yra rin-
kiniy, t. y. 64. Egzaming laiko 67 studentai, daugiau nei 64, todel vieng is jvertinimy
rinkiniy gavo bent 2 studentai.

Ats.: a) 2.

XI-XII klaseés

1. Naturalusis skaic¢ius n yra toks, kad skaiciai 2n + 1 ir 3n + 1 yra sveikyjy skaiciy
kvadratai.
a) Irodykite, kad n dalijasi is 8.
b) Ar butinai n dalijasi iS 167

Sprendimas. a) PaZzymékime k = y/2n+ 1. Tada 2n = k* — 1 = (k — 1)(k + 1).
Kadangi k> = 2n + 1 yra nelyginis skai¢ius, tai ir pats skaicius & nelyginis. Todél
lyginiai yra abu skai¢iai £k — 1 ir £ + 1. Kiekvienas is ju dalijasi i$ 2, tad jy sandauga
2n dalijasi iS 4. Tai jrodo, kad skaicius n dalijasi is 2.

Kadangi skaic¢ius n lyginis, tai skaicius 3n 4 1 yra nelyginis. Todél nelyginis skaicius
yra ir /3n + 1. Pazymékime 2] +1 = v/3n + 1. Tada 3n = (20 +1)? — 1 = 412 + 4] =
= 4l(I+1). Vienas is skai¢iy [ ir [+1 yra lyginis, todél [(I+1) dalijasi i$ 2, 0 3n = 41(I+1)
dalijasi jau is 4 - 2 = 8. Tai jrodo, kad skaic¢ius n dalijasi is 8.

b) Galima nujausti, kad atsakymas neigiamas. Zinome, kad n dalijasi i$ 8, tad ir
ieskokime kontrpavyzdzio, imdami n = 8, 16, 24, 32, .... Jau penktas skaic¢ius n = 40
yra toks kontrpavyzdys, nes 2 - 40 +1 = 92, 3-40 + 1 = 112 ir 40 nesidalija i$ 16.

Ats.: b) ne, nebutinai.



2. Turime lygciy sistema:

\

1
2
1
3
1
Tt + 5 = 4,
2n
9 1

n l’%

a) Tegul n = 2. Raskite bent 3 sistemos sprendinius.
b) Tegul n = 2. Raskite visus sprendinius.
c) Isspreskite sistema su kiekvienu naturaliuoju n.

Sprendimas. a) Sistema sudaro lygtys

1 1 1 1
4 3 Ty Ty

Pastebéjus désningumus, galima atspéti, kad sistema tenkinama, jei tik z? = 5

2

= 22 = x;? = 2. Taip i8 karto randame ne 3, bet 16 sprendiniy (++/2, :I:g, +v/2, i\/Ti)
(¢ia kiekvienas i zenkly gali buti bet koks).

b) Irodysime, kad kity sprendiniy, be rastyju a) dalyje, néra. Kadangi visi nezino-

mieji yra vardikliuose, tai né vienas is jy néra lygus 0. Kairiosioms pusems pritaikykime

aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe:

1 1 T
d=at+ 5 =222 S5 =2|—
Panasiai
T T T
1>2|2], 422, 1>2]=2
€3 Xy

.Z‘l.

Pastebékime, kad sudauginus nelygybes, nezinomieji susiprastina:

€ T2 X3 Xy

16=4-1-4-12>2 -2 -2 -2 =16

T2 xs3 Xy €

Pati nelygybe 16 > 16, zinoma, nelabai naudinga.

nelygybiy buty griezta, tai (turint omeny ir tai, kad desiniosios nelygybiu pusés nelygios

0) gautume, kad 16>16. Taip nelygybés virsta lygybémis:

15

T2

T2

Zs3

€3

Xy

4=2]22, 1=2|2|, 4=2

. 1=2

T1T2X3T4

T1T2X3T4

Xy

€

= 16.

Bet jei bent viena is pradiniy



ir
1] = 2|zs| = |2s| = 2|4l
Pazymékime a = z2 > 0. Tada 2? = 422 = 4a. Jrasykime Sias iSraiskas | pirmaja

pradineés sistemos lygtj:

1 1
4a+~=4, 4a®—4a+1=0, (2a—1)*=0, a=3.
a
Taip gauname 25”2 = 1,2 = a~! = 2 ir 22 = 22 = 4a = 2. O i§ §iy lygybiy gauname

tuos sprendinius, kuriuos jau nurodéme a) dalyje.
Lygciy sistema galima isspresti ir kiek kitaip. Atimkime i$ pirmosios lygties treciaja,
o i$ antrosios ketvirtaja. Pertvarke gautasias lygtis turime

2 2 2 2
2 2 Xy 2 2 _ Ty — I3
Ty 333_ 2 .9 $2 Ty = 2 .92

LTy LTy

Jei |z1] # |x3|, tai |zg| # |xy|, ir atvirksciai. Tada sudaugine gautasias lygtis ir

padalije jas i$ kvadraty skirtumy gautume, kad 0 < ziz32322 = —1 < 0, t. y. priestara.

Taigi |71| = |x3] ir || = |z4|. Dabar i§ pirmyjy dviejy lygciy galima eliminuoti z2,
gauti bikvadratine lygtj x; atzvilgiu, tada rasti z; ir likusius nezinomuosius.

c¢) Kaip ir b) dalyje taikykime aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybes lygciu
kairiosioms puséms:
Ton—1

42|28 19222 Lon )

X3

L, 42

L 1=2

X2 Lon X1

Vél sudauginkime nelygybes. Turime 2n nelygybiy, puséje i ju kairéje yra 4 ir puseje
1, o desinéje nezinomieji susiprastina:

22n_4n1n>22n L1232 - - Ton _22n
= = —_—| = .

T1T9 ...Top
Jei bent viena i$ pradiniy nelygybiy buty griezta, tai gautume 22" > 22", Todél visos
nelygybés virsta lygybémis:

a=2(2 1=2|2| . 4=2|Bl g
o) xs3 Ton T
ir
|$1| = 2|$2| = ’.1]3| = 2’134| =...= ‘$2n71| = 2|$2n’

Pazymékime a = 23 > 0. Tada 2? = 423 = 4a. Kaip ir b) dalyje, i$ sistemos pirmosios

lygties randame a = % Tada
1
2:4a:x%:x§:...:x§n_1, 523:3

Sistemos sprendinys privalo turéti pavidalg

D)
(21, %9, T3, T4, . . ., Ton_1, Top) = (i\/ﬁ,i%—,i\/ﬁ,i\g V2, :I:\/_)



Cia kiekvienas i§ zenkly gali buiti bet koks. I§ tiesy nuo Zzenkly parinkimo nepriklauso
reikSmeés 2 = 2, 23 = 3 ir t. t. Su Siomis reikSmémis visos pradinés lygtys virsta
teisingomis lygybémis 242 =4 bei 1 + 1 =1.

Ats: a) ir b) (£V2, %2, +v2,£¥2); ¢) (£V2,£%2,£v2,+2 .. £V2,+2).

3. | apskritima jbrézto iskilojo septynkampio trys kampai lygus 120°. Jrodykite, kad
maziausiai dviejy jo krastiniy ilgiai lygus.

Sprendimas. Septynkampio virSunes is eilés pazymékime Ay, A, ..., A7, o atitinka-
mus septynkampio kampus pazymeékime oy, as, ..., a7. Trysis juy lygus 120°. Apibréz-
tojo apskritimo centra pazymeékime O. Pazymékime centrinius kampus 5, = ZA;0As,
By = LA0As, ..., B = LA;OA;. Kartu sSie centriniai kampai sudaro pilngjj 360°
kampa.

Septynkampio krastinés yra apskritimo stygos. Apskritimo stygos lygios, kai  jas
besiremiantys centriniai kampai lygus. Taigi reikia jrodyti, kad du is 7 kampy 5y, ...,

57 lygﬁs
ZA1A2A3 = (9

ZA2A3A4 = (O3
Ay »
180°

fy

Jei kuris nors centrinis kampas lygus 27, tai jbréztinis kampas yra perpus mazesnis,
kai kampy virSuneés yra vienoje puséje nuo stygos, | kurig jie remiasi, ir lygus 180° —
priesingu atveju (zr. pav.). Todél jei 2y = LA1OA3 = [y + Po, tal LA1AA3 = g =
= 180° — v ir B + P2 = 2(180° — ) = 360° — 2cra. Analogiskai 3y + 3 = 360° — 2as,
vy Br+ 1 = 360° — 2c;. Kadangi trys is kampuy «; lygus 120°, tai trys iS 7 kampy

Br+ B2, Bat B3, ..., Brt+

lygus
360° — 2 - 120° = 120°.
Kiekvienas is ty trijy kampy yra dviejy démeny f; suma. Per tris sumas turime 6 tokius

démenis.



Jei visi démenys skirtingi, tai ju visy suma lygi
3-120° =360° < By + B2 + ... + B7 = 360°.

Gauname priestara.

Taigi trijose sumose du démenys sutampa. Jei tie démenys lygus, pavyzdziui, 5, tai
turime dvi sumas

Br + B = Bi + Ba = 120°.

Tada gauname, kad f; = (o ir A7A; = AyAz. Analogiskai jei tie démenys lygus
Ba, tai By = (B3 ir AjAy = AsAy, ir t. t. Ratu apeidami septynkampj, kiekvienu
atveju (pasikartojantis démuo ;) gauname ta pacia situacija su dviem lygiais centriniais
kampais (kuriuos ir skiria vienas kampas, lygus ;). Kiekvienu atveju dvi septynkampio

krastinés lygios.

4. Staciakampé lenta 6 x 9 sudaryta is 54 vienetiniy kvadrateéliy. | kai kuriuos jos
langelius galima padéti po vieng Saske.
a) Ar galima taip padéti Saskes, kad bet kuriuose dviejuose kvadratuose 4 x 4 saskiy
skai¢ius buty skirtingas?
b) Ar galima taip padeéti Saskes, kad bet kuriuose dviejuose kvadratuose 5x 5 saskiu
skaicius buty skirtingas?

Sprendimas. a) Kairysis virsutinis 4 x 4 kvadrato langelis gali buti vienoje i$ 3 virsu-
tiniy eiluciy ir viename is 6 kairiyjy stulpeliy (kitaip kvadrato apatinis arba desinysis
krastas netilpty lenteléje). Turime 3 - 6 = 18 kvadraty. Taciau Saskiy skai¢ius bet
kuriame is juy tegali buti vienas is 17 skaic¢iy 0, 1, 2, ..., 16. Taigi daugiausiai 17-oje
kvadraty saskiy skaicius gali buti skirtingas, o tarp 18 kvadraty atsiras du, kuriuose
saskiy bus po lygiai.

b) Saskes galima padéti, pavyzdziui, taip, kaip parodyta paveikslélyje.

Kairysis virsutinis 5 x 5 kvadrato langelis gali buti vienoje i$ 2 virSutiniy eiluciy ir

viename is 5 kairiyjy stulpeliy. Turime 2 -5 = 10 kvadraty, kuriuose Siuo atveju bus
po 1, 2, ..., 10 saskiy.

Ats.: a) negalima; b) galima.



