LIII Lietuvos mokiniy matematikos olimpiados uzdaviniy
sprendimai
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IX-X klaseés

1. Staciakampio formos popieriaus lapas ABCD sulenkiamas per jstrizaine AC.
Krastiné AD naujoje padétyje kerta krastine BC' taske E. Raskite santyki BE : EC,
jei AB=a, AD =0, b> a.

Sprendimas. Taska, kuriame atsiduria virsuné D sulenkus lapa, pazymékime D;.

Trikampis AD;C' yra simetriskas trikampiui ADC jstrizainés AC atzvilgiu (zr. pav.).
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Lengva pastebéti trikampiy ABE ir C' D E simetriskuma. Jie yra panasus, nes turi
po statuji kampa ir ZAEB = ZCED; (kryZminiai kampai). Pries lygius kampus ir
krastinés lygios: AB = CD; = a, tad Sie trikampiai lygus.

Pazymékime BE = t. Tada AE = EC = b — t. Pagal Pitagoro teorema trikampiui
ABFE gauname

a+1* = (b—1t)* =b* — 2bt + 17,
20t = b? —a?,  2b(b—t) = 20* — 2bt = b? + a?,
t b’ — a?
b—t b2+a?

BE : EC =

b? — a?
S —.
b? + a?



2. Tomas ir Romas ZaidZia tokj Zaidima. Zaidéjai pakaitomis (pradeda Tomas) deda
monetas j kvadratinés lentos 20 x 20 laukelius. Vienu éjimu leidziama padéti moneta }
tustia laukelj. Zaidéjas laimi, jei po jo éjimo galima rasti keturias monetas, kurios buty
virsunés staciakampio su krastinémis, lygiagreciomis lentos krastams.

Kuris i$ zaidéjy ir kaip zaisdamas visada gali laimeéti?

Sprendimas. Padalykime lentg j 10 juosty po 2 eilutes, o kiekviena iS juosty — i 20
vertikaliy 2 x 1 staciakampiy.

Romas visada gali laiméti, zaisdamas tokiu budu. Kur Tomas bepadéty moneta,
Romas padeda moneta j antrajj to paties 2 x 1 staciakampio langelj. Taip po abiejy
zaidéjuy éjimy bus dviem monetomis vis uzdengiama po tokj staciakampj.

Norint laiméti reikia, kad dviejose eilutése atsirasty po dvi monetas (ir ne bet kaip
padétas). Todeél kol Tomas dés monetas j skirtingas juostas, tol tikrai negalés laimeéti:
visos monetos (tiek Tomo, tiek Romo) bus skirtingose eilutése. Kai Tomas pirma karta
(véliausiai po 10 savo éjimu) padés antra moneta i ta pacia juosta, jis Siuo éjimu taip
pat nelaimés: vienoje eilutéje atsiras dvi monetos, bet kitose liks daugiausiai po vieng.
O Romas tolimesniu éjimu laimeés: po jo éjimo vienoje juostoje du 2 x 1 staciakampiai
bus uzdengti 4 monety, juy uzdengti laukeliai bus staciakampio virsuneés.

Ats.: Romas visada gali laiméti.

3. Irodykite nelygybe

(a+b)(a+c) = 2y/abc(a+ b+ c),
jei a, b ir ¢ — teigiamieji skaiciai.
Sprendimas. Jrodymas telpa vienoje eilutéje. Tereikia kairéje atpazinti démenis,
sutampancius su dauginamaisiais desinéje, ir pritaikyti jiems aritmetinio ir geometrinio
vidurkiy nelygybe x + vy > 2,/7y:

(a+b)(a+c) = a*+ab+ac+be = ala+btc)+be > 2\/ala+ b+ ¢) - be = 2y/abe(a + b+ ¢).

4. Teigiamyjy skaiciy z, y, z sandauga lygi 1. Irodykite, kad tada
1 1 1
+ +
l+x+ozy 1+y+yz 1+z2z+4+22

Sprendimas. Sprendime esama pusantros gudrybés. Viena gudrybé — pakeisti vienos

is trupmeny skaitiklj ir vardiklj taip, kad vardiklyje atsirasty sandauga xyz = 1:
1 B x B z
l+y+yz z4+azyt+azyz 1+az+zy

Vardiklis sutapo su pirmosios trupmenos vardikliu.




O stai dar puse gudrybés — analogiskai pakeisti trec¢iosios trupmenos vardiklj, bet jau
ne vieng karta, bet du, kad visi trys vardikliai sutapty:
l4+z2+4+20 y+yz+yze 1+y+yz ax+azyt+ayz l+z+ay
Pagaliau sudékime subendravardiklintas trupmenas:
1 1 1
+ +
l+o+o2y 1+y+yz 1+z+zx
1 x x l1+z+2
l4+z+2y 1+2x4+2zy l14z+2y 14+x+2y

XI-XII klasés

1. Kvadratinés lentelés n x n kiekviename langelyje jrasomas 1 arba —1. Tegul a; yra
i-tojoje eilutéje esanciy skaiCiy sandauga, o b; yra j-tajame stulpelyje esanciy skaiciy
sandauga.

Ar galima taip uzpildyti lentele, kad suma

a1+a2—|—...+ai+...+an+b1+b2+...+bj+...+bn

buty lygi nuliui, kai
a) n = 10;
b) n =97

Sprendimas. a) Vienos i$ didziujy jstrizainiy 5 langeliuose jrasykime po skaiciy —1.
Kitur jrasykime vienetus. Tada 5 eilutése yra po vieng skaic¢iy —1, jose esanciy skaiciy
sandaugos lygios 1% - (—1) = —1. Likusiose 5 eilutése néra né vieno skaiciaus —1, jose
esanc¢iy skai¢iy sandaugos lygios 1Y = 1. Todél

CL1+(12+...+CL10:5'(—1)+5'1:O.

Analogiskai
by +by+...+bo=5-(-1)+5-1=0.
Tada ir bendra suma lygi 0.

Kitas budas uzpildyti lentele toks: 5 eilutése visur jrasome skaiciy —1, kitose 5
eilutése — visur skaiciy 1. Tada eilutése yra po 0 arba 10 skaiciy —1, tad visos juy
skai¢iy sandaugos lygios 1. Stulpeliuose yra po 5 skaicius —1, tad visos ju skaiciy
sandaugos lygios —1. Sandaugy suma lygi 101+ 10 (—1) = 0.

b) Tarkime, kad a1 +as + ...+ a9+ by +ba + ... + by = 0. Visy lentelés langeliuose
irasyty skaiciy sandauga lygi ajas...ag = biby...bg = 1. Todel visy 18 pazymétyjy



sandaugy sandauga lygi ajas . .. aghibs . .. bg = (£1)? = 1. Kad §i sandauga buty teigia-
mas skaicius, neigiamy dauginamyjy skaicius joje turi buti lyginis, t. y. tarp 18 skaiciy
ai,...,bg lygiy —1 yra lyginis skaicius 2k, £ =0,1,...,9. Like 18 — 2k skaic¢iy lygus 1.
18 pazymétyjy skaiciy suma lygi

O0=ay+...4+by=2k-(—1)+ (18 — 2k) - 1 = 18 — 4k.

Bet tada k = 4,5 néra sveikasis skaic¢ius. Gavome priestara. Vadinasi, kai n = 9,

lentelés uzpildyti norimu budu negalima.

Ats.: a) galima; b) negalima.

2. LygiaSonio trikampio dviejy pusiaukrastiniy ilgiai yra /1 — 2-2004 jr 2 — 272004,
Raskite trecios pusiaukrastinés ilgj.

Sprendimas. Kadangi trikampis lygiaSonis, tai jis turi simetrijos asj ir dvi jo pu-
siaukrastinés, nuleistos j Sonines krastines, yra vienodo ilgio. Duotieji ilgiai néra lygus
(2 —27200% 5 2 1 =1 > /1 —-2"2004) tad treCiosios pusiaukrastinés ilgis ir yra
V1 = 272004 grhg 2 — 272004,

Reikia atmesti vieng i$ dviejy galimybiy. Pazymékime m, = /1 — 272004 ir 1, =
— 9 _ 92004

Tarkime, kad pusiaukrastiné m, nuleista j pagrindg. Tada ji sutampa su lygiaso-
nio trikampio aukstine ir yra statmena pagrindui. Pusiaukrastines dalija viena Kkitg
2 2

santykiu 2 : 1, t. y. dalija i atkarpas kuriy ilgiai yra %ma, Sy, %mb, Smy.

2m,

—my

-

Kairiajame paveikslélyje turime statyjj trikampj, kurio vienas statinis yra %mb, 0

-

jzambiné yra %ma. [Zambiné ilgesné uz statinj:

2
—Myg > =My, 2mg > my,.
3 3 b



Gautaja nelygybe nesunku pastebéti ir papildzius brézinj iki lygiagretainio, kaip paro-
dyta desiniajame paveikslélyje.
Taciau
(2ma)? = 4mg = 4(1 —272%) =4 — 27207
ir
m2 = (2—272000Y2 — 4 9.9.972004 | 94008 _ 4 9=2002 | 9—4008 - 4 9=2002 _ (9 y2,

Taigi my > 2m,. Gavome priestara.
Vadinasi, pusiaukrastiné m, nuleista j Sonine krastine, o m, yra nuleista j pagrinda.
Tada treciosios pusiaukrastinés, nuleistos j Sonine krastine, ilgis yra m;, = 2 — 272004

Ats.: 2 — 272004,

3. Begaliné realiyjy skaiciy seka a,, (n € N) tenkina salyga
Ap24m2 = ai +6L72ﬂ (k’ eN, me N)

(todél, pavyzdziui, ajg = ay2432 = a? + a2).
Gali ar negali pirmas tokios sekos narys a; buti lygus skaiciui:
a)0; b)l; ¢ —1; d)1/3; e) —1/37

Sprendimas. a), b) ir ¢) dalyse reikia tik atspéti tinkama seka.
a) Uzdavinio salyga tenkina seka

a, =0, n=12...,

nes 0 = 0% 4+ 0%2. Tada a; = 0.
b) Uzdavinio salyga tenkina seka

an=mn, n=12,...,

nes tada bet kurioms k& ir m reikiméms galioja a2 2 = k* +m? ir a2 + a2, = k* + m?>.
Turime a; = 1.

c) Pakeiskime b) dalies sekoje tik viena sekos narj:
a=—-1, a,=n, n=23,...

Bet kuriems nattraliesiems k ir m turime k% +m? > 12 + 12 > 1. Todél salygoje
sekos narys az2,.,2 néra ypatingasis narys a; ir jam galioja lygybé age 2 = k? + m?.
Tiek n = 1, tiek didesnéms n reikSméms turime a,, = #£n, todél bet kurioms £k ir m
reikimems a? + a2, = (£k)? + (£m)? = k> + m? = ap242. T. y. uzdavinio salyga
galioja. Gavome seka su a; = —1.

d) ir e) Tarkime, kad a; = +1/3. Tada a? = 1/9 ir

2 2 2
aQ — a12+12 = CLl + al — §,



5 o 13

s = Q2412 = A5 + a] = 31

132

TN

Galime gauti daugiau jvairiy sekos nariy, taciau narys asy yra ypatingas tuo, kad skai-

as0 = Aspp52 = a2 + a2 = 2a2 = 2 -

¢ius 50 gali buti ir kitaip uZrasytas kaip dviejy kvadraty suma: ne tik 50 = 5% + 52,
bet ir 50 = 7% + 12, Tai leidzia mums gauti a2 reikSme ne kaip dvieju teigiamy skaiciy
suma, bet kaip skirtuma:

132 9 9 5 1
~@:a50:a72+12:a7+a1:a7+§,
132 1
2
=-2. — — —
T 812 9

Taciau nario a7 rasti negalésime, nes

13> 1 2-169 1 338 1

3129 °90.81 9 729 "9

ir todel a2 < 0. Skaiciaus kvadratas visada neneigiamas. Taigi a; # +1/3.

2

Ats.: a), b), ¢) taip, gali;

d), e) ne, negali.

4. Duotojo devyniolikakampio visi kampai yra 10° kartotiniai. Irodykite, kad devy-
niolikakampis turi bent vieng lygiagrec¢iy krastiniy pora.

Sprendimas. Laikysime, kad atkarpos, esancios vienoje tieséje, yra lygiagrecios. T.y.
mums rupés tik atkarpy pasvirimo kampas — jei jis toks pats, tai atkarpas laikysime
lygiagre¢iomis, net jei jos vienoje tiese¢je. Negretimos 19-kampio krastinés gali buti
vienoje tieseje, kai turime neiskilajj daugiakampj. Jei tokiy krastiniy nelaikysime ly-
giagrec¢iomis, uzdavinio teiginys bus klaidingas. Jei vienoje tieséje atsidurty gretimos
krastinés, tai jos sudaryty vieng atkarpa ir 19-kampis issigimty j 18-kampj.

Jei kelios i$ eilés einancios kokio nors daugiakampio krastinés poromis is eilés sudaro
daugiakampio kampus (1, fa, ..., Bk, tai pirmaja krastine pasukus kampu S ji taps
lygiagreti su antraja, tada pasukus kampu [, (ta pacia kryptimi) — su treciaja ir t. t.
Taigi kad pirmoji krastine tapty lygiagreti su paskutinigja, ja iS viso reikeés pasukti
kampu 1 + 2 + ... + Bk. Pasukus atkarpa 180° kampu jos pasvirimas lieka toks pats.
Vadinasi, jei kampas 1 + B2 + ... + [ (laipsniais) yra 180 kartotinis, tai pirmoji ir
paskutinioji krastines lygiagrecios.

I eilés pazymékime 19-kampio virSunes A;, As, ..., A9, 0 atitinkamus vidinius 19-
kampio kampus pazymekime oy = a; - 10°, ag = as - 10°, ..., aq9 = a9 - 10°. Cia a; yra

naturalieji skaiciai.



Nagrinékime is eilés einancias krastines Aj9A;, A1As, ..., A1gAjg ir 18 kampy
Q, O[1+O[2, ey Oél—I—OéQ—l-...—f-Oélg.
Jei kuris nors i$ jy yra 180° kartotinis, tai pirmoji krastiné AjgA; lygiagreti su viena
is likusiy krastiniy. Tarkime, kad taip néra. Tada joks iS kampu (iSreiksty laipsniais)
nesidalija is 180 ir joks is 18 naturaliyjy skaiciy
as, Cll—l—(lg, ey a1+a2—|—...+a18
nesidalija is 18. Jei naturalusis skai¢ius nesidalija i$ 18, tai jis dalijasi iS 18 su viena is
17 liekany 1, 2, ..., 17. Turime 17 liekany ir 18 skaiciy, todél (pagal Dirichlé principa)

atsiras du skaiciai
a+as+ ...+ a;, a1+a2+...+aj, 1<Z<]<18,

besidalijantys iS 18 su ta pacia liekana. Jy skirtumas a;y1 + ... + a; dalijasi i$ 18 be
lickanos ir kampas a;1 + ... + «; yra 180° kartotinis. Nagrinédami iS eilés einancias
krastines A;A; 11, ..., AjA; 4 ir §] kampa, gauname, kad (skirtingos) krastinés A; A, 4
ir AjA;;1 yra lygiagrecios.

Taigi bet kuriuo atveju 19-kampis turi dvi lygiagrecias krastines.



