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55-0ji Lietuvos moksleiviy matematikos olimpiada vyko Pasvalyje 2006
m. balandZio 11 d. Pateikiame olimpiados uZdaviniy salygas ir sprendimus.

IX—X klasés

1. [rodykite,n kad n®+2n+12 nesidalija is 121, jei n yra sveikasis
skaicius.

Sprendimas. Tarkime, kad (n+1)° +11: (dalijasi i¥ ) 121 , tada
(n+1) +11:11,  twodet  (n+1):11, ir  (n+1):121.  Bet
(n+1)° +11:121, vadinasi 11:121 - priestara.

Galima apseiti ir be priestaros. Turime A = (n + 1)2 +11. Jei
(n+1)11, tai (n+1)° *11,ir A311.Jei (n+1):11, tai (n+1)° 1121,
bet 11121, irvel A 1121,

Dar kitaip. Dalydami n+1 i§ 11, gauname n+1=11kxr, r= 0, 1,
2,3,4,5. Tada A=121k> +22kr +r*> + 11, ir A galéty dalytis i§ 11 tik kai
r* 11, ty. kai # =0, bettada A =121k +11 ir nesidalija i§ 121.

2. LygiaSoniame trikampyje ABC, kuriame AB=BC, nubréita
pusiaukampiné AD. Duota, kad AC=AD+DB. Raskite trikampio BC kampus.

Atsakymas. /BAC = ZACB =40°, ZABC =100°.

Sprendimas. Krastinéje AC atidedame AE = AD (pasidarykite bréZinj),
tada BD = EC . Pagal pusiaukampinés savybe AD dalija kraSting BC santykiu
BD/CD = AB/ AC . Trikampiai CDE ir ABC panaiis, nes £C

bendras ir EC/CD =BC/CA, todeél
/CDE = ZECD = Z/BAC(=2«x). I3 lygiaSonio AADE
ZAED =90°-a /2, nes /DAE = o .

ZDEC =180°—- ZECD — ZEDC =180°—4¢ . Kampai AED ir DEC
gretutiniai, todél 90° —a /2 +180° —4a =180°, i§ kur a =20°. Taigi
/BAC = ZACB =2a =40°, ZABC =180°-2/ACB =100°.



3. Kiek yra natiraliyjy skaiciy a, b, c trejety (a, b, c), su kuriais teisinga
lygybé a” +3b* = ¢’ jei

A) tarp skaiciy a, b, ¢ gali buti lygiy?

B) is skaiciy a, b, c jokie du néra lygiis?

Atsakymas. A) Be galo daug; B) be galo daug.

Sprendimas. A) Paéme a = b, gauname, kad 4a’® = ¢ . Akivaizdu, kad
(a, c) = (4n3, 4n? ), kur n € N tenkina lygtj. Taigi a = 4n’, b=4n’,
c=4n’ tenkina prading lygti, kai n € N . Su skirtingais n gauname,
skirtingus sprendinius, todél juy yra be galo daug.

B) Paéme a=9a’, b=3b", c=3c", gauname
81a’> +27b"* =27¢", 3a'* +b'* =¢". Jau isitikinome, kad jei skaiciai
gali bati lygis, tai $ia lygti tenkina sprendiniai a, = b, = 4n’, cl = 4n*.
Vadinasi pradine lygti tenkina a =36n°, b=12n’, ¢ =12n* (ne N).
Kai n>2, tai a=36n">b=12n’ >c=12n". Taigi salyga tenkina
trejetai (36713 ,12n°,12n° ), kai n > 2, ir jokie du trejetai néra vienodi,
todél sprendiniy yra be galo daug.

4. I skaiciy 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 ismetant kelis sudaromas toks rinkinys
A, kad visos galimos jo dviejy skaiciy sumos buty skirtingos. Kiek daugiausiai
skaiciy gali biiti rinkinyje A?

Atsakymas. 5 .

Sprendimas. Nurodyti penkiy skai¢iy rinkini nesunku — pavyzdZiui, tinka
rinkinys {1, 2, 3, 5, 9}. I§ 5 imant po 2 galima sudaryti daugiausia
C52 =9%4/2 =10, o ¢&a ju tiek turime — tai 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 14.
Irodykime, kad daugiau skai¢iy rinkinyje buti negali.

Tarkime, kad radome rinkini A i§ 6 skaiéiy, tenkinanti salyga. Jo visos
dvieju elementy sumos skirtingos, taigi sumy yra C62 =6-5/2=15. Bet
netgi i§ visy 9 skaiiy nuo 1 iki 9 imant po 2 galima sudaryti tik 15 sumy (nuo 3
iki 17). Taigi rinkinys turi duoti visas tas sumas, todél jame yra 1 ir 2 (kitaip
negautume sumos 3) bei 8 ir 9 (kitaip negautume sumos 17). Bet
14+9 =2+8, sumos lygios — priestara.

XI-XII klasés.
1. ISspreskite lygciy sistemaq:



x*+y?—xy’ -9x/8=0
y'+xP=x’y-9y/8=0.
Atsakymas. (0,0), (9/8,9/8), (1,1/2), (1/2,1).

Sprendimas. _Dauginame  pirma lyg1 sy, antrq - 1§ x
{(x*y+y’ —xy* -9xy/8=0, xyt +x0 —x'y—9xy/8=0}.
Atimame Sias lygtis viena i$ kitos ir iSskaidome:

y —x’+2x*y-2xy* =0, (y3 —x3)(l—2xy): 0.

Turime du atvejus: 1) x=y;2) 2xy =1.

1) atveju pradinés lygtys virsta ta padia x* +x” —x* —9x/8=0,
x(x -9/ 8) =0, ir gauname  sprendinius x=0,y=0 ir
x=9/8,y=9/8.

2) atveju x=0 (nes 2xy=1), todél y=1/(2x),
x* +1/(4x>)-1/(8x*)-9x/8 =0, 8x* +1-9x° =0,
(x3 - 1) (x3 - 1/8)2 O, ir gauname sprendinius x=1,y=1/2 bei
x=1/2,y=1.

2. Du apskritimai liecia vienas kitq is iSorés taske B. Per vieno apskritimo
taskq A isvesta liestiné kerta kitq taskuose C ir D. [rodykite, kad taskas A
vienodai nutoles nuo tiesiy BC ir BD.

Sprendimas. Sakykime, kad BD antra syki kerta apskritima taske E
(pasidarykite bréZinj). Mums pakanka jrodyti, kad ZABE = ZABC, tada BA
yra kampo CBE pusiaukampiné, ir kiekvienas jos taskas (taigi ir A) vienodai
nutolgs nuo tiesiy BC ir BE. Bet kampas ABC lygus jame esanciy apskritimo
lanky AB ir BC sumos pusei, o ABE yra trikampio BD priekampis ir lygis
sumai kampy A ir D, kurie atitinkamai lyglis pusei lanko AB ir pusei lanko BC.

3. Visi trys skaiciai a, b, c skirtingi ir nelygiis 0, a+b+c=0. [rodykite, kad

(b—c c—a a—bXﬁa b c j
+ + + + =9.
a b c b—c c—a a-b

Sprendimas. Kadangi a+b+c=0, tai a+b=—-c, b+c=-a,
a+b+c =0. Padauginkime abi duotos lygybés puses i§ abc (abc # 0).

Tada deSiné pusé tampa 9abc. Kairéje puséje i§ abc dauginame pirmus
skliaustus jie virsta

be(b—c)+ac(c—a)+ ab(a b)=




be(b—-c)+ac* —a*c+a’b—ab* =
be(b—c)—ab* —=c*)+a*(b—c)= (b—c)bc—ab—ac+a*) =
(b—c)a—-b)a—c)=—-(b—-c)c—a)a-b)
(minusa iSkéléme tam, kad reiSkinio dauginamieji biity cikliSkai gaunami
vienas i kito — tada Zymiai lengviau uZraSinéti visus veiksmus).
Todél kairé pusé virsta
—a(c—a)a—-b)-bla—b)(b—c)—c(b—c)(c—a)=
=(-a’c+a’ +abc—a’b)+ (-b*a+b’ +bca-b*c)+
+(=c*b+c’ +cab—c*a)=a(a® +ab + ac +bc) +
+b(b* +bc +ba+ca)+c(c® +ca+cb+ab)—
—2(a’c+a’b+b*a+bic+c’b+cta) =
=b(b+c)b+a)+c(c+a)c+b)+
+a(a+b)a+c)—2ac(a+c)—2balb+a)—2chb(c+b)=
=b(—a)(—c) +cba + acb + 2ach + 2bac + 2cba = 9abc,
taigi lygi deSiniajai.
4. 7r. IX-X klasiy 4 uzdavinj.

Lietuvos olimpiados nugalétojai puikiai pasirodé 2006 mety Pasaulio
moksleiviy matematikos olimpiadoje, kuri vyko Slovénijos sostinéje
Liublianoje (uZduotis ir rezultatus Zr. [1]).

2005 m. Lietuvos olimpiados uzduotys apzvelgtos straipsnyje [2], 2007 m.
uzduotys bus apZvelgtos straipsnyje [3].
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PROBLEMS OF LITHUANIAN MATHEMATICAL OLYMPIAD - 2006.
Juozas Juvencijus Macdys

The problems of the Lithuanian school olympiad - 2006 are presented and solutions are given.



