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1 (9-12 klas
es). Duota, kad

M = (a− b)(a− c)(a− d)(b− c)(b− d)(c− d),

kur a, b, c ir d � sveikieji skai£iai.
a) Ar visada M dalijasi i² 12 ?
b) Ar visada M dalijasi i² 24 ?

Sprendimas. I² keturiu� skai£iu� a, b, c, d bent du duoda vienodas liekanas, dalijant
juos i² 3. Tu� dvieju� skai£iu� skirtumas dalijasi i² 3. Taigi M visada dalijasi i²
3. Jei bent trys i² skai£iu� a, b, c, d yra lyginiai, arba bent trys nelyginiai, tai
kiekvienas i² triju� skirtumu� (tarp tu� triju� skai£iu�) dalijasi i² 2, tod
el M dalijasi
i² 8. Jei du i² skai£iu� a, b, c, d yra lyginiai, o kiti du � nelyginiai, tai du skirtumai
(tarp abieju� lyginiu� ir abieju� nelyginiu� skai£iu�) dalijasi i² 2, tod
el M dalijasi i²
4. Taigi visais atvejais M dalijasi i² 4, tod
el M dalijasi ir i² 3 · 4 = 12. Jeigu
a = 4, b = 3, c = 2, d = 1, tai M = 12, tod
el M neb	utinai dalijasi i² 24.

Atsakymas: a) visada, b) ne visada.

2 (9-10 klas
es). Apie smailu�ji� trikampi� ABC apibr
eºtas apskritimas. At-
karpa BD yra to apskritimo skersmuo. I² vir²	un
es A nubr
eºta auk²tin
e kerta
apskritim¡ ta²ke E. I�rodykite, kad keturkampio BECD plotas yra lygus trikam-
pio ABC plotui.

Sprendimas. Tegul H yra kampo A auk²tin
es pagrindas, o F � statmens i²
ta²ko D i� atkarp¡ AE pagrindas.Trikampis DBC yra statusis, tod
el atkarpa
DC yra lygiagreti atkarpai AE. Taigi AECD yra lygia²on
e trapecija, o FHCD

� sta£iakampis. Tod
el FE = FH + HE = FH + AF = AH. Keturkampio
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BECD plotas yra lygus 1
2
BC · FE, o trikampio ABC plotas lygus 1

2
BC · AH,

taigi ²ie plotai yra lyg	us.

3 (9-10 klas
es). I�rodykite, kad jeigu 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1, tai
x

7 + y3 + z3
+

y

7 + z3 + x3
+

z

7 + x3 + y3
6 1

3
.

Sprendimas. Ai²ku, kad 7 + y3 + z3 > 6 + x3 + y3 + z3, taigi pirmoji trupmena
nevir²ija x/(6 + x3 + y3 + z3). Analogi²kai, antroji trupmena nevir²ija y/(6 +

x3 + y3 + z3), o tre£ioji nevir²ija z/(6 + x3 + y3 + z3). Taigi ju� suma yra ne
didesn
e uº (x + y + z)/(6 + x3 + y3 + z3). Belieka i�rodyti, kad

3(x + y + z) 6 6 + x3 + y3 + z3.

I² nelygyb
es x3 − 3x + 2 = (x − 1)2(x + 2) > 0 i²plaukia, kad 3x 6 2 + x3.

Analogi²kai, 3y 6 2 + y3 ir 3z 6 2 + z3. Sud
ej¦ ²ias tris nelygybes gausime, kad
3(x + y + z) 6 6 + x3 + y3 + z3.

4 (9-10 klas
es). Atsitiktinai imamos 9 taisyklingojo dvide²imtkampio vir-
²	un
es. I�rodykite, kad tarp ju� visada atsiras tokios trys, kurios yra lygia²onio
trikampio vir²	un
es.

Sprendimas. Pasteb
ekime, kad imdami kas ketvirt¡ vir²	un¦ i² taisyklingojo
dvide²imtkampio gausime keturis taisyklinguosius penkiakampius. Bent i� vien¡
i² ²iu� keturiu� penkiakampiu� pateks bent trys i² 9 taisyklingojo dvide²imtkampio
vir²	uniu�. Ta£iau bet kokios trys taisyklingojo penkiakampio vir²	un
es (taigi ir
²ios trys) sudaro lygia²oni� trikampi�.

5 (11-12 klas
es). Trikampio ABC pusiaukampin
e AL lygi kra²tinei AC.
Toje pusiaukampin
eje yra toks ta²kas K, kad CK = BL. I�rodykite, kad kampas
CKL yra lygus kampui ABC.

Sprendimas. Tegul D yra toks atkarpos AB ta²kas, kad kampas ACK yra lygus
kampui ALD.
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Kadangi ∠DAL = ∠KAC ir AC = AL, tai trikampiai ACK ir ALD � lyg	us.
Taigi CK = LD ir ∠CKL = ∠BDL. Vadinasi, BL = CK = LD, tod
el
trikampis DLB � lygia²onis. Taigi ∠CKL = ∠BDL = ∠DBL = ∠ABC.

6 (11-12 klas
es). Raskite visus nat	uraliuosius skai£ius n, su kuriais n7 +

n2 + 1 yra pirminis skai£ius.

Sprendimas. Kai n = 1, tai n7 + n2 + 1 = 3 � pirminis skai£ius. Kadangi

n7 + n2 + 1 = (n2 + n + 1)(n5 − n4 + n2 − n + 1)

ir abu daugikliai n2 + n + 1, n5 − n4 + n2 − n + 1 yra didesni uº 1, kai n > 2,

tai su kiekvienu n > 2 skai£ius n7 + n2 + 1 n
era pirminis.
Atsakymas: n = 1.

7 (11-12 klas
es). Lentoje uºra²yti 1004 skai£iai: 2, 4, 6, . . . , 2008. Du
ºaid
ejai pakaitomis daro toki� 
ejim¡:

pasirenka kuri� nors lentoje uºra²yt¡ skai£iu�, ji� nutrina, o jo vietoje i�ra²o
vienetu maºesni� skai£iu�, be to, jeigu lentoje atsiranda nulis, tai ji� i² karto
nutrina, o jeigu atsiranda du vienodi skai£iai, tai nutrina vien¡ i² ju�.

Laimi tas ºaid
ejas, kurio varºovas nutrina paskutini� skai£iu�. I�rodykite, kad
ºaidim¡ pradedantis ºaid
ejas visada gali laim
eti, kad ir kaip ºaistu� antras ºaid
e-
jas. Kaip pradedantis ºaid
ejas turi ºaisti?

Sprendimas. Po pirmojo 
ejimo lygiai vienas skai£ius bus nelyginis. I�rodysime,
kad pirmasis ºaid
ejas visada gali ºaisti taip, kad po jo 
ejimo visada lygiai vienas
skai£ius bus nelyginis bei lentoje nebus jokios poros 2k − 1, 2k. I² tikru�ju�, jei
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antrasis ºaid
ejas savo 
ejim¡ atlieka su ²iuo vieninteliu nelyginiu skai£iumi, tai
po jo 
ejimo visi skai£iai bus lyginiai ir pirmasis nesunkiai pasiekia savo tiksl¡ (jei
ºaidimas dar nebaigtas), nes dvieju� vienodu� skai£iu� po bet kokio 
ejimo lentoje
n
era. Jeigu antrasis atlieka 
ejim¡ su kokiu nors kitu skai£iumi (kuris yra lygi-
nis), tai po jo 
ejimo lentoje bus du skirtingi nelyginiai skai£iai, nes prie² jo 
ejim¡
jokios poros 2k − 1, 2k lentoje nebuvo. Be to, tokia pora po ²io 
ejimo atsirasti
negali, nes dvieju� vienodu� skai£iu� prie² bet koki� 
ejim¡ lentoje n
era. Tada pir-
masis ºaid
ejas savo 
ejimu sumaºina maºesni�ji� i² dvieju� lentoje esan£iu� nelyginiu�
skai£iu� vienetu ir taip pasiekia savo tiksl¡: lygiai vienas i² likusiu� skai£iu� bus ne-
lyginis bei nebus jokios poros 2k− 1, 2k. Kadangi visu� lentoje uºra²ytu� skai£iu�
suma po kiekvieno 
ejimo maº
eja, tai taip ºaisdamas pirmasis ºaid
ejas visada
pasieks situacij¡, kai po jo 
ejimo lentoje liks tik vienintelis skai£ius (kuris bus
nelyginis, sakykime, 2k − 1) ir po 2k − 1 
ejimo laim
es ºaidim¡.


