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1 (9-10 klas
es). I�rodykite, kad nelygyb
e
a4 + a2b2 + b4

3
> a3b + ab3

2

teisinga su bet kuriais realiaisiais skai£iais a ir b.

Sprendimas.
Pirmas b	udas. Kadangi (a− b)(a3 − b3) > 0, tai

a4 + b4 > a3b + ab3.

Be to,

a4 + 2a2b2 + b4 = (a2 + b2)2 > 2ab(a2 + b2) = 2a3b + 2ab3.

Sud
ej¦ ²ias nelygybes, gauname

2a4 + 2a2b2 + 2b4 > 3(a3b + ab3).

Padalij¦ i² 6, gausime reikiam¡ nelygyb¦.

Antras b	udas. Kai b = 0, nelygyb
e akivaizdi. Tegul b 6= 0. Padauginkime
nelygyb¦ i² 6/b4 ir paºym
ekime c = a/b. Mums reikia i�rodyti nelygyb¦

2c4 − 3c3 + 2c2 − 3c + 2 > 0.

Kadangi

2c4 − 3c3 + 2c2 − 3c + 2 = (c− 1)(2c3 − c2 + c− 2) = (c− 1)2(2c2 + c + 2),

tai reikiama nelygyb
e i²plaukia i² nelygybiu� (c− 1)2 > 0 ir

2c2 + c + 2 = c2 + (c + 1/2)2 + 7/4 > 0.

1Vilniaus universitetas, Matematikos ir informatikos fakultetas, Naugarduko 24, Vilnius
LT-03225. http://www.mif.vu.lt/∼dubickas/
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2 (9-10 klas
es). Trapecijos ABCD ²onin
es kra²tin
es AB ilgis lygus pagrin-
du� AD ir BC ilgiu� sumai. I�rodykite, kad kampo A pusiaukampin
e kra²tin¦ CD

dalija pusiau.

Sprendimas. Tegul K yra toks atkarpos AB ta²kas, kad AK = AD, ir tegul N

� kampo A pusiaukampin
es AM ir atkarpos KD susikirtimo ta²kas. Tada

KB = AB − AK = AB − AD = BC.

Vadinasi, trikampiai DAK ir KBC yra lygia²oniai. Kadangi ∠DAB+∠ABC =

1800 ir ∠DAB = 1800 − 2∠DKA bei ∠ABC = 1800 − 2∠CKB, tai ∠DKA +

∠CKB = 900.
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Taigi ∠DKC = 1800−∠DKA−∠CKB = 900, tod
el trikampis DKC � statusis.
Be to, AN yra lygia²onio trikampio DAK pusiaukampin
e, taigi ir auk²tin
e,
ir pusiaukra²tin
e. Vadinasi, atkarpos NM ir KC yra lygiagre£ios. Kadangi
KN = ND, tai CM = MD.

3 (9-12 klas
es). �aidimo lenta yra sta£iakampis, kurio apatin
e kra²tin
e
lygi m, o ²onin
e � n (m ir n yra nat	uralieji skai£iai). Sta£iakampis padaly-
tas i� vienetinius kvadrat
elius. Kairiajame apatiniame langelyje stovi ²a²k
e. Du
ºaid
ejai daro 
ejimus pakaitomis, ir kiekvienu 
ejimu ºaid
ejas pastumia ²a²k¦ i�
kit¡ langeli�: arba per kiek nori langeliu� i� de²in¦, arba per kiek nori langeliu� i�
vir²u�. Pralaimi tas ºaid
ejas, kuris nebegali padaryti 
ejimo. Nustatykite visas
i�manomas nat	uraliu�ju� skai£iu� poras (m,n), su kuriomis ºaidim¡ pradedantis
ºaid
ejas gali laim
eti, kad ir kaip ºaistu� antrasis. Nurodykite, kaip jam reik
etu�
ºaisti.
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Sprendimas. Jei m = n = 1, tai pirmasis ºaid
ejas pralaimi, nes negali padaryti

ejimo. I�rodysime, kad ir kitais atvejais, kai ºaidimo lenta yra kvadratas, t. y.
m = n, antrasis ºaid
ejas visada gali laim
eti ºaisdamas taip. Jei pirmasis savo

ejimu ²a²k¦ pastumia per k langeliu� i� de²in¦, tai antrasis j¡ stumia per k langeliu�
i� vir²u�, o jei pirmasis ²a²k¦ pastumia per k langeliu� i� vir²u�, tai antrasis j¡ stumia
per k langeliu� i� de²in¦. Taip ºaidºiant, po kiekvieno antrojo ºaid
ejo 
ejimo ²a²k
e
visada bus ant kvadratin
es lentos n × n i�striºain
es, einan£ios is kairiojo apa-
tinio kampo i� de²ini�ji� vir²utini� kamp¡. Taigi paskutini� i�manom¡ 
ejim¡ padarys
antrasis ºaid
ejas pastumdamas ²a²k¦ ant de²iniojo vir²utinio lentos langelio.

Tarkime, kad m 6= n. I�rodysime, kad tada pirmasis ºaid
ejas visada gali
laim
eti. Kadangi m 6= n, tai pirmuoju 
ejimu jis gali pastumti ²a²k¦ arba ant
lentos vir²uje esan£io m×m kvadrato i�striºain
es (kai m < n ir jis ²a²k¦ pastumia
per n−m langeliu� i� vir²u�), arba ant lentos de²in
eje pus
eje esan£io n×n kvadrato
i�striºain
es (kai n < m ir jis ²a²k¦ pastumia per m − n langeliu� i� de²in¦), o to-
liau laikytis auk²£iau nurodytos antrojo ºaid
ejo taktikos kvadratin
eje lentoje.
Vadinasi, pirmasis ºaid
ejas visada gali laim
eti tada ir tik tada, kai m 6= n.

Atsakymas: Pradedantis ºaid
ejas gali laim
eti, kai (m,n) ∈ N2, kur m 6= n.

4 (9-10 klas
es). Skai£ius

a0a0 . . . a0b0c0c0 . . . c0c

(skaitmenys a ir c para²yti po 1001 kart¡) dalijasi i² 37. I�rodykite, kad b = a+c.

Sprendimas. Paºym
ekime duot¡ji� skai£iu� N . Tegul M = 11 . . . 1 yra skai£ius,
kuriame skaitmuo 1 para²ytas 2001 kart¡. Skai£ius M dalijasi i² 37, nes 111

dalijasi i² 37, o 2001 dalijasi i² 3. Kita vertus, N dalijasi i² 37 tada ir tik tada,
kai 11N dalijasi i² 37, nes 37 yra pirminis skai£ius. Nesunku pasteb
eti, kad

11N = aa . . . abbcc . . . c,

kur skaitmenys a ir c yra para²yti po 2002 kartus. Taigi

11N = aM102005 + abbc102001 + cM.

I² ²ios i²rai²kos matome, kad N dalijasi i² 37 tada ir tik tada, kai abbc dalijasi
i² 37. Kadangi

abbc = 1000a + 110b + c = 999a + 111b + a− b + c = 37(27a + 3b) + a− b + c



4

ir |a− b + c| 6 18 < 37, tai abbc dalijasi i² 37 tada ir tik tada, kai a− b + c = 0,

t. y. b = a + c. Taigi 37|N =⇒ b = a + c.

5 (11-12 klas
es). Realieji skai£iai a ir b tenkina s¡lyg¡

a3 + b3 = 8− 6ab.

Kokias reik²mes gali i�gyti a + b?

Sprendimas. Paºym
ekime s = a + b ir t = ab. Tada a3 + b3 = s3 − 3st. Taigi
duotoji s¡lyga yra ekvivalenti lygybei

s3 − 3st− 8 + 6t = s3 − 8− 3t(s− 2) = (s− 2)(s2 + 2s + 4− 3t) = 0.

Vadinasi, galimi du atvejai: s = a + b = 2 (tada duot¡j¡ s¡lyg¡ tenkina, pvz.,
skai£iu� pora a = b = 1) ir s2 + 2s + 4 − 3t = 0. �iuo atveju, i�ra²¦ s = a + b ir
t = ab, gauname

0 = a2 + 2ab + b2 + 2a + 2b + 4− 3ab =
1

2

(
(a− b)2 + (a + 2)2 + (b + 2)2

)
.

�i lygyb
e i�manoma su vienintele realiu�ju� skai£iu� pora a = b = −2. (�i pora
tenkina ir duot¡j¡ s¡lyg¡.) Ai²ku, kad tada a + b = −4. Vadinasi, a + b = 2

arba a + b = −4. Be to, abi ²ios reik²m
es tikrai yra i�gyjamos.
Atsakymas: 2 ir −4.

6 (11-12 klas
es). Trikampio ABC pusiaukampin
es kertasi ta²ke S. Ta²kai
A1, B1, C1 yra simetri²ki ta²kui S atitinkamai tiesiu� BC, AC ir AB atºvilgiu.
Apie trikampi� A1B1C1 apibr
eºtas apskritimas eina per ta²k¡ B. Raskite kamp¡
ABC.

Sprendimas. Tarkime, kad i� trikampi� ABC i�br
eºto apskritimo spindulys yra
lygus r. �inoma, kad S yra to apskritimo centras. Tegul K yra statmens
i² ta²ko S i� kra²tin¦ BC pagrindas. Tada SA1 = 2SK = 2r. Analogi²kai,
SB1 = SC1 = 2r. Vadinasi, S taip pat yra ir apie trikampi� A1B1C1 apibr
eºto
apskritimo centras. Kadangi ²is apskritimas eina per ta²k¡ B, tai SB = 2r.

Sta£iojo trikampio SKB istriºain
e SB = 2r, o statinis SK = r, tod
el ∠SBK =

300. Kadangi BS yra kampo ABC pusiaukampin
e, tai ∠ABC = 2∠SBK = 600.

Atsakymas: ∠ABC = 600.
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7 (11-12 klas
es). Sveikieji skai£iai nuo 1 iki 25 (neb	utinai i�prastine tvarka)
sura²yti ratu. Apskai£iuojamos 25 sumos: pradedant kiekvienu skai£iumi sude-
dami 5 pagal laikrodºio rodykl¦ i² eil
es einantys skai£iai. Randamos tu� sumu�
dalybos i² 5 liekanos (t. y. vienas i² skai£iu� 0, 1, 2, 3 arba 4). Skirtingu� liekanu�
skai£iu� paºym
ekime d.

a) I�rodykite, kad d gali b	uti lygus 1, 3, 4 arba 5.
b) I�rodykite, kad d negali b	uti lygus 2.

Sprendimas. Galime laikyti, jog vietoj kiekvieno skai£iaus k, 1 6 k 6 25,

yra para²yta jo liekana moduliu 5, t. y. vienas i² skai£iu� 0, 1, 2, 3, 4. I² viso
turime ratu sura²ytus 25 skai£ius, po penkis 0, 1, 2, 3 ir 4. Paºym
ekime juos
(pradedant nuo bet kurio i² ju�) pagal laikrodºio rodykl¦ a1, . . . , a25. Be to,
penkiu� pagal laikrodºio rodykl¦ i² eil
es einan£iu� skai£iu� (pradedant nuo an)
dalybos i² 5 liekan¡ paºym
ekime `n. Pavyzdºiui,

`n = an + an+1 + an+2 + an+3 + an+4 (mod 5),

kai n = 1, . . . , 21. Tada d yra skirtingu� aib
es {`1, . . . , `25} elementu� skai£ius.
a) Sura²ykime skai£ius taip:

0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4.

Ai²ku, kad tada `1 = · · · = `25 = 0, nes bet kuriu� penkiu� taip i² eil
es einan£iu�
skai£iu� suma yra 0+1+2+3+4 = 10, tod
el ji dalijasi i² 5. Taigi 0 yra vienintel
e
liekana, tod
el d = 1.

Sukeiskime viename i² bloku� 0, 1, 2, 3, 4 (pvz., antrame) 0 ir 1 vietomis:

0, 1, 2, 3, 4, 1, 0, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4.

Tada `2 = 1, `7 = 4 ir `n = 0, kai n 6= 2, 7. Gavome tris skirtingas liekanas
0, 1, 4, tod
el ²iuo atveju d = 3.

Nor
edami gauti keturias skirtingas liekanas, skai£ius sura²ykime taip:

0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 3, 1, 3, 3, 3, 4, 3, 4, 4, 4, 4, 2, 2, 2, 2, 0, 2.

Matome, kad `1 = 1, `2 = 2, `3 = 3, `4 = 4. Be to, `n 6= 0, nes (kaip nesunku
i�sitikinti) jokiu� penkiu� i² eil
es taip ratu sura²ytu� skai£iu� suma nesidalija i² 5.

Taigi ²iuo atveju d = 4.

Visas penkias liekanas gauti nesunku. Sura²ome pirmus 9 skai£ius i² eil
es taip
0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, o likusius 16 (dar vien¡ 1 ir po penkis 2, 3, 4) sura²ome bet
kuria tvarka. Tada `1 = 0, `2 = 1, `3 = 2, `4 = 3, `5 = 4, tod
el d = 5.
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b) I�rodysime, kad kaip besura²ytume skai£ius ratu skirtingu� liekanu� skai£ius
d negali b	uti lygus 2. Tarkime prie²ingai, kad, sura²¦ skai£ius a1, . . . , a25 ir
suskai£iav¦ atitinkamai `1, . . . , `25, gavome lygiai 2 skirtingas `n reik²mes, pvz.,
u ir v. �ia u 6= v ir 0 6 u, v 6 4. Kadangi

`1 + `6 + `11 + `16 + `21 = a1 + · · ·+ a25 (mod 5),

kur a1 + · · ·+a25 = 5(1+2+3+4) dalijasi i² 5, tai `1 +`6 +`11 +`16 +`21 dalijasi
i² 5. Jei lygiai t i² liekanu� `1, `6, `11, `16, `21 yra lygios u, o 5− t i² ju� yra lygios
v, tai tu + (5− t)v = t(u− v) + 5v dalijasi i² 5. Kadangi u 6= v, tai i�manoma,
tik kai t = 0 arba t = 5. Vadinasi, `1 = `6 = `11 = `16 = `21. Analogi²kai
samprotaudami su penketu `1+j, `6+j, `11+j, `16+j, `21+j, kur 0 6 j 6 4, gauname
lygyb¦

`1+j = `6+j = `11+j = `16+j = `21+j (1)
su kiekvienu j = 0, 1, 2, 3, 4.

Nagrin
ekime sura²ytas ratu liekanas `1, . . . , `25, kur `n ∈ {u, v} su kiekvienu
n = 1, . . . , 25. I² 25 ratu sura²ytu� skai£iu� bent du gretimi bus vienodi, sakykime,
u ir u. Be to, anks£iau ar v
eliau i² karto po u bus ir liekana v, tod
el b	utinai
atsiras trys tokios liekanos i² eil
es: u, u, v. Neprarasdami bendrumo, galime
laikyti, kad `1 = `2 = u, `3 = v. Tada i² lygyb
es (1) i²plaukia, kad liekanos
`1, . . . , `25 yra tokios:

u, u, v, `4, `5, u, u, v, `4, `5, u, u, v, `4, `5, u, u, v, `4, `5, u, u, v, `4, `5. (2)

Kadangi `1 = `2, tai a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = a2 + a3 + a4 + a5 + a6 (mod 5),

tod
el a1 = a6. Lygiai taip pat i² lygybiu� `6 = `7, `11 = `12, `16 = `17 (ºr. (2))
gauname, kad

a1 = a6 = a11 = a16 = a21. (3)
I²

v − u = `3 − `2 = a7 − a2 (mod 5)

i²plaukia, kad a7 = a2 + w (mod 5), kur w = v− u. Analogi²kai, naudodamiesi
(2) gauname, kad

a12 = a7 + w (mod 5) = a2 + 2w (mod 5),

a17 = a12 + w (mod 5) = a2 + 3w (mod 5),

a22 = a17 + w (mod 5) = a2 + 4w (mod 5).
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Kadangi w 6= 0 ir |w| 6 4, tai skai£iai a2, a2 + w, a2 + 2w, a2 + 3w, a2 + 4w

moduliu 5 yra visi skirtingi. Tod
el

{a2, a7, a12, a17, a22} = {0, 1, 2, 3, 4}. (4)

Paºym
ekime a1 = a. Skai£ius a yra vienas i² penkiu� skai£iu� 0, 1, 2, 3, 4. Tarp
visu� ak, kur k = 1, . . . , 25, jis turi b	uti sutinkamas lygiai 5 kartus. Ta£iau i² (3)
i²plaukia, kad ak = a, kai k = 1, 6, 11, 16, 21 (jau penkios k rei²km
es), o i² (4)
i²plaukia, kad ak = a dar su vienu (jau ²e²tu!) nat	uraliuoju k (kuris yra aib
es
{2, 7, 12, 17, 22} elementas). Prie²tara.


