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1 (9-10 klasés). Irodykite, kad nelygybé
a* 4+ a®b? + b* < a’b + ab®
3 -2
teisinga su bet kuriais realiaisiais skaiciais a ir b.

Sprendimas.
Pirmas budas. Kadangi (a — b)(a® — %) > 0, tai

at + bt > a®b+ ab®.
Be to,
a* 4 2ab* + b* = (a® + b*)? = 2ab(a® + b*) = 2a>b + 2ab®.
Sudéje Sias nelygybes, gauname
2a" + 2a*b* + 2b* > 3(a’b + ab®).

Padalije i$ 6, gausime reikiamg nelygybe.

Antras budas. Kai b = 0, nelygybé akivaizdi. Tegul b # 0. Padauginkime
nelygybe i§ 6/b* ir pazymeékime ¢ = a/b. Mums reikia jrodyti nelygybe

2t =3¢ +2¢7 =3¢ +2 >0,

Kadangi

2¢t =3¢ +2c2 —3c+2=(c— 12 = +c—2) = (c—1)*(2* + ¢+ 2),
tai reikiama nelygybé isplaukia i$ nelygybiy (¢ —1)? > 0 ir

2 +c+2=c+(c+1/2*+7/4>0.
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2 (9-10 klasés). Trapecijos ABCD Soninés krastinés AB ilgis lygus pagrin-
dy AD ir BC ilgiy sumai. Jrodykite, kad kampo A pusiaukampiné krastine C'D
dalija pusiau.

Sprendimas. Tegul K yra toks atkarpos AB taskas, kad AK = AD, ir tegul N
— kampo A pusiaukampinés AM ir atkarpos K D susikirtimo taskas. Tada

KB=AB - AK =AB - AD = BC.

Vadinasi, trikampiai DAK ir K BC yra lygiasoniai. Kadangi ZDAB+/ABC =
180° it /DAB = 180° — 2/DK A bei ZABC = 180° — 2/CKB, tai /DK A +
ZCKB =90

Taigi ZDKC = 180~ ZDKA—ZCKB = 90°, todél trikampis DK C — statusis.
Be to, AN yra lygiaSonio trikampio DAK pusiaukampiné, taigi ir aukstiné,
ir pusiaukrastiné. Vadinasi, atkarpos NM ir KC yra lygiagre¢ios. Kadangi
KN =ND, tai CM = MD.

3 (9-12 klasés). Zaidimo lenta yra staciakampis, kurio apatiné kraStine
lygi m, o Soniné — n (m ir n yra naturalieji skai¢iai). Staciakampis padaly-
tas j vienetinius kvadratélius. Kairiajame apatiniame langelyje stovi Saské. Du
zaidéjai daro ¢jimus pakaitomis, ir kiekvienu éjimu zaidéjas pastumia Saske }
kita langelj: arba per kiek nori langeliy j deSine, arba per kiek nori langeliy j}
virsy. Pralaimi tas zaidéjas, kuris nebegali padaryti éjimo. Nustatykite visas
jmanomas naturaliyjy skai¢iy poras (m,n), su kuriomis Zaidima pradedantis
zaidéjas gali laimeéti, kad ir kaip zaisty antrasis. Nurodykite, kaip jam reikéty

zaisti.



3

Sprendimas. Jei m = n = 1, tai pirmasis zaidéjas pralaimi, nes negali padaryti
éjimo. Jrodysime, kad ir kitais atvejais, kai zaidimo lenta yra kvadratas, t. y.
m = n, antrasis zaidéjas visada gali laimeéti zaisdamas taip. Jei pirmasis savo
éjimu Saske pastumia per k langeliy j deSine, tai antrasis ja stumia per k langeliy
i virSy, o jei pirmasis Saske pastumia per k langeliy j virSy, tai antrasis ja stumia
per k langeliy j desine. Taip zaidZziant, po kiekvieno antrojo zaidéjo éjimo Saske
visada bus ant kvadratinés lentos n X n jstrizainés, einancios is kairiojo apa-
tinio kampo j desinjji virSutinj kampa. Taigi paskutinj jmanoma ¢jima padarys
antrasis zaidéjas pastumdamas SaSke ant deSiniojo virSutinio lentos langelio.
Tarkime, kad m # n. Jrodysime, kad tada pirmasis zaidéjas visada gali
laiméti. Kadangi m # n, tai pirmuoju éjimu jis gali pastumti Saske arba ant
lentos virsuje esanc¢io m xm kvadrato jstrizainés (kai m < n ir jis Saske pastumia
per n—m langeliy j vir8y), arba ant lentos desinéje puséje esancio n x n kvadrato
jstrizainés (kai n < m ir jis 8agke pastumia per m — n langeliy j desine), o to-
liau laikytis auksc¢iau nurodytos antrojo zaidéjo taktikos kvadratinéje lentoje.
Vadinasi, pirmasis zaidéjas visada gali laiméti tada ir tik tada, kai m # n.
Atsakymas: Pradedantis Zaidéjas gali laiméti, kai (m,n) € N?, kur m # n.

4 (9-10 klaseés). Skaic¢ius

a0a0 . .. a0b0c0c0 . . . c0c
(skaitmenys a ir ¢ paraSyti po 1001 karta) dalijasi i$ 37. [rodykite, kad b = a+c.

Sprendimas. Pazymékime duotajj skai¢iy N. Tegul M = 11...1 yra skaicius,
kuriame skaitmuo 1 parasytas 2001 karty. Skaic¢ius M dalijasi i§ 37, nes 111
dalijasi i§ 37, o 2001 dalijasi i§ 3. Kita vertus, N dalijasi i§ 37 tada ir tik tada,

kai 11N dalijasi iS 37, nes 37 yra pirminis skai¢ius. Nesunku pastebeéti, kad

1IN =aa...abbcc. . . c,
kur skaitmenys a ir ¢ yra parasyti po 2002 kartus. Taigi
1IN = aM10** + abbc10*" + cM.

I Sios israiskos matome, kad N dalijasi i§ 37 tada ir tik tada, kai abbc dalijasi
i§ 37. Kadangi

abbc = 1000a 4 110b + ¢ = 999a + 111b+a — b+ ¢ =37(27a + 3b) +a — b+ ¢
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ir [a —b+c| < 18 < 37, tai abbc dalijasi i§ 37 tada ir tik tada, kai a —b+c =0,
t.y. b=a+c. Taigi 37|N — b=a+c.

5 (11-12 klasés). Realieji skaiciai a ir b tenkina salyga
a® 4+ b® = 8 — 6ab.
Kokias reiksmes gali jgyti a + b7
Sprendimas. Pazymékime s = a + b ir t = ab. Tada a® + b = s> — 3st. Taigi
duotoji salyga yra ekvivalenti lygybei
s —3st —8+6t=5"—-8—-3t(s—2)=(s—2)(s* + 25 +4 —3t) = 0.

Vadinasi, galimi du atvejai: s = a + b = 2 (tada duotaja salyga tenkina, pvz.,
skaitiy pora a =b=1) ir s> +2s +4 — 3t = 0. Siuo atveju, jrase s = a + b ir

t = ab, gauname

1
0:a2+2ab+62+2a+26+4—3ab:5((@—6)2+(a+2)2+(b+2)2).

Si lygybé jmanoma su vienintele realiyjy skai¢iy pora a = b = —2. (S1 pora
tenkina ir duotaja salyga.) Aisku, kad tada a + b = —4. Vadinasi, a + b = 2
arba a + b = —4. Be to, abi Sios reik§més tikrai yra jgyjamos.

Atsakymas: 2 ir —4.

6 (11-12 klasés). Trikampio ABC pusiaukampinés kertasi taske S. Tagkai
Ay, By, C} yra simetrisSki taskui S atitinkamai tiesiy BC, AC ir AB atzvilgiu.
Apie trikampj A; B,C} apibréztas apskritimas eina per taska B. Raskite kampg
ABC.

Sprendimas. Tarkime, kad j trikampj] ABC' jbrézto apskritimo spindulys yra
lygus 7. Zinoma, kad S yra to apskritimo centras. Tegul K yra statmens
is tasko S j krastine BC pagrindas. Tada SA; = 25K = 2r. Analogiskai,
SB; = SCy = 2r. Vadinasi, S taip pat yra ir apie trikampj A; B;C} apibrézto
apskritimo centras. Kadangi §is apskritimas eina per taska B, tai SB = 2r.
Staciojo trikampio SK B istrizainé SB = 2r, o statinis SK = r, todél ZSBK =
30°. Kadangi BS yra kampo ABC pusiaukampiné, tai ZABC = 2/SBK = 60°.
Atsakymas: ZABC = 60°.
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7 (11-12 klasés). Sveikieji skaiciai nuo 1 iki 25 (nebutinai jprastine tvarka)
suraSyti ratu. Apskai¢iuojamos 25 sumos: pradedant kiekvienu skai¢iumi sude-
dami 5 pagal laikrodzio rodykle i§ eilés einantys skaic¢iai. Randamos ty sumuy
dalybos i8 5 liekanos (t. y. vienas i§ skai¢iy 0, 1,2, 3 arba 4). Skirtingy liekany
skai¢iy pazymékime d.

a) Irodykite, kad d gali buti lygus 1,3,4 arba 5.

b) Irodykite, kad d negali buti lygus 2.

Sprendimas. Galime laikyti, jog vietoj kiekvieno skaiCiaus k, 1 < k < 25,
yra paraSyta jo liekana moduliu 5, t. y. vienas i§ skaic¢iy 0,1,2,3,4. IS viso
turime ratu surasSytus 25 skaic¢ius, po penkis 0,1,2,3 ir 4. Pazymékime juos
(pradedant nuo bet kurio i$ ju) pagal laikrodzio rodykle as,...,ass. Be to,
penkiy pagal laikrodzio rodykle i§ eilés einanciy skai¢iy (pradedant nuo a,)
dalybos i§ 5 liekang pazymékime ¢,,. Pavyzdziui,

gn =Qp + Apt1 + Apy2 + Apy3 + Apypg (mOd 5)7

kai n = 1,...,21. Tada d yra skirtingy aibés {{1, ..., {25} elementy skaicius.
a) SuraSykime skai¢ius taip:

0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,1,2, 3, 4.

Aigku, kad tada ¢; = --- = l55 = 0, nes bet kuriy penkiy taip i$ eilés einanciy
skaic¢iy suma yra 0+1+2+3+4 = 10, todeél ji dalijasi i§ 5. Taigi 0 yra vienintelé
liekana, todeél d = 1.

Sukeiskime viename i§ bloky 0, 1,2, 3,4 (pvz., antrame) 0 ir 1 vietomis:

0,1,2,3,4,1,0,2,3,4,0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,1,2, 3, 4.

Tada o = 1, b7 = 4ir ¢, = 0, kai n # 2,7. Gavome tris skirtingas liekanas
0,1,4, todél siuo atveju d = 3.
Noredami gauti keturias skirtingas liekanas, skaicius surasykime taip:

0,0,0,1,0,1,1,1,3,1,3,3,3,4,3,4,4,4,4,2,2,2,2.0,2.

Matome, kad ¢; = 1, {5 = 2, (3 = 3, {4, = 4. Be to, ¢, # 0, nes (kaip nesunku
jsitikinti) jokiy penkiy i§ eilés taip ratu suraSyty skai¢iy suma nesidalija i§ 5.
Taigi siuo atveju d = 4.

Visas penkias liekanas gauti nesunku. SuraSome pirmus 9 skaicius is eilés taip
0,0,0,0,0,1,1,1,1, o likusius 16 (dar viena 1 ir po penkis 2,3, 4) surasome bet
kuria tvarka. Tada (1 =0,y =1, (3 =2, {, =3, {5 = 4, todél d = 5.



b) Irodysime, kad kaip besuraSytume skai¢ius ratu skirtingy liekany skaicius
d negali buti lygus 2. Tarkime priesingai, kad, surase skaicius aq,...,aqs ir
suskaic¢iave atitinkamai /1, ..., {s5, gavome lygiai 2 skirtingas ¢,, reik§mes, pvz.,
wir v. Cia u # v ir 0 < u,v < 4. Kadangi

U+l + 01+ g+ 0oy = a1 +---+ags  (mod 5),

kur a4+ - - +ags = 5(1+2+3+4) dalijasi i§ 5, tai {4 + g+ l11 + (16 + C21 dalijasi
is 5. Jei lygiai t i$ liekany ¢y, lg, {11, (16, {21 yra lygios u, o 5 —t i8 jy yra lygios
v, tai tu + (5 — t)v = t(u — v) + 5v dalijasi i§ 5. Kadangi u # v, tai jmanoma,
tik kai ¢ = 0 arba t = 5. Vadinasi, ¢; = ¢35 = {11 = (1 = (1. Analogiskai
samprotaudami su penketu ¢1;, l64 5, L1145, L1645, L2145, kur 0 < j < 4, gauname
lygybe

biyj = Llorj = by = by = Loy (1)

su kiekvienu 5 =0,1,2,3,4.
Nagrinékime suraSytas ratu liekanas ¢y, ..., (a5, kur ¢, € {u,v} su kiekvienu
n=1,...,25. I§ 25 ratu suraSyty skaiciy bent du gretimi bus vienodi, sakykime,

u ir u. Be to, anksciau ar véliau i§ karto po w bus ir liekana v, todeél butinai
atsiras trys tokios liekanos i§ eilés: wu,w,v. Neprarasdami bendrumo, galime
laikyti, kad ¢; = ¢y = u, {3 = v. Tada i§ lygybés (1) iSplaukia, kad liekanos
U1, ...,y yra tokios:

u,u, v, 647657 u,u,v, 647 657 u,u, v, 647657 u,u,v, £47 657 u,u, v, 64765' (2)

Kadangi {1 = (5, tai ay + as + az + aq + a5 = as + ag + a4 + a5 + ag (mod 5),
todél a; = Qg. Lyglal talp pat 18 lygyblu 66 = 67, 611 = 612, 616 = 817 (iI‘ (2))
gauname, kad

ay = ag = a1 = G16 = A21. (3)
Is
v—u=1~»3—ly=a;—ay (mod}5)
isplaukia, kad a7 = as +w (mod 5), kur w = v — u. Analogigkai, naudodamiesi
(2) gauname, kad
ajp =a7;+w (mod 5) =ay+2w (mod 5),

a17 =ajp+w (mod 5)=ay+ 3w (mod 5),

asge = ap7 +w (mod 5) = as +4w (mod 5).
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Kadangi w # 0 ir |w| < 4, tai skai¢iai as,as + w,as + 2w, as + 3w, ay + 4w
moduliu 5 yra visi skirtingi. Todél

{CLQ, ar,d12,0a17, a22} = {0; 1,2, 374}- (4)

Pazymékime a; = a. SkaiCius a yra vienas i§ penkiy skaiciy 0, 1,2, 3,4. Tarp
visy ag, kur k= 1,...,25, jis turi buti sutinkamas lygiai 5 kartus. Taiau i§ (3)
isplaukia, kad ar = a, kai k = 1,6,11,16,21 (jau penkios k reiskmeés), o is (4)
isplaukia, kad a; = a dar su vienu (jau $estu!) naturaliuoju k& (kuris yra aibés
{2,7,12,17,22} elementas). Priestara.



