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1 (9-10 klases). Isspreskite lygciy sistema

2% 4+ 4y? — 2% = 18,
T+ 2y + 222 = 40,
24— 2xy = 9.

Sprendimas. Duotoji lygciy sistema yra ekvivalenti sistemai
22 + 4y = 224 + 18,
T+ 2y = 40 — 222,
2xy = 24 — 9.

Kadangi (z + 2y)? = 2? + 4y? + 4xy, tai, pakéle abi antrosios lygties puses
kvadratu ir iS jos atéme pirmaja lygti bei treciaja lygti, padaugintg is 2, gausime:
0 = (40 — 22%)* — 22* — 18 — 22* + 18 = 1600 — 1602> + 42" — 42" =

= 1600 — 1602 = 160(10 — 2?).

Vadinasi, z = ++/10. Dabar i$ antrosios ir tre¢iosios lygéiy gauname z+2y = 20
ir 2zy = 91. Irase 2y = 20 — x | pastaraja lygybe, gausime x(20 — z) = 91, t.
y. 22 =202 +91 = (z — 7)(x — 13) = 0. Todél z = 7 arba z = 13. I$ lygybes
y = 10 — § gauname atitinkamas y reiksmes: y = 12—5 iry = % Taigi galimi tik
keturi sprendiniy trejetai: (x,y,z) = (7, %, V10), (7, %, —/10), (13, %, V10)
ir (13,2, —v/10). Nesunku jsitikinti (patikrinant), kad visi Sie keturi trejetai
tenkina lygciy sistema.
Atsakymas:  (v,y,z) = (T, 12—3, V10), (7, %, —/10), (13, %, V10) ir

(13,3, —vI0)
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2 (9-10 klases). Lygiakrascio trikampio ABC krastinése AB ir AC yra pazymeti
taskai atitinkamai M ir N.
a) Raskite AL, jei L yra atkarpos M N vidurio taskas, BN =7 ir AM =

= NC.
b) Irodykite, kad tieses M N ir AC' yra statmenos, jei BN = 7 ir AM =
= NC =2/7.

Sprendimas. a) Pirmas budas. Tegul D yra toks taskas krastingje BC', kad
AM = NC = CD (r. brézinj?).

B

A N C

Tada ZDNC = £(180°—ZNCD) = 60°, todél trikampis N DC yra lygiakrastis.
Taigi ND = NC = AM. Be to, atkarpos ND ir AM - lygiagrecios, nes
ZBAC = 60°, o tai reigkia, kad AMDN - lygiagretainis. Jo jstrizainiy M N
ir AD susikirtimo taskas dalija jas pusiau, todél jos kertasi taske L (kuris yra
atkarpos M N vidurio taskas) ir AD = 2AL. Be to, ABDN — lygiasoné trapeci-
ja, todél AD = BN. Vadinasi, AL = %AD = %BN = % = 3,5.

Antras budas. Tegul P, ) ir S yra statmeny, nuleisty is tasky M, L ir
B | krasting AC, pagrindai. Pazymékime trikampio ABC' krastinés ilgj a ir
AM = NC = z. Tada SC = ¢ (atkarpa SC yra trikampio ABC aukstiné ir
)2 =32 Beto, SN = SC — NC = ¢ — z, kai
—(a—x) =2 — %, kai > § (Zr. abu brézinius

pusiaukrastine) ir BS? = a® — (
r<§ir SN =AS — AN = §
Zzemiau). Abiem atvejais SN? = (2 — %)2, todel
302 2
BNQZBS2+SN2:%+ (m—%) =a® —ax + 2°.
Kadangi AP = § (staciojo trikampio AM P statinis pries 30° kampa), tai

MP = /22 — (£)" = ¥ Todel LQ = 1M P = 3 Ajgku, kad

2Uz visus brézinius autorius dékoja Pauliui Sarkai
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taskai P ir @ priklauso atkarpai AN, kai § +x < a, t. y. o < 20 Tada

PQ=3iPN=3i(a—2%2—2)=%—-3ir

a 3z 20 — x

AQ:AP+PQ:g+§—I: y

Kai z > %‘1, tai taskai N ir ) priklauso atkarpai AP.

B
M

A NQ PS C

Tada PQ = %PN = %(%+x—a) = %—% ir AQ = AP—PQ = %—%—1—% = 2‘737_’”.

Vadinasi, abiem atvejais gauname lygybe

2a—:p>2+ (\/gx)Q B a? — ax + x? B BN?
4 4 ) 4 4

I jos iSplaukia, kad AL = BN =1 = 3,5.

AL? = AQ? + LQ? = (

b) Pirmas budas. Tegul P ir ) yra statmeny, nuleisty i tasky M ir L j
krastine AC, pagrindai. [rodysime, kad AP = AQ. Tada taskai P, @ (o
tuo paciu ir N) sutampa, todél tiese M N yra stamena tiesei AC. IS tikryjuy,
AP = 1AM = /7 (staciojo trikampio AM P statinis pries 30° kampa) ir M P =
= VAM? — AP? = \/28—7 = /21, todél LQ = ;MP = 1/21. Kadangi

AL = I (uzdavinio a) dalis), tai

2
49 21
AQ= VAL —LQ* =1/ - - T =VT=AP,



Antras budas. Tegul P yra statmens, nuleisto is tasko M | krastine AC,
pagrindas. Tada AP = %AM =45 = V7, kur x = 24/7. Akivaizdu, kad tiesés
MN ir AC yra statmenos tada ir tik tada, kai taskas P sutampa su tasku N
(7zr. brézinj). Trodysime, kad taip ir yra, t. y. AN = /7. Pazymékime AN = y.

2

. o a? _ 3a? o o o . vy
Kadangi BS? = a>—% = 2% kura = AC = AN+ NC = y+uz yra lygiakrascio

trikampio ABC krastiné, ir

A N S C
NS = NC - SC =z — 3, tai is staciojo trikampio NSB gauname, kad

32 2
BN2:B52+N52:%—l—ﬁ—ax—i—%zcﬂ—ax%—x?:

=(r+y)°* = (z+y)r+a® =2 +ay+y".
[rase BN =7 ir © = 2/7, gausime
v+ 2VTy — 21 = (y + 3V7)(y — VT7) = 0.

Kadangi y > 0, tai y = /7, ka ir reikéjo jrodyti.
Atsakymas: a) AL = 3,5.

3 (9-10 klasés). Lentoje surasyti visi sveikieji skai¢iai nuo 1 iki 64. Pradedantysis
zaidéjas A pasirenka vieng is ju ir jraso j bet kurj lentelés 8 x 8 langelj. Tada
zaidéjas B vieng i8S likusiy skaiciy jraso j bet kurj laisva lentelés langelj. Taip
pakaitomis jie uzpildo visa lentele. Dabar kiekviename stulpelyje iSrenkamas
maziausias skaicius, ir apskaiciuojama visy ty 8 skai¢iy suma S.

a) Nurodykite, kaip turi zaisti zaidéjas B, kad skaic¢ius S buty lyginis, nors

ir kaip zaisty jo priesininkas.
b) Nurodykite, kaip turi zaisti zaidéjas B, kad skaic¢ius S buty nelyginis,

nors ir kaip zaisty jo priesininkas.



Sprendimas. a) Suskirstykime visus 64 skai¢ius j poras taip:
(1,2),(3,4),(5,6),...,(63,64).
Zaidéjas B visada gali Zaisti taip. Zaidéjui A pasirinkus bet kurj skai¢iy ir ji
irasius ] lentele, B visada ima kita tos pacios poros skaiciy ir jj jraso j ta patj
stulpelj. Aisku, kad B visada galés padaryti tokj ¢jimg, kadangi po kiekvieno B
éjimo likusiy laisvy langeliy skaicius kiekviename stulpelyje yra lyginis. Kadan-
gi abu kiekvienos poros skaiciai pateks j ta patj stulpelj, o mazesnysis is jy yra
nelyginis, tai po visy éjimy pats maziausias skaicius kiekviename stulpelyje bus
nelyginis. Taigi S bus 8 nelyginiy skai¢iy suma, todél S — lyginis skaicius.
b) Dabar suskirstykime visus 64 skai¢ius j poras taip:

(1,64),(2,3), (4,5),. .., (62,63).

Zaidéjas B visada gali zaisti taip, kaip nurodyta a) dalyje. Kadangi abu kiekvie-
nos poros skaiciai pateks j ta patj stulpelj, tai po visy éjimy pats maziausias
skaicius 7 stulpeliuose bus lyginis, o viename (tame, j kurj pateks skaiciai 1 ir
64) — nelyginis. Ju suma S tada bus 7 lyginiy skaiciy ir vieno nelyginio skai¢iaus
suma, todel S — nelyginis skaicius.

4 (9-10 klasés). Pazymeékime skaiciy, kurio desimtainiame uzrase yra n de-
vynety, simboliu d,, = 9---99.
a) Raskite bent viena skaiCiaus dz = 999 kartotinj, kuriame néra skaitmens
9.
b) Raskite maziausia tokj skaiCiaus dz = 999 kartotinj.
c) Raskite maziausia tokj skaiciaus d,, = 9---99 kartotinj, kuriame néra

skaitmens 9.

Sprendimas. Skaic¢iy 1---11, sudaryta iS n vienety, pazymékime v,. Tada
d, = 9, ir d,, = 10" — 1. Tarkime, kad skai¢ius D = BA = 10"B + A, turintis
ne daugiau kaip 2n skaitmeny, dalijasi i3 d,, ir joks jo skaitmuo néra lygus 9. Cia
B = jp-joj1 it A = Gy igiy, KUT Jp, ..., 52,91, 0n, .-, 02,11 € {0,1,...,8}.
Kadangi

D=10"B+A=(d,+1)B+A=4d,B+ B+ A,

tai D dalijasi is d,, tada ir tik tada, kai B + A dalijasi is d,,. Be to, B ir A
nevirsija 8v,, todél B + A < 16wv,, < 2d,,. Taigi B + A dalijasi i$ d,, tada ir tik
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tada, kai B+ A = d,,. IS ¢ia matome, kad skaiciai 444555 ir 123876 dalijasi i$
ds =999, nes 444 + 555 = 123 + 876 = 999.

Nurodysime maziausia d, kartotinj su reikiama savybe. Kadangi j; + ;
baigiasi 9 ir 7,71 < 8, tai 71 +7; = 9. Analogiskai, gauname, kad j, + i3 = 9 ir
t. t. Taigi j5 + 15 = 9 su kiekvienu s = 1,...,n. IS nelygybés i, < 8 iSplaukia,

kad j, = 9 — i, > 1. Skaicius D = j, -+ Joj1in - - - 1211 bus pats maziausias,
kai skaitmenys j,,...,J2,71 bus maziausi, t. y. j1 = jo =+ = Jj, = 1, 0
tada i1 = 19 = --- = 1, = 8. Taigi, kad ir koks buty naturalusis skaicius
n, maziausias skaiciaus d,, kartotinis be devynety yra skaicius 1---118---88,
sudarytas iS n vienety ir n astuonety.

Atsakymas: a) pavyzdziui, skaiciai 444555 ir 123876; b) 111888; c¢) skaicius
1---118---88, sudarytas iS n vienety ir n astuonety.

5 (11-12 klasés). Realieji skaiciai a, b ir ¢ tenkina salyga
ac+bc+c? <a+b+ec

Irodykite, kad
dbe + 4c < a® + 4b + 4.

Sprendimas. Pirmas budas. Perrasome salyga (a+b+c)(c—1) < 0 ir nelygybe,
kurig reikia jrodyti, a® > 4(b+ 1)(c — 1).

Nagrinékime kvadratinj trinarj f(z) = 2?+azx+(b+1)(c—1). Taske x = c—1
kvadratinis trinaris jgyja neigiamg reikSme, nes

fle=D=(c—-12+alc=1)+(b+1)(c—1)=(c—1)(a+b+c)<0.

Vadinasi, f turi dvi skirtingas realiasias Saknis. Taigi f diskriminantas, t. y.
reiskinys a® — 4(b+ 1)(c — 1), yra teigiamas.

Antras budas. Pazymékime b+1 = u ir c—1 = v. Jrodysime, kad i$ nelygybés
(a4 u+v)v < 0 iSplaukia nelygybé a? > 4uv.

Aigku, kad v # 0. Jeiu = 0, tai (a+v)v < 0. Tada a # 0 ir reikiama nelygybeé
a® > 4uv = 0 galioja. Tegul u # 0. Akivaizdu, kad reikama nelygybé a? > 4uv
yra teisinga, jei skaiciai u ir v yra skirtingy zenkly. Irodysime nelygybe, kai jie
abu yra vienody zenkly, t. y. u,v > 0 arba u,v < 0.
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Pirmuoju atveju, u,v > 0, turime a+u+v < 0. Vadinasi, u+v < —a. Kairioji
nelygybés pusé yra teigiama, todeél ir desinioji turi buti teigiama. Pakéle abi
puses kvadratu, gausime

a® = (—a)® > (u+v)* = v’ +v* + 2uv = duv + (u — v)* > duw,

ka ir reikéjo jrodyti. Antruoju atveju, u,v < 0, gauname a + v + v > 0. Tada
a > —u — v. Abi Sios nelygybés pusés yra teigiamos, todél vél galime pakelti
abi puses kvadratu: a® > (—u —v)? = u? + v + 2uv = duv + (u — v)? > 4uv.

Trecias budas.® 13 tapatybés
a>—4b+1)(c—1)=(a+2c—2)* —4(a+b+c)(c—1)

ir uzdavinio salygos matome, kad jos desinioji pusé teigiama, todél ir kairioji

pusé turi buti teigiama.

6 (11-12 klasés). Is stac¢iakampio popieriaus lapo 4 x 3 iskerpamas trikampis,
kurio krastiniy ilgiai d > v > m.

a) Kokias reiksmes gali jgyti d?

b) Kokias reikSmes gali jgyti v7

c) Kokias reiksmes gali jgyti m?

Sprendimas. Aisku, kad jei i$ lapo galima iskirpti trikampj, kurio krastinés
d > v > m, tai galima iskirpti ir trikampj, kurio krastinés Ad > Av > Am, kur
A yra bet koks skaicius intervale (0, 1]. Vadinasi, jei kuris nors i$ krastiniy ilgiu
(d, v arba m) jgyja reikSme 7, tai jis jgyja ir bet kuria reikSme intervale (0, r].
Sakykime, kad stac¢iakampio krastinés AD ir AB yra lygios atitinkamai 4 ir 3, o
M ir N yra krastiniy BC' ir AD vidurio taskai. Aisku, kad AC' = /32 4 42 = 5,
todeél atstumas tarp bet kuriy dviejy staciakampio tasky nevirsija 5.

B LM E C
F
A N D

3Si sprendima atsiunté Aleksas Domarkas



a) Kadangi atstumas tarp bet kuriy dviejy staciakampio tasky nevirsija 5,
tai d < 5. IS trikampio ACD, kurio krastinés 5, 4 ir 3, matome, kad d jgyja
reikSme 5, todél d gali jgyti visas reikSmes intervale (0, 5].

b) Analogiskai kaip ir a) dalyje, v < d < 5. [rodysime, kad v jgyja bet kuria
reiksme intervale (0,5). Tam pakanka jrodyti, kad v jgyja bet kurig reikSme
intervale (v/24,5). Tegul vy € (v/24,5). Pazymékime t = 4 — /v — 9 (taigi
(4 —t)* = v§ —9) ir nagrinékime trikampj AEF, kur CE = t ir CF = %
Irodysime, kad FF < AE = vy < AF. Kadangi

t<4- V24 _9=4— 15 <02
taiEF:\/t2+%:%5<1. Be to,
t\2
3<AE=\/33+(4—t)2=1/9+ 12— 9=uvy < AF = 32+(4—§).

c¢) Irodysime, kad m < /13. Tarkime priesingai, kad egzistuoja trikampis,

kurio maziausioji krastiné yra m, kur m > v/13. Stadiakampiai ABMN ir
NMCD yra lygus. Bent dvi i$ triju to trikampio virsuniy priklauso vienam is
ju, sakykime, ABM N. Atstumas tarp ty virstniy nevirsija v/22 + 32 = /13 (jis
lygus v/13 tik tada, kai tos vir§unés yra A, M arba B, N). Sakykime, kad tai
yra virsiinés A, M (kitas atvejis nagrinéjamas analogiskai). Tada AM = /13
yra maziausioji trikampio krastiné, nes m > v/13. Jei trecioji trikampio virsuneé
yra T, tai AM = /13 < MT. Tadiau toks taskas T nepriklauso staciakampiui
ABCD, priestara. Vadinasi, m < v/13.

Dabar jrodysime, kad m jgyja bet kuria reiksme intervale (0, /13). Pakanka
irodyti, kad m jgyja bet kurig reik§me intervale (v/12,/13). Pazymékime s =
2—y/m2 — 9, kur mg € (\/ﬁ, \/ﬁ), ir nagrinékime trikampj ALD, kur LM = s
(zr. brézinj). Irodysime, kad AL = mo < LD < AD. Aisku, kad

AL = /32 + (2—5)2=4/94+m2 — 9 =my < V13.

Kadangi 0 < s <2 —+/12—9=2—+/3<0,3, tai
VI3 < LD = /32 + (24 5)2 < /942,32 = /14,20 < 4 = AD.

Atsakymas: a) 0 <d <5, b)0<wv <5 ¢)0<m<+13.

7 (11-12 klasés). Sachmaty turnyre dalyvavo 20 zaidéjy. Kiekvienas i$ jy su

kiekvienu kitu suzaidé po viena partija. (Uz pergale buvo skiriamas 1 taskas,
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uz lygiasias 0,5 tasko, uz pralaiméjima 0 tasky.) Turnyro partija vadinsime
neteisinga, jei ja laimeéjes zaidéjas turnyre surinko maziau tasky uz savo varzova.
Ar galéjo tokiame turnyre buti suzaista:

a) bent 70 neteisingy partiju?

b) bent 140 neteisingy partiju?

Sprendimas. a) Nurodysime turnyra, kuriame buvo suzaistos 72 neteisingos par-
tijos. Suskirstykime visus Sachmatininkus j tris grupes A, B (abi po 6 zaidéjus)
ir C (8 zaidéjai). Tarkime, kad visi B grupés zaidéjai laiméjo pries visus A
grupeés zaidéjus, o visi C' grupés zaidéjai laiméjo pries visus B grupés zaidéjus,
bet pralaiméjo visiems A grupés zaidéjams. Be to, visi A grupés zaidéjai suzaidé
tarpusavyje lygiosiomis, visi B grupés zaidéjai taip pat suzaidé tarpusavyje ly-
giosiomis, o C' grupés zaidéjai suzaide tarpusavyje taip, kad vienas is ju visas 7
partijas laiméjo ir surinko 7 taskus (vadinkime ji C7), kitas — 6 taskus (C6) ir
t. t. iki C'0, kuris visas savo partijas priesininkams i§ C' grupés pralaiméjo.

Tada kiekvienas A grupés Sachmatininkas surinko 8 + 2.5 = 10,5 tasko, o
kiekvienas B grupés Sachmatininkas surinko 6 + 2,5 = 8,5 tasko. Vadinasi,
tokio turnyro lenteléje taskai pasiskirstys taip: C0 —6; C1 —7; C2 —8; visi B
grupés sachmatininkai — po 8,5; C'3 —9; C4 — 10; visi A grupés sachmatininkai
—po 10,5; C5 —11; C6 — 12; C'7 — 13. Neteisingos turnyro partijos yra tarp
Air B (6 -6 = 36 partijos), tarp C0,C1,C2 ir B (3 -6 = 18 partiju), bei tarp
C5,C6,C7 ir A (3-6 = 18 partiju). I$ viso buvo suzaistos 36 + 18 + 18 = 72
neteisingos partijos.

b) Irodysime, kad taip buti negaléjo. Suskirstykime zaidéjus i dvi grupes A
ir B pagal surinktus taskus, t. y. A yra grupé, sudaryta is 10 Sachmatininky,
surinkusiy daugiausiai tasky, o B — grupé is likusiy 10 Sachmatininky. (Jei
A galima parinkti keliais budais, tai imame bet kuriuos 10 tokiy zaidéjy, o B
likusius 10.) Partija vadinsime teisinga, jei ji néra neteisinga. Kadangi i$ viso
turnyre buvo suzaista @ = 190 partiju, tai pakanka jrodyti, kad buvo daugiau
kaip 50 teisingy partijy. Tarkime, kad A grupés zaidéjai su B grupés zaidéjais
suzaidé t teisingy partijy. Irodysime, kad t > 50. (Akivaizdu, jog tada visame
turnyre tikrai buvo suzaista daugiau kaip 50 teisingy partiju.)

Aisku, kad A grupés sachmatininkai zaisdami vienas su kitu surinko % =45
taskus. Taigi i$ viso jie (visi kartu) surinko ne daugiau kaip 45 + t tasky.
Analogiskai, B grupés zaidéjai zaisdami vienas su kitu surinko 45 taskus. Be
to, jie suzaidé 10 - 10 = 100 partijy su A grupés zaidéjais. Vadinasi, B grupés
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zaidéjai visi kartu surinko ne maziau kaip 45 + 100 — ¢ tasky, nes kiekviena is
100 — ¢ neteisingy partijy, suzaisty tarp A ir B, jie laiméjo. Akivaizdu, kad
45+t > 454 100 — t. Be to, jei ¢ia turime lygybe, tai, remiantis grupiy A ir
B apibrézimu, visi 20 Sachmatininky surinko po lygiai tasky, o tada visos 190
partijy yra teisingos. Vadinasi, nelygybé yra griezta, t. y. 454+¢ > 45+ 100 — ¢,
todél ¢ > 50.

Atsakymas: a) galéjo; b) negaléjo.

8 (11-12 klasés).
a) Intervale (25,36) raskite tokius tris skirtingus sveikuosius skaicius a, b
ir ¢, kad a? + b* dalytysi is c.
b) Ar visada intervale (n?, (n+1)?), kur n didesnis uz 1 naturalusis skaicius,
egzistuoja tokie trys skirtingi sveikieji skaiciai a, b ir ¢, kad a®+b? dalijasi

s c?

Sprendimas. a) Toks trejetas yra, pavyzdziui, a = 31, b = 27, ¢ = 26, kadangi
(a®> +b*) (mod ¢) = (31> +27%) (mod 26) = (5> + 1*) (mod 26) = 0.

b) Pazymékime a = c+x ir b=c+ vy, kur z,y # 0 ir © # y. Tada

(a*+b*) (modec)=((c+z)*+ (c+y)?) (modc)=(2*+79?) (modc).
Jei ¢ = 2 + 9?2, tai desinioji pusé yra lygi 0, todél a? + b? dalijasi i§ c. Imkime
r=niry=1 Tadac=n’+1,b=c+1=n’+2ira=c+n=n’+n+1yra
reikiamas trejetas, tenkinantis uzdavinio salyga: n? <c<b<a <n?+2n+ 1.

Atsakymas: a) pvz., a = 31, b =27, ¢ = 26; b) visada.



