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1 (9-10 klasés). Raskite visus naturaliuosius lygéiy sistemos

r+y—z=12,
2?2 +y? — 22 =12

sprendinius.

Sprendimas. Kadangi
Py =t (v y —12) = 22y 4+ 241 + 24y — 144 =
=2y — 120 — 12y + 72) = —2((x — 12)(y — 12) — 72) = 12,

tai duotoji lygciy sistema yra ekvivalenti sistemai

(
x>0,

y >0,

r+y > 12,

(x — 12)(y — 12) = 66,
\z:x+y—12,

kur z,y,z € Z. Isskaide 66 = 2 -3 - 11, matome, kad visi jmanomi reiksSmiy
poruy, kurias gali jgyti sveikyju skai¢iy pora (x — 12,y — 12), variantai yra tokie:

(1,66), (66,1), (2,33), (33,2), (3,22), (22,3), (6,11), (11,6), (1, —66),
(=66, —1), (—2, —33), (=33, —2), (=3, —22), (=22, —3), (—6, —11), (—11, —6).
Pridéje po 12, gauname sveikyjy skai¢iy poras (z,y) = (13, ) (78,13), (14, 45),

(45,14), (15,34), (34,15), (18,23), (23,18), (6, 1), (1,6) (kitose porose netenkina-
ma bent viena is salygu > 0, y > 0). Be to, dvi paskutinés poros (6, 1)
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ir (1,6) netenkina salygos x + y > 12, o pirmos astuonios poros ja tenkina.
Kadangi tos astuonios sveikuju skai¢iy poros (x,y) tenkina nelygybes = > 0,
y >0, z4+y > 12 ir lygti (z — 12)(y — 12) = 66, tai, naudodamiesi lygtimi
z = x+y— 12, randame astuonis sveikuosius antrosios sistemos (o tuo paciu ir

astuonis naturaliuosius duotosios lygciy sistemos) sprendinius (z,y, 2):

(13,78,79), (78, 13,79), (14, 45, 47), (45, 14, 47),

(15,34,37), (34, 15,37), (18, 23, 29), (23, 18, 29).

Atsakymas:  (z,y,z) = (13,78,79),(78,13,79), (14, 45,47), (45,14,47),
(15,34, 37), (34, 15, 37), (18, 23, 29), (23, 18, 29).

2 (9-10 klasés). Trikampio ABC pusiaukampinés AD ir BE kertasi taske G, o
kampas C' lygus 60°. Irodykite, kad GD = GE.

Sprendimas. Pirmas budas. Tegu « ir 5 yra kampy A ir B dydziai. IS lygybés
a+ = 180° — 60° = 120° isplaukia, kad

/DGE = /AGB = 180° — /BAD — /EBA = 180° — % _ g — 120°,

Todél /DGE+ ZDCE = 180°. Vadinasi, taskai C, F/, G ir D priklauso vienam
apskritimui w (zr. brézinj). Kadangi trikampio pusiaukampineés kertasi viename
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taske (musy atveju taske G), tai CG yra kampo C pusiaukampiné. Taigi
/ZDCG = LZGCFE = 30°. Vadinasi, apskritimo w lankai DG ir GE yra lygus,
todél lygios ir juos atitinkancios stygos GD ir GE.

Antras budas. Kaip ir pirmuoju budu, jrodome, kad ZDGE + ZDCFE = 180°
ir /ZDCG = ZGCFE = 30°. Pazymékime v = ZGDC. Tada ZGEC = 360° —

180° — LG DC' = 180° — . Pritaike sinusy teorema trikampiui GDC', gauname

GD _ __GC__ _ GC
sin 30° sin ZGDC siny *
gausime

Analogiskai, pritaike sinusy teoremg trikampiui GC'E,

GE GC GC GC

sin30°  sin ZGEC  sin(180° —4)  sin~y’
Vadinasi, GD = GE.

3 (9-10 klases). Skaiciai 1,2,3,...,n bet kaip surasomi vienas po kito. Imami
visi gretimy dvieju skai¢iy skirtumai (is didesnio skaifiaus atimamas mazesnis)
ir i$ visy ty skirtumy (kuriy yra n — 1) iSrenkamas maziausias skirtumas d.

a) Kokia didziausia d reikSmeé, jei n = 997

b) Kokia didziausia d reiksmé, jei n = 20147

Sprendimas. Irodysime, kad didziausia d reiksme yra lygi k, jei n = 2k arba
n =2k+1, ¢ia k € N. Kadangi a) dalyje n = 2-49+1, tai d = 49. Atitinkamai,
b) dalyje n = 21007, todél d = 1007.

Tegu n = 2k + 1. Salia skai¢iaus k + 1 (kair¢je arba desineje puséje) yra
skai¢ius m € {1,2,...,2k + 1}. Skirtumas tarp k + 1 ir m nevirsija k, todél
tarp n — 1 = 2k skirtumy atsiras toks skirtumas, kuris nevirsija k. Vadinasi,
kad ir kaip bebuty surasyti skaiciai, visada galioja nelygybé d < k. Kita vertus,
surasykime skaicius taip:

k+1,1,k+2,2k+3,....k—1,2k, k,2k + 1.
Tada gaunami skirtumai yra tokie:
kk+1,kk+1,...;k+ 1,k k+1.

Matome, kad visi jie yra ne mazesni uz k, todél, siuvo atveju, d = k. Taigi, kai

n = 2k + 1, didziausia jmanoma d reiksSme yra lygi k.



Analogiskai, jei n = 2k, tai salia skaiciaus k+ 1 (kairéje arba desinéje puséje)
yra skaiCius ¢ € {1,2,...,2k}. Skirtumas tarp k+ 1 ir ¢ nevirsija k, todél d < k.
Surase skaicius

k+1,1,k+2,2,k+3,....k—1,2k k,

gausime skirtumus k, k+ 1,k k+1,...,k+ 1, k. Jie visi yra ne mazesni uz k.
Vadinasi, kai n = 2k, didziausia d reiksmeé yra lygi k.
Atsakymas: a) 49; b) 1007.

4 (9-10 klasés). Raskite visas sveikyju skaiciy poras (m,n), su kuriomis teisinga
lygybeé

(n 4+ 101)(n + 102)(n + 103)(n + 104) = (m + 1)(m + 2).

Sprendimas. Irodysime, kad m = —1 arba m = —2. Tada desinioji lygy-
bés pusé yra lygi nuliui. Vadinasi, kairioji lygybés pusé taip pat lygi nuliui,
todél gaunamos astuonios poros (m,n) = (—1,—101), (—1,—-102), (-1, —103),
(—1,-104), (-2, —-101), (-2, —102), (-2, —103), (—2, —104), tenkinancios duo-
taja lygybe.

Pazymékime a = m + 1 ir b = (n + 101)(n + 104) + 1. Pakanka jrodyti, kad
a = —1 arba a = 0, jei a ir b — sveikieji skaiciai. (Tada m = —1 arba m = —2
ir gausime astuonis aukséiau nurodytus sprendinius.) Tarkime priesingai, kad
a > 1 arba a < —2. Pastebime, kad

(n +102)(n + 103) = n® + 205n + 10506 = n* + 2051 + 10504 + 2 =
=(n+101)(n+104)+2=0—-1+2=0+1.

Vadinasi, duota lygybe galima perrasyti taip: (b —1)(b+ 1) = a(a + 1). Ji
ekvivalenti lygybei b? = a? + a + 1, kuri galioja tik kai a® + a + 1 yra tikslus
kvadratas. Taciau jei a > 1, tai a® < a®*+a+1 < (a+1)?, todél a*+ a+ 1 néra
tikslus kvadratas. Analogigkai, jei a < —2, tai (Ja] —1)? < a®> +a+ 1 < |a|?,
todél ir Siuo atveju a® + a + 1 néra tikslus kvadratas.

Atsakymas:  (m,n) = (—1,-101),(—1,-102),(—1,—-103), (=1, —104),
(=2, —101), (=2, —102), (=2, —103), (=2, —104).
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5 (11-12 klasés). Dalia nubrézé lentoje trikampj. Loreta iSmatavo jo krastines
a, b, ¢, isitikino, kad visos jos yra naturalieji skaiciai, ir apskaic¢iavo sumag

B a . b n c
Cb4+c—a ad+c—b a+b—c

a) Ar gali skaicius S buti lygus 47
b) Ar gali skaic¢ius S buti lygus 2,997
c¢) Ar gali skaicius S buti lygus 3,057

Sprendimas. Jei a = 3,b =4,c =5, tai

S = 5 + 1 + > —1+1+5—4
 445—-3 34+45—-4 34+4-5 2 2
Jeia=8,b=c=09, tai
8 9 9 8 9
4 + = — 4+ =0,8+225=3,05.

S = 9r0-8 "8+9-9 "8+0-9 104
Vadinasi, a) ir ¢) atvejais nurodyta S reikSme gauti galima.

Irodysime, kad b) atveju nurodytos reiksmés 2,99 gauti nejmanoma, kadangi
skaicius S negali buti mazesnis uz 3, kai a, b, ¢ yra bet kokio trikampio krastinés
(ir a, b, ¢ nebutinai naturalieji skai¢iai). Pazymékime z =b+c—a, y =a+c—>
irz=a+b—c Tadax+y =2c, v+ 2 = 2bir y+ 2z = 2a. Be to, pagal
trikampio nelygybe, x,y,z > 0. IraSe sias israiskas j S ir tris kartus pritaike
nelygybe (t+ 1) > 1 (sut =z /y,x/z ir y/z), gauname, kad

B a n b n c _y+z+x+z+x+y_
- b4c—a at+c—b a+b—c 2 2y 2z
1/x l/x =z 1 z
=G+ +5(E+ )+ 58+ 2 1+141=3,
2\y =z 2\z «x 2\z y

Atsakymas: a) gali; b) negali; ¢) gali.

6 (11-12 klasés). Per apskritimo iSoré¢je esantj taska A nubréztos dvi kirstines.
Viena kirstiné kerta apskritima tokiuose taskuose B ir C, kad AB = 6, AC' =
10, kita kirstiné — taskuose D ir E (D yra tarp tasky A ir E). Per taska D
nubrézta tiesé, lygiagreti tiesei AC, kerta apskritima taske F' (¢ia F' # D).
Tiesé F'A apskritima kerta taske G (¢ia G # F), o tiesés EG ir AC kertasi
taske M. Raskite atkarpos AM ilgj.
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Sprendimas. Aisku, kad /ZAMAG = Z/CAF = /GFD = /GED = /MFEA ir
/GMA = ZEMA, todél trikampiai AMG ir EM A yra panasus. Vadinasi,
MG : AM = AM : ME. Taigi AM? = MG - ME. Pagal kirstiniy savybe

MG-ME =MB - MC. Vadinasi,
AM? = MB-MC = (AB—AM)(AC—AM) = AB-AC—AM-(AB+AC)+AM?.

IS ¢ia gauname, kad

AB-A -1 1
¢ 6-10 —5:3,75.

AM = 6 " 6710 1

Atsakymas: 3,75.

7 (11-12 klasés). Futbolo turnyre dalyvavo 18 komanduy. Kiekviena i$ ju su
kiekviena kita suzaidé po dvejas rungtynes, vienas savo aikstéje, o kitas — sve-
¢iuose. Uz pergale buvo skiriami 3 taskai, uz lygiasias 1 taskas, uz pralaiméjima
0 tasky. Pasibaigus turnyrui visos komandos surinko po lygiai tasky. [rodykite,
kad bent dvi komandos, zaisdamos svetimose aikstése, pasieké po vienoda skai-
¢iy pergaliy (galbut né vienos).

Sprendimas. Turnyre, kuriame dalyvavo n komandy (¢ia n > 2, o musy atveju
n = 18), i$ viso buvo suzaista n(n — 1) rungtyniu, todél komandos surinko ne
daugiau kaip 3n(n — 1) tasky. Tarkime, kad jos surinko po m tasku. Aisku,
kad m < W = 3(n — 1). Be to, jeigu turnyre bent vienerios rungtyneés
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buvo suzaistos lygiosiomis, tai bendras komandy surinktas tasky skaicius yra
mazesnis uz 3n(n — 1), todél §i nelygybé yra griezta, t. y. m < 3(n — 1).
Tarkime, kad néra tokiy dvieju komandy, kurios, zaisdamos svetimose aiksté-
se, pasieké po vienoda skaiciy pergaliy. Tada visos komandos, zaisdamos iSvyko-
se, surinko po skirtinga pergaliy skaiciy, t. y. 0,1,...,n — 1, nes komandy yra
n. Nagrinékime dvi komandas: A, kuri nepasieké pergaliy sveciuose, ir B, kuri
iskovojo n—1 pergale sveciuose. Tada B turnyre surinko ne maziau kaip 3(n—1)
tasky. Tai jmanoma tik tada, kai m = 3(n —1) ir jokios rungtynés turnyre nesi-
baigé lygiosiomis. Kadangi komanda A sveciuose nepasieké né vienos pergalés,
tai ji visas rungtynes sveciuose pralaiméjo. Vadinasi, surinkti 3(n — 1) tasky
ji galéjo tik laimédama visas rungtynes savo aikstéje. Taigi A pries B savo
aikstéje laiméjo, kas priestarauja tam, jog B sveciuose laiméjo visas rungtynes.

8 (11-12 klasés). Naturalieji skaiciai a, b, ¢, d tenkina lygti
a?+ 0+ +dP =742

a) Raskite bent vieng Sios lygties sprendinj (a, b, ¢, d).
b) Raskite visus Sios lygties sprendinius (a,b,c,d), tenkinancius salyga
a<b<c<d.

Sprendimas. a) Kadangi 124+12+12+2% = 7, tai toks sprendinys yra, pavyzdziui,

a=0b=c=2201 g_ 925

b) Irodysime, kad visi skaiGiai a,b,c ir d dalijasi i§ 2203, Tarkime, kad
naturalieji skaiciai A, B, C, D tenkina lygybe

A+ B+ C*+D?* =74,

kur j > 2 — naturalusis skaic¢ius. Sveikojo skai¢iaus kvadratas moduliu 4 yra
arba 0 (jei tas skaiCius yra lyginis), arba 1 (jei tas skaicius — nelyginis). Taigi
visi keturi skaiciai A, B,C, D, tenkinantys Sia lygybe, yra lyginiai arba visi
keturi yra nelyginiai. Taciau jie visi nelyginiai buti negali, nes tada moduliu 8
ju kvadraty suma A% + B% + C? 4+ D? yra lygi 4:

(2k1 — 12 + (2ky — 1)? + (2ks — 1)* + (2ky — 1)> =8k + 4
su sveikuoju k = kl(kzl_l) + kQ(kQQ_l) + k3(k§’_1) 4 Rkl 5 (ia A = 2k — 1,

2
B =2ky—1,C =2ks—1, D =2ky—1, 0 ky, ko, k3, ks € N). Gauname priestara,

kadangi kairioji lygybeés puse, A%+ B?+C?+ D?, nesidalija i$ 8, o desinioji, 7-47,
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dalijasi i8 8, nes j > 2. Vadinasi, visi skaiciai A, B, C, D yra lyginiai. Pritaike

Si samprotavima kiekvienai tokiai lygciai, kur 5 = 2014, j = 2013, ..., j = 2
(i8 viso 2013 karty), gausime, kad a,b, ¢, d yra lyginiai, po to, kad §, g, g,g -

lyginiai ir t.t., ir pagaliau, kad

a b c d
920127 92012 92012 92012

— lyginiai. Vadinasi, visi skaiciai a, b, ¢, d dalijasi i§ 22913,

Pazymékime a = 22013z, b = 22013y ¢ = 22013, 4 = 22013y Cia z,y,2,u € N
tenkina salyga © < y < 2z < u. [rase | pradineg lygt] ir suprastine, gausime

22+ 4 22 U =28

Kadangi 1 < 2 < y < z < wiru € N, tai u € {3,4,5}. Jei u > 6, tai
2?2 Hy? 22 +u? > 62 > 28, ojeiu < 2, tai a?+y? 22 4u? < 22422422422 < 28,

Dabar iSnagrinésime atvejus v = 5, v = 4 ir v = 3. Kai u = 5, tai
22+ P+ 22 =28 —25 = 3, todél x = y = 2z = 1. Gauname sprendinj
(a,b,c,d) = (2201322013 92013 5. 92013)  Kaj y = 4, tai 22 +¢y*> + 2> =28 — 16 =
12. Nesunku jsitikinti, kad vienintelis naturalusis Sios lygties sprendinys yra
x =y = z = 2. Taip gauname antra duotos lygties sprendinj (a,b,c,d) =
(22014 92014 92014 '92015) - Galiausiai, kai u = 3, tai 22 + y? + 22 =28 — 9 = 19.
Nesunku jsitikinti, jog vienintelis naturalusis Sios lygties sprendinys, tenkinantis
salyga x <y <z < 3, yrax =1, y =2z = 3. Taip gauname dar viena duotos
lygties sprendinj (a, b, c,d) = (22913 3. 22013 3. 92013 ‘3. 2013),

Atsakymas:  a) pavyzdziui, (a,b,c,d) (22014 92014 92014 '92015),

b) (CL b.c d) — (22013 22013 22013 5. 22013) (22013 3. 22013 3. 22013 3. 22013) ir
(22014 22014 22014 22015)'



