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1 (9-10 klasés). Turime lygciu sistema

T+ 2y — 3z =—1,

2 —4y* + 922 =1,

—x3 4+ 8y + 2723 = —1.
a) Nurodykite bent vieng jos realyjj sprendinj (x,y, 2).
b) Nurodykite bent du jos realiuosius sprendinius.
c¢) Raskite visus jos realiuosius sprendinius.

Sprendimas. Pazymékime X = x, Y = 2y ir Z = 3z. Pakéle pirmaja lygciy
sistemos
X+Y -7=-1,
X2 -Y?4+Z7%=1,
— X34+ Y34+ 23 =1
lygti kvadratu ir atéme iS jos antraja lygti, gausime
0=(-1)—-12=X?+Y? + 224+ 2XY —2X7Z - 2Y 7 - X* +Y? - 7* =
=2Y2 4+ 2XY —2Z(X +Y)=2Y(X +VY)-2Z(X +Y) =
=2(Y - Z2)(X+Y).
Taigi Y = Z arba X = —-Y.
[sSnagrinékime atveji Y = Z. Tada iS pirmosios lygties gauname X = —1,
0 i§ trediosios 2Y? = —1 + X3 = —2. Vadinasi, Y = Z = —1. Trejetas
(X,Y,Z) = (—1,—1,—1) tenkina lyg¢iy sistema, taigi vienas duotosios lygciuy
sistemos sprendinys yra (z,y, z) = (X, %, %) = (-1, —%, —%)
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Antruoju atveju, X = —Y, i$ pirmosios lygties gauname Z = 1, o iS treciosios
2Y% = —1— 7% = —2. Vadinasi, Y = —1 ir X = 1. Trejetas (X,Y,2) =
(1,—1,1) tenkina lygciu sistema, taigi antrasis duotosios lygciu sistemos spren-
dinys yra (x,y, Z) = (X> %’ %) = (17 _%a %)

Atsakymas'. (l‘, Y, Z) = (_L _%a _%)7 (17 _%7 %)

2 (9-10 klasés). Trikampio ABC|, kuriame AB = BC'ir ZABC' = 40°, krastinéje
AB pazymeétas taskas D. Tiesé ¢ taske D liecia apie trikampj ADC' apibrézta
apskritima ir kerta apie trikampj BDC' apibrézta apskritima taskuose D ir M.
Raskite kampa M BA.

Sprendimas. Kadangi trikampis ABC yra lygiasonis ir ZABC = 40°, tai
180° — ZABC  180° — 40°

/LDAC = ZBAC =
C C 5 5

= 70°.

Kadangi tiesé ¢ liecia apibrézty apie ADC' apskritima taske D, tai
/MDC = /ZDAC = T70°.

Taigi ZMBC = ZM DC' = 70°, nes jbréztiniai kampai M BC' ir M DC' remiasi
i ta patj apskritimo, apibrézto apie BDC lanka. Vadinasi,

LMBA =/ZMBC + ZABC = 70° 4+ 40° = 110°.

Atsakymas: 110°.
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3 (9-10 klasés). I lentelés 3x 3 langelius jrasyti skai¢iai nuo 1 iki 9 (kaip parodyta
paveikslélyje). Lenteléje leidziama atlikti tokia operacija: pasirenkamas 2 X 2
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kvadratas ir jo vienos kurios nors jstrizainés abu skaiciai vienetu padidinami,
o kitos jstrizainés abu skaiciai vienetu sumazinami. Kelis kartus atlikus tokia
operacijg, kai kurie skaiciai lenteléje tapo lygus. Ar tokiu budu galima gauti

a) 9 lygius skaicius?
b) 8 lygius skaicius?
¢) 7 lygius skai¢ius?
d) 6 lygius skai¢ius?

Sprendimas. Pastebékime, kad tokia operacija nekeic¢ia 3 x 3 lentelés eiluciy ir
stulpeliy sumy. Taigi pradzioje ir pabaigoje jos bus lygios 6, 15,24 ir 12, 15, 18.
Jei po keleto operacijuy 9 arba bent jau 8 skaiciai lenteléje buty lygus, tai butinai
atsirasty bent dvi eilutés ir bent du stulpeliai, sudaryti iS vienody skaic¢iy. Taigi
bent keturios eiluciy ir stulpeliy sumos buty lygios, o tarp musy skaiciy tokie
yra tik du (15 ir 15). Taigi atvejai a) ir b) negalimi.

Tarkime, kad po keleto operacijy gavome 7 lygius skaic¢ius. Jei jie visi lygus
a, o kiti du skaiciai yra b ir ¢, tai tie skaiciai b ir ¢ turi buti skirtingose eilutése
ir skirtinguose stulpeliuose, nes kitaip bent trys is sesiy eiluciy ir stulpeliy sumy
buty lygios (o ju yra tik dvi 15 ir 15). Tada trijy eilu¢iy sumos yra 3a, 2a + b ir
2a + ¢ (nebutinai tokia tvarka), o stulpeliy sumos taip pat 3a, 2a + b ir 2a + c.
Tai nejmanoma, kadangi eiluc¢iy sumos yra 6, 15,24, o stulpeliy — 12,15, 18.
Vadinasi, 7 lygiuy skaié¢iy gauti nejmanoma.

Dabar parodysime kaip galima gauti 6 lygius skaic¢ius. Su jvairiais kvadratais
2 x 2 atlikinésime tokia operacija A, kai 2 x 2 kvadrate jrasyti skaiciai z,y, z, u

rly
U

bus kei¢iami taip: z ir u j atitinkamai z — 1 ir u — 1, o y ir z j atitinkamai y + 1

ir z+ 1. Atliksime Sia operacija A dvylika karty taip:

e penkis kartus su kairéje virsuje esanciu kvadratu 2 x 2. Tada is pradinés

lentelés
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e du kartus su desingje virsuje esanciu kvadratu 2 x 2, ir gausime
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e keturis kartus su kair¢je apacioje esanc

iu kvadratu 2x2. Gausime lentele
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e vieng karta su desinéje apacioje esanc¢iu kvadratu 2 x 2. Gausime lentele
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Matome, kad po visy 12 operaciju Sioje lenteléje 6 skaiciai tapo lygus, taigi 6

lygius skai¢ius gauti galima.
Atsakymas: a) ne; b) ne; ¢) ne; d) taip.

4 (9-10 klases). Naturaliyjy skaiciy trejetas a

(1+ 20+ 3) 1+

a) Nurodykite bent du tokius trejetus.

b) Raskite visus tokius trejetus.

< b < ¢ tenkina lygybe
1
c

)=

Sprendimas. Jei a = 1, tai lygybé 2(1+14)(1+1) = 2 nejmanoma, nes 1+ > 1

ir 141 > 1, taigi kairioji pusé yra didesné uz 2.

Jeia >4, taiis ¢ > b > a > 4 iSplaukia, kad kairioji pusé yra mazesné, nes

(1+ ) 3) (49 <

Vadinasi, a = 2 arba a = 3.
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Kaia = 2, tai (141) (1+21) = 3. Taigi 4bc = 3(b+1)(c+1) ir be = 3b+3c+3.
Vadinasi, (b—3)(c —3) = 12. Abu daugikliai b — 3 ir ¢ — 3 negali buti neigiami,
nesc>=>b>a>2todelc—3>b—-32>—1(ir (—1)-(—1) # 12). Akivaizdu,
kad b—3 #0irc—3 # 0. Taigic—3 > b—3 > 1. IS skaic¢iaus 12 trijy
skaidiniy dauginamaisiais 1-12, 2-6 ir 3 - 4 gauname tris poras (b—3,¢c—3) =
(1,12),(2,6),(3,4). Taip gauname tris trejetus a < b < ¢, tenkinancius duotaja
lygti (a,b,c) = (2,4,15),(2,5,9) ir (2,6, 7).

Antruoju atveju, kai a = 3, lygtis bus tokia: (1 + %) (1 + %) = % Todél
3bc = 2(b+1)(c+1) ir be = 2b+2c+2. Vadinasi, (b—2)(c—2) = 6. Abu daugikliai
b—2ir ¢ — 2 yra teigiami, nes ¢ > b > a > 3. IS skaic¢iaus 6 dviejy skaidiniy
dauginamaisiais 1-6 ir 2-3 gauname dvi poras (b—2,c—2) = (1,6), (2, 3). Taip
gauname dar du trejetus a < b < ¢, tenkinancius duotaja lygti (a, b, ¢) = (3,3, 8)
ir (3,4,5).

Atsakymas: (a,b,c) = (2,4,15),(2,5,9),(2,6,7),(3,3,8) ir (3,4,5).

5 (11-12 klasés). Turime lygciy sistema

2 — 2% =2y,

8y — 4y? = x.

a) Nurodykite bent du jos realiuosius sprendinius (z,y).

b) Raskite visus jos realiuosius sprendinius.

Sprendimas. Pazymékime X = x ir Y = 2y. Atéme is pirmosios lygciy sistemos

X3 - X2y =0,
Y3 Y2 - X =0

lygties antraja, gausime
XV (XY XY =X -V)(X?+Y? 4+ XY - X -Y +1)=0.

Taigi X =Y arba X?+Y?+ XY - X -Y +1=0.

[$nagrinésime atvejj X =Y. Tada X?—X? - X = X(X?2— X —1) = 0. Taigi
X=0X= %‘F’ ir X = %‘F’ Visos trys poros (X,Y) = (0,0), (%5, %5) ir
(%5, %5) tenkina lygCiy sistemgq, taigi trys duotosios lygciy sistemos spren-
diniai yra (z,y) = (X, ¥) = (0,0), (105, 120 gy (145 145y



Irodysime, kad antrasis atvejis nejmanomas. IS tikryjy, padaugine antraja
lygybe i$ 2, gauname
0=2X"+2Y*+2XY —2X —2Y 4+ 2 =

=(X+Y) P+ X2 -2X +Y2 -2V +2= (X + V) 4+ (X - 1)+ (Y - 1)~
Tai jmanoma tik tada, kai X +Y =X —1=Y — 1 =0. Vadinasi, X =Y =1

ir 1 + 1 = 0, priestara.
Atsakymas: (z,y) = (0,0), (1_2\/57 1_4\/5) ir (1+2\/57 1+4\/5).

6 (11-12 klasés). Apie trikampj ABC, kuriame AB < AC, apibéztas apskriti-
mas w. Aukstinés, nuleistos i$ virsunés A j pagrinda BC', tesinys apskritima w
kerta taske D. Krastinéje AC' pazymeétas toks taskas F, kad BE = EC. Atkar-
pos BE tesinys apskritimg w kerta taske F'. Jrodykite, kad DF' yra apskritimo

w skersmuo.

Sprendimas. Kadangi jbréztiniai kampai AF' B ir AC'B remiasi j ta patj lanka,
o trikampis BEC yra lygiasonis, tai

LAFB = /ACB =/FECB = /ZEBC = ZFBC.

A F

D

Vadinasi, tiesés AF ir BC yra lygiagrecios. Kadangi atkarpa AD statmena BC,
tali AD statmena ir AF. Taigi trikampis DAF — statusis, todél jo jzambiné DF

yra apibrézto apie DAF apskritimo w skersmuo.
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7 (11-12 klasés). Balandzio 1 diena prekybos centre ,Ozas® atsidariusioje

,otarbucks® kavinéje licéjaus pirmoke Hermina jsigijo nuolaidy kortele, su ku-
ria kasdien pirkdama bent po vieng puodelj kapucino kavos ir vaiSindama kava
klasés draugus, ji iki pat metuy pabaigos (t. y. per 275 dienas) zada nusipirkti
lygiai 420 puodeliy kavos. Licéjaus ketvirtoké Akvilé tikina, kad tada butinai
atsiras keletas dieny i$ eilés (galbut viena diena), per kurias Hermina nusipirks
lygiai 145 puodelius kavos, o mokytojas Benas tvirtina, jog butinai atsiras kele-
tas dieny iS eilés (galbut viena diena), per kurias Hermina nusipirks lygiai 125

puodelius kavos.

a) Ar teisi ketvirtoke Akvilé?
b) Ar teisus mokytojas Benas?

Sprendimas. a) Tarkime, kad Hermina per pirmasias 137 dienas pirko po viena
puodelj kavos per dieng, po to per viena diena (rugpjucio 16 diena) nusipirko
146 puodelius, ir paskui likusias 137 dienas vél pirko po vieng puodelj kavos. IS
viso per 137+ 14 137 = 275 dienas ji nusipirko 137 + 146 4 137 = 420 puodeliy
(kasdien bent po viena). Jeigu buty keletas dieny, per kurias Hermina nusipirko
lygiai 145 puodelius kavos, tai ,vidurinioji“ diena (rugpjucio 16 d.) i tas dienas
leiti negali. Vadinasi, tos dienos turéjo buti arba visos ne véliau kaip rugpjucio
15 d., arba visos ne anksciau kaip rugpjucio 17 d. Taciau taip buti irgi negali,
nes abiem atvejais ji nusipirkty ne daugiau kaip 137 puodelius kavos. [rodéme,
kad perkant kavas taip, kaip Siame pavyzdyje, néra keleto dieny is eilés, per
kurias Hermina nusipirko lygiai 145 puodelius kavos.

b) Irodysime, kad visada atsiras keletas dieny i$ eilés, per kurias Hermina
nusipirks lygiai 125 puodelius kavos. Tegul x; yra Herminos nusipirkty kavos
puodeliy skaicius per visas dienas nuo pirmosios (balandzio 1 d.) iki i-tosios.
Tada

1< <29 < < Topy < X975 = 420.

Kadangi

126 < 1 + 125 < w9 + 125 < -+ - < 74 + 125 < wo75 + 125 = 545,
tai visi naturalieji skaiciai

T1,To,...,Tor4, Togs, L1 + 125, 9 + 125, ..., Xorg + 125, xors + 125,

kuriy yra 275 + 275 = 550, priklauso intervalui [1,545]. Vadinasi, bent du is ju
yra lygus, t. y. x; = ; +125. Taigi x; —x; = 125, o tai reiskia, kad j > ¢ ir per
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dienas i 4+ 1,...,j (pradedant nuo (i + 1)-osios dienos ir baigiant j-taja diena)
Hermina nusipirko lygiai 125 puodelius kavos.
Atsakymas: a) neteisi; b) teisus.

8 (11-12 klasés). Sveikasis skaicius n yra vadinamas keistu, jei skaic¢ius n*+2014
dalijasi i§ n? + 2014, o skai¢ius n* + 2015 dalijasi i§ n? + 2015.

a) Nurodykite bent tris keistus skaicius n.

b) Raskite visus keistus skaicius n.

Sprendimas. 1 budas. Akivaizdu, kad skaiciai 0,1 ir —1 yra keisti, nes su
kiekvienu n € {—1,0, 1} galioja lygybés n* + 2014 = n? + 2014 ir n* + 2015 =
n? + 2015.
Irodysime, kad daugiau keisty skai¢iy néra. Tarkime, kad sveikasis skaicius
n yra keistas ir n # —1,0,1. Tada n? > 4. Kadangi skai¢ius n* 4+ 2014 dalijasi
i§ skaiciaus n? + 2014, tai ir jy skirtumas n* + 2014 — (n? + 2014) = n* — n?
dalijasi i§ n? + 2014. Analogiskai, n* — n? = n* 4+ 2015 — (n? + 2015) dalijasi
is n% + 2015. Naturalieji skaiciai n? + 2014 ir n? + 2015 skiriasi per vieneta,
taigi jie neturi bendry dalikliy, didesniy uz 1, ir todél yra tarpusavyje pirminiai.
Vadinasi, n* — n? dalijasi ir i$ jy sandaugos (n? + 2014)(n? + 2015). Kadangi
n? > 1, tai skai¢ius n* — n? yra teigiamas ir mazesnis uz n?, o jo daliklis
(n? +2014)(n* + 2015) yra didesnis uz n*, priestara.
2 budas. Jei n keistas skaiCius, tai abu skaiciai (n* 4+ 2015)/(n* 4+ 2015) ir
(n* +2014)/(n? + 2014) yra sveikieji. Juy skirtumo modulis S yra lygus
n* 42015 n*+2014 —n* +n? n?ln? — 1|
n?+2015 n?+2014] ‘ (n? + 2015)(n2 + 2014) |~ (n2 + 2015)(n2 + 2014)
Kadangi n? < n? + 2015 ir |n? — 1] < n? +1 < n? + 2014, tai S < 1. Be to,
S > 0ir S € Z. Tai jimanoma tik kai S = 0, t. y. n?n? — 1] = 0. Vadinasi,
n € {—1,0,1}. Nesunku jsitikinti, kad visi Sie trys skai¢iai yra keisti.

Atsakymas: n = —1,0, 1.



