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1 (9-10 klasés). [rodykite, kad
22 + zy? + ay2® + 4 > dayz,
jei z,y,z = 0.
Sprendimas. Kadangi 22 —4x +4 = (x —2)? > 0, tai 22 > 4z — 4. Analogiskai,

y? >4y — 4 ir 2% > 42 — 4. Sudéje pirmaja nelygybe su antraja, padauginta is

x = 0, ir su treciaja, padauginta is xy > 0, gausime
22+ xy? + ay2® > dr — 4+ doy — 4o + doyz — 4oy = doyz — 4.

Is cia isplaukia reikiama nelygybeé.

2 (9-10 klasés). Apie lygiakrastj trikampj ABC' apibrézto apskritimo mazes-
niajame lanke BC' pazymétas toks taskas M, kad M B = 21, MC = 28. Tiesés
AM ir BC kertasi taske D. Raskite atkarpos M D ilgj.

Sprendimas. Pastebékime, kad /CMA = /ZCBA =60°=/BCA=/AMB.
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Vadinasi, M D yra trikampio BMC' pusiaukampiné. Pagal pusiaukampineés
savybe, CD : DB = MC : MB =28 :21 =4: 3, todél

CD CD CD 3 4
CA~CB CD+DB i+1 7
Kadangi /CDA =/ZMDB ir ZDCA = 60° = ZDM B, tai trikampiai DCA ir
DM B yra panasus. Vadinasi, MD : MB =CD : CA =4 :7. IS ¢ia gauname,
kad MD =2MB =3-21 =12.
Atsakymas: MD = 12.

3 (9-10 klasés). I lentelés 7 x 7 langelius surasyti realieji skaiciai taip, kad
kiekvieno 3 x 3 kvadrato visy devyniy skaiciy sandauga ir kiekvieno 4 x 4 kvad-
rato visy SeSiolikos skaic¢iy sandauga yra lygi tam paciam skaiciui S. Ar gali (su
bent viena S reiksme) visy keturiasdesimt devyniy tos lentelés skai¢iy sandauga
buti lygi 20177

I sprendimas. Tegul a > 0 ir b = é Lentele uzpildykime taip.

albla|blal|b|a
bla|bla|bla]|b
1111111
alblalblal|b|a
bla|bla|blal|b
10111111
a|lblalblal|b|a

Matome, kad j kiekvieng 3 x 3 kvadrata patenka trys skaiciai a, trys skaiciai
b= é ir trys vienetai, taigi visy devyniy skai¢iy sandauga yra lygi a®b*1® = 1.
Akivaizdu, kad kiekvieno 2 x 2 kvadrato keturiy skaic¢iy sandauga yra lygi 1.
Vadinasi, kiekvieno 4 x 4 kvadrato visy Sesiolikos skaiciy sandauga taip pat lygi
1. I visg lentele 7 x 7 patenka astuoniolika skaiciy a, septyniolika skaiciy b = %
ir keturiolika vienety, taigi visy keturiasdesimt devyniy Sios lentelés skaiciy
sandauga yra lygi a'®b'"11* = q.

Imdami a = 2017 ir b = ﬁ gauname reikiamag lentele, nes ji tenkina uz-
davinio salyga (su S = 1), o joje irasyty skaiciy sandauga yra lygi 2017.

Atsakymas: gali.
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II sprendimas.> Bandome sukonstruoti lentele, kurioje j vienoda 4 x 4 kvadraty
skai¢iy patenkanciuose langeliuose esantys skaiciai yra vienodi. Sioje lenteléje
surasyti skaiciai zymi ty patekimy j 4 x 4 kvadratus skaiciy.

112 3] 4 312]|1
214 6| 8| 642
3161121121263
418121161284
3161121121263
2141 6| 8] 642
112 3] 4] 3|21

Pradékime lentele pildyti nuo viduryje esancio langelio, jrasydami j jj skaiciy
16. I langelius, kuriuose jrasyti skaiciai 12, rasome —2, kad viduryje esancio
3 x 3 kvadrato skaic¢iy suma buty lygi 0. Eidami sluoksniais nuo lentelés vidurio
1 krastus ir spresdami atitinkamas tiesiniy lygé¢iy sistemas mes galime uzpildyti
lentele taip, kad kiekvieno 3 x 3 kvadrato visy devyniy skaiciy suma ir kiekvieno
4 x 4 kvadrato visy Sesiolikos skaic¢iy suma buty lygi 0. Langeliuose su skai¢iumi
4 jrasyti skaiciai néra vienodi (10 ir 12), nes paskutiniajame sluoksnyje jvestas
naujas kintamasis, o ne automatiskai jrasytas skaicius 12.

41-13| 1| 10| 1|-13 4
—13| 12| 5|—-16| 5| 12| -13
1 5| =2 —=2| -2 5 1
10|-16|-2] 16| -2]—-16| 10
1 5| =2 —2| -2 5 1
—13| 12| 5|-16| 5| 12| -13
41 -13} 1} 10| 1]-13 4

Dabar, pakeisdami k j 2*, gausime lentele, kurioje kiekvieno 3 x 3 kvadrato
visy devyniy skai¢iy sandauga ir kiekvieno 4 x 4 kvadrato visy Sesiolikos skaiciy
sandauga yra lygi 1. Visy keturiasdesimt devyniy tos lentelés skaiciy sandauga

1

yra lygi 2716, Imdami tokj z, su kuriuo 271¢ = 2017, gausime reikiamg lentele.

281 sprendima pasiulé Adomas BirStunas
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4 (9-10 klasés). Naturaliyju skaic¢iy ketvertas (a, b, ¢, d) tenkina lygéiy sistema

ab—a—-b=c+d—3,
cd—c—d=a+b-—3.

a) Raskite bent du tokius ketvertus.
b) Rasite visus tokius ketvertus.

Sprendimas. Atéme iS vienos lygties kitg, gauname ab = cd. Kita vertus, sudéje
abi lygtis, matome, kad

ab+cd—2(a+b+c+d)=(a—2)b—2)+ (c—2)(d—2) — 8 = —6.
Vadinasi, duotoji lygc¢iy sistema yra ekvivalenti sistemai

(a—2)(b—2)+ (c—2)(d—-2) =2,
ab = cd.

Jeia,b,e,d > 3, tai (a—2)(b—2) > 1ir (¢c—2)(d—2) > 1. Vadinasi, pirmoji
lygtis (a —2)(b—2) + (¢ — 2)(d — 2) = 2 galioja tiksua—2=b—-2=c—2 =
d—2=1t vy (a,bcd) = (3,3,3,3). Akivaizdu, kad 8Sis ketvertas tenkina
lygéiy sistema.

Priesingu atveju, maziausias is$ skaiciy a, b, c,d yra lygus 1 arba 2. Paste-
békime, kad jei ketvertas (a, b, ¢, d) yra lygciy sistemos sprendinys, tai ketver-
tai (a,b,d,c), (b, a,c,d),(b,a,d, c),(c,d,a,b),(cdb,a),(dc,a,b),(d c,b a) taip
pat tenkina Sig sistemg. Vadinasi, neprarasdami bendrumo, galime laikyti, kad
tas maziausias skai¢ius (i$ a, b, ¢ ir d) arba vienas i$ keliy maziausiy yra a.

Jei a = 1, tai iS pirmosios lygties gauname ¢ +d = 34+ ab—a —b = 2.
Taigi c=d =1. Tada b =cd —c—d—a+ 3 = 1. Akivaizdu, kad ketvertas
(a,b,c,d) = (1,1,1,1) tenkina duotaja lyg¢iu sistema. Jei maziausias yra koks
nors kitas skaicius b, ¢ arba d, tai gauname ta patj sprendinj (1,1, 1,1).

Tarkime, kad a = 2. Nagrinésime ekvivalencig lygé¢iy sistema. IS pirmosios
lygties (a — 2)(b—2) + (¢ — 2)(d — 2) = 2 gauname (c — 2)(d — 2) = 2. Be to,
¢,d > 2, nes skaiCius a = 2 yra maziausias is skaiciy a, b, ¢, d. Taigi vienintelés
imanomos poros yra (c,d) = (3,4) ir (4,3). Abiem atvejais, i$ antrosios lygties
gauname b = cd/a = 6. Ketvertai (a,b,c,d) = (2,6,3,4) ir (2,6,4,3) tenk-
ina Sia (ir tuo paciu duotaja) lygciu sistema. Perstatydami gausime dar Sesis
ketvertus: (6,2,3,4), (6,2,4,3), (3,4,2,6), (3,4,6,2), (4,3,2,6) ir (4,3,6,2).
Visi sie ketvertai tenkina duotaja lygciy sistema.
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Atsakymas" (CL, b, Cy d) = (17 1a 17 1)7 (37 3a 37 3)7 (27 67 3a 4)7 (27 67 4a 3)7 (67 27 37 4>a
(6,2,4,3),(3,4,2,6),(3,4,6,2), (4,3,2,6), (4,3,6,2).

5 (11-12 klasés). Raskite visus realiuosius skaicius z, kurie tenkina tokia salyga:

bet kuriems realiesiems skaic¢iams
O<a<s<b<ec<a+bd

teisinga nelygybe
r+c< (z+a)(z+D).

Sprendimas. Nesunku jsitikinti, kad su kiekvienu x > 1 ir bet kuriais a, b, ¢ € R,
tenkinanciais salyga 0 < a < b < ¢ < a + b, reikiama nelygybé galioja:

rte< o< ta+b< 2’ +ax(a+b) <2’ +x(a+b)+ab= (v+a)(z+b).

Su kitais z, t. v. < 1, nesudétinga sukonstruoti kontrpavyzdj, kai galioja
priesinga nelygybé = + ¢ > (z + a)(x + b). Imkime bet kokj teigiama skaiciy
z 1% intervalo (z,1) ir a = b = ¢ = z — x. Sis trejetas tenkina salyga, kadangi
z—x>0. Beto,z> 22 nes0<z2<1 Kadangiz +a=ax+b=x24+c=z,
tai galioja prieSinga nelygybeé: 4+ c =2 > 22 = (z + a)(x +b).

Atsakymas: x € [1,+00).

6 (11-12 klasés). Duotas trikampis ABC, kuriame ZA — ZB = 90°. Tegul D
yra statmens is virsunes C' j tiese AB pagrindas, o M — atkarpos AB vidu-
rio taskas. Jrodykite, kad atkarpos M D ilgis yra lygus apie trikampj ABC
apibrézto apskritimo spinduliui.

I sprendimas. Tarkime, kad FC yra apibrézto apie trikampj ABC' apskritimo
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skersmuo, o O — jo centras. Pazymékime R = OA = OB = OC. Kadangi
/EAC = 90° (nes kampas remiasi j skersmenj) ir ZBAC = ZCBA + 90°, tai

LEAB = /BAC — LFAC = ZCBA+90° — LEAC = ZCBA.

Vadinasi, lankai EB ir C'A yra lygus, taigi tiesés AB ir EC — lygiagrecios. Tai
reiskia, kad ABEC — lygiasoné trapecija. Kadangi O ir M — jos pagrindy EC ir
AB vidurio tagkai, tai tiese MO yra statmena pagrindams. Vadinasi, MOC D
yra staciakampis, todeél jo priesingos krastines lygios: M D = OC = R.

II sprendimas. Tegul a, B, yra trikampio kampai (a« — 8 = 90°), 0 a,b,c — jo
(atitinkamos) krastinés. Kadangi ZCAD = 180° —a = 90°—f3, tai ZAC'D = p.
Vadinasi, AD = AC'sin 8 = bsin 3. Be to, M A = 5. Remiantis sinusy teorema,
b=2Rsinf ir ¢ = 2Rsin~y, taigi

MD = MA+ AD = R(sinvy + 2sin? ) = R + R(sin~y — cos(23)).
IS ¢ia iSplaukia reikiama lygybé M D = R, nes

siny = sin(180° — a — ) = sin(90° — 23) = cos(20).

7 (11-12 klasés). Verslininkas Ramunas padovanojo darzelio vaikams 2000
baliony. Balionai buvo 20 skirtingy spalvy, po 100 kiekvienos spalvos. Darzelio
vedéja Austéja dave kiekvienam is 100 darzelj lankanciy vaiky 20 baliony, bet
neatsizvelge i ju spalva. Vaikai noréty susikeisti balionais taip, kad kiekvie-
nas i$ juy turéty po 20 skirtingy spalvy baliony. Austéja leidzia bet kuriems
dviem vaikams susikeisti dviem balionais (kai jie paima vienas i$ kito po vieng
baliona), taciau ne bet kaip, o tik kai kiekvienas i$ judvieju ima i$ kito tokios
spalvos baliona, kurios jis pries $iuos judviejy mainus neturi. Ar visada (kad ir
kaip Austéja pradzioje buty iSdalinusi balionus) vaikai gali taip keistis balionais,
kad po baigtinio skaic¢iaus tokiy mainy kiekvienas is jy turety po 20 skirtingy
spalvy baliony?

Sprendimas. Trodysime, kad vaikai gali taip keistis balionais, kad po ne daugiau
kaip 1900 tokiy mainy jie visi turés skirtingy spalvy balionus.

Tarkime, kad po Austéjos padalijimo /-tasis vaikas turi dvidesimt lygiai k,
skirtingy spalvy baliony (¢ia ¢ = 1,...,100). Tegul Sy = ki + -+ + kioo-
Akivaizdu, kad 1 < k, < 20, taigi 100 < Sy < 2000.
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Jei Sp = 2000, tai k; = --- = kygo = 20 ir teiginys jrodytas. Tarkime, kad
So < 2000. Tegul k; yra pats maziausias i skai¢iy kq, ..., koo (arba bet kuris
is keliy maziausiyju). Aisku, kad k; < 20. Pagal Dirichlé principa, Sis (i-tasis)
vaikas turi bent du kokios nors vienos spalvos (tarkime, spalvos R) balionus.
Kadangi R spalvos baliony yra lygiai 100, tai atsiras toks vaikas j (¢ia j # 1),
kuris R spalvos baliony i$ viso neturi. Pagal Dirichlé principa, i$ nelygybés
k; > k; isplaukia, kad egzistuoja tokia spalva M, kad j-tasis vaikas turi bent
viena M spalvos baliona, o i-tasis M spalvos baliony neturi. Vadinasi, sie du
vaikai (i-tasis ir j-tasis) gali susikeisti R ir M spalvy balionais: i-tasis pasiima
is j-tojo M spalvos baliona, o j-tasis is i-tojo R spalvos baliona. Po Siy mainy
i-tasis vaikas tures lygiai k; + 1 skirtingy spalvy baliony (tas pacias spalvas,
kurias jau turéjo, bei nauja spalva M), o j-tasis vaikas turés arba k; skirtingy
spalvy baliony (tuo atveju, kai jis turéjo tik viena M spalvos baliona, ji atidave
ir spalva M prarado, taciau gavo R spalvos baliong) arba k;+ 1 skirtingy spalvy
baliony (tuo atveju, kai jis turéjo bent du M spalvos balionus).

Tarkime, kad po S$iy mainy ¢-tasis vaikas turi m, skirtingy spalvy baliony
(cia £ =1,...,100). Irodéme, kad m; = k; + 1 ir m; = k; arba m; = k; + 1. Be
to, akivaizdu, kad my, = ky, kai £ # i ir £ # j. Vadinasi,

Sy=my+-+mpo = ki + -+ kioot+1=2050+1.

Jei S1 = 2000, tai my; = -+ = mygo = 20 ir teiginys jrodytas. Jei S; < 2000,
tai maziausias i$ skaic¢iy my, ..., mygo yra mazesnis uz 20. Tada, samprotau-
dami lygiai taip pat kaip ir auksciau, vél galime atrasti tokius du vaikus, kuriems
pasikeitus balionais nauja suma Sy padidés bent vienetu (lyginant su pries tai
buvusia suma S7), ir taip toliau. Kadangi Sy > 100, o vaikai nustoja keistis
balionais po k tokiy mainy, kai tik skaicius Sy tampa lygus 2000, tai po dau-
giausiai 2000 — 100 = 1900 mainy visi vaikai turés skirtingy spalvy balionus.

Atsakymas: visada.

8 (11-12 klasés). Naturalusis skai¢ius m vadinamas tvarkingu, jei su bet kuriais
nattraliaisiais skaiciais a ir b skaicius a®™ + b*™ + a™b™ dalijasi i$ a® + b* + ab.
a) [rodykite, kad skaicius 2 yra tvarkingas.
b) Ar skaicius 100 yra tvarkingas?
c) Ar skaicius 101 yra tvarkingas?
)

d) Raskite visus tvarkingus skaicius.
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Sprendimas. Tarkime, kad skai¢ius m yra tvarkingas, t. y. su bet kuriais
a,b € N skai¢ius a®™ + b®™ + a™b™ dalijasi i§ ¢ = a? + b*> + ab. Irodysime, kad
tada skaic¢ius m + 3 taip pat yra tvarkingas. Kadangi a® — b = (a — b)c, tai
desinioji lygybeés

a2(m+3) _|_62(m+3) _|_am+Sbm+3 _ a?)b?) (aZm _'_me +ambm) + (a3 o 63)(a2m+3 . b2m+3)
pusé dalijasi is c. Taigi ir kairioji lygybés pusé dalijasi is ¢, todél skaic¢ius m + 3
yra tvarkingas. IS ¢ia iSplaukia, kad bet koks skaicius m + 3k, £ =0,1,2,...,
taip pat yra tvarkingas.

Akivaizdu, kad skaicius 1 yra tvarkingas. DesSinioji lygybeés

a* 4+ b* + a®? = a*(a® + b* + ab) + b(b® — a®)

puse dalijasi iS ¢, todel ir kairioji pusé dalijasi iS c. Vadinasi, skaic¢ius 2 yra
tvarkingas: a) dalis jrodyta.

Kadangi skaiciai 1 ir 2 tvarkingi, tai, remiantis auksciau jrodytu teiginiu, visi
skaic¢iai m = 3k + 1 ir m = 3k + 2 yra tvarkingi; ¢ia £ = 0,1,2,.... Vadinasi,
visi naturalieji skaiciai, kurie nesidalija is 3, yra tvarkingi. Skaiciai, nurodyti
b) ir ¢) dalyse, 100 ir 101, nesidalija i$ 3, taigi jie abu yra tvarkingi.

Irodysime, kad 3k + 1 ir 3k + 2 pavidalo skaiciai (k = 0,1,2,...) ir yra
visi tvarkingi skaiciai, t. y. joks naturalusis skaicius m = 3k, £ € N, néra
tvarkingas. Tarkime priesingai, kad m = 3k su kokiu nors & € N yra tvarkingas
skaic¢ius. Nagrinékime pora (a,b) = (2,1). Tada, remiantis tvarkingo skaiciaus
apibrézimu,

a®™ + V" + a"b™ = % 4+ 0% + @ = 2%F 4 2% 1

dalijasi i$ a® + b% + ab = 7. Kadangi 2* moduliu 7 yra 1, tai 2°* (mod 7) = 1
ir 23 (mod 7) = 1. Vadinasi, skai¢ius 26 4+ 2%% + 1 moduliu 7 yra lygus 3 su
visais k € N, todél jis nesidalija iS 7, priestara.

Irodéme, kad naturalusis skaicius m yra tvarkingas tada ir tik tada, kai jis
nesidalija is 3.

Atsakymas: b) taip; c¢) taip; d) visi naturalieji skaiciai, kurie nesidalija is 3.



