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Tiražas 100 egz.
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XVII Lietuvos komandinė matematikos olimpiada . . . 15

Rezultatai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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XVI LIETUVOS KOMANDINĖ
MATEMATIKOS OLIMPIADA

Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2001 10 06

Olimpiados rėmėjai: INFO–TEC, BALTIC AMADEUS, NACIONA-
LINIS EGZAMINU

‘
CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMŽIUS,

TEV, TYTO ALBA.

Vertinimo komisija: A. Bastys, A. Birštunas, V. Čekanavičius, R. Di-
džiapetris, P. Drungilas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas),
M. Galvonas, R. Garunkštis, R. Grigutis, R. Jodelis, M. Juodis, R. Kašu-
ba (organizacinės komisijos pirmininkas), V. Kazakevičius, A. Klivečka,
R. Krasauskas, R. Leipus, K. Liubinskas, A. Mačiulis, J. Mačys, H.
Markšaitis, G. Murauskas, A. Plikusas, G. Puriuškis, R. Vaicekauskas,
R. Zovė.

REZULTATAI

Pirmoji vieta – Vilniaus tiksliu
‘
ju

‘
, gamtos ir technikos mokslu

‘
licėjaus pirmajai komandai.

Komanda 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920
∑

Vt.

Vilniaus lic. I 5 5 5 4 6 5 5 5 5 2 0 7 0 5 6 5 0 4 5 4 83 1
KTU gimn. I 1 5 5 5 0 5 5 5 5 4 0 2 0 5 6 5 1 5 5 4 73 2
Minskas 5 1 5 5 6 5 1 5 5 5 0 3 0 5 0 5 0 2 5 5 68 3
VU Fux 5 1 5 0 0 2 4 5 5 5 0 7 0 5 6 0 0 5 3 0 58 –

Šiauliai 1 0 5 5 2 5 2 5 5 5 0 0 0 5 2 5 0 0 5 5 57 4
Panevėžys 5 5 4 5 6 4 5 5 0 0 0 2 0 5 0 5 0 0 5 0 56 5
Utena 5 0 4 5 0 5 2 5 5 1 0 2 0 5 2 5 0 5 3 0 54 6
Vilnius 1 0 0 5 0 2 1 5 5 4 0 2 0 5 4 5 0 5 2 5 51 7
Kretinga 4 2 5 5 0 5 5 5 0 0 0 0 0 5 0 5 4 0 5 0 50 8
Kauno ,,Saulė” 5 5 5 1 0 2 3 5 5 3 0 3 0 0 0 3 1 5 2 1 49 9
KTU gimn. II 2 0 5 5 0 5 2 1 0 2 0 2 0 0 0 5 0 1 2 5 37 10
Pasvalys 5 1 5 4 0 2 0 0 0 5 0 1 0 0 0 5 3 0 0 0 31 11
Vilniaus lic. II 2 5 4 2 0 2 2 0 3 0 0 0 0 1 0 5 1 0 2 1 30 12
Tauragė 0 0 1 1 0 5 2 2 5 0 0 1 0 0 0 1 0 2 2 0 22 13

Viln. ,,Žemyna” 5 0 3 0 0 0 2 2 0 2 0 0 0 0 0 1 0 1 2 0 18 14
Kuršėnai 5 0 5 0 0 2 0 1 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 15 15
Raseiniai 5 0 0 0 0 1 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 12 16
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Vilniaus universiteto pirmakursiu
‘
komanda dalyvavo be konkurso.

Uždaviniu
‘
sa

‘
lygos

1. Išspre
‘
skite lygti

‘

2001− 3x2 = |3x2 − 2001|.

2. Išspre
‘
skite lygti

‘

8(cosx)2 + sin 5x = 8(cosx)4 + 1.

3. Išspre
‘
skite lygti

‘
x3 = 4 + [x].

(Čia [x] yra skaičiaus x sveikoji dalis.)

4. I
‘
rodykite nelygybe

‘
a4 + b4 + 3√
a4 + b4 + 2

>
21

10
,

kai a ir b yra bet kokie realieji skaičiai.

5. Raskite mažiausia
‘
ja
‘
reǐskinio

5(a2 + b2 + 2c2)− 2(2ab+ 6ac+ bc− 2a+ 3c)

i
‘
gyjama

‘
reikšme

‘
, kai a, b, c – realieji skaičiai.

6. Raskite visas teigiamu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
poras (x, y), tenkinančias lygčiu

‘
sistema

‘ {
x2y+x = y3y−5x,
x3y = 1.

7. Raskite visas sveika
‘
sias m reikšmes, su kuriomis reǐskinys√

m2 +m+ 1

irgi i
‘
gyja sveika

‘
sias reikšmes.

8. Raskite visas natūralia
‘
sias n reikšmes, su kuriomis 4n − 1 dalijasi

ǐs 7 be liekanos.
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9. Tegul

an =

√
|60

√
11− 199|+

√
60
√
11 + 171 + n.

Ar sekoje a1, a2, a3, . . . yra bent vienas natūralusis skaičius?

10. Raskite visas natūralia
‘
sias reikšmes, kurias i

‘
gyja dvieju

‘
skirtingu

‘
natūraliu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
sandaugos ir sumos santykis.

11. Ar galima 1/2 užrašyti baigtine suma 1/n2
1 + 1/n2

2 + . . . + 1/n2
ℓ ,

kai n1, n2, . . . , nℓ – skirtingi natūralieji skaičiai?

12. Raskite visus daugianarius p(x), tokius kad lygybė p(3x)p(−3x) =
81(x2 − 1)2 yra teisinga su visomis realiosiomis x reikšmėmis.

13. Funkcija f(x) yra apibrėžta realiu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
aibėje ir i

‘
gyja realia

‘
sias

reikšmes. Tarkime, kad

f
(x1 + x2

2

)
6 f(x1) + f(x2)

2

su visomis realiosiomis x1 ir x2 reikšmėmis. Ar visada

f
(x1 + x2 + x3

3

)
6 f(x1) + f(x2) + f(x3)

3

su visomis realiosiomis x1, x2, x3 reikšmėmis?

14. Šachmatu
‘
lenta

‘
6 × 6 dengia 18 domino kauliuku

‘
2 × 1 . (Vienas

kauliukas dengia lygiai du lentos laukelius.) I
‘
rodykite, kad vienu

statmenu arba horizontaliu pjūviu lenta
‘
galima perpjauti i

‘
dvi (ne-

būtinai lygias) dalis nesugadinant nė vieno domino kauliuko.

15. I
‘
rodykite, kad ant vienetinio apskritimo, kurio centras – koordinačiu

‘
pradžia, yra be galo daug tašku

‘
su racionaliosiomis koordinatėmis.

16. I
‘
kelias dalis padalija plokštuma

‘
2001 tiesė, jei jokios trys tiesės

nesikerta viename taške ir jokios dvi tiesės nėra lygiagrečios?

17. Kiek mažiausiai plokštumos tašku
‘
su sveikosiomis koordinatėmis

uždengia kvadratas, kurio kraštinė yra lygi 2, 1 ?

18. Tegul M yra trikampio ABC kraštinės AB vidurio taškas, O yra
apibrėžto apie trikampi

‘
ABC apskritimo centras, ĈOM = 900.

I
‘
rodykite, kad

|ÂBC − B̂AC| = 900.
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19. Žinoma, kad i
‘
trapecija

‘
, kurios pagrindai yra lygūs 4 ir 16, galima

i
‘
brėžti apskritima

‘
bei apie ja

‘
galima apibrėžti apskritima

‘
. Raskite

tu
‘
apskritimu

‘
spindulius.

20. Styga, kuri remiasi i
‘
600 apskritimo lanka

‘
, dalija skrituli

‘
i
‘
du

segmentus. I
‘
mažesni

‘
ji
‘
segmenta

‘
i
‘
brėžtas kvadratas. Raskite jo

kraštine
‘
, jei to apskritimo spindulys yra lygus R .

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

1. Pažymėkime y = 667 − x2 ir padalinkime abi lygties puses ǐs 3.
Gauname, kad y = | − y| = |y| . Pastarosios lygties spendiniu

‘
aibė

yra visi neneigiami realieji skaičiai. Vadinasi, y = 667 − x2 > 0 ,
todėl −

√
667 6 x 6

√
667 .

Atsakymas: −
√
667 6 x 6

√
667 .

2. Kadangi

8(cosx)4 − 8(cosx)2 + 1 = 8(cosx)2((cosx)2 − 1) + 1

= −8(cosx)2(sinx)2 + 1 = 1− 2(sin 2x)2 = cos 4x,

tai duotoji lygtis yra ekvivalenti lygčiai

sin 5x− cos 4x = sin 5x− sin(π/2− 4x)

= 2 sin(9x/2− π/4) cos(π/4 + x/2) = 0.

Taigi 9x/2− π/4 = πk arba π/4 + x/2 = π/2+ πk su k ∈ Z . (Z
visur žymi sveiku

‘
ju
‘
skaičiu

‘
aibe

‘
.)

Iš pirmosios lygties gauname, kad

x = 2(π/4 + πk)/9 = π(4k + 1)/18,

o ǐs antrosios –

x = 2(π/4 + πk) = π(4k + 1)/2.

Atsakymas: x ∈ {π(4k + 1)/2, π(4k + 1)/18} , kur k ∈ Z .
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3. Pastebėkime, kad su visais x > 2

x3 − [x] > x3 − x− 1 = (x2 − 1)x− 1 > 3x− 1 > 4.

Jei −1 6 x 6 1, tai

|x3 − [x]| 6 2 < 4.

Pagaliau, jei x < −1 , tai

x3 − [x] 6 x3 − x = x(x− 1)(x+ 1) < 0.

Vadinasi, sprendiniu
‘
gali būti tik intervale 1 < x < 2 . Tada [x] =

1 . Iš čia gauname, kad x3 = 5 , t.y. x = 51/3 . Nesunku i
‘
sitikinti,

kad šis sprendinys tenkina lygti
‘
.

Atsakymas: x = 51/3 .

4. Pažymėkime x =
√
a4 + b4 + 2 . Tada a4 + b4 + 3 = x2 + 1 , todėl

dešinioji nelygybės pusė yra lygi x + 1/x . Kadangi x >
√
2 , o

funkcija x + 1/x intervale x > 1 didėja, tai dešinioji pusė yra
didesnė arba lygi už

√
2+1/

√
2 . Nelygybė i

‘
rodyta, nes šio skaičiaus

kvadratas yra lygus 4, 5 , o kairiosios pusės kvadratas yra lygus
4, 41 .

5. Pastebėkime, kad

5a2 + 5b2 + 10c2 − 4ab− 12ac− 2bc+ 4a− 6c

= (a− 2b)2 + (b− c)2 + 4a2 + 9c2 − 12ac+ 4a− 6c

= (a− 2b)2 + (b− c)2 + (2a− 3c+ 1)2 − 1.

Reǐskinio R = (a − 2b)2 + (b − c)2 + (2a − 3c + 1)2 mažiausioji
i
‘
gyjama reikšmė yra lygi 0, nes triju

‘
kvadratu

‘
suma yra neneigiama,

o reikšme
‘
0 šis reǐskinys i

‘
gyja, kai a = −2 , b = c = −1 . Vadinasi,

reǐskinio R− 1 mažiausioji i
‘
gyjama reikšmė yra lygi −1 .

Atsakymas: −1 .

6. Kadangi y = x−3 , tai duotoji sistema yra ekvivalenti lygčiai

x2/x3+x+3(3/x3−5x) = x11/x3−14x = 1.
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Todėl x = 1 arba 11/x3 = 14x , t.y. x = (11/14)1/4 , kadangi
x > 0 . Atitinkamai, y = 1 ir y = (11/14)−3/4 .

Atsakymas: (x, y) = (1, 1), ((11/14)1/4, (11/14)−3/4) .

7. 1 būdas. Pastebėkime, kad su kiekvienu m > 0

m <
√
m2 +m+ 1 < m+ 1,

o su kiekvienu m < −1

−m− 1 <
√
m2 +m+ 1 < −m.

Likusios dvi reikšmės m = −1 ir m = 0 tenkina reikalaujama
‘

sa
‘
lyga

‘
.

2 būdas. Pažymėkime
√
m2 +m+ 1 = n . Keliame šia

‘
lygybe

‘
kvadratu ir padauginame ǐs 4: (2n)2 = 4m2+4m+4 = (2m+1)2+3 .
Vadinasi,

(2n− 2m− 1)(2n+ 2m+ 1) = 3.

Galimi keturi varijantai 2n−2m−1 = 1 , −1 , 3 , −3 . Atitinkamai,
2n + 2m + 1 = 3 , −3 , 1 , −1 . Atimdami ǐs antrosios lygties
pirma

‘
ja
‘
gauname, kad 4m+2 = 2 arba −2 . Vadinasi, galimos tik

dvi reikšmės m = −1 ir m = 0 .

Atsakymas: m ∈ {−1, 0}.

8. 1 būdas. Skaičiuojame seka
‘
4n , n = 1, 2, . . . , moduliu 7: gauname

periodine
‘
seka

‘
4, 2, 1, 4, 2, 1, . . . . Atitinkamai, 4n − 1 , kai n =

1, 2, . . . , moduliu 7 yra 3, 1, 0, 3, 1, 0, . . . . Vadinasi, 4n − 1 dalijasi
ǐs 7 tada ir tik tada, kai n dalijasi ǐs 3.

2 būdas. Tegul k – natūralusis skaičius. Aǐsku, kad skaičius 43k−1
dalijasi ǐs 43 − 1 = 63 , todėl jis dalijasi ir ǐs 7. Vadinasi, jei n
dalijasi ǐs 3, tai 4n − 1 dalijasi ǐs 7 be liekanos.

Jei n nesidalija ǐs 3, tai n = 3k+1 arba n = 3k+2 su neneigiamu
sveikuoju skaičiumi k . Mes jau žinome, kad koks bebūtu

‘
sveikasis

neneigiamas skaičius k , visada atsiras toks m ∈ Z , kad 43k − 1 =
7m . Aǐsku, kad

43k+1 − 1 = 4(43k − 1) + 3 = 28m+ 3
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ir

43k+2 − 1 = 16(43k − 1) + 15 = 7(16m+ 2) + 1

nesidalija ǐs 7.

Atsakymas: kai n dalijasi ǐs 3 be liekanos.

9. Kadangi |60
√
11 − 199| = 100 − 60

√
11 + 99 = (10 − 3

√
11)2 ir

60
√
11 + 199 = (10 + 3

√
11)2 , tai

a28 = 10− 3
√
11 + 10 + 3

√
11 = 20.

Atsakymas: taip.

10. Jei n > 1 , tai n yra dvieju
‘
skirtingu

‘
natūraliu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
n + 1 ir

n(n+1) sandaugos ( = n(n+1)2 ) ir sumos ( = n+1+ n(n+1) =
(n+ 1)2 ) santykis.

Tarkime, kad n = 1 taip pat tenkina uždavinio sa
‘
lyga

‘
. Tada xy =

x + y , t.y. 1 = (x − 1)(y − 1) . Kadangi x ir y yra natūralieji
skaičiai, tai x− 1 = y − 1 = 1 , t.y. x = y = 2 . Tačiau x ir y yra
skirtingi, prieštara.

Atsakymas: n > 1 .

11. Padaugine
‘
ǐs 3600 , galime nesunkiai i

‘
sitikinti, kad teisinga lygybė

1/2 = 1/22 + 1/32 + 1/42 + 1/62 + 1/72 + 1/92 + 1/122

+1/142 + 1/212 + 1/362 + 1/452 + 1/602.

Atsakymas: taip.

12. Tegul p(x) = anx
n + . . . + a0 , an ̸= 0 , tenkina uždavinio sa

‘
lyga

‘
.

Imdami pakankamai dideli
‘
x gauname, kad n = 2 , t.y. p(x) =

ax2 + bx+ c . Kadangi

p(3x)p(−3x) = (9ax2 + c)2 − (3bx)2

= 81a2x2 + (18ac− 9b2)x+ c2 = 81x2 − 162x2 + 81,
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tai a2 = 1 , 2ac− b2 = −18 , c2 = 81 . Vadinasi, a = ±1 , c = ±9 .
Kai a ir c turi vienodus ženklus, tai b = ±6 , o kai skirtingus –
b = 0 . Vadinasi, tapatybe

‘
tenkina šeši daugianariai p(x) : x2 − 9 ,

−x2 + 9 , x2 ± 6x+ 9 , −x2 ± 6x− 9 .

Atsakymas: x2 − 9 , −x2 + 9 , x2 + 6x+ 9 ,
x2 − 6x+ 9 , −x2 + 6x− 9 , −x2 − 6x− 9 .

13. Pakeite
‘
x1 i

‘
(y1 + y2)/2 , o x2 i

‘
(y3 + y4)/2 ir du kartus pritaike

‘
nelygybe

‘
gauname, kad

f

(
y1 + y2 + y3 + y4

4

)
6 f(y1) + f(y2) + f(y3) + f(y4)

4
.

Atskiru atveju, kai y4 = (y1 + y2 + y3)/3 , turime

4f(y4) 6 f(y1) + f(y2) + f(y3) + f(y4).

Vadinasi, su visais realiaisias y1, y2, y3 , turime

3f(y4) = 3f
(y1 + y2 + y3

3

)
6 f(y1) + f(y2) + f(y3).

Atsakymas: visada.

14. I
‘
sivaizduokime tas 5 vertikalias ir tas 5 horizontalias tieses, kurios
kerta lenta

‘
nekirsdamos šachmatu

‘
lentos langeliu

‘
. I

‘
rodysime, kad

bent viena ǐs ju
‘
tenkina uždavinio sa

‘
lyga

‘
. Tarkime priešingai, kad

kiekviena ǐs šiu
‘
10 tiesiu

‘
kerta bent po viena

‘
domino kauliuka

‘
.

Aǐsku, kad kiekviena tiesė gali kirsti tik lygini
‘
domino kauliuku

‘
skaičiu

‘
. (Priešingu atveju, abiejuose tiesės pusėse lieka nelyginis

langeliu
‘
skaičius, kuriu

‘
negalima uždengti 2 × 1 kauliukais.) Be

to, kiekviena tiesė kerta skirtingus kauliukus. Taigi, kiekviena tiesė
kerta bent po 2 kauliukus, o jos visos bent 20 kauliuku

‘
. Tačiau ǐs

viso tėra tik 18 kauliuku
‘
! Prieštara.

15. Pakanka i
‘
rodyti, kad lygtis x2+y2 = 1 turi be galo daug racionaliu

‘
-

ju
‘
sprendiniu

‘
. Nesunku i

‘
sitikinti, kad, pavyzdžiui,

(2n)2 + (n2 − 1)2 = (n2 + 1)2.
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Vadinasi, pora xn = 2n/(n2 + 1) , yn = (n2 − 1)/(n2 + 1) tenkina
lygti

‘
x2
n + y2n = 1 su kiekvienu natūraliuoju skaičiumi n . Kai n

didėja, 2n/(n2 + 1) mažėja, vadinasi visi skaičiai xn yra skirtingi.
Todėl racionaliu

‘
ju
‘
poru

‘
(xn, yn) yra be galo daug.

16. Tarkime, kad n tokiu
‘
tiesiu

‘
dalija plokštuma

‘
i
‘
d(n) daliu

‘
. Aǐsku,

kad d(1) = 2 . Be to, d(n) − d(n − 1) = n , kai n > 3 . (Kai
n toji tiesė kerta n − 1 jau esančia

‘
plokštumoje, tai visada atsir-

anda n nauju
‘
plokštumos daliu

‘
. Tai akivaizdu, jei i

‘
sivaizduosime,

kad “nauja
‘
ja
‘
” tiese

‘
nubrėžiame taip, kad visi “senu

‘
ju
‘
” tiesiu

‘
susikir-

timo taškai lieka “toli viršuje”.) Remdamiesi indukcija, nesunkiai
i
‘
sitikiname, kad d(n) = 1 + n(n + 1)/2 . Vadinasi, d(2001) =
2003002 .

Atsakymas: 2003002.

17. 1 pav. pavaizduotas kvadratas ABCD dengia du taškus su sveiko-
siomis koordinatėmis M ir N .

1 pav.

Iš tiesu
‘
, taškas P nepriklauso kvadratui, nes

NQ = NB tan 450 = OB −ON = 21/10
√
2− 1/2 < 1 = NP.

Kita vertus, i
‘
kvadrata

‘
, kurio kraštinė lygi 2 ( 2 < 2, 1 ), i

‘
brėžtas

skritulys jau dengia ne mažiau kaip 2 taškus su sveikosiomis koor-
dinatėmis. Iš tiesu

‘
jo skersmuo yra lygus 2, todėl tokio skritulio

centras patenka i
‘
viena ǐs trikampiu

‘
, parodytu

‘
2 pav., ir ta

‘
trikampi

‘
uždengia.
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2 pav.

Atsakymas: 2 taškus.

18. Prate
‘
skime CO iki susikirtimo su apibrėžtu apie trikampi

‘
ABC

apskritimu (3 pav.).

3 pav.

Aǐsku, kad ĈBD = 900 ir B̂CD = ÂBC , todėl

B̂AC = 1800 − ĈDB = 1800 − (900 − B̂CD) = 900 + ÂBC.

Taigi B̂AC − ÂBC = 900 . Sukeite
‘
A ir B vietomis gautume

lygybe
‘
ÂBC−B̂AC = 900 . Abiem atvejais, |ÂBC−B̂AC| = 900 ,

ka
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

19. Kadangi apie trapecija
‘
galima apibrėžti apskritima

‘
, tai trapecija

lygiašonė AB = CD (4 pav.). Kadangi i
‘
ja
‘
taip pat galima ir

i
‘
brėžti apskritima

‘
, tai
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4 pav.

AB = (AB + CD)/2 = (BC +AD)/2 = (4 + 16)/2 = 10.

Be to, ED = (AD −BC)/2 = 6 . Iš stačiojo trikampio DEC ,

CE =
√
102 − 62 = 8,

todėl i
‘
brėžtojo apskritimo spindulys yra lygus 4. Iš stačiojo trikam-

pio AEC ,

AC =
√
102 + 82 = 2

√
41.

Be to, sin D̂ = CE/CD = 4/5 . Apibrėžtasis apie trapecija
‘
ap-

skritimas sutampa su apibrėžtu apie trikampi
‘
ACD apskritimu.

Remiantis sinusu
‘
teorema, gauname, kad jo spindulys yra lygus

AC/(2 sin D̂) = 5
√
41/4.

Atsakymas: i
‘
brėžto spindulys lygus 4 , o apibrėžto – 5

√
41/4 .

20. Trikampis ABO (5 pav.) yra statusis, todėl OB = OA cos 300 =
R
√
3/2 . Pažymėkime BC = x . Trikampis OCD statusis, todėl

5 pav.

R2 = (R
√
3/2 + x)2 + (x/2)2 = 3R2/4 +Rx

√
3 + 5x2/4.

Lygtis 5x2 + 4xR
√
3−R2 = 0 turi vieninteli

‘
sprendini

‘
, mažesni

‘
už R ,

x = R(
√
17− 2

√
3)/5 .

Atsakymas: R(
√
17− 2

√
3)/5 .



15

XVII LIETUVOS KOMANDINĖ
MATEMATIKOS OLIMPIADA

Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2002 09 28

Olimpiados rėmėjai: INFO–TEC, BALTIC AMADEUS, NACIONA-
LINIS EGZAMINU

‘
CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMŽIUS,

TEV, TYTO ALBA.

Vertinimo komisija: G. Alkauskas, A. Bastys, A. Birštunas, D. Celo-
vas, V. Čekanavičius, S. Dapkūnas, R. Didžiapetris, A. Domarkas, P.
Drungilas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas), R. Garunkš-
tis, R. Grigutis, M. Juodis, K. Karčiauskas, R. Kašuba (organizacinės
komisijos pirmininkas), A. Kaučikas, V. Kazakevičius, D. Kulvičius, R.
Lapinskas, R. Leipus, A. Mačiulis, J. Mačys, H. Markšaitis, A. Novikas,
A. Plikusas, A. Posochovas, G. Puriuškis, E. Stankus, V. Vitkauskas,
R. Zovė, S. Zubė.

REZULTATAI

Pirmoji vieta – Kauno technologijos universiteto gimnazijos
pirmajai komandai.

Komanda 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920
∑

Vt.

KTU gimn. I 5 2 6 6 5 5 7 5 0 5 6 5 0 6 3 5 5 2 0 6 84 1
Minskas 5 1 2 0 4 5 7 5 0 5 0 5 0 6 3 5 1 7 0 6 67 2
Vilniaus lic. I 5 4 6 6 5 4 0 5 0 5 6 1 0 0 3 4 5 1 0 1 61 3
Kretinga 5 3 6 0 4 5 0 5 0 5 0 5 0 1 3 4 5 0 0 1 52 4
Panevėžys 5 3 1 6 5 1 0 5 0 5 6 1 0 0 0 5 0 7 0 1 51 5
Pasvalys 5 3 0 0 2 0 1 5 0 5 0 5 0 6 0 4 5 1 0 2 44 6
Visaginas 1 0 0 0 5 5 0 5 0 5 0 1 0 0 0 5 1 4 0 0 32 7
KTU gimn. II 0 0 2 0 0 0 0 5 0 5 0 5 0 0 0 4 0 2 0 6 29 8
Kauno ,,Saulė” 1 0 1 0 1 0 1 5 0 5 0 5 0 0 1 4 1 2 1 0 28 9-10

Šiauliai 0 3 1 0 1 0 2 5 0 5 0 1 0 0 3 5 1 0 0 1 28 9-10

Viln. ,,Žemyna” 0 0 1 0 0 5 0 5 0 5 0 1 0 0 1 4 1 1 0 0 24 11
Vilniaus lic. II 0 0 0 0 4 0 0 5 0 5 0 0 0 0 0 3 5 1 0 0 23 12
Vilnius 0 0 0 0 3 0 3 5 0 0 0 5 0 0 0 4 0 1 0 0 21 13
Raseiniai 0 0 1 0 0 0 0 0 0 5 0 2 0 0 0 4 1 2 0 0 15 14
Utena 0 0 1 0 0 0 0 5 0 1 0 0 0 0 0 3 0 1 0 0 11 15
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Uždaviniu
‘
sa

‘
lygos

1. Išspre
‘
skite lygti

‘
x12 − x9 + x4 − x+ 1 = 0.

2. Išspre
‘
skite lygčiu

‘
sistema

‘ {
x2 + y2 = 2,
x3 + y3 = 2.

3. Raskite visus teigiamu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
ketvertus (x, y, z, t), tenkinančius

lygčiu
‘
sistema

‘ {x+ y − zt = 0,
xy − z − t = 0,
xyzt = 16.

4. Realieji skaičiai x, y, z, t tenkina nelygybes x+y+ z+ t < 0, xy+
xz + xt+ yz + yt+ zt > 0, xyz + xyt+ xzt+ yzt < 0 ir xyzt > 0.
I
‘
rodykite, kad x, y, z, t < 0.

5. I
‘
rodykite, kad bent vienas ǐs skaičiu

‘
x−xy, y−yz, z−xz neviršija

1/4, kai x, y, z > 0.

6. Realiojo skaičiaus x ̸= 0 atvirkštiniu yra vadinamas skaičius 1/x.
Yra žinoma, kad keturiu

‘
nenuliniu

‘
skaičiu

‘
ir ju

‘
atvirkštiniu

‘
sumos

abi yra lygios nuliui. I
‘
rodykite, kad tarp tu

‘
keturiu

‘
skaičiu

‘
atsiras

du, kuriu
‘
suma yra lygi nuliui.

7. Raskite mažiausia
‘
ja
‘
funkcijos f(x) = −2

√
3 cos(3x) sin(6x) i

‘
gyja-

ma
‘
reikšme

‘
, kai x – realusis skaičius.

8. I
‘
rodykite, kad 10n + 45n − 1 dalijasi ǐs 27, kai n – natūralusis
skaičius.

9. I
‘
rodykite, kad egzistuoja natūralusis skaičius n, toks kad skaičiaus
2n dešimtainėje ǐsraǐskoje yra ne mažiau kaip 2002 ǐs eilės einantys
nuliai.

10. Raskite mažiausia
‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
, kurio pusė yra sveikojo skai-

čiaus kvadratas, trečdalis yra sveikojo skaičiaus kubas, o penktadalis
yra sveikojo skaičiaus penktasis laipsnis.

11. Tegul a1 = 1, a2 = 2, an+1 = (anan−1 + 1)/an−1, n = 2, 3, . . . .
I
‘
rodykite, kad an >

√
2n, kai n > 3.
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12. Ar egzistuoja sveikieji skaičiai a ir b, tokie kad skaičiai

(a+ 1/2)n + (b+ 1/2)n

taip pat būtu
‘
sveikieji su kiekvienu natūraliuoju n ?

13. Ar egzistuoja 100 laipsnio daugianaris p(x) su realiaisiais koefi-
cientais, toks kad

p(0) > |p(1)|+ |p(2)|+ . . .+ |p(2001)|+ |p(2002)|?

14. Raskite visas funkcijas f(x) , apibrėžtas su kiekvienu realiuoju x,
tenkinančias sa

‘
lygas

f(f(x)) = x, f(1 + f(x)) = 1− x.

15. Raskite visas funkcijas f(x) , apibrėžtas realiu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
aibėje, ten-

kinančias sa
‘
lyga

‘

f(x2 + y2 − 2xy) = f(x)2 + y2 − 2xf(y).

16. Per metus mokyklos bibliotekoje apsilankė 410 mokiniu
‘
. Jie visi

kartu paėmė 5081 knyga
‘
. Ar galima tvirtinti, kad atsiras 18 moki-

niu
‘
, kurie visi kartu paėmė ne mažiau kaip 224 knygas?

17. Šachmatu
‘
lentoje 8×8 karalius gali eiti tik per viena

‘
langeli

‘
i
‘
kaire

‘
,

per viena
‘
langeli

‘
i
‘
apačia

‘
arba per viena

‘
langeli

‘
i
‘
strižaine aukštyn–

dešinėn. Ar jis gali 64 ėjimais apeiti visa
‘
lenta

‘
taip, kad kiekviename

langelyje apsilankytu
‘
po viena

‘
karta

‘
ir sugri

‘
žtu

‘
i
‘
pradini

‘
langeli

‘
?

18. Kokia
‘
didžiausia

‘
reikšme

‘
gali i

‘
gyti i

‘
vienetini

‘
apskritima

‘
i
‘
brėžto

keturkampio kraštiniu
‘
sandauga?

19. I
‘
smailu

‘
ji
‘
trikampi

‘
ABC i

‘
brėžto kvadrato, kurio dvi viršūnės prik-

lauso kraštinei BC, o kitos dvi priklauso AB ir AC, kraštinė yra
lygi a. Analogǐskai, tegul b ir c yra kraštinės dar dvieju

‘
kvadratu

‘
,

kuriu
‘
po dvi viršūnes priklauso atitinkamai AC ir AB, o kitos dvi

– atitinkamai AB, BC ir AC, BC. I
‘
rodykite, kad

BC

a
+

AC

b
+

AB

c
> 5 +

√
2.
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20. Yra žinoma, kad bet kokie keturi ǐs penkiu
‘
plokštumoje nubrėžtu

‘
apskritimu

‘
turi bent viena

‘
bendra

‘
taška

‘
. Ar visada tie penki ap-

skritimai turi bent viena
‘
bendra

‘
taška

‘
?

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

1. I
‘
rodysime, kad lygtis neturi realiu

‘
ju
‘
sprendiniu

‘
. Jei x 6 0 arba

x > 1, tai x4 > x ir nelygybė 1 + x4(1 + x8) > x(1 + x8) yra
akivaizdi. Jei 0 < x < 1, tai

x12 − x9 + x4 − x+ 1 = (1− x) + x4(1− x5) + x12 > 0,

ka
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

Atsakymas: ∅.

2. Pažymėkime x+ y = s, xy = t. Kadangi x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy
ir x3 + y3 = (x+ y)(x2 + y2 − xy), tai s2 − 2t = 2 ir s(2− t) = 2.
Vadinasi, t = −1 + s2/2 ir s3 − 6s+ 4 = 0. Kadangi

s3 − 6s+ 4 = (s− 2)(s2 + 2s− 2),

tai trys galimos s reikšmės yra s1 = 2, s2 = −1 +
√
3 ir s3 =

−1−
√
3. Atitinkamai, t1 = 1, t2 = 1−

√
3 ir t3 = 1+

√
3. Realusis

lygčiu
‘
sistemos x+ y = s, xy = t sprendinys egzistuoja tada ir tik

tada, kai s2 − 4t > 0. Kadangi s3 − 4t3 < 0, tai lieka du atvejai
x + y = 2, xy = 1, t. y. x = y = 1, ir x + y = −1 +

√
3, xy =

1−
√
3, t. y. x = (−1+

√
3−

√
2
√
3)/2, y = (−1+

√
3+

√
2
√
3)/2

arba x = (−1 +
√
3 +

√
2
√
3)/2, y = (−1 +

√
3−

√
2
√
3)/2.

Atsakymas: (x, y) = (1, 1),

((−1 +
√
3−

√
2
√
3)/2, (−1 +

√
3 +

√
2
√
3)/2),

((−1 +
√
3 +

√
2
√
3)/2, (−1 +

√
3−

√
2
√
3)/2).

3. Pažymėkime x+ y = a ir xy = b. Tada z+ t = b, zt = a ir ab =
16. Iš nelygybės 0 6 (x−y)2 = (x+y)2−4xy = a2−4b = a2−64/a
gauname, kad a > 4. Kita vertus, 0 6 (z − t)2 = (z + t)2 − 4zt =
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b2 − 4a = b2 − 64/b, todėl b > 4. Vadinasi, a = b = 4, ǐs kur
gauname, kad ketvertas x = y = z = t = 2 yra vienintelis.

Atsakymas: (x, y, z, t) = (2, 2, 2, 2).

4. Iš uždavinio sa
‘
lygos ǐsplaukia, kad

f(s) = (s− x)(s− y)(s− z)(s− t) = s4 − (x+ y + z + t)s3

+(xy+xz+xt+yz+yt+zt)s2−(xyz+xyt+xzt+zyt)s+xyzt > 0,

kai s > 0 . Vadinasi, visos keturios daugianario f(s) šaknys,
x, y, z, t, yra neigiamos.

5. Jei x > 1, tai z − xz 6 0 < 1/4. Be to, jei y > 1, tai x− xy 6 0,
o jei z > 1, tai y − yz 6 0. Laikykime, kad 0 6 x, y, z 6 1.
Tada 0 6 x(1− x) = 1/4− (1/2− x)2 6 1/4. Analogǐskai, skaičiai
y(1 − y) ir z(1 − z) yra neneigiami ir neviršija 1/4. Vadinasi,
x(1−x)y(1−y)z(1−z) 6 1/64. Jei būtu

‘
teisingos nelygybės x−xy >

1/4, y − yz > 1/4 ir z − xz > 1/4, tai

x(1− x)y(1− y)z(1− z) = (x− xy)(y − yz)(z − xz) > 1/64,

prieštara.

6. Tegul x+ y+ z+ t = 0 ir 1/x+1/y+1/z+1/t = 0. Tarkime, kad
x + y ̸= 0. Kadangi 0 = (x + y)/xy + (z + t)/zt = (x + y)/xy −
(x+ y)/zt = (x+ y)(1/xy − 1/zt), tai xy = zt = (−z)(−t). Be to,
x+y = (−z)+(−t). Vadinasi, kvadratinės lygties s2−(x+y)s+xy =
0 sprendiniai yra ne tik x, y, bet ir −z,−t. Todėl x = −z arba
x = −t, ka

‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

7. Kadangi

f(x) = −4
√
3 sin(3x) cos2(3x) = −4

√
3 sin(3x)(1− sin2(3x)),

tai mažiausioji funkcijos f(x) i
‘
gyjama reikšmė sutampa su mažiau-

sia
‘
ja funkcijos g(z) = −4

√
3z(1 − z2) i

‘
gyjama reikšme intervale

[−1, 1]. Aǐsku, kad g′(z) = −4
√
3(1 − 3z2) = 0, kai z = ±1/

√
3.

Kadangi g(±1) = 0, g(−1/
√
3) > 0, g(1/

√
3) = −8/3, tai ieško-

moji (mažiausioji) reikšmė yra lygi −8/3.

Atsakymas: −8/3.
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8. Pastebėkime, kad (10n+45n−1)/9 = N +5n, kur N = 1 . . . 1 yra
sudarytas ǐs n vienetu

‘
. Kadangi bet kokio natūraliojo skaičiaus ir

jo skaitmenu
‘
sumos skirtumas visada dalijasi ǐs 3, o skaičiaus N

skaitmenu
‘
suma yra lygi n, tai N + 5n = (N − n) + 6n dalijasi ǐs

3, ka
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

9. Tegul k yra natūralusis skaičius. I
‘
rodysime, kad egzistuoja toks

natūralusis skaičius m, kad 2m−1 dalijasi ǐs N = 5k. Iš tiesu
‘
, dal-

ijant N+1 skaičiu
‘
1−1, 2−1, 22−1, 23−1, . . . 2N−1 ǐs N gausime

bent dvi vienodas liekanas. Tu
‘
skaičiu

‘
skirtumas (2i−1)−(2j−1) =

2j(2i−j − 1) dalijasi ǐs N. Vadinasi, 2i−j − 1 dalijasi ǐs N, todėl
pakanka paimti m = i − j. Iš čia ǐsplaukia, kad 2m+k − 2k dal-
ijasi ǐs 10k. Parinkime k toki

‘
, kad 5k > 102002. Dešimtainėje

skaičiaus 2k ǐsraǐskoje yra ne daugiau kaip k − 2002 skaitmenys,
kadangi 2k = 10k/5k < 10k−2002. Kadangi paskutinieji k skaičiaus
2m+k skaitmenys sutampa su paskutiniaisiais k skaičiaus 2k skait-
menimis (prirašius pastarojo skaičiaus priekyje nulius), tai tarp k
paskutiniu

‘
ju
‘
2m+k skaitmenu

‘
bus > k− (k− 2002) = 2002 ǐs eilės

einantys nuliai, ka
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

10. Užrašykime ta
‘
skaičiu

‘
jo pirminiu

‘
daugikliu

‘
sandauga

n = 2a3b5c7d11e . . . ,

kur a, b, c, d, e, . . . yra sveikieji neneigiami skaičiai. Aǐsku, kad
pakeite

‘
skaičius d, e, . . . nuliais mes skaičiaus n nepadidinsime ir

nepakeisime jo savybės n/2, n/3, n/5 būti atitinkamai pilnu kvad-
ratu, kubu ir penktuoju laipsniu. Todėl galime laikyti, kad n =
2a3b5c, kur a, b, c > 0. Kadangi n/2 yra kvadratas, tai skaičiai
a − 1, b, c turi yra lyginiai. Analogǐskai, a, b − 1, c dalijasi ǐs 3, o
a, b, c − 1 – ǐs 5. Vadinasi, a dalijasi ǐs 15, b – ǐs 10, o c – ǐs 6.
Taigi n > 21531056. Skaičius 21531056 tenkina uždavinio sa

‘
lyga

‘
.

Atsakymas: 21531056 = 30233088000000.

11. Kadangi an > an−1 ir a2n+1 = a2n+2an/an−1+1/a2n−1 > a2n+2, kai
n > 2, tai koks bebūtu

‘
n > 3, sudėdami nelygybes a2n − a2n−1 > 2,

a2n−1 − a2n−2 > 2, . . . , a23 − a22 > 2, gauname a2n − a22 > 2(n− 2).

Vadinasi, a2n > a22+2(n−2) = 4+2(n−2) = 2n, todėl an >
√
2n.



21

12. 1 būdas. I
‘
raše

‘
n = 2 matome, kad

(a+ 1/2)2 + (b+ 1/2)2 = a2 + a+ b2 + b+ 1/2

nėra sveikasis skaičius.

2 būdas. Pažymėkime xn = (a + 1/2)n + (b + 1/2)n. Jei a = b,
tai xn = (2a + 1)n/2n−1 nėra sveikasis skaičius, kai n > 1. Tegul
a ̸= b. Tarkime, kad m yra toks natūralusis skaičius, kad a − b
nesidalija ǐs 2m. Jei abu skaičiai xm+1 ir xm+2 būtu

‘
sveikieji, tai

sveikasis būtu
‘
ir skaičius

2xm+2 − (2b+ 1)xm+1 = (2a+ 1)m+1(a− b)/2m.

Tačiau a−b nesidalija ǐs 2m, o (2a+1)m+1 yra nelyginis skaičius,
todėl dešinioji pusė nėra sveikasis skaičius, prieštara.

Atsakymas: ne.

13. Toks daugianaris egzistuoja. Pažymėkime

q(x) = 1/2 + cos(arccosx) + cos(2 arccosx) + . . .+ cos(25 arccosx).

Aǐsku, kad q(x) yra 25 laipsnio daugianaris. I
‘
rodysime, kad

p(x) = q(1− x/1001)4

tenkina uždavinio sa
‘
lyga

‘
. Kadangi p(x) yra 100 laipsnio daugia-

naris ir p(0) = q(1)4 = (1/2 + 25)4 , pakanka i
‘
rodyti, kad

2002∑
j=1

q(1− j/1001)4 < (51/2)4.

Pažymėkime t = arccosx. Kadangi

2 sin(t/2) cos(ℓt) = sin((ℓ+ 1/2)t)− sin((ℓ− 1/2)t),

tai
2q(x) sin(t/2) = sin(t/2) + sin(3t/2)− sin(t/2)

+ . . .+ sin(51t/2)− sin(49t/2) = sin(51t/2).
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Vadinasi, 2|q(x) sin(t/2)| 6 1, kai −1 6 x < 1. Be to,

2| sin(t/2)| =
√

2(1− cos t) =
√

2(1− x),

todėl su kiekvienu j = 1, 2, . . . , 2002 yra teisinga nelygybė

|q(1− j/1001)|4 6 (1/
√

2j/1001)4 = 10012/4j2.

Iš čia ǐsplaukia, kad

2002∑
j=1

q(1− j/1001)4 <
10012

4

2002∑
j=1

1

j2
.

Kadangi

∞∑
j=1

1

j2
< 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

4 · 5
+

1

5 · 6
+ . . .

= 1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

4
=

241

144
,

tai

10012

4

2002∑
j=1

1

j2
<

10012 · 241
4 · 144

= 241(1001/24)2 < (51/2)4,

nes 512 · 6/1001 = 15606/1001 > 15, 59 >
√
241, ka

‘
ir reikėjo

i
‘
rodyti.

Atsakymas: taip.

14. 1 būdas. Pažymėkime f(1/2) = s. Tada f(1+s) = f(1+f(1/2)) =
1− 1/2 = 1/2. Todėl s = f(1/2) = f(f(1 + s)) = 1 + s, prieštara.

2 būdas. Turime f(1 − x) = f(f(1 + f(x))) = 1 + f(x). I
‘
raše

‘
x = 1/2 gauname prieštara

‘
.

Atsakymas: ∅.

15. Jei x = y = 0, tai f(0) = f(0)2, todėl f(0) = 0 arba f(0) = 1.
Pirmuoju atveju, f(0) = 0, i

‘
raše

‘
x = y, gauname 0 = f(x)2+x2−
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2xf(x) = (f(x)−x)2. Todėl f(x) = x. Antruoju atveju, f(0) = 1,
i
‘
rašome x = 0. Gauname, kad f(y2) = 1+ y2, todėl f(x) = x+1,
kai x > 0. Taigi (x− y)2 + 1 = (x+ 1)2 − 2xf(y) + y2, jei x > 0.
I
‘
rašydami y = −x, gauname 4x2 + 1 = (x + 1)2 − 2xf(−x) + x2,
t. y.

f(−x) = (4x2 + 1− (x+ 1)2 − x2)/(−2x) = −x+ 1,

kai x < 0. Vadinasi, antruoju atveju, su visais realiaisiais x yra
teisinga lygybė f(x) = x+ 1. Abiem atvejais gautos funkcijos ten-
kina uždavinio sa

‘
lyga

‘
.

Atsakymas: f(x) = x ir f(x) = x+ 1.

16. Pažymėkime xi, i = 1, 2, . . . , 410, i− tojo mokinio paimtu
‘
knygu

‘
skaičiu

‘
. Galime laikyti, kad x1 > x2 > . . . > x410. Akivaizdu, kad

(x1 + . . .+ x18)/18 > (x1 + . . .+ x410)/410 = 5081/410.

Todėl x1 + . . .+x18 > 5081 · 18/410 > 223. Kadangi x1 + . . .+x18

yra sveikasis skaičius, tai jis yra didesnis arba lygus už 224.

Atsakymas: taip.

17. Tarkime, kad karalius x kartu
‘
paėjo kairėn, y kartu

‘
apačion, z

kartu
‘
i
‘
strižaine aukštyn–dešinėn ir sugri

‘
žo i

‘
pradine

‘
padėti

‘
. Aǐsku,

kad jei x > z, tai karalius bus kairiau, o jei x < z – dešiniau.
Vadinasi, x = z. Analogǐskai, y = z. Todėl x = y = z, kas
prieštarauja lygybei x+ y + z = 64, nes 64 nesidalija ǐs 3.

Atsakymas: negali.

18. I
‘
rodysime, kad didžiausia reikšmė yra i

‘
gyjama, kai keturkampis

ABCD yra kvadratas, taigi ji yra lygi 4. Tarkime, kad taip nėra, t.
y. egzistuoja keturkampis, kurio kraštiniu

‘
sandauga S yra didesnė

už 4. Tegul O yra apskritimo centras. Jei O yra keturkampio
ABCD ǐsorėje, tai, pastumdami arčiausiai O esančia

‘
kraštine

‘
link

taško O , mes padidintume tris keturkampio kraštines, o ketvirtoji
liktu

‘
nepakitusi, prieštara. Taigi kampu

‘
AOB, BOC, COD ir

DOA, kuriuos mes pažymėsime atitinkamai α, β, γ ir δ, suma yra
lygi 3600. Keturkampio ABCD kraštiniu

‘
sandauga yra lygi

S = 16 sin(α/2) sin(β/2) sin(γ/2) sin(δ/2).
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Pastebėkime, kad yra teisinga nelygybė sinx sin y = (cos(x − y) −
cos(x + y))/2 6 (1 − cos(x + y))/2 = sin2((x + y)/2). Tris kartus
pritaike

‘
šia

‘
nelygybe

‘
gauname, kad

S 6 16 sin4((α+ β + γ + δ)/8) = 16 sin4 450 = 4,

prieštara.

Atsakymas: 4.

19. Pažymėkime trikampio kampus α, β ir γ. Aǐsku, kad BC = a +
a cotβ + a cot γ. Be to, AC = b(1 + cotα + cot γ), AB = c(1 +
cotα+ cotβ), todėl kairioji nelygybės pusė yra lygi

3 + 2(cotα+ cotβ + cot γ).

Čia 0 < α, β, γ < 900. Iš nelygybės cotx+cot y > 2 cot((x+y)/2),
kuri yra ekvivalenti nelygybei sinx sin y 6 sin2((x + y)/2) (žr. 18
uždavini

‘
), ǐsplaukia, kad kotangentu

‘
suma yra mažiausia, kai α =

β = γ = 600. Vadinasi, kairioji nelygybės pusė yra ne mažesnė už
3 + 2

√
3 > 5 +

√
2.

20. Tarkime, kad apskritimai A1, A2, A3, A4 eina per taška
‘
P, apskriti-

mai A1, A2, A3, A5 – per taška
‘
Q, o A1, A2, A4, A5 – per taška

‘
R. Jei P,Q,R yra trys skirtingi taškai, tai apskritimai A1 ir A2

turi tris bendrus taškus. Vadinasi, jie sutampa, todėl bendrasis
apskritimu

‘
A1, A3, A4, A5 taškas priklauso ir A2. Kita vertus, jei

P = Q arba P = R, tai taškas P priklauso visiems penkiems
apskritimams, o jei Q = R, tai Q priklauso visiems penkiems ap-
skritimams.

Atsakymas: visada.
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XVIII LIETUVOS KOMANDINĖ
MATEMATIKOS OLIMPIADA

Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2003 09 27

Olimpiados rėmėjai: INFO–TEC, BALTIC AMADEUS, LIETUVOS
JAUNU

‘
JU

‘
MATEMATIKU

‘
MOKYKLA, NACIONALINIS EGZAMI-

NU
‘
CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMŽIUS, TEV, TYTO

ALBA.

Vertinimo komisija: G. Alkauskas, A. Ambrazevičius, R. Banys, A.
Bastys, A. Birštunas, V. Dičiūnas, R. Didžiapetris, A. Domarkas, P.
Drungilas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas), R. Grigutis,
M. Juodis, R. Kašuba (organizacinės komisijos pirmininkas), A. Kauči-
kas, V. Kazakevičius, K. Liubinskas, V. Mackevičius, A. Mačiulis, J. Ma-
čys, H. Markšaitis, E. Mazėtis, R. Morkvėnas, A. Novikas, T. Plankis,
A. Plikusas, A. Posochovas, Š. Repšys, J. Šiaulys, V. Vitkauskas, R. Zo-
vė, S. Zubė.

REZULTATAI

Pirmoji vieta – Minsko komandai.

Komanda 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314151617181920
∑

Vt.

VU MIF 4 8 5 5 7 7 7 5 5 5 5 8 0 5 5 5 5 0 7 7 105 -
Minskas 6 0 5 5 0 0 0 5 5 5 5 2 2 5 5 5 5 8 0 7 75 1
Vilniaus lic. I 4 0 5 5 7 0 0 5 5 1 4 1 4 2 5 0 0 0 7 0 55 2-3
KTU gimn. I 0 0 4 5 4 0 0 1 5 5 5 0 5 5 5 5 5 0 0 1 55 2-3

Šiauliai 1 2 5 5 0 7 0 5 0 5 5 1 0 5 1 5 4 1 1 0 53 4
VU FizChem 4 1 0 5 0 1 0 4 5 1 3 0 0 0 5 5 5 0 0 0 39 -
Kretinga 0 0 5 0 0 0 7 5 5 0 4 0 0 5 0 5 0 0 0 0 36 5
Kauno ,,Saulė” 3 0 0 5 0 0 0 1 0 0 3 0 5 5 0 5 1 0 0 0 28 6
Visagino I 1 0 3 5 0 0 0 1 1 0 0 1 5 0 0 5 5 0 0 0 27 7-8
Vilnius 4 0 0 0 0 3 0 0 0 0 5 0 5 0 0 5 5 0 0 0 27 7-8
Panevėžys 6 1 0 5 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 5 1 0 0 19 9
Vilniaus lic. II 0 0 0 0 0 1 0 0 5 1 0 2 0 0 0 5 0 0 1 0 15 10
Visagino II 3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 5 0 0 0 14 11
Pasvalys 4 0 0 0 0 0 0 1 2 0 0 1 0 0 0 5 0 0 0 0 13 12-13
Prienai 4 0 0 1 0 0 0 0 0 0 4 1 3 0 0 0 0 0 0 0 13 12-13
Tauragė 6 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 3 0 0 1 0 12 14
KTU gimn. II 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 2 0 0 0 0 0 0 2 0 8 15
Klaipėda 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 5 0 0 0 0 7 16
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Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto pirma-
kursiu

‘
komanda bei Fizikos ir Chemijos fakultetu

‘
pirmakursiu

‘
jungtinė

komanda dalyvavo be konkurso.

Uždaviniu
‘
sa

‘
lygos

1. Išspre
‘
skite lygti

‘

21/2−2|x| = |x+ 1/2|+ |x− 1/2|.

2. Išspre
‘
skite lygčiu

‘
sistema

‘{
x2 + y2 + z2 = 1/3,
x2y2 + y2z2 + z2x2 = xyz(x+ y + z)3.

3. Raskite visas natūralia
‘
sias n reikšmes, su kuriomis reǐskinys n4+4n

yra pirminis skaičius.

4. I
‘
rodykite, kad

x1 + x2 + . . .+ xn − x1x2 . . . xn 6 n− 1,

kai x1, x2, . . . , xn > 1.

5. I
‘
rodykite, kad

x1

1− x1
+

x2

1− x2
+ . . .+

xn

1− xn
> n

n− 1
,

kai n > 2, 0 6 x1, x2, . . . , xn < 1 ir x1 + x2 + . . .+ xn = 1.

6. I
‘
rodykite, kad

(1 + 1/2)(1 + 1/4) . . . (1 + 1/2n) < 3,

kai n – natūralusis skaičius.

7. I
‘
rodykite, kad

3(x4 + y4 + z4) + 48 > 8(x2y + y2z + z2x),

kai x, y, z – realieji skaičiai.
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8. Raskite visas natūralia
‘
sias n reikšmes, su kuriomis reǐskinys 36n+

24n − 7n − 5n dalijasi ǐs 899 be liekanos.

9. I
‘
rodykite, kad egzistuoja be galo daug tokiu

‘
natūraliu

‘
ju
‘
skaičiu

‘
n,

kad 2003n − 1 dalijasi ǐs n be liekanos.

10. Raskite visas natūralia
‘
sias n reikšmes, su kuriomis 80n−1 dalijasi

ǐs 8n − 1 be liekanos.

11. Raskite visus tokius natūraliu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
šešetus (a1, . . . , a6), kad

a6 = 144 ir
an+3 = an+2(an+1 + an),

kai n = 1, 2, 3.

12. Raskite visus tokius natūraliu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
trejetus, kad bet kuriu

‘
dvie-

ju
‘
ǐs ju

‘
sandauga

‘
dalijant ǐs trečiojo skaičiaus gaunama liekana yra

lygi 1.

13. Ar egzistuoja dešimtojo laipsnio daugianaris p(x) = x10 + a9x
9 +

. . .+a1x+a0 su natūraliaisiais koeficientais a0, a1, . . . , a9, turintis
10 realiu

‘
ju
‘
šaknu

‘
ir tenkinantis sa

‘
lyga

‘
p(2003) < 1033 ?

14. Ar egzistuoja funkcija f(x) , apibrėžta su kiekvienu realiuoju x ir
tenkinanti sa

‘
lygas

f(−x3) > f(x2)2 + 1/4

kiekvienam realiajam x bei f(y) ̸= f(z) kiekvienai realiu
‘
ju
‘
skaičiu

‘
porai (y, z), y ̸= z?

15. Ar egzistuoja funkcija f(x) , apibrėžta su kiekvienu realiuoju x ir
tenkinanti sa

‘
lygas f(f(f(x))) = x bei f(0) = 2003?

16. Aplink apskritima
‘
yra surašyti 2003 skaičiai, kiekvienas ǐs kuriu

‘
yra

lygus arba 1 arba 0. Pradžioje ne visi skaičiai yra vienodi. Su
jais atliekama tokia operacija: tarp dvieju

‘
skirtingu

‘
greta esančiu

‘
skaičiu

‘
i
‘
rašomas 1, o tarp dvieju

‘
vienodu

‘
greta esančiu

‘
– 0, tada

pradiniai skaičiai nutrinami, ir vėl lieka 2003 skaičiai. Ar galima po
keliu

‘
tokiu

‘
operaciju

‘
gauti visus nulius?

17. Lygiagretainio kraštinės yra lygios a ir b, o i
‘
strižainės c ir d.

Raskite jo kampus, jei a4 + b4 = (cd)2.

18. Vienetiniame apskritime yra pažymėta n tašku
‘
( n > 2 ), kurie

sujungti atkarpomis. I
‘
rodykite, kad yra ne daugiau kaip n2/3

atkarpu
‘
, ilgesniu

‘
už

√
2.
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19. Duota n (n > 2) tašku
‘
, ǐs kuriu

‘
jokie trys nepriklauso vienai

tiesei. Kiek mažiausiai reikia spalvu
‘
norint nuspalvinti visas taškus

jungiančias atkarpas taip, kad jokios dvi atkarpos, turinčios bendra
‘

viršūne
‘
, nebūtu

‘
nuspalvintos viena spalva?

20. Taškas P yra trikampio ABC viduje ir tenkina sa
‘
lygas

P̂BA = P̂CA =
1

3
(ÂBC + ÂCB).

I
‘
rodykite, kad

AC

AB + PC
=

AB

AC + PB
.

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

1. Jei −1/2 6 x 6 1/2, tai |x+1/2|+ |x−1/2| = 1, todėl 21/2−2|x| =
1. Iš lygties 1/2 = 2|x| gauname, kad x = ±1/4. Kai x < −1/2,
tai dešinioji lygties pusė yra lygi −2x, o kai x > 1/2, tai ji yra
lygi 2x. Taigi abiem atvejais ji lygi 2|x|. Tačiau, kai |x| > 1/2, tai
2|x| > 1, o 21/2−2|x| < 2−1/2 < 1, todėl daugiau sprendiniu

‘
lygtis

neturi.

Atsakymas: x = ±1/4.

2. Iš antrosios lygties matome, kad xyz(x+ y + z) > 0. Be to,

3(x2 + y2 + z2)− (x+ y + z)2 = (x− y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 > 0.

Iš pirmosios lygties dabar gauname, kad (x+ y+ z)2 6 1. Kadangi

2(x2y2 + y2z2 + z2x2)− 2xyz(x+ y + z)

= (xy − yz)2 + (yz − zx)2 + (zx− xy)2 > 0,

tai
xyz(x+ y + z) 6 x2y2 + y2z2 + z2x2.

Padaugine
‘
ǐs (x+ y + z)2 6 1, gausime

xyz(x+ y + z)3 6 x2y2 + y2z2 + z2x2.
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Kadangi pastaroji nelygybė yra lygybė, tai galimi tik du atvejai.
Arba (x+y+ z)2 = 1 ir xyz(x+y+ z) = x2y2+y2z2+ z2x2, arba
xyz(x+ y + z) = x2y2 + y2z2 + z2x2 = 0. Pirmuoju atveju, turime
(x − y)2 + (y − z)2 + (z − x)2 = 0, todėl x = y = z = 1/3 arba
x = y = z = −1/3. Antruoju atveju, bent du ǐs skaičiu

‘
x, y, z turi

būti lygūs nuliui. Aǐsku, kad tada trečiasis turi būti lygus 1/
√
3

arba −1/
√
3. Visi aštuoni sprendiniai tenkina lygčiu

‘
sistema

‘
.

Atsakymas: (x, y, z) = (1/3, 1/3, 1/3), (−1/3,−1/3,−1/3),
(±1/

√
3, 0, 0), (0,±1/

√
3, 0), (0, 0,±1/

√
3).

3. Akivaizdu, kad n = 1 tenkina uždavinio sa
‘
lyga

‘
. Kai n yra lyginis

skaičius, tai n4 + 4n yra lyginis ir didesnis už 2, todėl sudėtinis.
Kai n > 1 yra nelyginis, t.y. n = 2k + 1, tai n4 + 4n = (2k +
1)4+4 ·24k. Remdamiesi tapatybe a4+4b4 = (a2+2b2−2ab)(a2+
2b2+2ab) su a = 2k+1 ir b = 2k, gauname, kad n4+4n taip pat
yra sudėtinis skaičius. Vadinasi, daugiau n reikšmiu

‘
, tenkinančiu

‘
uždavinio sa

‘
lyga

‘
, nėra.

Atsakymas: n = 1.

4. Aǐsku, kad (1 + y1) . . . (1 + yn) > 1+ y1 + . . .+ yn, kai y1, . . . yn >
0. I

‘
raše

‘
yi = xi − 1 su kiekvienu i = 1, . . . , n, gauname, kad

x1 . . . xn > x1 + . . .+ xn − n+ 1.

5. Pažymėkime yi = 1− xi, i = 1, . . . , n. Kadangi xi/yi = 1/yi − 1,
tai

∑n
i=1 xi/yi =

∑n
i=1 1/yi − n. Du kartus pritaike

‘
nelygybe

‘
apie

aritmetini
‘
ir geometrini

‘
vidurki

‘
, gauname

n∑
i=1

1

yi
> n

(y1 . . . yn)1/n
> n2

y1 + . . .+ yn
=

n2

n− 1
.

Taigi
∑n

i=1 xi/(1−xi) =
∑n

i=1 xi/yi > n2/(n−1)−n = n/(n−1).

6. 1 būdas. Akivaizdu, kad nelygybė yra ekvivalenti nelygybei (1 +
1/4) . . . (1+ 1/2n) < 2. Kadangi 1+ x < 1/(1−x), 0 < x < 1, tai
pakanka i

‘
rodyti, kad (1 − 1/4) . . . (1 − 1/2n) > 1/2. Pritaikydami

nelygybe
‘
(1 − x)(1 − y) > 1 − x − y, kai x, y > 0, n − 2 kartus

gausime, kad (1− 1/4) . . . (1− 1/2n) > 1− 1/4− . . .− 1/2n > 1/2.
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2 būdas. Kadangi 1 + x < ex su kiekvienu teigiamu realiuoju x
bei 1/2 + 1/4 + . . . + 1/2n = 1 − 1/2n < 1, tai kairioji nelygybės
pusė neviršija e < 3.

7. Pagal aritmetinio geometrinio vidurkiu
‘
nelygybe

‘
x4+x4+y4+16 >

8x2y. Analogǐskai, y4 + y4 + z4 +16 > 8y2z ir z4 + z4 + x4 +16 >
8z2x. Sudėje

‘
visas tris nelygybes gausime reikiama

‘
nelygybe

‘
.

8. Pastebėkime, kad 899 = 302 − 1 = 29 · 31. Pažymėkime N =
36n+24n−7n−5n. Akivaizdu, kad N = (31+5)n−5n+(31−7)n−7n

dalijasi ǐs 31 tada ir tik tada, kai (−7)n− 7n dalijasi ǐs 31. Taigi n
lyginis. Bet su lyginiais n skaičius N = (29+7)n−7n+(29−5)n−5n

dalijasi ir ǐs 29.

Atsakymas: n bet koks lyginis natūralusis skaičius.

9. 1 būdas. Nagrinėkime seka
‘
a1 = 1, ak+1 = 2003ak − 1, kai k =

1, 2, . . . . Akivaizdu, kad a1|a2. Tarkime, kad ak−1|ak. Tada ak =
ak−1q su natūraliuoju q. Todėl ak+1 = 2003ak −1 = 2003ak−1q −1
dalijasi ǐs 2003ak−1 − 1 = ak. Taigi ak|ak+1 su kiekvienu natūra-
liuoju k, seka ak didėja, todėl kiekvienas n, priklausantis aibei
{a1, a2, . . .}, tenkina uždavinio sa

‘
lyga

‘
.

2 būdas. Remiantis indukcija, i
‘
rodysime, kad galime paimti, pavyz-

džiui, n = 2k su bet kokiu natūraliuoju k. Kai k = 1, teiginys
akivaizdus. Pastebėkime, kad

20032
k+1

− 1 = (20032
k

− 1)(20032
k

+ 1).

Pirmasis daugiklis, pagal indukcijos prielaida
‘
, dalijasi ǐs 2k. Aki-

vaizdu, kad antrasis daugiklis yra lyginis. Vadinasi, 20032
k+1 − 1

dalijasi ǐs 2k+1.

10. Tarkime, kad yra toks n, kad 80n − 1 dalijasi ǐs 8n − 1. Tada ir
(80n−1)−(8n−1) = 8n(10n−1) dalijasi ǐs 8n−1. Vadinasi, 10n−1
dalijasi ǐs 8n − 1. Analogǐskai, (10n − 1)− (8n − 1) = 2n(5n − 4n)
dalijasi ǐs 8n − 1. Vadinasi, 5n − 4n dalijasi ǐs 8n − 1. Tačiau
pirmasis skaičius yra mažesnis, prieštara.

Atsakymas: ∅.
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11. Pažymėkime a1 + a2 = x, a3 = y, a2 + a3 = z. Tada a1 =
x + y − z ir a2 = z − y. Vadinasi, a4 = xy, a5 = xyz, a6 =
xyz(xy + y) = x(x+ 1)y2z = 144. Yra tik keturios x reikšmės, su
kuriomis x(x + 1) dalija 144 = 24 · 32, tai x = 1, 2, 3, 8. Pirmoji
reikšmė x = 1 prieštarauja lygybei a1 + a2 = x. Antruoju atveju,
x = 2, gauname a1 = a2 = 1, z − y = 1, y2z = 24. Tačiau
lygtis y2(y + 1) = 24 natūraliu

‘
ju
‘
sprendiniu

‘
neturi. Kai x = 3,

gauname y2z = y2(y+a2) = 12. Kadangi a2 < x = 3, tai vienintelė
pora, tenkinanti lygti

‘
yra y = 2, a2 = 1. Taigi a1 = 2, a3 = 2,

a4 = 2 · (2+ 1) = 6, a5 = 6 · (2+ 1) = 18 ir a6 = 18 · (6+ 2) = 144
tinka, todėl (2, 1, 2, 6, 18, 144) yra vienas ieškomasis šešetas. Kai
x = 8, ǐs lygties y2z = 2 ǐs karto matome, kad y = 1, z = 2. Iš
čia ǐsplaukia, kad (7, 1, 1, 8, 16, 144) yra antrasis šešetas.

Atsakymas: (2, 1, 2, 6, 18, 144) ir (7, 1, 1, 8, 16, 144) .

12. Tegul tie skaičiai yra a, b ir c. Aǐsku, kad jei yra d > 1, toks
kad d|a ir d|b, tai ac− 1 nesidalija ǐs b, prieštara. Taigi skaičiai
a, b, c poromis yra tarpusavyje pirminiai. Iš uždavinio sa

‘
lygos tada

gauname, kad ab+bc+ca−1 dalijasi ǐs abc, todėl k = 1/a+1/b+
1/c − 1/abc yra natūralusis skaičius. Laikykime, kad a > b > c.
Lygybė b = c yra galima tik kai b = c = 1. Aǐsku, kad tada
netinka joks a, nes ab dalijasi ǐs c. Kai b > c, tai ir a > b. Jei
c > 3, tai 0 < k < 1, prieštara. Vadinasi, c = 2 ir k = 1, taigi
1/2 = 1/a+ 1/b− 1/2ab. Gauname, kad (a− 2)(b− 2) = 3, todėl
a = 5, b = 3. Trejetas (5, 3, 2) tenkina uždavinio sa

‘
lyga

‘
.

Atsakymas: 5, 3, 2.

13. Kadangi visi daugianario koeficientai yra teigiami, tai

p(2003) > 200310 > 210100010 > 1031030 = 1033.

Atsakymas: neegzistuoja.

14. I
‘
raše

‘
x = 0, gauname f(0) > f(0)2+1/4. Taigi (f(0)− 1/2)2 6 0

ir vienintelė galimybė yra f(0) = 1/2. I
‘
raše

‘
x = −1, lygiai taip

pat gausime, kad f(1) = 1/2. Taigi f(0) = f(1), prieštara.

Atsakymas: neegzistuoja.
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15. Tegul f(x) = x su visais realiaisiais x, ǐsskyrus x = 0, 1, 2003, ir
f(0) = 2003, f(1) = 0, f(2003) = 1. Tada f(x) tenkina uždavinio
sa
‘
lygas.

Atsakymas: egzistuoja.

16. Tarkime, kad po n operaciju
‘
pirma

‘
karta

‘
gavome visus nulius. Tada

prieš tai buvo visi vienetai. Vadinasi, dar prieš tai visi gretimi
skaičiai buvo skirtingi. Tačiau taip būti negali, nes 2003 - nelyginis
skaičius.

Atsakymas: ne.

17. Užraše
‘
viena

‘
i
‘
strižaine

‘
kaip dvieju

‘
vektoriu

‘
, sudarančiu

‘
lygiagretai-

ni
‘
, suma, o kita

‘
kaip ju

‘
skirtumas ir abi lygybes sudaugine

‘
, gausime

lygybe
‘
cd cos γ = a2 − b2. (Čia γ yra kampas tarp lygiagretainio

i
‘
strižainiu

‘
.) Lygiagretainio plota

‘
pažymėkime S. Tada

2S = cd sin γ = cd
√
1− (a2 − b2)2/(cd)2 =

√
(cd)2 − (a2 − b2)2

=
√
a4 + b4 − (a2 − b2)2 =

√
2ab.

Kita vertus, S = ab sinα, kur α yra lygiagretainio kampas. Taigi
sinα = 1/

√
2, ǐs kur ǐsplaukia, kad lygiagretainio kampai yra lygūs

450 ir 1350 .

Atsakymas: 450 ir 1350 .

18. Tegul ABCD yra i
‘
brėžtas i

‘
apskritima

‘
kvadratas, kurio jokia viršū-

nė nėra tarp pažymėtu
‘
ju
‘
tašku

‘
. Tarkim lankuose, besiremiančiuose i

‘
AB, BC, CD ir DA yra, atitinkamai, a, b, c ir d pažymėtu

‘
ju
‘

tašku
‘
. Nagrinėkime visus keturkampius, kuriu

‘
viršūnės priklauso

šioms keturioms skirtingoms aibėms. Ju
‘
yra abcd. Kiekvieno ǐs

ju
‘
bent viena kraštinė yra ne ilgesnė kaip

√
2. Visas atkarpas,

kuriu
‘
ilgiai neviršija

√
2, vadinsime trumpomis. Kiekviena trumpa

atkarpa, jungianti, pavyzdžiui, lanko AB ir lanko BC taškus,
yra i

‘
skaičiuota cd kartu

‘
. Vadinasi, tarp nagrinėjamu

‘
keturkampiu

‘
karštiniu

‘
ǐs viso yra ne mažiau kaip abcd/m trumpu

‘
atkarpu

‘
, kur

m yra didžiausias ǐs skaičiu
‘
ab, bc, cd, da. Galime laikyti, kad

m = ab. Visos atkarpos, jungiančios vienam lankui priklausančius
taškus taip pat yra trumpos. Vadinasi, ǐs viso yra ne mažiau kaip

cd+ a(a− 1)/2 + b(b− 1)/2 + c(c− 1)/2 + d(d− 1)/2
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trumpu
‘
atkarpu

‘
. Kadangi n = a+b+c+d, tai ilgu

‘
atkarpu

‘
skaičius

neviršija

s =
1

2
(n(n− 1)− a(a− 1)− b(b− 1)− c(c− 1)− d(d− 1)− 2cd)

=
1

2
(n2 − a2 − b2 − c2 − d2 − 2cd).

Gauname, kad

n2 − 3s = −1

2
(a+ b+ c+ d)2 +

3

2
(a2 + b2 + c2 + d2) + 3cd

=

(
a+ b

2
− (c+ d)

)2

+
3

4
(a− b)2 > 0.

Taigi s 6 n2/3, ka
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.

19. Aǐsku, kad viena spalva galima nuspalvinti daugiausiai [n/2] at-
karpu

‘
. Iš viso ju

‘
yra n(n − 1)/2, taigi prireiks ne mažiau kaip

n(n− 1)/2[n/2] spalvu
‘
. Šis skaičius yra lygus n, kai n yra nelygi-

nis, ir n− 1, kai n lyginis. I
‘
rodysime, kad tiek spalvu

‘
pakanka. Iš

tiesu
‘
, kai n yra nelyginis, neprarasdami bendrumo, galime laikyti,

kad visi tie n tašku
‘
yra taisyklingojo n− kampio viršūnėse. Tada

spalviname visas lygiagrečias atkarpas viena spalva. Prireiks n
spalvu

‘
. Tarkime, kad n yra lyginis. Kai n = 2, teiginys akivaizdus.

Kai n > 4 ǐsdėstykime n − 1 taška
‘
taisyklingojo daugiakampio

viršūnėse, o n− ta
‘
ji
‘
taška

‘
jo centre. Nuspalvinkime daugiakampi

‘
aukščiau aprašytu būdu. Tam prireiks n − 1 spalvos. Belieka su-
jungti apskritimo centre esanti

‘
taška

‘
su bet kokia viršūne ir gauta

‘
atkarpa

‘
nuspalvinti tokia pat spalva, kuri yra panaudota, spalvinant

visas jai statmenas atkarpas.

Atsakymas: n, kai n nelyginis; n− 1, kai n lyginis.

20. Tegul K yra BP ir AC susikirtimo taškas, o L yra CP ir AB
susikirtimo taškas.

6 pav.
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Tada

K̂PC = P̂BC + P̂CB = ÂBC − P̂BA+ ÂCB − P̂CA

= ÂBC + ÂCB − 2

3
(ÂBC + ÂCB) =

1

3
(ÂBC + ÂCB) = P̂CA.

Taigi KP = KC. Analogǐskai, LP = LB. Kadangi trikampiai ABK
ir ACL yra panašūs, gauname, kad

AB

AC
=

AK +KB

AL+ LC
=

AC −KC +KP + PB

AB − LB + LP + PC
=

AC + PB

AB + PC
,

ka
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti.


