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XVI LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2001 10 06

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS, NACIQNA—
LINIS EGZAMINUY CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMZIUS,
TEV, TYTO ALBA.

Vertinimo komisija: A. Bastys, A. Birstunas, V. Cekanavicius, R. Di-
dziapetris, P. Drungilas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas),
M. Galvonas, R. Garunkstis, R. Grigutis, R. Jodelis, M. Juodis, R. Kasu-
ba (organizacinés komisijos pirmininkas), V. Kazakevicius, A. Klivecka,
R. Krasauskas, R. Leipus, K. Liubinskas, A. Maciulis, J. Macys, H.
Marksaitis, G. Murauskas, A. Plikusas, G. Puriugkis, R. Vaicekauskas,
R. Zové.

REZULTATAI

Pirmoji vieta — Vilniaus tiksliyju, gamtos ir technikos moksly
licéjaus pirmajai komandai.

Komanda 11(2(3]4(5(6|7|8|9(10[11|12{13[14{15{16{17/18/1920 >_ | Vt.
Vilniaus lic. I [5(5(5|4[6]5(5(5(5[2[0|7[0|5|6(5|0(4|5(4[83 | 1
KTU gimn. I 1(5(5|5|0(5|5|5(5{4|0[2[0|5[6|5|1|5|5[4| 73| 2
Minskas 5|1|5(5(6]5|1(5|5|5[0|3|0(5|0[5|0(2|5|5|68| 3
VU Fux 5/1|5]0[0(2|4[5(5|5[0|7]|0[5(6][0|0[5[3]|0]58 | —
Siauliai 1]0]5|5|2(5]2|5|5|5|0]0]0|5[2|5]|0[0|5|5| 57| 4
Panevézys 515|415(6]|4|5(5(0{0]0|2]|0[5]|0[5|0]{0|5|0]56| 5
Utena 5/01415(0(5|2(5(5|1]0|2]|0(5(|2]5|0(5(3|0| 54| 6
Vilnius 1(0]0]5|0(2{1]|5|5(4|0[2(0[5[4|5[0|5(2[5| 51| 7
Kretinga 412(5|5|0/5(5|5|0/0|0({0|0[5/0|5(4|0|5[0| 50| 8
Kauno ,,Saulé” |5(5|5|1]0|2(3[5/5|3|0|3(0(0|0[3[1{5[2|1|49| 9
KTU gimn. IT  [2]0]5|5(0({5(2|1]0{2(0|2]0|0]0|5]|0[1|2|5|37 |10
Pasvalys 5|1|5]4|0]|2|0]{0|0|5]0|1|0({0|0|5|3]|0[0|0] 31|11
Vilniaus lic. II |2]5({4{2]0(2]2[0{3/0(0{0{0[1|0|5|1|0{2{1]30 |12
Taurage 0/0({1|1]0|5|2|2(5|0]0]1]{0|0|0|1]|0|2]2]0|22] 13
Viln. ,,Zemyna” |5/0|3]0|0(0|2(2]|0/2|0|0|0|0|0|1|0|1|2]|0]| 18|14
Kursénai 5/0/5]0{0]2/0{1]{0|0|0|2]|0[{0|0]|0|0|0[0|0] 1515
Raseiniai 5/0/0]0[0]|1|2{2[{0]0[0|0O]|0[0|0O[0|0O]|0O[2|0]12] 16




Vilniaus universiteto pirmakursiy komanda dalyvavo be konkurso.

Uzdaviniy salygos
. I8spreskite lygti

2001 — 32 = [32% — 2001|.

. I8spreskite lygti

8(cos )% + sin 5z = 8(cosz)* + 1.

. I8spreskite lygti
3 =44 [z].

(Cia [z] yra skaiciaus z sveikoji dalis.)

. Irodykite nelygybe
at+b*+3 21

e > 7’
Vat+bvt+2 10
kai a ir b yra bet kokie realieji skaiciai.
. Raskite maziausiaja reiskinio

5(a? 4+ b* + 2¢?) — 2(2ab + 6ac + be — 2a + 3c)

igyjama reikSme, kai a, b, c — realieji skai¢iai.
. Raskite visas teigiamuju skai¢iu poras (z,y), tenkinandcias lygéiu
sistema

I2y+x — y3y75x’

3y = 1.

. Raskite visas sveikasias m reikSmes, su kuriomis reiskinys

vmZ4+m+1

irgi igyja sveikasias reikSmes.

. Raskite visas nattiraliasias n reiksmes, su kuriomis 4™ — 1 dalijasi
i§ 7 be liekanos.
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. Tegul
an = 1/]60V11 — 199 + \/60\/ 11+ 171 + n.
Ar sekoje aq,as,as,... yra bent vienas nattralusis skaic¢ius?

Raskite visas naturaliasias reikSmes, kurias igyja dvieju skirtingu
naturaliyju skaiciy sandaugos ir sumos santykis.

Ar galima 1/2 uZzraSyti baigtine suma 1/n? +1/n3 + ...+ 1/n?,
kai mq,no,...,ny — skirtingi naturalieji skaiciai?

Raskite visus daugianarius p(z), tokius kad lygybé p(3z)p(—3z) =
81(z% — 1)? yra teisinga su visomis realiosiomis = reik§mémis.
Funkcija f(x) yra apibrézta realiuju skaiciu aibéje ir igyja realiasias
reiksmes. Tarkime, kad

f(fﬂl ;M) < f(ﬂfl);‘f(@)

su visomis realiosiomis x; ir zo reikSmeémis. Ar visada

f(xl —|—$2+$3) < f($1)+f(1'2)+f(x3)
3 - 3

su visomis realiosiomis 1, xo, x3 reikSmémis?

Sachmatu lenta 6 x 6 dengia 18 domino kauliukuy 2 x 1. (Vienas
kauliukas dengia lygiai du lentos laukelius.) Irodykite, kad vienu
statmenu arba horizontaliu pjtaviu lenta galima perpjauti i dvi (ne-
butinai lygias) dalis nesugadinant né vieno domino kauliuko.

Irodykite, kad ant vienetinio apskritimo, kurio centras — koordinac¢iu
pradzia, yra be galo daug tasku su racionaliosiomis koordinatémis.

I kelias dalis padalija plokstuma 2001 tiesé, jei jokios trys tieses
nesikerta viename taske ir jokios dvi tiesés néra lygiagrecios?

Kiek maziausiai plokStumos tasku su sveikosiomis koordinatémis
uzdengia kvadratas, kurio krastiné yra lygi 2,17

Tegul M yra trikampio ABC' krastinés AB vidurio taskas, O yra
apibrézto apie trikampi ABC apskritimo centras, COM = 90°.
Irodykite, kad - -

|ABC — BAC| = 90°.
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20.

7

Zinoma, kad i trapecija, kurios pagrindai yra lygiis 4 ir 16, galima
ibrézti apskritima bei apie ja galima apibrézti apskritima. Raskite
tu apskritimu spindulius.

Styga, kuri remiasi i 60° apskritimo lanka, dalija skrituli i du
segmentus. [ mazesniji segmenta ibréztas kvadratas. Raskite jo
krastine, jei to apskritimo spindulys yra lygus R.

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

. Pazymékime y = 667 — x? ir padalinkime abi lygties puses is 3.

Gauname, kad y = | — y| = |y|. Pastarosios lygties spendiniu aibé
yra visi neneigiami realieji skai¢iai. Vadinasi, y = 667 — 22 > 0,

todél —v667 < x < V667 .
Atsakymas: —+/667 < x < V667 .

. Kadangi

8(cosx)* — 8(cosx)? + 1 = 8(cosx)?((cosz)? — 1) + 1
= —8(cosx)*(sinz)? +1 =1 — 2(sin22)? = cos 4z,
tai duotoji lygtis yra ekvivalenti lygciai
sin bz — cos4x = sin bz — sin(7/2 — 4x)
= 2sin(9z/2 — w/4) cos(m/4 + x/2) = 0.

Taigi 92/2 —w/4 =nk arba n/4+2x/2=n/2+7k su ke Z. (Z
visur zymi sveikuju skaiciu aibe.)

I8 pirmosios lygties gauname, kad
x=2(r/Ad+7k)/9 = n(4k + 1)/18,
0 i§ antrosios —

x=2(r/d+ k) =n(4k+1)/2.

Atsakymas: x € {n(4k+1)/2,7(4k +1)/18} ,kur k€ Z.



. Pastebékime, kad su visais x > 2
P fr] > —r-1=0@* -1z —-123r—-1>4.
Jei —1 <x <1, tai
|z® — [7]] <2< 4.
Pagaliau, jei x < —1, tai
2 —[g] <2 —z=x(x—1)(z+1) <0.

Vadinasi, sprendiniy gali buti tik intervale 1 < x < 2. Tada [z] =
1. Is ¢ia gauname, kad 2° =5, t.y. « = 5'/3. Nesunku isitikinti,
kad §is sprendinys tenkina lygti.

Atsakymas: © = 5'/3.
. Pazymékime z =+/a* +b* +2. Tada a* +b*+3 =22 + 1, todél
desinioji nelygybés pusé yra lygi x + 1/2. Kadangi = > v/2, o
funkcija x + 1/x intervale z > 1 didéja, tai deSinioji pusé yra
didesné arba lygi uz v/2+1/+/2. Nelygybé irodyta, nes $io skaiciaus

kvadratas yra lygus 4,5, o kairiosios pusés kvadratas yra lygus
4,41.

. Pastebékime, kad
5a? 4 5b% 4 10¢? — 4ab — 12ac — 2bc + 4a — 6¢
=(a—2b)? 4 (b— ¢)® + 4a* + 9¢* — 12ac + 4a — 6¢
=(a—2b)* 4+ (b—c)* 4+ (2a —3c+1)* — 1.
Reigkinio R = (a — 2b)% + (b — ¢)? + (2a — 3¢ + 1)? maziausioji
igyjama reik§me yra lygi 0, nes triju kvadratu suma yra neneigiama,

o reikSme 0 §is reiskinys igyja, kai a = -2, b =c = —1. Vadinasi,
reiskinio R — 1 maziausioji igyjama reiksmeé yra lygi —1.

Atsakymas: —1.
. Kadangi y = 273, tai duotoji sistema yra ekvivalenti lygéiai

3 - 3 3
x2/z +a+3(3/2°—5z) _ xll/x —ldz _ 1.
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Todél z = 1 arba 11/2% = 14z, t.y. z = (11/14)"/*, kadangi
x> 0. Atitinkamai, y =1 ir y = (11/14)73/4.

Atsakymas: (z,y) = (1,1), ((11/14)"/4,(11/14)73/4) .
. 1 budas. Pastebékime, kad su kiekvienu m > 0

m<vm2+m+1l<m+1,

o su kiekvienu m < —1

—-m—-1<vm?+m+1<-m.

Likusios dvi reikdmés m = —1 ir m = 0 tenkina reikalaujama
salyga.

2 biudas. Pazymékime vm2+m+1 = n. Keliame §ia lygybe
kvadratu ir padauginame i§ 4: (2n)? = 4m2+4m+4 = (2m+1)2+3.
Vadinasi,

2n—-2m—-1)2n+2m+1) =3.

Galimi keturi varijantai 2n—2m—1=1, —1, 3, —3. Atitinkamai,
2n+2m+1 =3, =3, 1, —1. Atimdami i§ antrosios lygties
pirmaja gauname, kad 4m + 2 = 2 arba —2. Vadinasi, galimos tik
dvi reikSmés m=—1 ir m=0.

Atsakymas: m € {—1,0}.

. 1 bidas. Skait¢iuojame seka 4", n =1,2,..., moduliu 7: gauname
periodine seka 4,2,1,4,2,1,.... Atitinkamai, 4" — 1, kai n =
1,2,..., moduliu 7 yra 3,1,0,3,1,0,.... Vadinasi, 4™ — 1 dalijasi
i§ 7 tada ir tik tada, kai n dalijasi is 3.

2 biidas. Tegul k — natfralusis skai¢ius. Aisku, kad skaicius 43%F —1
dalijasi i§ 43 — 1 = 63, todél jis dalijasi ir i 7. Vadinasi, jei n
dalijasi i§ 3, tai 4™ — 1 dalijasi i§ 7 be liekanos.

Jei n nesidalija i$ 3, tai n = 3k+1 arba n = 3k+2 su neneigiamu
sveikuoju skai¢iumi k. Mes jau zinome, kad koks bebtutu sveikasis

neneigiamas skai¢ius k , visada atsiras toks m € Z, kad 4%F — 1 =
Tm . Aisku, kad

43R 1 = 4(43% —1)+3=28m +3
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10.

11.

12.

ir
4342 1 = 16(4%% —1) 4+ 15 = 7(16m + 2) + 1
nesidalija i§ 7.

Atsakymas: kai n dalijasi i§ 3 be liekanos.

. Kadangi [60v/11 — 199 = 100 — 60v/11 + 99 = (10 — 3v/11)? ir

60v/11 + 199 = (10 + 3v/11)2 , tai

ass = 10 — 3v/11 + 10 + 3v/11 = 20.

Atsakymas: taip.

Jei n > 1, tai n yra dvieju skirtingu naturaliuju skai¢iu n + 1 ir
n(n+1) sandaugos (=n(n+1)?)irsumos (=n+1+nn+1) =
(n+1)?) santykis.

Tarkime, kad n =1 taip pat tenkina uzdavinio salyga. Tada zy =
z+y,ty 1= (x—-1)(y—1). Kadangi z ir y yra naturalieji
skaiciai, tai x —1=y—1=1,ty. x =y =2. Tadiau x ir y yra
skirtingi, priestara.

Atsakymas: n > 1.
Padaugine i§ 3600 , galime nesunkiai isitikinti, kad teisinga lygybe
1/2=1/2% +1/3> +1/4> +1/6* + 1/7° + 1/9% + 1/12?

+1/14% +1/21% +1/36% + 1/45% + 1/60.

Atsakymas: taip.

Tegul p(z) = apz™ + ...+ ag, ap, # 0, tenkina uzdavinio salyga.
Imdami pakankamai dideli z gauname, kad n = 2, t.y. p(z) =
ar?® + bx + c. Kadangi

p(3x)p(—3x) = (9azx® + ¢)* — (3bz)?

= 8la®z? 4 (18ac — 9*)x + % = 812% — 16222 + 81,
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tai a2 =1, 2ac—b> = —18, ¢ = 81. Vadinasi, a = £1, ¢ = £9.
Kai a ir ¢ turi vienodus zenklus, tai b = £6, o kai skirtingus —
b= 0. Vadinasi, tapatybe tenkina Sesi daugianariai p(z): 22 -9,
2249, 22 +6x+9, —22+6x—9.

Atsakymas: x?> -9, —22+9, 22 +62+9,
22 —62+9, —22+6x—-9, —22—-6x—9.

Pakeite 1 1 (y1+92)/2,0 x2 1 (y3+ya)/2 ir du kartus pritaike
nelygybe gauname, kad

f(yl + Y2 + 3 +y4> o Ty + F(yo) + F(ys) + f(ya)
4 = 4

Atskiru atveju, kai ys = (y1 + y2 + y3)/3, turime

4f(ya) < f(y1) + f(y2) + f(ya) + f(ya)-

Vadinasi, su visais realiaisias i, y2,ys3 , turime

Y1+ Y2 + Y3

3f(ys) =3f( 3

) < f(yn) + f(y2) + flys)-

Atsakymas: visada.

Isivaizduokime tas 5 vertikalias ir tas 5 horizontalias tieses, kurios
kerta lenta nekirsdamos Sachmatu lentos langeliu. Irodysime, kad
bent viena i§ ju tenkina uzdavinio salyga. Tarkime priesingai, kad
kiekviena i§ siu 10 tiesiu kerta bent po viena domino kauliuka.
Aisku, kad kiekviena tiesé gali kirsti tik lygini domino kauliuku
skai¢iu. (Priesingu atveju, abiejuose tiesés pusése lieka nelyginis
langeliu skaicius, kuriu negalima uzdengti 2 x 1 kauliukais.) Be
to, kiekviena tiesé kerta skirtingus kauliukus. Taigi, kiekviena tiesé
kerta bent po 2 kauliukus, o jos visos bent 20 kauliuky. Taciau i$
viso téra tik 18 kauliuku! Priestara.

Pakanka irodyti, kad lygtis 224+3% = 1 turi be galo daug racionaliy-
ju sprendiniu. Nesunku isitikinti, kad, pavyzdziui,

(2n)2 + (n? — 1) = (n® + 1)~
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16.

17.

Vadinasi, pora z,, = 2n/(n®>+1), y, = (n? —1)/(n*? + 1) tenkina
lygti 22 + 32 = 1 su kiekvienu nattraliuoju skai¢iumi n. Kai n
didéja, 2n/(n?+ 1) mazéja, vadinasi visi skai¢iai x, yra skirtingi.
Todél racionaliuju poru (z,,y,) yra be galo daug.

Tarkime, kad n tokiu tiesiu dalija plokstuma i d(n) daliu. Aigku,
kad d(1) = 2. Be to, d(n) —d(n—1) = n, kai n > 3. (Kai
ntoji tiesé kerta m — 1 jau esancia plokStumoje, tai visada atsir-
anda n nauju plokstumos daliy. Tai akivaizdu, jei isivaizduosime,
kad “naujaja” tiese nubréziame taip, kad visi “senuju” tiesiu susikir-
timo tagkai lieka “toli virsuje”.) Remdamiesi indukcija, nesunkiai
isitikiname, kad d(n) = 1+ n(n + 1)/2. Vadinasi, d(2001) =
2003002 .

Atsakymas: 2003002.

1 pav. pavaizduotas kvadratas ABCD dengia du taskus su sveiko-
siomis koordinatémis M ir N .

1 pav.

I8 tiesu, taskas P nepriklauso kvadratui, nes
NQ = NBtan45’ = OB — ON =21/10v2 - 1/2 < 1= NP.

Kita vertus, i kvadrata, kurio krastineé lygi 2 (2 < 2,1), ibréztas
skritulys jau dengia ne maziau kaip 2 taskus su sveikosiomis koor-
dinatémis. IS tiesu jo skersmuo yra lygus 2, todél tokio skritulio
centras patenka i viena i$ trikampiu, parodytu 2 pav., ir ta trikampi
uzdengia.



18.

19.
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2 pav.
Atsakymas: 2 taskus.

Prateskime CO iki susikirtimo su apibréztu apie trikampi ABC
apskritimu (3 pav.).

3 pav.

Aigku, kad CBD = 90° ir BCD = ABC, todél
BAC =180° — CDB = 180° — (90° — BCD) = 90° + ABC.

Taigi B/A:Q — AEC = 90°. Sukeite A ir B 3 _vietomis gautume
lygybe ABC — BAC = 90" . Abiem atvejais, |ABC — BAC| = 90° ,
ka ir reikéjo irodyti.

Kadangi apie trapecija galima apibrézti apskritima, tai trapecija
lygiasoné AB = CD (4 pav.). Kadangi i ja taip pat galima ir
ibrézti apskritima, tai
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20.

4 pav.

AB = (AB+CD)/2=(BC+ AD)/2 = (4+16)/2 = 10.
Be to, ED = (AD — B(C)/2 = 6. IS staciojo trikampio DEC',

CE = /102 — 62 = 8,

todél ibréztojo apskritimo spindulys yra lygus 4. IS stac¢iojo trikam-

pio AEC,
AC = /102 + 82 = 2//41.

Be to, sinD = CE/CD = 4/5. Apibréstasis apie trapecija ap-
skritimas sutampa su apibréztu apie trikampi ACD apskritimu.
Remiantis sinusu teorema, gauname, kad jo spindulys yra lygus

AC/(2sin D) = 5v/41/4.
Atsakymas: ibrézto spindulys lygus 4, o apibrézto — 5v/41/4.

Trikampis ABO (5 pav.) yra statusis, todél OB = OAcos30° =
RV/3/2. Pazymékime BC = x. Trikampis OCD statusis, todél

5 pav.

R? = (RV3/2+ x)? + (2/2)* = 3R*/4 + RxV/3 + 527 /4.

Lygtis 522 4+ 42Rv/3 — R? = 0 turi vienintelj sprendini, mazesni uz R,

= R(1T—-2V3)/5.

Atsakymas: R(\/17 —2v/3)/5.
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XVII LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2002 09 28

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS, NACIONA-
LINIS EGZAMINU CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMZIUS,
TEV, TYTO ALBA.

Vertinimo komisija: G. Alkauskas, A. Bastys, A. Bir§tunas, D. Celo-
vas, V. Cekanavicius, S. Dapkiinas, R. Didziapetris, A. Domarkas, P.
Drungilas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas), R. Garunks-
tis, R. Grigutis, M. Juodis, K. Kar¢iauskas, R. Kasuba (organizacinés
komisijos pirmininkas), A. Kaucikas, V. Kazakevicius, D. Kulvicius, R.
Lapinskas, R. Leipus, A. Magciulis, J. Macys, H. Marksaitis, A. Novikas,
A. Plikusas, A. Posochovas, G. Puriuskis, E. Stankus, V. Vitkauskas,
R. Zové, S. Zubé.

REZULTATAI

Pirmoji vieta — Kauno technologijos universiteto gimnazijos
pirmajai komandai.

Komanda 11(2(3[4(5(6|7|8|9|1011|12(13[14{15{16{17|18/1920 >_ | Vt.
KTU gimn. I [5]2(6|6(55|7|5(0{5|6|5|0|6]3|5(5[2|0({6|84 | 1
Minskas 51|2]0]4|5|7|5/0/5|0|5]|0|6|3|5|1|7|0|6|67 | 2
Vilniaus lic. I |5]4(6|6|5|4|0/5/0|/5|6]|1({0]|0|3[{4|5(1({0|1|61| 3
Kretinga 5|3|6]0(4|5/0(5|0|5|0|5|0(1|3]4|5|0(0|1]|5b2]| 4
Panevézys 5|3|116|5|1|0{5|0|5(6/1|0({0|0|5|0|7[0|1|51| 5
Pasvalys 513/0]0|2]|0|1{5|0|5|0|5]|0(6]|0|4|5|1]|0|2|44| 6
Visaginas 1/0/0]0]5]5]0|5|0{5|0]1|0|0|0|5(1|4|0]|0|32]| 7
KTU gimn. I  |0]{0{2|0{0]0{0|5]0{5({0|5]|0|0|0({4|0]2|0|6[29| 8
Kauno ,,Saulé” [1]{0{1]|0]|1]|0|1|5/0/5]|0|5({0[0]|1({4|1|2({1]|0|28|9-10
Siauliai 0(3|1]0{1]0|2{5|0{5|0|1|0({0|3|5|1|{0|0|1]28|9-10
Viln. ,,Zemyna” |0{0{1]|0]|0]|5|0(5/0/5|0]|1]0|0]|1]4|1|1]{0]|0|24| 11
Vilniaus lic. II [0]{0{0|0(4]0{0|5(0{5|0{0({0|0[|0|3|5[1|0|0|23 | 12
Vilnius 0/0|0]0{3|0|3(5|0{0|0|5|0(0|0[4|0|{1|0|0]21| 13
Raseiniai 0/0|1]0{0]|0|0]0|0|5]0|2]|0({0|0|4|1|2(0|0] 15| 14
Utena 0/0{1|0]0{0|0|5|0{1]0(0(0|0|0|3]0|1|0|0]| 11| 15
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10.

11.

Uzdaviniy salygos

. I8spreskite lygti

22—+t —z+1=0.

. I8spreskite lygciu sistema

x2+y2:2,
23+ 93 =2.

. Raskite visus teigiamuju skai¢iu ketvertus (z,y, z,t), tenkinancius

lygéiu sistema

r+y—2t=0,
{xy—z—tzo,
ryzt = 16.

. Realieji skai¢iai x,y, 2z,t tenkina nelygybes x+y+2+t <0, zy+

rz+at+yz+yt+zt >0, zyz+ayt+axzt+yzt <0 ir zyzt > 0.
Irodykite, kad z,y, z,t < 0.

. Irodykite, kad bent vienas is skaic¢iu x—xy, y—yz, z—xz nevirsija

1/4, kai z,y,z > 0.

. Realiojo skai¢iaus = # 0 atvirkstiniu yra vadinamas skaic¢ius 1/x.

Yra zinoma, kad keturiu nenuliniu skaiciu ir ju atvirkstiniu sumos
abi yra lygios nuliui. Irodykite, kad tarp tu keturiu skaiciu atsiras
du, kuriy suma yra lygi nuliui.

. Raskite maziausiaja funkcijos f(x) = —2v/3cos(3x)sin(6z) igyja-

ma reikSme, kai x — realusis skaicius.

. Irodykite, kad 10™ + 45n — 1 dalijasi i§ 27, kai n — nattralusis

skaicius.

. Irodykite, kad egzistuoja natturalusis skai¢ius n, toks kad skaiciaus

2™ deSimtaingje israiskoje yra ne maziau kaip 2002 i§ eilés einantys
nuliai.
Raskite maziausia naturaluji skai¢iu, kurio pusé yra sveikojo skai-

¢iaus kvadratas, tre¢dalis yra sveikojo skaic¢iaus kubas, o penktadalis
yra sveikojo skaiCiaus penktasis laipsnis.

Tegul a; =1, as =2, apnt1 = (anap—1+1)/an—1, n=2,3,....
Irodykite, kad a, > v2n, kai n > 3.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

17
Ar egzistuoja sveikieji skai¢iai a ir b, tokie kad skaiciai
(a+1/2)" 4+ (b+1/2)"

taip pat butu sveikieji su kiekvienu naturaliuoju n ?

Ar egzistuoja 100 laipsnio daugianaris p(xz) su realiaisiais koefi-
cientais, toks kad

p(0) > |p(D)[ + [p(2)] + ... + [p(2001)| + |p(2002)[?

Raskite visas funkcijas f(z), apibréztas su kiekvienu realivoju z,
tenkinancias salygas

f(f@) =z, f(1+f(z)=1-=z

Raskite visas funkcijas f(x), apibréztas realiuju skaiciu aibéje, ten-
kinancias salyga

@+ 9% = 2zy) = f(2)® + 4 — 22f(y).

Per metus mokyklos bibliotekoje apsilanké 410 mokiniu. Jie visi
kartu paémé 5081 knyga. Ar galima tvirtinti, kad atsiras 18 moki-
niu, kurie visi kartu paémeé ne maziau kaip 224 knygas?

Sachmatu lentoje 8 x 8 karalius gali eiti tik per viena langeli i kaire,
per viena langeli i apacia arba per viena langeli istrizaine aukstyn—
desinén. Ar jis gali 64 éjimais apeiti visa lenta taip, kad kiekviename
langelyje apsilankytu po viena karta ir sugriztu i pradini langeli?

Kokia didziausia reikSme gali igyti i vienetini apskritima ibrézto
keturkampio krastiniy sandauga?

I smailuji trikampi ABC' ibrézto kvadrato, kurio dvi virsuneés prik-
lauso krastinei BC, o kitos dvi priklauso AB ir AC, krastiné yra
lygi a. Analogiskai, tegul b ir ¢ yra krastinés dar dvieju kvadratu,
kuriu po dvi virsunes priklauso atitinkamai AC' ir AB, o kitos dvi
— atitinkamai AB, BC ir AC, BC. Irodykite, kad

BC AC AB
7+T+?>5+\/§
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20. Yra zinoma, kad bet kokie keturi i§ penkiu plokstumoje nubréztu
apskritimu turi bent viena bendra taska. Ar visada tie penki ap-
skritimai turi bent viena bendra taska?

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

1. Irodysime, kad lygtis neturi realiyju sprendiniu. Jei = < 0 arba
z > 1, tai 2t > z ir nelygybé 1+ 2%(1 + 2%) > 2(1 + 2%) yra
akivaizdi. Jei 0 < z < 1, tai

o2 242t~ +1=01—-2)+2*(1 2% + 22 >0,

ka ir reikéjo irodyti.
Atsakymas: ().

2. Pazymékime z+y =s, zy=t. Kadangi 22 +y? = (v +y)? — 22y
ir 23 +y3 = (z+y)(@® +y? —y), tai s2—2t=2 ir s(2—t) =2.
Vadinasi, t = —1+ s2/2 ir s3> — 6s+4 = 0. Kadangi

§3 —6s+4=(s—2)(s*+25—2),

tai trys galimos s reikdmés yra s; = 2, sy = —1 4+ /3 ir s3 =
—1—+/3. Atitinkamai, t; =1, ty = 1—+/3 ir t3 = 1+/3. Realusis
lygéiu sistemos x+y = s, xy =t sprendinys egzistuoja tada ir tik
tada, kai s — 4t > 0. Kadangi s3 — 4t3 < 0, tai licka du atvejai
r4+y=2 xy=1,t vy z=y=1,ir c+y=—-1+3, zy=
1-V3, 6y 2= (—14+4vV3-V2V3)/2,y = (—1+ 3+ V2V3)/2
arba z = (=1 4+ V3 +v2v3)/2,y = (-1 + 3 — V23)/2.
Atsakymas: (z,y) = (1,1),
(=14 V3= V2v3)/2, (-1 + V3 +V2V3)/2),
(F1+V3+V2v3)/2,(-1+V3 - V2v3)/2).

3. Pazymékime x+y=a ir zy=5b. Tada z+t =0, 2zt =a ir ab =
16. I$ nelygybés 0 < (z—y)? = (v +y)? —4ay = a®—4b = a®—64/a
gauname, kad a > 4. Kita vertus, 0 < (z —t)? = (2 +t)? — 4zt =
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b2 —4a = b? — 64/b, todél b > 4. Vadinasi, a = b = 4, i3 kur
gauname, kad ketvertas * =y = z =t = 2 yra vienintelis.

Atsakymas: (x,y,z,t) = (2,2,2,2).
. 18 uzdavinio salygos isplaukia, kad
fe)=(s—a)(s—y)(s—2)(s —t) =s" — (x+y+z+1)s’

+(ay+rztat+yz+yt+2t)s® — (vyz + oyt + ozt + zyt)s+ayzt > 0,

kai s > 0. Vadinasi, visos keturios daugianario f(s) Saknys,
x,Y,2,t, yra neigiamos.

. Jel x>1, tal z—22<0<1/4. Beto,jei y>1, tai z — a2y <0,
ojei z > 1, tal y —yz < 0. Laikykime, kad 0 < z,y,z < 1.
Tada 0 < 2(1 —x) =1/4— (1/2 — x)? < 1/4. Analogiskai, skaiciai
y(1 —y) ir z(1 — z) yra neneigiami ir nevirsija 1/4. Vadinasi,
r(1—z)y(1—y)z(1—2) < 1/64. Jei buty teisingos nelygybés z—zy >
1/4, y—yz>1/4 ir z—xz>1/4, tai

r(1—2)y(l —y)2(1 - 2) = (z — 2y)(y — y2) (2 — x2) > 1/64,

priestara.

. Tegul s +y+2z+t=0ir 1/z+1/y+1/2z+1/t = 0. Tarkime, kad
z+y #0. Kadangi 0 = (z +y)/zy+ (2 +1)/2t = (x +y)/zy —
(x+y)/zt = (x+y)(1/xy — 1/2t), tai zy = 2t = (—z)(—t). Be to,
x4y = (—2)+(—t). Vadinasi, kvadratinés lygties s?—(z+y)s+ay =
0 sprendiniai yra ne tik z,y, bet ir —z,—t. Todél =z = —z arba
x = —t, ka ir reikéjo irodyti.

. Kadangi
f(z) = —4v/3sin(3x) cos?(3z) = —4v/3sin(3z)(1 — sin?(3z)),

tai maziausioji funkcijos f(z) igyjama reik§meé sutampa su maziau-
siaja funkcijos g(z) = —4v3z(1 — 2?) igyjama reikime intervale
[—1,1]. Aisku, kad ¢'(2) = —4v3(1 — 322) = 0, kai z = +1//3.
Kadangi g(£1) =0, g(—1/v3) >0, g(1/v3) = —8/3, tai iesko-
moji (maziausioji) reikdme yra lygi —8/3.

Atsakymas: —8/3.
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10.

11.

. Pastebékime, kad (10" +45n—1)/9 = N+5n, kur N=1...1 yra

sudarytas i§ n vienetu. Kadangi bet kokio naturaliojo skaiciaus ir
jo skaitmenu sumos skirtumas visada dalijasi i§ 3, o skaiciaus N
skaitmeny suma yra lygi n, tai N +5n = (N —n)+ 6n dalijasi is
3, ka ir reikéjo irodyti.

. Tegul k yra naturalusis skaic¢ius. Irodysime, kad egzistuoja toks

natiiralusis skai¢ius m, kad 2™ —1 dalijasiis N = 5. I3 tiesu, dal-
ijjant N+1 skai¢iu 1-1,2—1,22-1,23—1,...2¥ -1 i§ N gausime
bent dvi vienodas liekanas. Tu skai¢iu skirtumas (2/—1)—(2/—1) =
27(21=7 — 1) dalijasi i§ N. Vadinasi, 277 — 1 dalijasi i§ N, todeél
pakanka paimti m = i — j. I§ ¢ia isplaukia, kad 2™T* — 28 dal-
ijasi i§ 10F. Parinkime k toki, kad 5* > 102002, Desimtainéje
skaiciaus 2% igraiskoje yra ne daugiau kaip k — 2002 skaitmenys,
kadangi 2 = 10% /5% < 10¥72092, Kadangi paskutinieji & skaiciaus
2m+k skaitmenys sutampa su paskutiniaisiais k& skai¢iaus 2% skait-
menimis (prirasius pastarojo skai¢iaus priekyje nulius), tai tarp k
paskutiniuju 2m*+* skaitmenu bus > k — (k —2002) = 2002 i eilés
einantys nuliai, ka ir reikéjo irodyti.

Uzrasykime ta skaic¢iu jo pirminiuy daugikliu sandauga
n = 243%5°7911¢ .. .,

kur a,b,c,d,e,... yra sveikieji neneigiami skaiciai. Aisku, kad
pakeite skai¢ius d,e,... nuliais mes skai¢iaus n nepadidinsime ir
nepakeisime jo savybés n/2,n/3,n/5 buti atitinkamai pilnu kvad-
ratu, kubu ir penktuoju laipsniu. Todél galime laikyti, kad n =
203b5¢ kur a,b,c¢ > 0. Kadangi n/2 yra kvadratas, tai skaiciai
a — 1,b,c turi yra lyginiai. Analogiskai, a,b — 1,c¢ dalijasi is 3, o
a,b,c —1 —i8 5. Vadinasi, a dalijasi i§ 15, b —i8 10, 0 ¢ — i8 6.
Taigi n > 21531956, Skaicius 21531955 tenkina uzdavinio salyga.

Atsakymas: 21°31956 = 30233088000000.

Kadangi a,, > an—1 ir a2 | = a?2+2a,/a,—1+1/a%_; > a2 +2, kai
n > 2, tai koks bebiitu n > 3, sudédami nelygybes a2 —a2_; > 2,
a?_ | —a?_,>2, ..., a3—a3>2, gauname aZ —a3 > 2(n — 2).

Vadinasi, a2 > a3+2(n—2) = 4+2(n—2) = 2n, todél a, > v/2n.
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13.
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1 budas. Trase n =2 matome, kad
(a+1/22+(b+1/2*=d’>+a+b>+b+1/2

néra sveikasis skaicius.

2 bidas. Pazymékime z, = (a 4+ 1/2)" + (b+ 1/2)™. Jei a = b,
tai z, = (2a +1)"/2"! néra sveikasis skaicius, kai n > 1. Tegul
a # b. Tarkime, kad m yra toks naturalusis skaic¢ius, kad a — b
nesidalija i§ 2™. Jei abu skai¢iai @,,4+1 ir z,,+2 butu sveikieji, tai
sveikasis butu ir skai¢ius

2mio — (204 Dpmyr = (2a + 1) (a — b)/2™.

Taciau a—b nesidalija is 2™, o (2a+1)"*! yra nelyginis skai¢ius,
todél desinioji pusé néra sveikasis skai¢ius, priestara.

Atsakymas: ne.
Toks daugianaris egzistuoja. Pazymékime
q(z) = 1/2 + cos(arccos x) + cos(2 arccos z) + . .. + cos(25 arccos z).
Aisku, kad ¢(z) yra 25 laipsnio daugianaris. Irodysime, kad
p(z) = q(1 — 2/1001)*

tenkina uzdavinio salyga. Kadangi p(z) yra 100 laipsnio daugia-
naris ir p(0) = ¢(1)* = (1/2 + 25)*, pakanka irodyti, kad

20

(=}

q(1 —j/1001)* < (51/2)*.

J
Pazymeékime ¢ = arccosz. Kadangi
2sin(t/2) cos(¢t) = sin((¢ + 1/2)t) — sin((£ — 1/2)t),

tai
2q(z) sin(t/2) = sin(¢/2) + sin(3t/2) — sin(t/2)

+ ... +sin(51¢/2) — sin(49t/2) = sin(51t/2).
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14.

15.

Vadinasi, 2|g(x)sin(t/2)] <1, kai —1 <z < 1. Be to,

2[sin(t/2)| = /2(1 — cost) = /2(1 — z),
todél su kiekvienu j =1,2,...,2002 yra teisinga nelygybe

lg(1 = j/1001)|* < (1/4/2j/1001)* = 10012 /45>,
I3 ¢ia isplaukia, kad

2

=

02 2002

‘ 10012 1
q(1 —5/1001)* < — > =

j=1 j:lj
Kadangi
ii<1+1+1+i+—1 Jr—1 +
j:132 49 16 4-5 5.6
_1+1+1+1+1_241
N 49 16 144’
tai
10012 2%

= 241(1001/24)% < (51/2)*,

1 10012 - 241
4 ;F< 4144

nes 512 -6/1001 = 15606/1001 > 15,59 > /241, ka ir reikéjo
irodyti.

Atsakymas: taip.
1 budas. Pazymeékime f(1/2) =s. Tada f(1+s) = f(14+f(1/2)) =
1-1/2=1/2. Todél s = f(1/2) = f(f(1+s)) =1+ s, priestara.
2 budas. Turime f(1 —=x) = f(f(1 + f(z))) = 1 + f(x). Irase
x =1/2 gauname priestara.
Atsakymas: (.

Jei x =y =0, tai f(0) = f(0)?, todél f(0) =0 arba f(0) =

Pirmuoju atveju, f(0) =0, irase z =y, gauname 0 = f(z)2+2%—
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17.

18.

23

2zf(x) = (f(z) —x)% Todél f(x)=x. Antruoju atveju, f(0)=1,
irasome x = 0. Gauname, kad f(y?) = 1+32, todél f(z) =x+1,
kai > 0. Taigi (z —y)?+1=(z+1)%—2zf(y) + >, jei 2>0.
IraSydami y = —z, gauname 422 + 1 = (z + 1)? — 2z f(—xz) + 22,

t. y.
f(=2) = (42> +1— (2 +1)? —2?)/(-22) = —x + 1,

kai x < 0. Vadinasi, antruoju atveju, su visais realiaisiais x« yra
teisinga lygybé f(z) = 2 + 1. Abiem atvejais gautos funkcijos ten-
kina uzdavinio salyga.

Atsakymas: f(z) =z ir f(z) =2+ 1.

Pazymékime x;, ¢ =1,2,...,410, ¢— tojo mokinio paimtu knygu
skai¢iu. Galime laikyti, kad 1 > z2 > ... > x4109. Akivaizdu, kad

(Ltl +...+CL'18)/18 > (171 +...+$410)/410 = 5081/410

Todeél x1+...4+ x5 > 5081 -18/410 > 223. Kadangi x1 +...+ 15
yra sveikasis skaicius, tai jis yra didesnis arba lygus uz 224.

Atsakymas: taip.

Tarkime, kad karalius = kartu paéjo kairén, y kartu apacion, z
kartu istrizaine aukStyn—desinén ir sugrizo i pradine padéti. Aisku,
kad jei x > z, tai karalius bus kairiau, o jei = < z — deSiniau.
Vadinasi, = z. Analogigkai, y = 2. Todél =z = y = 2z, kas
priestarauja lygybei « +y + 2z = 64, nes 64 nesidalija is 3.

Atsakymas: negali.

Irodysime, kad didziausia reikSmé yra igyjama, kai keturkampis
ABCD yra kvadratas, taigi ji yra lygi 4. Tarkime, kad taip néra, t.
y. egzistuoja keturkampis, kurio krastiniu sandauga S yra didesné
uz 4. Tegul O yra apskritimo centras. Jei O yra keturkampio
ABCD iSoréje, tai, pastumdami arc¢iausiai O esancia krastine link
tasko O, mes padidintume tris keturkampio krastines, o ketvirtoji
liktu nepakitusi, priestara. Taigi kampu AOB, BOC, COD ir
DOA, kuriuos mes pazymésime atitinkamai «, 3,7y ir §, suma yra
lygi 360°. Keturkampio ABCD krastiniu sandauga yra lygi

S = 16sin(«a/2) sin(5/2) sin(y/2) sin(d/2).
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19.

20.

Pastebékime, kad yra teisinga nelygybé sinxsiny = (cos(z — y) —
cos(z + y))/2 < (1 = cos(z + y))/2 = sin?((x 4 y)/2). Tris kartus
pritaike Sia nelygybe gauname, kad

S < 16sin*((a+ B+ +6)/8) = 16sin* 45° = 4,

priestara.

Atsakymas: 4.

Pazymékime trikampio kampus «, 8 ir 7. Aisku, kad BC = a +
acot S + acoty. Be to, AC = b(1 + cota + coty), AB = ¢(1 +
cot a + cot 3), todél kairioji nelygybés pusé yra lygi

3+ 2(cot a + cot 5 + cot ).

Cia 0 < a, 8,7 < 90°. I5 nelygybés cotz +coty > 2cot((z+y)/2),
kuri yra ekvivalenti nelygybei sinzsiny < sin®((z + y)/2) (ar. 18
uzdavini), isplaukia, kad kotangentu suma yra maziausia, kai a =
B =~ = 60°. Vadinasi, kairioji nelygybés pusé yra ne mazesné uz
3+2V3>5+ V2

Tarkime, kad apskritimai Aq, Ao, A3, A4 eina per taska P, apskriti-
mai Ay, As, A3, A5 — per taska @, o Ai, Az, Ay, A5 — per taska
R. Jei P,Q, R yra trys skirtingi taskai, tai apskritimai A; ir As
turi tris bendrus taskus. Vadinasi, jie sutampa, todél bendrasis
apskritimu Aj, Az, Ay, A5 taskas priklauso ir A,. Kita vertus, jei
P = @ arba P = R, tai taskas P priklauso visiems penkiems
apskritimams, o jei @ = R, tai @ priklauso visiems penkiems ap-
skritimams.

Atsakymas: visada.



25

XVIII LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakultetas,
2003 09 27

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS, LIETUVOS
JAUNUJU MATEMATIKU MOKYKLA, NACIONALINIS EGZAMI-
NU CENTRAS, leidyklos ALMA LITTERA, AMZIUS, TEV, TYTO
ALBA.

Vertinimo komisija: G. Alkauskas, A. Ambrazevicius, R. Banys, A.
Bastys, A. BirStunas, V. Dic¢iunas, R. Didziapetris, A. Domarkas, P.
Drungilas, A. Dubickas (vertinimo komisijos pirmininkas), R. Grigutis,
M. Juodis, R. Kasuba (organizacinés komisijos pirmininkas), A. Kauci-
kas, V. Kazakevic¢ius, K. Liubinskas, V. Mackevic¢ius, A. Magciulis, J. Ma-
¢ys, H. Marksaitis, E. Mazétis, R. Morkvénas, A. Novikas, T. Plankis,
A. Plikusas, A. Posochovas, S. Repsys, J. Siaulys, V. Vitkauskas, R. Zo-
ve, S. Zubé.

REZULTATAI

Pirmoji vieta — Minsko komandai.

Komanda 112(3|4(5(6|7|8[9[10[11|12/13|14|{15{16{17]18[19120 > | Vit.
VU MIF 4|8(5(5|7|7|7(5|5/5|5[8|015|5|5|5|0]7|7|105] -
Minskas 6/0/5/5|0{0|0(5|5|5|5|2|2(5|5|5|5|8|0|7| 75| 1
Vilniaus lic. I~ |4|0(5|5|7|0|0|5|5|1|4|1(4|2]|5[0{0(0|7]|0| 55| 2-3
KTU gimn. I  |0]0|4|5]4|0{0(1]5|5(5|0[5|5|5(5|5|0|0|1|55 | 2-3
Siauliai 1{215|5/0({7]0|5|0{5|5|1(0|5[1|5]4(1|1]|0|53| 4
VU FizChem 4|1/0(5/0/1|0]4|5/1|3|0|0]|0|5|5|5]|0|0|0| 39| -
Kretinga 0/0|5]0{0]|0|7{5|5|0|4|0]|0[{5|0|{5/0|0(0|0]| 36| 5
Kauno ,,Saulé” [3]0[0]5|0]|0|0|1/0/0|3]|0({5[5|0(5|1(0{0]|0|28| 6
Visagino I 1{0{3|5/0({0]0|1|1{0|0|1|5]|0(0|5]|5(0|0|0| 27 | 7-8
Vilnius 4/0(0{0]0|3(0|0|0|0|5[0|5]0|0|5|5|0]0|0| 27| 7-8
Panevézys 6/1/0{5|0/0/0{1{0{0|0|0]|0|0|0|0|5|1|0|0| 19| 9
Vilniaus lic. II {0{0{0]0]|0|1|0(0(5/1{0|2]0{0|0|5{0(0|1|0|15| 10
Visagino II 3/0/0]0{0]|1|0{0|0|0|5|0]|0]0|0|0|5|0[0|0| 14| 11
Pasvalys 4/0(0{0]/0/0(0{1]|2|/0{0(1|0]0|0|5(0|0]|0|0]| 13 |12-13
Prienai 4/0(0{1]0/0(0{0]|0|0|4(1|3]0|0|{0|0|0[0|0O]| 13 |12-13
Tauragé 6/0/0]{0|{1]|0|0{0|0|0|0|1|0(0|0|3|0|0|1|0] 12| 14
KTU gimn. II  |0{0{0|0({0{0{0|0({0{0|4{2]0|0]|0|0|0({0]|2]|0| 8 | 15
Klaipéda 0/0|0]0|0{0|0{1|0|0|0|1|0(0|0|5|0|0|0|0] 7 | 16
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Vilniaus universiteto Matematikos ir informatikos fakulteto pirma-
kursiy komanda bei Fizikos ir Chemijos fakultetu pirmakursiu jungtiné
komanda dalyvavo be konkurso.

Uzdaviniy salygos
1. Isspreskite lygti

oV/2=202l — x4 1/2| + |z — 1/2].

2. Isspreskite lygéiu sistema

22 +y? + 22 =1/3,
22y% + 222 + 2% = ayz(x +y + 2)%.

3. Raskite visas natiiraliasias n reikimes, su kuriomis reiskinys n*+4"
yra pirminis skaicius.

4. Trodykite, kad
T1+To+ ... +Tp —T1XT2... T, <N — 1,

kai x1,29,...,2, > 1.
5. Trodykite, kad

X1 o ey S n

)

1—x1+1—x2+'”+1—xn “n-1
kain>2, 0<z,20,...,2, <1l ir z1+20+...+2x, =1.
6. Irodykite, kad

(1+1/2)(1+1/4)...(1+1/2") < 3,

kal n — naturalusis skaic¢ius.

7. Trodykite, kad
3(1‘4 4yt ) +48 > 8(2Py +yPe + z2x),

kai x,y,z — realieji skaiciai.
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. Raskite visas natturaliasias n reikSmes, su kuriomis reiskinys 36™ +

24™ — 7" — 5™ dalijasi i§ 899 be liekanos.

. Irodykite, kad egzistuoja be galo daug tokiu naturaliuju skaic¢iu n,

kad 2003™ — 1 dalijasi i§ n be liekanos.

Raskite visas naturaliasias n reikSmes, su kuriomis 80™ —1 dalijasi
is 8™ —1 be liekanos.

Raskite visus tokius naturaliyju skai¢iu Sesetus (ai,...,as), kad
ag = 144 ir

Ap+4+3 = an+2(an+1 + an)y
kai n=1,2,3.

Raskite visus tokius naturaliuju skaiciu trejetus, kad bet kuriu dvie-
ju i8 ju sandauga dalijant i$ treciojo skaiciaus gaunama liekana yra
lygi 1.

Ar egzistuoja desimtojo laipsnio daugianaris p(x) = 2'0 + agx® +
...+ a1z +ag sunaturaliaisiais koeficientais ag, aq,...,ag, turintis
10 realiuju Saknu ir tenkinantis salyga p(2003) < 1033 ?

Ar egzistuoja funkcija f(z), apibrézta su kiekvienu realivoju z ir
tenkinanti salygas

f(=2®) > f(*)? +1/4

kiekvienam realiajam x bei f(y) # f(z) kiekvienai realiuju skai¢iu
porai (y,2), y# 27

Ar egzistuoja funkcija f(x), apibrézta su kiekvienu realiuoju « ir
tenkinanti salygas f(f(f(z))) =« bei f(0) = 2003?

Aplink apskritima yra suraSyti 2003 skaiciai, kiekvienas is kuriu yra
lygus arba 1 arba 0. Pradzioje ne visi skai¢iai yra vienodi. Su
jais atliekama tokia operacija: tarp dvieju skirtingu greta esanciu
skai¢iu iraSomas 1, o tarp dvieju vienodu greta esanciu — 0, tada
pradiniai skai¢iai nutrinami, ir veél lieka 2003 skai¢iai. Ar galima po
keliu tokiu operaciju gauti visus nulius?

Lygiagretainio krastinés yra lygios a ir b, o istrizainés c ir d.
Raskite jo kampus, jei a* + b* = (cd)?.

Vienetiniame apskritime yra pazymeéta n tasku (n > 2), kurie
sujungti atkarpomis. Irodykite, kad yra ne daugiau kaip n?/3
atkarpu, ilgesniu uz /2.
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19.

20.

Duota n (n > 2) tasku, i§ kuriu jokie trys nepriklauso vienai
tiesei. Kiek maziausiai reikia spalvu norint nuspalvinti visas taskus
jungiancias atkarpas taip, kad jokios dvi atkarpos, turinc¢ios bendra
virsune, nebutu nuspalvintos viena spalva?

Taskas P yra trikampio ABC' viduje ir tenkina salygas
— — 1 — _
PBA =PCA= g(ABC + ACB).
Irodykite, kad

AC  AB
AB+PC ~ AC+ PB’

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

cJel —1/2< 2 < 1/2, tai |x+1/2|+|z—1/2| = 1, todél 21/272lel =

1. I8 lygties 1/2 = 2|z| gauname, kad =z = £1/4. Kai z < —1/2,
tai desinioji lygties pusé yra lygi —2z, o kai x > 1/2, tai ji yra
lygi 2z. Taigi abiem atvejais ji lygi 2|x|. Taciau, kai |z| > 1/2, tai
2z| > 1, o 22721l < 2-1/2 < 1, todél daugiau sprendiniu lygtis
neturi.

Atsakymas: x = +1/4.

. I8 antrosios lygties matome, kad zyz(z +y + z) > 0. Be to,

3@+ P +2%) —(w+y+2)’ = -y’ + @y -2+ (-2’ >0
I pirmosios lygties dabar gauname, kad (z +vy+ 2)? < 1. Kadangi
2(xy? + y22% + 222?) — 2xyz(x +y + 2)

= (zy —y2)* + (yz — 22)” + (22 —2y)* > 0,

tai
zyz(x +y+ 2) < 2¥y? +y?2? + 2222

Padaugine i§ (z +y + 2)? < 1, gausime

zyz(z +y+2)3 < 2%y + 9?2 + 2222



29

Kadangi pastaroji nelygybé yra lygybé, tai galimi tik du atvejai.
Arba (z4+y+2)2 =1 ir ayz(x+y+2) = 22y +y?22 + 2222, arba
vyz(z +y+ 2) = 22y? + y?2? + 2222 = 0. Pirmuoju atveju, turime
(x—y)?2+@y—2°2+(2—2)2=0, todél 2 =y =2 = 1/3 arba
x =y =z=—1/3. Antruoju atveju, bent du is skai¢iu z,y,z turi
bati lygiis nuliui. Aisku, kad tada treciasis turi buti lygus 1/v/3
arba —1/+/3. Visi astuoni sprendiniai tenkina lygciu sistema.

Atsakymas: (z,y,z) = (1/3,1/3,1/3),(—-1/3,-1/3,—-1/3),
(£1/+/3,0,0), (0,£1/V/3,0), (0,0, £1/V/3).

. Akivaizdu, kad n =1 tenkina uzdavinio salyga. Kai n yra lyginis
skaicius, tai n* 4 4™ yra lyginis ir didesnis uz 2, todél sudétinis.
Kai n > 1 yra nelyginis, t.y. n = 2k + 1, tai n* +4" = (2k +
1)* +4-2% . Remdamiesi tapatybe a*+4b* = (a2 + 2b% — 2ab)(a® +
20% +2ab) su a =2k+1 ir b= 2% gauname, kad n*+4" taip pat
yra sudétinis skaiCius. Vadinasi, daugiau n reikSmiu, tenkinan¢iu
uzdavinio salyga, néra.

Atsakymas: n = 1.

. Aisku, kad (1+y1)...(L4+yn) 2 14+y1+... +yn, kal y1,...yn =
0. Trase y; = z; — 1 su kiekvienu ¢ = 1,...,n, gauname, kad
T1...Tp2T1+...+x, —n—+1.

. Pazymékime y; =1—x;, i=1,...,n. Kadangi x;/y; = 1/y; — 1,
tai i, xi/yi = Y iy 1/y; — n. Du kartus pritaike nelygybe apie
aritmetini ir geometrini vidurki, gauname

n

1 n n? n
272 /n 2 - :
vy ey T ity 1

Taigi 3570 /(1 —2i) = 320, @i/ys 2 n?/(n—1) =n =n/(n—1).

. 1 budas. Akivaizdu, kad nelygybé yra ekvivalenti nelygybei (1 +
1/4)...(1+1/2") < 2. Kadangi 1+x<1/(1—=x), 0 <z <1, tai
pakanka jrodyti, kad (1 —1/4)...(1 —1/2") > 1/2. Pritaikydami
nelygybe (1 —2)(1—y) >1—xz —y, kai z,y >0, n —2 kartus
gausime, kad (1—1/4)...(1—1/2") >1—1/4—...—1/2" > 1/2.



30

10.

2 budas. Kadangi 1+ z < e” su kiekvienu teigiamu realiuoju z
bei 1/2+1/44...4+1/2" =1—1/2" < 1, tai kairioji nelygybeés
pusé nevirsija e < 3.

. Pagal aritmetinio geometrinio vidurkiu nelygybe z*+2z*+y*+16 >

8x2y. Analogiskai, y* +y* +2* +16 > 8y?z ir 24+ 24 +2* +16 >
8z2x. Sudéje visas tris nelygybes gausime reikiama nelygybe.

. Pastebékime, kad 899 = 302 — 1 = 29 - 31. Pazymékime N =

36" +24" 7" —5". Akivaizdu, kad N = (314+5)"—57+(31—7)"—7"
dalijasi i3 31 tada ir tik tada, kai (—7)" — 7" dalijasi is 31. Taigi n
lyginis. Bet su lyginiais n skai¢ius N = (2947)"—7"4(29—5)"—5"
dalijasi ir i§ 29.

Atsakymas: n bet koks lyginis naturalusis skaicius.

. 1 budas. Nagrinékime seka a; = 1, apy; = 2003% — 1, kai k =

1,2,.... Akivaizdu, kad a1|as. Tarkime, kad ag_1|ar. Tada ap =
ar—19 su natiraliuoju ¢. Todeél ap+; = 2003% —1 = 2003%-19 -1
dalijasi i§ 2003*-1 — 1 = a. Taigi ax|art1 su kiekvienu natira-
liuvoju k, seka aj didéja, todél kiekvienas n, priklausantis aibei
{a1,as, ...}, tenkina uzdavinio salyga.

2 budas. Remiantis indukcija, irodysime, kad galime paimti, pavyz-
dziui, n = 2* su bet kokiu naturaliuoju k. Kai k = 1, teiginys
akivaizdus. Pastebékime, kad

20032 — 1 = (20032" — 1)(20032" + 1).

Pirmasis daugiklis, pagal indukcijos prielaida, dalijasi is 2F. Aki-
vaizdu, kad antrasis daugiklis yra lyginis. Vadinasi, 20032 — 1
dalijasi is 2F+1.

Tarkime, kad yra toks n, kad 80™ — 1 dalijasi i§ 8™ — 1. Tada ir
(80" —1)—(8"—1) = 8™(10™"—1) dalijasiis 8" —1. Vadinasi, 10" —1
dalijasi i 8" — 1. Analogiskai, (10™ — 1) — (8" — 1) = 2"(5" — 4™)
dalijasi i§ 8™ — 1. Vadinasi, 5" — 4™ dalijasi i§ 8" — 1. Taciau
pirmasis skai¢ius yra mazesnis, priestara.

Atsakymas: (.
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Pazymékime a; + a2 = x, a3 = y, as +az = z. Tada a; =
T+y—2z ir ag = z —y. Vadinasi, a4 = xy, as = zyz, ag =
vyz(zy +1y) = x(x + 1)y?z = 144. Yra tik keturios o reik§més, su
kuriomis z(z 4+ 1) dalija 144 = 2% .32 tai = = 1,2,3,8. Pirmoji
reiksmé x = 1 prieStarauja lygybei a; + ag = x. Antruoju atveju,
r =2, gauname a; = ay = 1, z—y = 1, y?z = 24. Tagiau
lygtis y%(y + 1) = 24 natiiraliuju sprendiniu neturi. Kai z = 3,
gauname 4%z = y?(y+as) = 12. Kadangi ay < x = 3, tai vienintelé
pora, tenkinanti lygti yra y = 2, as = 1. Taigi a1 = 2, a3z = 2,
a4 =2-(241)=6, as=6-(2+1) =18 ir ag = 18- (6+2) = 144
tinka, todél (2,1,2,6,18,144) yra vienas ieSkomasis Sesetas. Kai
x =8, i§ lygties y%?z = 2 i§ karto matome, kad y =1, z = 2. I§
¢ia isplaukia, kad (7,1,1,8,16,144) yra antrasis SeSetas.

Atsakymas: (2,1,2,6,18,144) ir (7,1,1,8,16,144)..

Tegul tie skai¢iai yra a,b ir c. Aisku, kad jei yra d > 1, toks
kad dla ir d|b, tai ac — 1 nesidalija i b, priestara. Taigi skaiciai
a,b,c poromis yra tarpusavyje pirminiai. I§ uzdavinio salygos tada
gauname, kad ab+bc+ca—1 dalijasiis abe, todél k =1/a+1/b+
1/c — 1/abc yra natiiralusis skai¢ius. Laikykime, kad a > b > c.
Lygybé b = ¢ yra galima tik kai b = ¢ = 1. Aisku, kad tada
netinka joks a, nes ab dalijasi i c. Kai b > ¢, taiir a > b. Jei
c >3, tai 0 < k <1, priestara. Vadinasi, ¢ =2 ir k = 1, taigi
1/2=1/a+1/b—1/2ab. Gauname, kad (a —2)(b —2) = 3, todél
a=>5, b=3. Trejetas (5,3,2) tenkina uzdavinio salyga.

Atsakymas: 5,3, 2.
Kadangi visi daugianario koeficientai yra teigiami, tai

p(2003) > 2003'° > 2191000'° > 103103° = 1033,

Atsakymas: neegzistuoja.

Irase = =0, gauname f(0) > f(0)2+1/4. Taigi (f(0)—1/2)2<0
ir vienintelé galimybé yra f(0) = 1/2. Irase x = —1, lygiai taip
pat gausime, kad f(1) = 1/2. Taigi f(0) = f(1), priestara.

Atsakymas: neegzistuoja.
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15.

16.
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18.

Tegul f(x) = x su visais realiaisiais x, iSskyrus x = 0, 1,2003, ir
f(0) =2003, f(1)=0, f(2003) =1. Tada f(z) tenkina uzdavinio
salygas.

Atsakymas: egzistuoja.

Tarkime, kad po n operaciju pirma karta gavome visus nulius. Tada
pries tai buvo visi vienetai. Vadinasi, dar pries tai visi gretimi
skaiciai buvo skirtingi. Taciau taip buti negali, nes 2003 - nelyginis
skaicius.

Atsakymas: ne.

Uzrase viena istrizaine kaip dvieju vektoriu, sudaranciy lygiagretai-
ni, suma, o kita kaip ju skirtumas ir abi lygybes sudaugine, gausime
lygybe cdcosy = a? — b2. (Cia ~ yra kampas tarp lygiagretainio
istrizainiu.) Lygiagretainio plota pazymékime S. Tada

28 = cdsiny = edv/1 — (a2 — b2)2/(cd)? = \/(cd)? — (a® — b2)2

= Vat + bt — (a2 — b2)2 = /2ab.
Kita vertus, S = absina, kur «a yra lygiagretainio kampas. Taigi
sina = 1/4/2, i3 kur iplaukia, kad lygiagretainio kampai yra lygis
45 ir 135°.

Atsakymas: 45° ir 135°.

Tegul ABCD yra ibréztas i apskritima kvadratas, kurio jokia virsa-
né néra tarp pazymeétuju tasky. Tarkim lankuose, besiremianc¢iuose i
AB, BC, CD ir DA yra, atitinkamai, a, b, c ir d pazymétuju
tasku. Nagrinékime visus keturkampius, kuriu virstneés priklauso
Sioms keturioms skirtingoms aibéms. Ju yra abcd. Kiekvieno is
ju bent viena krastiné yra ne ilgesné kaip /2. Visas atkarpas,
kuriu ilgiai nevirsija v/2, vadinsime trumpomis. Kiekviena trumpa
atkarpa, jungianti, pavyzdziui, lanko AB ir lanko BC taskus,
yra iskaiCiuota cd kartu. Vadinasi, tarp nagrinéjamu keturkampiu
karStiniu i$ viso yra ne maziau kaip abed/m trumpu atkarpu, kur
m yra didziausias i§ skaic¢iu ab, be, cd, da. Galime laikyti, kad
m = ab. Visos atkarpos, jungianc¢ios vienam lankui priklausancius
taskus taip pat yra trumpos. Vadinasi, i$ viso yra ne maziau kaip

cd+ala—1)/2+bb—1)/2+ c(c — 1)/2+ d(d — 1)/2
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trumpu atkarpu. Kadangi n = a+b+c+d, taiilgu atkarpu skaicius
nevirsija

1

s:§(n(n—1)—a(a—1)—b(b—1)—c(c—1)—d(d—1)—2cd)

1
= 5( 24— b - —d? —2cd).
Gauname, kad

1
7f73s:f§@+b+c+@2+%@2+w+wl+f)+&ﬂ

b 2
_ (et —(c+d) +§@—w2>&
2 4
Taigi s < n?/3, ka ir reikéjo irodyti.

Aigku, kad viena spalva galima nuspalvinti daugiausiai [n/2] at-
karpu. I8 viso ju yra n(n — 1)/2, taigi prireiks ne maziau kaip
n(n —1)/2[n/2] spalvu. Sis skaicius yra lygus n, kai n yra nelygi-
nis, ir n— 1, kai n lyginis. Irodysime, kad tiek spalvu pakanka. IS
tiesu, kai n yra nelyginis, neprarasdami bendrumo, galime laikyti,
kad visi tie n tasku yra taisyklingojo n— kampio virstunése. Tada
spalviname visas lygiagrecias atkarpas viena spalva. Prireiks n
spalvu. Tarkime, kad n yra lyginis. Kai n = 2, teiginys akivaizdus.
Kai n > 4 isdéstykime n — 1 taska taisyklingojo daugiakampio
virsunése, o n— taji taska jo centre. Nuspalvinkime daugiakampi
aukscéiau aprasytu biidu. Tam prireiks n — 1 spalvos. Belieka su-
jungti apskritimo centre esanti taska su bet kokia virsune ir gauta
atkarpa nuspalvinti tokia pat spalva, kuri yra panaudota, spalvinant
visas jai statmenas atkarpas.

Atsakymas: n, kai n nelyginis; n — 1, kai n lyginis.

Tegul K yra BP ir AC susikirtimo taskas, o L yra CP ir AB
susikirtimo taskas.

6 pav.
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Tada
KPC = PBC + PCB = ABC — PBA+ ACB — PCA

_ 9 _ 1 _ _
= ABC + ACB — g(ABC’ + ACB) = g(ABC’ + ACB) = PCA.
Taigi KP = KC. Analogiskai, LP = LB. Kadangi trikampiai ABK

ir ACL yra panasus, gauname, kad

AB AK+KB AC-KC+KP+PB AC+PB
AC  AL+I1C ~ AB-LB+LP+PC AB-+ PC’

ka ir reikéjo irodyti.



