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XII LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos fakultetas, 1997 09 20

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS. Leidyklos
TEV ir ALMA LITTERA.

Organizacinis komitetas: R. Kasuba (pirmininkas), A. Dubickas.

Vertinimo komisija: A. Dubickas (pirmininkas), G. Alkauskas,
M. Bloznelis, R. Eidukevicius, R. Garunkstis, S. Grigelionis, A. Kacé-
nas, R. Kasuba, K. Liubinskas, V. Mackevi¢ius, A. Magciulis,
J. Macys, H. Marksaitis, A. Plikusas, G. Puriuskis, V. Stakénas,
S. Zubeé.

REZULTATAI

Pirmoji vieta ir profesoriaus Jono Kubiliaus pereinamasis prizas
— Kauno technologijos universiteto gimnazijos komandai.

Antroji vieta — Tauragés komandai.

Trecioji vieta — Panevézio pirmajai komandai.

Komanda 112(3[4(5(6|7|8|9{10[11/12(13[14{15{16/17|18/19120| > [Vt
VU MaF 5)-1812|5|-|5(8(5|6(6|0|1|-|5]2|7|7|8|3|83|—
KTU 0[-]-|-11|7|0|-15|6]6]0|1|-|5|4]|2|7]|0]1|45|1
Taurages S5|-1-1-15]7]-10|-]-]-|-1-]|-]15/4|0]-]1|2{29] 2
Panevézio I 5/-11|-15|0|-10|2|-|-|0|8]-|3|2|1]|-]-|0|27|3
Vilniaus lic. * |-|-|-|-[5|-|5]|0|0|-|-({0|1|-]|0[4|7|-|1|1|24|4
Vilniaus -[-10{-|-[-]-1-|5|6]|6]0|-|-|5|0]0|-|-|-]|22/5-6
Kauno ,,Saulé“|5(-|1{2|0]0|0(-|5{0|2|0|-|-|4|1|1|-|-|1]|22}5-6
Visagino 1 5/-1-1-15]-|5]-|-|-]0[0|-|-]0]|1|3|-|2|-|21|7
Kretingos 0[4]0|-15|-15]|0{-|-|1|-|1|{-|0|-]|3]|0]-|-(19|8
Siauliu 0[-[-1-15|0(-]-|5|-|4]-]-|-10]|0]|0|-]0|1|15]9
Panevézio IT  |0]-|1{-[5|0|-[0[0|O|-|-|-|-[3]1[2]|-]|0|-|12(10
Mazeikiu 0[-11|-15|0]-10{0]| - |=-|-|-[-|3|-|1]|-]-]-|10/11
Visagino II 1= {1]-{-{0]-=1=1B| = |Of=|=1-]-|-|-|-|-|1]T7]|12
Kédainiu -1=1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-/-1-10 (13

* Vilniaus tiksliuju, gamtos ir technikos moksluy licéjus.
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Vilniaus universiteto Matematikos fakulteto pirmakursiu koman-
da dalyvavo be konkurso.

Issamus kiekvieno uzdavinio sprendimas buvo vertinamas 5 ba-
lais. Be to, uzdavini teisingai iSsprendus tik vienai komandai jai buvo
pridedami 3 balai, dviem komandoms — po 2 balus, trim komandoms
— po 1 bala.

Uzdaviniy salygos

1. Raskite visus tokius a, su kuriais lygtis 2% + az* +1 =0 turi
keturias realiasias aritmetine progresija sudarancias Saknis.

2. Irodykite, koks bebutu naturalusis skai¢ius m, visada atsiras
toks naturalusis neturintis nuliy savo desimtainiame skleidinyje
skaic¢ius n, kurio skaitmenu suma yra lygi skai¢iaus mn skait-
menu sumai.

3. Ar atsiras nors vienas naturalusis n, kad 1997" — 1 baigtusi
1997 nuliais?

4. Isspreskite lygciu sistema

3cos 3z = sin(z + 2y),
3sin(2z + y) = — cos 3y.

5. Ar koks nors pirminis skai¢ius yra lygus pirminiu skai¢iu penk-
tuju laipsniy skirtumui?

6. Yra zinoma, kad vienoda matematinés analizés ir algebros egza-
mino pazymi gavusiu studentu procentas yra tarp 9,8% ir 9,9%,
o gavusiuju geresniji algebros paZzymj procentas yra tarp 50% ir
50,9%. Koks galétu buti pats maziausias matematika studijuo-
janc¢iu studenty skaicius?

7. Teigiamieji skaiciai a,b ir ¢ tenkina salyga a?+b%>+c? =7/4.
Irodykite, kad tada

a b

1 1 1 - 1
¢ abc’
8. Lentoje parasyti skaiciai v/2, 2 ir 1/4/2. Leidziama nutrinti bet

kuriuos du i§ ju ir uzrasyti is v/2 padalyta ju suma ir skirtuma.
Ar taip darant galima gauti skai¢iu 1, v/2 ir 14 /2 trejeta.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Trapecijos pagrindai yra 16 ir 6, ir i ja yra ibréztas apskritimas.

Ar to apskritimo skersmuo galétu buti lygus 107

Trikampio ABC krastinése AC ir BC yra paimti tokie taskai
N ir M , kad é—% =3 bei % = 2. Zinoma, kad O yra tiesiu
AM ir BN sankirtos taskas. Raskite A“}[—%.
Kvadratas, kurio istrizainés ilgis yra lygus a, padalytas i m
staciakampiu su istrizainiy ilgiais ai,as,...,a, . Irodykite, kad
a?+a3+...+a% >a’.
Ar funkcija f(z) = sinx + cos(x?) yra periodiné?
Raskite visus tokius realiuosius a ir b, kad su visais x butu
teisinga lygybé

ae® + b= et

Irodykite, kad su visais realiaisiais x ir su visais naturaliaisiais
n yra teisinga nelygybeé

|cosx| + | cos2z| + | cosdx| + ...+ |cos2"z| > g

Su kokiu maziausiu naturaliuoju n visos trupmenos

7 8 9 31
n+9 n+10" n+11" " "n+33

yra nesuprastinamos?

Isspreskite lygti
[~722 + 32 + 4] = [2 — sinz]

([z] yrazymimas pats didziausias sveikasis skai¢ius, nevirsijantis
Sveikieji skai¢iai x ir y tenkina salyga 4x + by = 7. Kokia
pacia maziausia reikSme igyja reiskinys 5|z| — 3|y|?

Suraskite nors viena lygties 2% + y® = 2z* nattraluji sprendini.
Irodykite, kad tokiu sprendiniu lygtis turi be galo daug.

Ar skaicius 500...02 galétu buti keleto i$ eilés einanciu skaiciu
kuby suma?

Kokia pacia didziausia reiksme gali igyti reiskinys
sin o sin s . . . sin 997,
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jeigu yra zinoma, kad

tg a1 tg asg ... tg a1g9r =17

Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

. Pazymékime y = z*. Turime lygti y% + ay + 1 = 0. Tarkime,
kad ji turi dvi teigiamas Saknis y; ir ys , ¢ia y; < yo . Aisku, kad
tik tada lygtis 28 +az?+1 = 0 turi keturias skirtingas realiasias
Saknis — Y2, —¥y1, <Y1, V2. Jos sudaro aritmetine prog-
resija tada ir tik tada, kai yz = 3¢/yr, t.y. y2 = 81y . Kita
vertus, pagal Vijeto teorema

Y1y2 = ]-7
Y1 +y2 = —a.

Taigi 81y? = 1, t.y. %1 = 1/9. Vadinasi, yo = 9, 0 a =
—y1 —y2 = —82/9. Kadangi su sia a reikdme lygties y? + ay +
1 =0 diskriminantas a? —4 yra teigiamas, tai i lygtis turi dvi
skirtingas teigiamas Saknis, t.y. §i a reikSmé tenkina uzdavinio
salyga.

Atsakymas: a = —82/9.

. Skai¢iaus m paskutini skaitmenj galime laikyti nelygiu nuliui,
t.y.

m=mimy...Mg_1Myg, Mg #0.

Imkime

n=299...99 =107 — 1.
———r
q
Tada

mn =m(10?7 — 1) = 109m —m

=mima...mg0...0 —Mmymy. . . Ty
q

=my...mg_1(mg—1)(9—m1)...(9 —my_1)(10 — my).
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Taigi skai¢iaus mn skaitmenu suma lygi
Myt Amgog+mg—14+9—mi+.. . +9—mg_1+10—m, = 9g,

t.y. lygi skai¢iaus n skaitmenu sumai.

3. 1 budas. Skai¢iai 1997%, k = 1,2,...,10'997  nesidalija i3
10997 . Todél bent dvieju i ju 1997™ ir 19977, 1 < m <
r < 101997 | liekanos vienodos. Ju skirtumas

1997" — 1997™ = 1997™ (1997~ — 1)

dalijasi i§ 1097, taigi 1997"~™ — 1 dalijasi i§ 10'%97, todél
baigiasi 1997 nuliais.

2 bidas. Pagal Oilerio teorema a¥(™ — 1 dalijasi i§ m, jei
(@,m) = 1. Tegul a = 1997, 0 m = 10'7. Tada gauname,
kad skaicius

01996

1997#(10™) _ 1 — 1997410"%° _ 4

dalijasi is 101997 | todél jis baigiasi 1997 nuliais.
4. Sudauginame kairiasias puses su desiniosiomis. Tada

0 = cos 3z cos 3y + sin(z + 2y) sin(2z + y)

1
=5 (cos(3x + 3y) + cos(3z — 3y)

+ cos(x — y) — cos(3x + 3y))

(cos(3z — 3y) + cos(z — y)) = cos(z — y) cos(2z — 2y),

N | =

taigi cos(x —y) =0 arba cos(2z —2y) =0.

Pirmuoju atveju x =y +7/2+ wk, k € Z . Is antrosios lygties
gauname

3 sin(2z + y) = 3 sin(3y + 7 + 27k) = —3 sin 3y = — cos 3y,

tg3y =1/3.



Taigi
1 t1_|_7m
= —arctg - + —
Yy guetey T g

1 1 @© ™
= —arctg - + — + — k, k Z.
x 3arcg3—|—2+3+ﬂ', ,n e

Antruoju atveju 2x =2y +7/2+ wk, k € Z. Tada i$ antrosios
lygties gauname

—cos3y =3 sin(2z + y) = 3 sin(3y + /2 + wk)
=3(—1)" sin(3y + 7/2) = 3(—1)* cos 3y,
t.y. cos3y = 0. IS pirmosios lygties gauname
3 cos 3z = sin(z + 2y) = sin(3z — 7/2 — k) = (—1)**! cos 3z,
t.y. cos3x = 0. Todél
sin(3z — 3y) = sin 3z cos 3y — sin 3y cos 3z = 0,
t.y. 3z —3y =ml, | € Z. Vadinasi,
27l = 6x — 6y = 3(w/2 + k) = 3w /2 + 37k.

Taigi 4l—6k = 3, taciau ¢ia kairiojoje puséje yra lyginis skaicius,

o desiniojoje — nelyginis. Priestara.

Atsakymas: x = %arctg% + 5+ 5+ 7k,

y= %arctg%+%; k,n € Z.

. Jel

p=2a"—9° = (x—y) (@' + 2%+ 2*y* + 2 + ¢*)

yra pirminis skai¢ius, tai x—y = 1. Kadangi = ir y — pirminiai,
tai galimas vienintelis atvejis, kai x =3, y = 2. Tada

p=23"-2°=211



taip pat yra pirminis.
Atsakymas: gali, 211 = 3% — 25,

. Tarkime, kad studijuoja n studentu ir @ i§ ju gavo vienodus
pazymius, o b — geresnius. Tada
9,8 a _ 9,9
< =< )
100 "~ n 100
000, _ 1000
99 T T 98
Jeigu 1 < a < 4, tai intervale [1000a/99;1000a/98] néra svei-
kojo skaiciaus, o jei a > 5, tai Siame intervale sveikasis skaicius
yra. Tegul a =5. Tada n =51. Kadangi

50 b 50,9
< <

100 Sn S 100
ﬁ<b<509n’
2 1000

tai intervale [n/2;509n/1000] taip pat turi buti sveikasis skai-

¢ius. Todél n = 51 netinka. Taciau, jei a = 6, tai n = 61 ir

b =31 yra sveikasis skai¢ius intervale [61/2;509-61/1000] .
Atsakymas: 61.

. Turime

0< (a+b—c)?=a®>+b*+c+2(ab — ac — be),
1 7
—ab+ ac+be < E(a2 +b2+c2) =3 <1,
o padalije abi puses i§ abc gauname

1+1+1< 1
c b a abc

. Pastebékime, kad lentoje uzrasytu skaic¢iu kvadratu suma visada
islieka ta pati. IS tiesu, jei i$ skaiciu trejeto a, b, ¢ gaunamas

trejetas (a4 b)/v/2, (a —b)/V/2, ¢, tai
a—i—b)? a—b\2
+( ) +c
( V2 V2
a?+b%+2ab  a®+b* — 2ab
- 2 * 2

+=a®+0*+ 2.
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Taciau V2 + 22 + (1/v2)? = 6,5, o

1242 + (14+v2)2 =6+2V2 > 6,5,

todél tokio trejeto gauti negalima.
Atsakymas: ne.

A E 00’ D
1 pav.

9. Tegul AD = 16, BC = 6, COLAD, CE || AB, O -
atkarpos ED vidurys, C'O’'1LAD, C' — atkarpos EF vidurys,
FD1AD (1pav.). Turime ED = AD—AE = AD—-BC =10.
Tarkime, kad i trapecija ibrézto apskritimo skersmuo lygus 10,
t.y. CO =10. Tada

CE+CD=CE+CF > EF =2EC' =2 C'0'? + EO’?

1 2
= 2\/002 + (§ED> = 2V/125 = 10/5.
Kita vertus,
CE+CD=AB+CD = AD+ BC = 22.

Taigi 22 > 105, 2,22 = 4,84 > 5. Priestara.
Atsakymas: ne.
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10.

11.

Tegul AN = 3CN, BM =2CM, MK || BN (2 pav.). I§
panagiuju trikampiu CKM ir CNB gauname

CM CM 1 1
K=CN-—=CN-—————=CN.-——=-CN.
¢ ¢ BC CM + BM 1+2 3
Taigi KN =CN —-CK = %C’N. I8 panasiyju trikampiu AON
ir AMK gauname

AO AN 3CN 9
MO~ KN KN 2

=4,5.

Atsakymas: 4,5.

2 pav.

Tarkime, kad staciakampio krastiniy ilgiai yra b ir ¢, o istrizai-
nés ilgis yra d. Tada jo plotas yra lygus bc, o

1 1
CIP L ) = 2
bc\2(b +¢) 2al

Taigi staciakampio plotas yra ne didesnis uz puse to staciakampio
istrizainés kvadrato. Vadinasi, dydis

%(a%—i—a%—}—...—i—afn)

yra ne mazesnis uz dalijimo sta¢iakampiu plotu suma, t.y. uz
kvadrato plota. Ta¢iau kvadrato su istrizaine a plotas yra lygus
a?/2 , taigi

%(a%—l—...—kafn)}

ir gauname reikiama nelygybe.
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12.

13.

1 budas. Tarkime, kad f(z) yra periodiné funkcija, o jos perio-
das T'. Tada

0=f(z+T)— f(x)
=sin(z +T) — sinz + cos(z + T)? — cos(z?)
= 2sin(T/2) cos(x + T/2)
— 2sin(2T + T?/2) sin(a? + 2T + T2%/2).

Imkime x = —T/2. Gauname, kad sin(7/2)=0, t.y. T=27k,
keZ, k+#0. Tada

t.y.
1= f(T) =sinT + cos(T?) = sin(2rk) + cos(4m?k?)
= cos(4m?k?),
472 k? = 2mn,
2 =n/k? neZ.

Gauname priestara, kadangi 7 néra racionalusis skaicius.

2 biidas. Jei funkcija sinx + cos(z?) yra periodiné, tai ir jos
isvestiné cosx — 2z sin(x?) taip pat yra periodiné funkcija. Tar-
kime, kad t yra jos periodas. Intervale [0;¢] (taigi ir su visais
realiaisiais x ) 8 funkcija yra ne didesné uz 1 + 2¢t. Taciau
imdami x = \/27k + 7/2, k € N, matome, kad §i funkcija néra
aprezta

| cos (/2mk + m/2)—2/2rk + /2 sin(2rk—+7/2)| > 2v27k—1.

Priestara.

Jel su visais realiaisiais = funkcija f(z) = ae® + b sutampa su
funkcija g(z) = et taj su visais z sutampa ir ju idvestinés

f'(z) = ae® = ae®™ ™’ = ¢/ (z).
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14.

15.

16.

Taigi @ = 0 arba * = ax +b, t.y. a =1, b = 0. Jeigu
a=0,tai b=e’, taciau su visais realiaisiais = galioja nelygybé
e >z (kai x <0, §i nelygybé akivaizdi, o kai > 0, turime
(e —x) =e*—1>0, ty. e*—x yradidéjanti funkcija). Pora
a=1, b=0 tinka.

Atsakymas: a=1, b=0.

Su visais realiaisiais y galioja nelygybé

1
V2
(zr. A. Dubickas, XI Lietuvos komandiné matematikos olim-
piada. Vilniaus universiteto leidykla, 1997, 16 uzd.). Suskirste
duotaja suma i poras, kuriu yra ne maziau negu n/2, ir ivertine
kiekviena i§ ju skaiciumi 1/v/2 i§ apacios (jei n - lyginis,
| cos(2"x)| ivertiname nuliu) gauname

| cosy| + | cos(2y)| =

=

|cosz| 4+ |cos(2z)| + ... + |cos(2"x)| > > %

2

S

Trupmenas uzrasykime taip:

k

% k=78,...,3L
E+(n+2)

Jos nesuprastinamos, kai skaic¢iu k£ ir n+2 didziausiasis bendra-
sis daliklis (k,n+2) =1 su visais k =7,8,...,31. Aisku, kad
n reikSmeés 1 < n < 29 netinka. Jein = 30,31,32,33,34, tai
atitinkamai (8,32) #1, (9,33) #1, (8,34) #1, (10,35) #1,
(8,36) # 1. Taciau, kai n = 35, tai n + 2 = 37 yra pirminis
skaicius, todél jis tarpusavyje pirminis su 7,8,...,31.
Atsakymas: n = 35.

Kadangi

—7x2+3x+4—4+3—7(a:—3)2<5
- 28 14 ’

tai kairioji lygties puse gali buti lygi 0,1,v/2,v/3,2. Kita vertus,

desinioji pusé yra sveikasis skaic¢ius, ne mazesnis uz 1. Taigi
belieka reiksmés 1 ir 2.

14



17.

Pirmuoju atveju turime sistema

{[—7m2 +3z+4] =1,

[2—sinz] = 1.

I$ nelygybiu 1 < —722? + 3z + 4 < 2 gauname, kad

v [3-V93 3-V65 U 34165 3+93
4 14 u 4]

Antroji lygtis tenkinama, kai sinz > 0, t.y. tinka intervalas
(3+\/ﬁ . 3+/93 }
4 » 14 |-

Antruoju atveju turime

[—722 + 3z + 4] = 4,
[2—sinz] = 2.

Is nelygybés 4 < —T72% + 3z + 4 gauname, kad 2 € [0;3/7].
Antroji lygtis tenkinama, kai sinxz <0, t.y. tinka reiksmé z=0.

8 - 3+165. 3+1/93
Atsakymas: x = {0} (*1‘(, *1\[}
Is salygos 4x + by = 7 matome, kad x ir y turi skirtingus
zenklus. Jei x > 0,0 y <0, tai

3 21 +13
5la] = 3ly| = bu + 3y = bz + = (7 — ) = %

Sis reiskinys igyja maziausia reiksme, kai x igyja maziausia
reikSme. Maziausia naturalioji x reiksmeé, su kuria lygtis 4x +
5y = 7 turi sveikaji sprendini, yra z = 3. Tada

21+ 13x
5|lz| — 3|yl = — = 12.

Jei £ < 0,0 y>0, tai

21 + 13z

3
5|z| — 3ly| = —bax — 3y = —bax — — (7 — 4z) = 5

)
15



Didziausia neigiamoji x reikSmeé, su kuria 4z + 5y = 7 turi
sveikaji sprendini, yra x = —2. Tada
21 4+ 13z
S| = 3ly| = — == = 1
Atsakymas: 1.

18. Aisku, kad (z,y,2) = (2°,23,2%) yra toks sprendinys. Jei n —
natiiralusis skaicius, tai (2°n2°,23n12 24n1%) taip pat yra nati-
ralusis sprendinys. Pavyzdziui, galima paimti ir

(z,y,2) = (L +m*)Pm, (L+m?)*, (1 +m*)*)
su natuiraliuoju m.

19. Irodysime, kad su naturaliuvoju k skaicius 4k + 2 néra lygus
keleto is eilés einanciu skaic¢iu kubu sumai. IS tiesu lyginiu skaic¢iu
kubai dalijasi i$ 4, o nelyginiu skai¢iu kubai moduliu 4 paeiliui
yra 1 ir —1. Taigi kubu suma moduliu 4 néra 2. Duotasis skaic¢ius
moduliu 4 yra 2.

Atsakymas: ne.

20. 1 buadas. Turime

1 > sin(2a1) sin(2as) . . . sin(2a1997)

= 21997 gin Q1 ...Sin 1997 COS QY . ..COS (X1997

. . 2
= 21997(sm Qg ...sin a1997) ,

t.y.

sinaj ...sin o997 < 2~ 1997/2,
Lygybé gaunama, pavyzdziui, kai «; = ... = ajggr = 7/4.
2 bidas.

1997 = sin2 o+ ...+ SiIl2 1997 + 0082 a1+ ...+ COS2 1997

1997/ . .
2 1997 SlIl2 aq ... SlIl2 1997

+ 1997 199\7/0052 o1 ...cos% 1997

. . 2/1997
=2 1997(Sln 7 ...8110 a1997) / 5
t.y.
sinajg ...sin o997 < 2—1997/2,

Atsakymas: 271997/2
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XIII LIETUVOS KOMANDINE
MATEMATIKOS OLIMPIADA
Vilniaus universiteto Matematikos fakultetas, 1998 10 17

Olimpiados réméjai: INFO-TEC, BALTIC AMADEUS. Leidyklos
TEV ir ALMA LITTERA.

Organizacinis komitetas: R. Kasuba (pirmininkas), A. Dubickas.
Vertinimo komisija: A. Dubickas (pirmininkas), G. Alkauskas,
V. Bagdonavicius, A. Bastys, V. Cekanavicius, R. Garunkstis, M. Ga-
sitinas, R. Jodelis, R. Kasuba, K. Karciauskas, V. Kazakevicius,
R. Krasauskas, V. Mackevic¢ius, A. Magciulis, J. Macys, M. Mans-
tavicius, H. Marksaitis, A. Plikusas, J. Siaulys, S. Zube.

REZULTATAI

Pirmoji vieta ir profesoriaus Jono Kubiliaus pereinamasis prizas
— Kauno technologijos universiteto gimnazijos pirmajai ko-
mandai.

Antroji vieta — Vilniaus komandai.

Trec¢ioji vieta — Kretingos komandai.

Komanda 112(3]|4(5(6|7|8[9[10/11/12/13|14{15{16{1718[19120| > [Vt
VU MaF 5/0(6|5(5|-|6(5(5|7|5[5|5|4|8|7[4|5|5|8 100 —
KTU I 410(6]0|5|2|6(5|5|7|5(5|5[4|0|7|5|5|5[1|82|1
Vilniaus 0[-10|5|5|-1-15(5|0]1|5(5(4|0|0|5|5|5|1|51|2
Kretingos -1-1-15|5(7|-15|-|-|5|5|-14]|-]-14|5|5[0(50]3
Siauliu 5|0(-15]2|0|-|5(5|0[5|-|5|1|0|0|5|5|5|1|49| 4
Taurages 5|-1-15(5]-|-15|-|-|-14|5|8]|0]|0[5]|5|0|0|47| 5
VU FuX -10]-|4|4[-1-15|5|-|-|1|5|1|0|1|5|5|5|4|45] -
Panevézio B* |4|-|6(4|4|-16(5|3|-|1|-]{0[1]|0|-|5|5(0|0(44|6
Vilniaus lic. 5/0[-1-15]-|-15(1|-]3[5|5|2|0]|0[2|5|-[1|39|7
Kauno ,,Saulé“|-|-|-|5/5]-]|-|5|2|0|5|-|-]0]-]0|5|4|5]|0(36| 8
KTU II 0[-10|5|0|0(0|5(4] - | - 0(3|0|-15(|5(4]1(32|9
Marijampolés |5(-|-[0]5|7|-[0]-]|- 2|0(1|-]1(4|5]0|1|31|10
Panevézio 5/0(0]|0[0|1|-|5(3|-|-|-|5|0]|0|1|5]|-|0|0|25|11
Mazeikiu -1-10(5|1|-|{1|5|3|0|-|-|-|- -15(-]-]1]|21]12
Rokiskio -[-1-15/5(-|-14|-|-|-|-|-1-|-|-12]0]|0]0|16{13
Kupiskio 1|-1-15/0(0|-|4|-|0|-|-|-10]|-[-12/0]{0]|0|12|14
Raseiniu -1-1-1015]-|-|-|- -l=1-1-1-1-14]1-1-1-19 |15

* Panevézio J. Bal¢ikonio viduriné mokykla.
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VU MaF (Vilniaus universiteto Matematikos fakulteto) pirma-

kursiy ir VU FuX (Fizikos ir Teisés fakultetu pirmakursiu) komandos
dalyvavo be konkurso.

10.

. Raskite realiuosius lygties =

Uzdaviniy salygos

. I skaiciaus 1998 skaitmenu sudaromi visi imanomi keturzenkliai

skai¢iai. Kiek i§ ju yra dvieju natiiraliuju skaiciu kvadraty skir-
tumas?

. Turime 1998 realiuosius skai¢ius, kuriuy suma yra lygi nuliui, o

kvadratuy suma — vienetui. Irodykite, kad i$§ ju atsiras du tokie
skaiciai, kuriy sandauga bus ne didesné uz —1/1998.
Jeigu a > b > ¢ > 0, tai irodykite, kad

22 2 p2 22
¢ +C —|—a ¢ > 3a —4b + c.
c a b

. Isspreskite lygti sin®z + cosBz =1.

. Raskite visus tokius a, su kuriais (a+1)2? —2(a—1)z+3a—3

yra neneigiamas, kad ir koks bebtuitu realusis skaicius x .

4 _ 122 + 3 =0 sprendinius.

. Irodykite, kad i§ 13 skirtingy realiuju skai¢iu visada galima nu-

rodyti du tokius skaic¢ius x ir y, jog

0< 279 90 V3.
1+ 2y

. Irodykite, kad 3n vienetu turintis skai¢ius 11...1 be liekanos
—

3n
dalijasi i§ 37.
Sakykime, kad a,, yra paskutinis skai¢iaus n(n +1)/2 desim-
tainés iSraiskos skaitmuo. Raskite
a1 +ag+ ...+ a1908.

Seka {a,} apibréziama salygomis a; =6,

5a, 3
Apy1 = [% —i—Z\/a?L— 12}7 n > 1.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Irodykite, kad a, — 1 dalijasi i$ 10, jei n > 2.

Raskite visus daugianarius P(x), tenkinancius salyga

P(x?) = 2z¢P(x +1) + 3 — 10z — 222,

Irodykite, kad jeigu skaiciaus 5" deSimtainéje israiskoje yra k
skaitmenu, tai skaiciaus 2" deSimtainéje israiskoje ju yra n —
k+1.

Isspreskite lygti

[x] + [2x] + [42] + [8z] + [162] + [32x] = 12345.

Raskite funkcijos
f@)=|z—1+|z—2|+ |z — 3| +...+ |z — 1998]

magziausiaja reiksme.

Ar yra tokia baigtiné, ne mazesné kaip 4 elementu realiuju skaiciu
aibé A, is kurios kad ir kokius skirtingus elementus a, b, ¢ ir
d paémus, skai¢ius ab + cd irgi priklausytu A 7

Sakykime, kad bet kurio Lietuvos rajono vidutiné metiné tem-
peratiura yra lygi kaimyniniu rajonu temperatiiru aritmetiniam
vidurkiui. Ar galétu atsitikti taip, kad vidutiné metiné Vilniaus
rajono temperatiira yra 6°C, o Klaipédos rajono — 5°C.
LygiaSonés trapecijos istrizainés yra statmenos, o jos plotas lygus
10. Raskite tos trapecijos aukstine.

I trikampi jbréztas apskritimas ir nubrézta lygiagreti su pagrindu
liestiné. Raskite trikampio perimetra, jeigu jo pagrindo ilgis 25,
o trikampio viduje esancios liestinés atkarpos ilgis lygus 16.
Keturkampio ABCD kampai ABC ir CDA yra statiis. Tegu

K — nuleisto i§ A i BD statmens pagrindas. Irodykite, kad
tada kampai BAK ir CAD yra lygus.

I kelias dalis gali padalyti plokStuma keturios tokios plokstumos
tiesés?
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Komentarai, nurodymai, sprendimai, atsakymai

1. Tegul A yra naturaliuju skaiCiy aibé, kuria sudaro tokie skaiciai,
kurie yra dvieju kvadratu skirtumas. Kadangi

(n+2)? —n?=4n +4,
tai 8,12,16,20,... € A, o kadangi
(n+1)?2—-n?=2n+1,

tai 3,5,7,9,...,€ A. Lyginiu naturaliuju skai¢iu kvadratai da-
lijasi i$ 4, o nelyginiu kvadratai moduliu 4 yra lygus 1. Taigi
4k + 2, ¢ia k=0,1,2,..., néra jokiu dvieju naturaliuju skaic¢iu
kvadratu skirtumas. Vadinasi, aibe A sudaro visi naturalieji
skaiciai, isskyrus 1,4 ir 4k +2; ¢ia k=0,1,2....

I8 skaic¢iaus 1998 skaitmenu sudaryti lyginiai skai¢iai nesidalija
i§ 4, nes 18 ir 98 nesidalija is 4. Taigi tinka tik nelyginiai skaiciai
9981, 9891, 8991, 1899, 1989, 8199, 8919, 9189, 9819.

Atsakymas: 9 skaiciai.

2. Tegul T <$2<...<Ik<0<xk+1 < ... < T1998 - Kadangi
Ty + ...+ x1908 =0, tai

224t aR<a(z oo+ ap)

= —21(zp1 + - .-+ T1998) < —(1998 — k)x121908-
Analogiskai
xi_H +...+ xfggg < (g1 + - .-+ Z1998)T1998
= —(@1 + 22+ ...+ Tp)T1908 < —k 2171908
Sudéje sias nelygybes, gauname

% +...+ x%ggg < 7(1998 - k)(L’l.’Blggg - k‘i)’]l.’Elggg

l==x
= —19981‘11‘1998.
Taigi X1L1998 < —1/1998.
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3. IS nelygybiu a > b > ¢ > 0 gauname a + b > 2c, taigi

a? —b?

c

> 2(a—b) =2a — 2b.

Taip pat turime 2a > b+ ¢, todél

-1

a

> 2(c—b) =2c—2b.

Analogiskai i$ nelygybés a + ¢ > b gauname

Sudéje sias tris nelygybes, gauname

a?—b 22— a?-c2
+ +

> 2a—2b+2¢c—2b+a—c = 3a—4b+c.
c a b

2

4. Kadangi sin®z ir cos?z < 1, tai

8

1 = sin® 2 + cos x<sin2x—|—0052x=1.

Lygybe galioja, kai sin®z = 1 arba cos®z =1, t.y. kai sin?z =
1 arba sin®z = 0. Taigi = =7n/2, ¢a n€Z.
Atsakymas: x =7mn/2, n€Z.

5. Aisku, kad a > —1. Kvadratinio trinario diskriminantas yra
lygus

D=4(a—1)>—4(a+1)(3a — 3) = 8(1 — a)(a + 2).
Taigi

(2(a+ 1)z —2(a—1)*=D
4(a+1)

(a4 1)z* —2(a — 1)z +3a — 3 =

(a+ 1)z —(a—1))*+2(a—1)(a+2)
a+1 '
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Kadangi a > —1, tai i$ nelygybés (a — 1)(a + 2) > 0 gauname
a>1.
Atsakymas: a € [1;+00) .

6. Pastebékime, kad

2t =120 4+3=2"4+6224+9—622—122— 6
= (22 +3)° —6(z + 1)

= (2 +3+V6(z + 1)) (2* +3 — V6(z + 1)).

Lygtis 22 + 3+ V62 + v/6 = 0 realiuju Saknu neturi, o lygties
22+ 3 — 62 — /6 =0 saknys yra

12 = é(\@i Vavs—6).

Atsakymas: © = %(\/6 + /46 — 6) )

7. Aisku, kad ir koks butu realusis z;, j = 1,2,...,13, atsiras
toks realusis «;, j = 1,2,...,13, —71/2 < a; < /2, kad
x; = tgay . I8 Dirichlé principo iSplaukia, kad yra bent du tokie
indeksai m ir n, jog

0 < tglam — a,) < tgls® =2 — V3.
Kadangi

tgam —t8an  Tm — Tp

tg(am — ) = =
g(am = an) 1+tgamtga, 1+ x,2,’

tai skai¢iu pora (z,y) = (Tm, z,) tenkina uzdavinio salyga.
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8.

10.

Aisgku, kad 3n vienetu turintis skaicius be liekanos dalijasi is 111.
Kadangi 111=3 - 37, tai i§ ¢ia iSplaukia ir uzdavinio teiginys.

. Pastebékime, kad skirtumas

(n+20)(n+21) n(n+1)

2 2

2+ 41n + 420 —n? —
_nt ”+2 T 90n + 210 = 10(2n + 21)

dalijasi i§ 10, todeél skaiciaus n(n + 1)/2 deSimtainés israiskos
paskutinis skaitmuo sutampa su skaiciaus (n + 20)(n + 21)/2
paskutiniu skaitmeniu. Kai n =1,2,3,...,20, tai n(n+ 1)/2
paskutinis skaitmuo yra atitinkamai 1, 3, 6, 0, 5, 1, 8, 6, 5, 5,
6,8, 1,5, 0,6, 3, 1, 0, 0. Toliau si seka periodiskai kartojasi.
Kadangi 1998=99 - 20+18, tai ieskomoji suma yra lygi

9(1+3+6+0+5+1+8+6+5+5+6+8+1+5
+0+6+3+14+04+0)+14+3+6+0+5+1+8+6
+5+5+6+8+1+5+0+6+3+1=100-70="7000.

Atsakymas: 7000.
Irodysime, kad a,4+1 = 2a, — 1. Aisku, kad

5a 3
an+1<Tn+Z az —12
5a 3a
<t =2
Lieka irodyti, jog an41 = 2a, — 1. I8 tiesu, jei an+1 < 2a, — 2,
tai 5 5
2an—12an+1+1>%+1\/a%—12,
t.y.

3a, —4 > 3y/a? —12.

I3 Sios nelygybés gauname
9a2 — 24a,, + 16 > 94 — 36,
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11.

12.

t.y. a, < 13/6 < 3. Priestara. Taigi as = 2a; — 1 = 11 ir
as — 1 dalijasi i§ 10. Jei a, — 1 dalijasi is 10, kai n > 2, tai

ant1 — 1 =2a, —2=2(a, — 1)

taip pat dalijasi i§ 10. Teiginys irodytas remiantis indukcija.

Is karto aisku, kad sis daugianaris (jei toks egzistuoja) néra kons-
tanta. Tarkime, kad jo laipsnis yra n, n > 1. Tada desiniosios
lygybés

P(2?) 4+ 22% =22 P(z + 1) + 3 — 102

puseés laipsnis yra n+1. Jei n > 1, tai kairiosios pusés laipsnis

yra 2n, t.y. daugiau negu n + 1. Taigi tegul n =1 ir P(x) =
ar +b. Tada

(a+2)z® +b=2z(a(z + 1) + b) + 3 — 10z,

t.y.
(2 —a)z? + (10 — 2a — 2b)x +b— 3 = 0.

Gauname lygéiu sistema

2—a=0,
10 — 2a — 2b =0,
b—3=0,

kuri turi vienintelj sprendini a =2, b= 3.
Atsakymas: 2x + 3.

Jei skaiciaus 5" deSimtainéje iSraiskoje yra k skaitmenu, tai
10*~1 < 5" < 10F . Padaugine §ia nelygybe i§ 2", gauname

2" . 10F 1 < 10" < 2™ - 107,
i§ ¢ia iSplaukia

10" < 2" < 10" R
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13.

14.

Kadangi 2" # 10"~**! (¢ia viena pusé dalijasi is 5, o kita ne),
tai
10"7F < 2m < 1on kL

Vadinasi, 2" turi n — k + 1 skaitmeni.

Tarkime, kad k yra naturalusis, o = — teigiamas realusis skai-
cius. Tada

klz] < [ka) < kz < k([z] + 1) = k[z] + k,
taigi k[z] < [kz] < k[z] + £ — 1. Vadinasi,
63[x] < [z] + [2z] + ... + [322]
<63[z]+14+3+7+15+ 31 =63[x] + 57,

ty. 63[z] < 12345 < 63[z] + 57. Jei [z] < 195, tai 63[z] +
57 < 12342 < 12345, o jei [z] > 196, tai 63[x] > 12348 >
12345. Vadinasi, §i nelygybiu sistema, tuo paciu ir duotoji lygtis,
sprendiniu neturi.

Atsakymas: (.

Tarkime, kad a < b. Tada

a+b—2z, kai x <a,
|l —al+|z—bl=< b—a, kai a <z < b,
2r —a—>b, kai x >b.
Taigi funkcijos |z — a| + |z — b| maziausioji reiksmeé yra b —a,
o pasiekiama ji yra intervale x € [a;b]. Suskirste duotaja suma
i poras, turime
|z — 1] + |z — 1998| + |z — 2| + |x — 1997| + ... + [z — 999]
+ |z —1000] > 1998 — 1 + 1997 — 2 + ... + 1000 — 999
=14+2+...4+1998 —2(1+2+...4+999) = 9992 = 998001.

Lygybé gaunama intervale [999; 1000].
Atsakymas: 998001.
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15. Taip, pavyzdziui, {0,1/2,1,2}.
Atsakymas: taip.

16. Tarkime, kad M yra didziausioji i§ visu temperatiry. Ji yra lygi
kaimyniniu rajonu temperatiry aritmetiniam vidurkiui. Aisku,
kad tada visu kaimyniniu rajonu temperatiros taip pat lygios
M ir t.t. Is ¢ia iSplaukia, kad visos temperatiros lygios.

Atsakymas: ne.

17. Tarkime, kad trapecijos pagrindu ilgiai yra lygis a ir b, auks-
tinés ilgis — h, o istrizainés ilgis — d. Kadangi trapecija ly-
giaSoné, o jos istrizainés statmenos, tai jos plotas

1 a+b
S==d>= h.
2 2
Taigi
2
d2:h2+(a;b> Son 00 _og_ g2,

Lygybé cia yra tik tada, kai

a+b
h= 5

Vadinasi, S =h? ir h=+/S =+/10.
Atsakymas: V10,

18. Tarkime, kad AC =25, DE =16. Tada

AD+CE =AC+ DE =25+ 16 =41.

3 pav.
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Pazymékime z = BD + BE (3 pav.). I$ panaSiuju trikampiu
BDE ir BAC gauname

BD+BE DE
AB+BC ~ AC’

t.y.
T - 16
x+41 25

Is ¢ia x = 656/9 . Trikampio perimetras lygus

656 1250
— 441 +25 = ——.
9 Tk 9

Atsakymas: 1250/9.

4 pav.

19. Aisku, kad kampai CAD ir CBD yralygis (4 pav.). I§ staciojo
trikampio BK A gauname, kad BAK = 90° — ABD . Kadangi
kampas ABC = 90°, tai CBD = 90° — ABD . Taigi BAK =
CBD =CAD.
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20. Is 5 pav. matome, kad keturios tiesés gali padalyti plokstuma i

\ /><\ \/5(
a

5 pav.

5,8,9, 10 ir 11 daliu. Irodysime, kad kitu atveju ¢ia negali buti.
Aisku, kad jei visos keturios tiesés yra lygiagrecios, tai jos dalija
plokstuma i 5 dalis. Tarkime, kad ne visos tiesés lygiagrecios.
Tada yra ir ju susikirtimo tasku. Tegul K yra apskritimas,
kurio viduje yra visi susikirtimo tagkai. IS Sio apskritimo iSeina
8 spinduliai (6 pav.), taigi yra ne maziau kaip 8 dalys. Lieka

7

6 pav.

irodyti, kad i viso daliu yra ne daugiau kaip 11. IS tiesu pirma
tiesé dalija plokstuma i dvi dalis. Antroji tiesé daliu skai¢iu
gali padidinti dar dviem dalimis, be to, atsiras vienas susikir-
timo taskas. Trecioji tiesé duoda dar daugiausiai du susikirtimo
taskus bei tris dalis. Ketvirtoji — tris susikirtimo taskus ir ke-
turias dalis. IS viso gali buti ne daugiau kaip

24+24+3+4=11

daliu.
Atsakymas: 5, 8,9, 10 ir 11.
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