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1. Trikampio ABC' krastinése AB ir AC' atitinkamai pazymeéti tokie taskai
K ir N, kad KB = KN. Kampo ACB pusiaukampiné kerta trikampio
ABC' apibréztinj apskritima taskuose C' ir R. IS tasko R | ties¢ AB
nuleistas statmuo kerta atkarpa BN taske D. Irodykite, kad taskai A,

K, D ir N priklauso vienam apskritimui.

Sprendimas. Tbréztinio kampo AC' B pusiaukampiné dalija lankg AB,
i kurj jis remiasi, pusiau (zr. pav.).
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Taigi taskas R yra Sio lanko AB vidurys ir i$ jo j styga AB nuleistas stat-
muo (deél simetrijos) dalija ja pusiau. Trikampio ABD pusiaukampiné ir
aukstine is virsunés D sutampa, todél jis lygiasonis: ZABD = /BAD =
= /KAD. Trikampis BKN taip pat lygiasonis, nes KB = KN, to-
del /ZKBN = /KNB = /KND. Kadangi ZABD = /KBN, tai
/KAD = /ZKND ir keturkampis AK DN yra jbréztinis.

2. Aibe, sudaryta is m > 2 naturaliyjy skaiciy, vadiname paprasta, jei bet
kurie du tos aibés elementai yra tarpusavyje pirminiai skaiciai. Raskite

maziausig naturalyjj skaic¢iy n, kad bet kuriai paprastai aibei, kuri yra



aibés S = {1,2,...,2017} poaibis ir kuri turi lygiai n elementy, visada
priklausyty bent vienas pirminis skaicius.

Sprendimas. Aibés S poaibis
T = {1,223 5% 7% 11% 13% 17%,19%,23% 29% 312 377 417 43%*}

(Cia 43% = 1849 < 2017) yra sudarytas i$ visy galimy pirminiy skaiciy
kvadraty ir vieneto. Vadinasi, T yra paprasta aibé, kurioje néra pirminio
skaiciaus. Tokie bus ir T poaibiai. Todél n > |T'| = 15.

Nagrinékime n = 16 ir bet kurj aibés S poaibj U, kuris yra paprasta
aibé, turinti 16 elementy. Tarkime, kad joks U elementas néra pirminis
skai¢ius. Tada bent 15 aibés U elementy aq, as, . . ., a5 (galbut isskyrus
skaic¢iy 1) yra sudétiniai skai¢iai. Skai¢iaus a; maziausia pirminj daliklj
pazymékime p;. Tada a; > p?. Kadangi skaiciai a; yra poromis tar-
pusavyje pirminiai, tai skaiciai pq,...,p15 yra skirtingi. Nemazindami
bendrumo galime laikyti, kad p; < ps < --- < p15. Tada p; > 2, ps > 3,
.., pua = 43, p1s > 47. Tadiau tokiu atveju a;s > 472 = 2209 > 2017
nepriklauso S, priestara. Vadinasi, aibei U butinai priklauso pirminis

skaicius, o skaic¢ius n = 16 tenkina uzdavinio salyga.

Atsakymas: n = 16.

. Du daugianarius su sveikaisiais koeficientais A(z) = a,z"+...+a1x+ag
ir B(x) = bpa™ + ...+ bix + by (¢ia m,n > 0 ir a,, b, # 0) vadiname
panasiaisiais, jei m = n ir jei rinkiniuose ag, ay, ..., a, ir by, by,..., b,
kiekvienas sveikasis skaic¢ius sutinkamas po tiek pat karty.

Daugianariai su sveikaisiais koeficientais P(z) ir Q(z) yra panasieji ir
P(16) = 32012,

a) Irodykite, kad Q(32°1?) # 0.

b) Raskite maziausia galima |Q(3%°'?)| reikSme.

Sprendimas. PaZymékime A = 32912, Kadangi 3* = 1 (mod 5) ir
412012, tai A = 1 (mod 5). Be to, P(z) ir Q(x) koeficientai yra tie
patys, todeél ir ju sumos lygios: Q(1) = P(1). Tada

QA =Q(1)=P(1)=P(16)=A=1 (mod5),

t.y. Q(A) =5k + 1suk € Z. Vadinasi, Q(A) # 0 ir |Q(A4)] > 1.
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Irodysime, kad reikSmeé |Q(A)| = Q(A) = 1 pasiekiama. Tam imkime
panaSiuosius daugianarius P(z) = az? + bx + ¢ ir Q(x) = cx? + ax + b.
Reikia jrodyti, kad lygéiu P(16) = A ir Q(A) = 1 sistema, t. y.

256a + 16b + ¢ = A,
cA? +aA+b=1,
turi sveikaji sprendinj (a, b, c) € Z3, kur a,c # 0.

Galime eliminuoti ¢ = A — 256a — 16b antrojoje sistemos lygtyje ir
palikti vieng lygti A% — 256aA4% — 16bA2 + aA+ b = 1 arba, pertvarkius,

a(256A% — A) +b(16A4% —1) = A> — 1.
Pazymeékime d =DBD(256A4%—A,16A?—1). Tada i$ d dalijasi ir A3—1 =
= (16A% — 1)(16A% + 1) — (256 A% — A)A?%. Pazymékime

25642416471 A1

R
Tada gautoji lygtis jgyja pavidala adu+bdv = dw. Kadangi DBD(u,v) =

=1, tai lyginys ua = w (mod v) turi sveikaji sprendinj a # 0, kuris kar-
tusub = (w—ua)/v tenkina lygti ua+bv = w, o todél ir adu+bdv = dw.
Taigi su §iais a,b € Z ir su ¢ = A — 256a — 16b turésime Q(A) = 1. (Cia
¢ yra nelyginis skai¢ius, todél ¢ # 0.)

Pastaba. Q(A) =1 galima gauti ir kitaip. Pavyzdziui, imant daugia-
narj P(z) = (z — 16)(x — A)(azx + b) + A, kur (a,b) yra sveikasis lygties
16Aa — (16A+ 16 + A)b = A + 1 sprendinys, o Q(x) gaunant is P(x),

sukeitus koeficientus ag ir a; vietomis.

Atsakymas: b) 1.

. Duoti pirminiai skai¢iai p > ¢ ir naturalieji skaiciai k, ¢. Aibe A sudaro
visi naturalieji skaic¢iai n, su kuriais p*¢‘n dalijasi i$ p + n.

a) Irodykite, kad |A] > 1.

b) Irodykite, kad |A| > kl + k + ¢.

c¢) Irodykite, kad |A| < kO + k+ 20— 1.

d) Ar egzistuoja pirminiy skai¢iy pora p > ¢, su kuria |A| = 127, kai

k=1¢=107

(Cia |A| Zymi aibés A elementy skaiciy.)



Sprendimas. Pazymékime m = p + n. Aisku, kad m > p, o skaicius
Phg'n = pFgm — p*l¢" dalijasi i§ m tada ir tik tada, kai m|pF+iqgt.
Kadangi p ir ¢ yra pirminiai skaiciai, tai m = p%q® su sveikaisiais a, b,
tenkinanciais tokias salygas: 0 <a < k+1,0<b < lirm=pg® > p.
Sios salygos ne tik biitinos, bet ir pakankamos. Imdami pora (a,b) =
= (2,0), t. y. m = p?, gauname, kad m > p. Taigin=m—-p=p>*—p¢€
€ A, ir a) dalis jrodyta.

Pora (a,b) = (0,0) netinka, nes m = p°¢" = 1 < p. Dél tos pacios
priezasties netinka ir poros (a,b) = (0,1) (nes ¢ < p) bei (a,b) = (1,0).
Taigi i$ viso tinkamy pory (a, b) yra ne daugiau kaip (k+2)({+1)—3 =
= kl+k+2¢—1. Vadinasi, |A| < kl+k+2(—1, ir ¢) dalis jrodyta. Kita
vertus, visos poros (1,b), kai 1 < b < ¥, ir (a,b), kai 2 < a < k+ 1 bei
0 < b < {, visada tinka. Juy yra {+k(¢+1) = kl+k+ (. IS ¢ia isplaukia,
kad |A| > kl + k + ¢, taigi b) dalis jrodyta. Be to, jei egzistuoja toks
natiiralusis by < ¢, kad ¢! < p < ¢%, tai tinka dar ir poros (0, b), kai
bo < b </, oporos (0,b), kai b < by, netinka. Vadinasi,

Al =kl +k+0+0—by+1=k0+k+20—by+ L.

Irase k = ¢ = 10, gauname |A| = 131 — by. Taigi, su bet kuria pirminiy
skaic¢iy pora p > ¢, tenkinancia salyga ¢ < p < ¢* (ia by = 4 ir,
pavyzdziui, (p,q) = (11,2)), turime |A| = 127, ko ir prasoma d) dalyje.

Atsakymas: d) taip, egzistuoja; pvz., p = 11,q = 2.

. Raskite visas tokias funkcijas f : R — R, kurioms lygybé
f@fy) —yf(@) = fley) —ay

galioja su bet kokiais realiaisiais skaiciais z ir y.
(Cia R Zymi visy realiyjy skaiciy aibe.)

Sprendimas. Duotaja lygybe pazymékime (k).

Jei f(0) = c# 0, tai j (x) jrase y = 0, x = 2 gauname, kad f(2) = c,
kai z € R. Taigi funkcija f yra konstanta, tac¢iau tada (x) negalioja, kai,
pvz., x = y = 1. Gavome priestara. Vadinasi, f(0) = 0.

Kai z = y, tai i§ () gauname f(0) = f(2?) — 22, arba f(2?) = 22
Kadangi 22 gali buti bet koks teigiamas skaicius, tai f(z) = z > 0, kai
x> 0.
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Kai z,y < 0, tai f(zy) = xy, todél is (x) gauname f(zf(y)—yf(z)) =
= xy — xy = 0. Tada bet kokiems z,y < 0 turime zf(y) — yf( ) < 0.
Sukeite z ir y gauname yf(z) — zf(y) < 0. Taigi zf(y) — yf(z) =
arba f(x)/x = f(y)/y, kai z,y < 0. Vadinasi, f(x)/z = d yra konstanta
ir f(z) =dz, kai z < 0.

Kai z = —1, y = 1, tai i§ (%) gauname f(—1-1—1-(—d)) = —=d + 1,
arba f(d—1) = —(d—1). Jeid # 1, tai f(d—1) #d—1. Todéld—1 < 0
ir f(d—1)/(d—1) =—1=d. Vadinasi, d = 1.

Kai d =1, tai f(z) = = su kiekvienu x € R. Lengva patikrinti, kad i
funkcija tenkina (x).

Kai d = —1, tai f(x) = |z| su kiekvienu z € R. Lygybe¢ (x) ir c¢ia
tenkinama: lygybés |z|y| — y|z|| = |zy| — xy abi pusés neneigiamos
(lzy| = zy), o ju kvadratai lygus tam paciam skaiciui 22%y? — 2xy|zy|.

Atsakymas: f(z) =z, z € R, ir f(z) = |z|, z € R.

. Duotas naturalusis skaic¢ius n > 4. Taisyklingasis n-kampis padalijamas
i trikampius, nubréziant n — 3 nesikertancias (neturincias bendry vidiniy
taskuy) jstrizaines. Kiek daugiausiai tarpusavyje nelygiy trikampiuy gali
buti tarp gautyjy?

Sprendimas. Bréziant jstrizaines, kiekviena nauja jstrizainé dalijo vie-
ng is daliy, j kurias tuo metu buvo padalytas n-kampis, i dvi dalis. Taigi
bendras daliy skaic¢ius didéjo vienetu ir, nubrézus visas n — 3 jstrizaines,
gauti n — 2 trikampiai. Tarkime, kad gauta a trikampiy, kuriy visos
krastinés yra n-kampio viduje, b trikampiy, kuriy lygiai dvi krastinés
yra n-kampio viduje (o viena krastiné sutampa su n-kampio krastine),
ir ¢ trikampiy, kuriy tik viena krastiné yra n-kampio viduje (o dvi kras-
tinés yra gretimos n-kampio krastinés). Atitinkama tarpusavyje nelygiuy
kiekvienos rusies trikampiy skaic¢iy pazymékime aq, by ir ¢;. Skirtingy
rusiy trikampiai negali buti lygus, nes taisyklingojo n-kampio bet kuri
jstrizainé ilgesné uz krastine, o skirtingy rusiy trikampiai turi po skir-
tinga kiekj krastiniy, esanc¢iy n-kampio krastinémis. Todél uztenka rasti
didziausia galimg N = a; + b; + ¢; reiksSme.

Bendras trikampiy skaicius yra n —2 = a+ b+ ¢, o bendras n-kampio
krastiniy skaicius lygus n = b+ 2¢. Eliminave ¢, gauname 2a+b = n—4.

Visi treciosios rusies trikampiai yra lygus, todél ¢; < 1. Antrosios rusies



visi jmanomi nelygus trikampiai gaunami pasirinkus dvi gretimas n-
kampio virsunes ir jungiant jas su viena i$ joms negretimy n—4 virsuniy.
Cia dél simetrijos gausime lygiy trikampiy poras, todél by < (n — 4 +
+1)/2 = (n—3)/2. Taigi
—4-0
N:a1+b1+C1<a+b1+1:nT+b1+1<
—4-b —24b _n—2+22 3p-7
R R R e et

2 2
Didziausia galima reiksmé N = [22=f] pasiekiama, kai n-kampyje

In—7
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AgAq ... A,y virsuné Ap sujungiama su virsunémis Ay, Ay, . .. ,Ag[%} ir
virsunémis AQ[%]+1,A2[%]+2,...,An_g. Taip gauname ¢, = 1 ir b; >
=>n—3— 2[%], nes AoAn_g < AoAn_g, <0 < AOAQ[%H_Q < AOAQ[%]_H.
Kai n = 0 arba 1 (mod 4), tai AoAgna < AgAgnipr < AgAgm), ir
b, dar vienetu didesnis. Virsuné A, sujungiama su Ay, Ay su Ag, ...,
Ag[%},g su Ag[%]. Taip gauname a; > [§] — 1, nes AgAy < AgAy < ... <
< AgAg(z). I8 viso tarpusavyje nelygiy trikampiy bus
N>n—3—2[%} + [Z] 14l=n-3- [%},
kain =4k +2ir4k+3 (CGla k€ Z),ir N > n —2—[§], kain = 4k ir

4k + 1. Visais 4 atvejais N > [32=T], todel N = [22=T].

3n—7]'

Atsakymas: [*4



