SUDUVOS KRASTO GIMNAZIJU MATEMATIKOS OLIMPIADA

UZduotis ir sprendimus parengé VU MIF docentas Romualdas KaSuba
2009 metai

1. Sveikas teigiamas skaicius yra vadinamas marijampolietisku, jeigu jis:

(#) yra keturZenklis;
(%) visi jo skaitmenys yra skirtingi;
(%) visi jo skaitmenys yra nelyginiai;
(#) jis dalijasi be liekanos i§ 9.

(A) Nurodykite vieng marijampolietiskq skaiciy.

(B) Nurodykite tris marijampolietiskus skaiCius.

(C) Kiek 18 viso yra marijampolietisky skaiciy?

Sprendimas.
(A) Tinka, pavyzdziui, skaicius 1539, nes jis keturzenklis, jo skaitmenys yra nelyginiai ir
skirtingi. Jis taip pat dalijasi i§ 9, nes jo skaitmeny suma
1+5+3+9=18
dalijasi i$ 9.
(B) Tinka ir bet kurie skaiciai, gaunami i$ 1539, perstatant jo skaitmenis, pavyzdziui, dar
galima paimti 1359 ir 9531.
(D) Kadangi yra 5 nelyginiai skaitmenys
1,3,5,7,9,
o mums reikés panaudoti 4 i$ jy, tai pirmiausiai galime suskaiciuoti jy visy sumg
1+3+5+7+9=25
ir pasizitiréti, kas biity, jei i$ jos atimtume vieng — visais galimais budais:

251 =24,
25-3 =22,
255 =20,
25-7 =18,
25-9 =16.

Tik vienas skirtumas yra dalus i§ 9 — kai neimame skaitmens 7. Vadinasi tik
keturZenklis skaiCius, sudarytas i§ skaitmeny
1,3,5ir9
tenkina uzdavinio salyga.

Kadangi keturis skirtingus skaitmenis perstatinédami vietomis i§ viso galime gauti 24
skirtingus skaiCius, tai visi tie skaiCiai ir tenkins uzdavinio salyga, o daugiau kitokiy skaiciy
negali biiti.

Todél (C) dalies atsakymas yra 24.

Atsakymai:

(A) Pvz.: 1539;

(B) Pvz.: 1539, 1359, 9531,

(C) Yra 24 marijampolietiski skai¢iai.

2. Pirmojo Marijampolés dangoraizio, kuriame yra dvi laiptinés, bendrijos pirmininkas
Brusokas daro rinkliavg naujiems daugiabu¢io namo buty numeriams jsigyti. Arminas Trupinys-
Trupinélis i§ 100-tojo buto antroje laiptinéje tiesiai paklausé, kod¢l toje laiptinéje reikia surinkti
40% daugiau pinigy, nors buty ir vienoje, ir kitoje laiptin¢je yra vienodai. Pirmininkas Brusokas
nemirkteléjes pareiské, kad kiekvienas dvizenklis buto numeris kainuoja dvigubai, o trizenklis



buto numeris — net trigubai daugiau negu bet kuris vienazenklis buto numeris. Kiek buty yra
tame pirmajame Marijampolés dangoraizyje?

Sprendimas. I salygos matome, kad tame name yra dvi laiptinés. Sakykime, kad
kiekvienoje 18 jy yra po k buty, tada visame name yra 2k buty.
Tada pirmoje laiptinéje yra 9 butai, kuriy numeriai, yra patys pigiausi, nes
vienazenkliai skaiciai. Sakykime, kad vienas vienazenklis buto numeris kainuoja

a

lity, tada pagal salyga dvizenklis buto numeris kainuoja
2a,

o trizenklis buto numeris —
3a

lity.
Tada visi £ pirmosios laiptinés buty numeriai kainuoja
(k=9)-2a+9a
lity, o visi kitos, laiptinés, kur gyvena Petras Trupinys, buty numeriai kainuoja
(99 —k) - 2a +(2k—99) - 3a

lity.
IS salygos
(99 —k) -2a +(2k—99) 3a)=1,4((k—9) - 2a + 9a).
Suprasting i§ a gauname
((99—k)-2 +(2k—99) -3)=1,4((k—9)-2+9).
Toliau viskas aisku — padauginus abi puses i§ 5 gautume
1099 —k) +(2k—99) -15= 7 ((k—-9)-2+9),
990 — 10k + 30k — 1485 =14 k— 126 + 63,
20k —495 =14 k- 63,
6k = 432,
k = 72.
Vadinasi, i$ viso 2 laiptiniy name yra
2k = 144
butai.
Atsakymas.
Name yra 144 butai.

3. (IS dar neskelbty sensacingy Jono Totorai¢io archyve aptikty tikry ziniy apie pirmaji
zinoma Marijampolés kraste iSsprestg geometrini uzdavini.)
Taskas M yra staciakampio ABCD krastinés BC vidurio taSkas, o taskas K priklauso
staciakampio krastinei CD.
Be to, yra zinoma, kad
£ KAM = ZMAB.
Negi imanoma tiek teturint nustatyti ZKMA diduma?

Sprendimas.
Pratgskime atkarpg AM iki susikirtimo su tiese CD tasko L. Tada
£ MAB=/ZMLC
(kaip vidaus priesiniai kampai), o kadangi i salygos
/£ KAM = ZMAB,
tai
£ KAM = ZMLC.

Vadinasi, AKAL yra lygiasonis, o jo pagrindas yra AL.



Kadangi statieji trikampiai
AMBA ir AMCL
yra lygis
(£ MAB = ZMLC ir remiantis saglyga MB = MC),
tai
MA = ML.
Vadinasi, KM yra lygiaSonio trikampio pusiaukrastiné AKAL, iSvesta i§ lygiaSonio
trikampio vir$iings j jo pagrinda; todel KM yra ir to lygiaSonio
AKAL
auksting, taigi KM su AM sudaro
90°
arba staty kampa, kurio mes ir ieSkojome.
Atsakymas. ZKMA = 90°.

4. Vienas sumanus tévas Marijampoléje augino 10 vaiky ir su jais kas savait¢ ruosdavo
sekmadienio pietus. Viena sekmadienio rytg jis buvo staiga iSkviestas j darba, bet nuramino
vaikus sakydamas, kad iki piety jis spésigs pargrizti. Kad pabaige ruosti pietus vaikai
nenuobodziauty ir neliidéty, jis i§dalino jiems marskinélius su numeriais

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

ir pasaké, kad jeigu jie vieni sugebés taip susésti prie svetainéje stovincio apskrito sekmadienio
piety stalo, kad bet kuriy trijy greta sédin¢iy broliy marskinéliy numeriy suma bus

(f1) nedidesné uz 15, tai jis kiekvienam broliui duos po 10 lity skatinamyjy
pinigy;

(O) nedidesné uz 14, tai jis kiekvienam broliui duos jau po 20 lity skatinamyjy
pinigy;

(£2}) nedidesné uz 13, tai jis kiekvienam vaikui duos net po 50 lity skatinamyjy
pinigy.

(A) Ar jmanoma broliams gauti po 10 lity?

(B) Ar jmanoma broliams gauti po 20 lity?

(C) Ar jmanoma broliams gauti po 50 lity?

Sprendimas.
10 broliy su numeriais
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
tikrai gali susésti taip, kad bet kuriy 3 greta sédinCiy broliy numeriy suma nepraSoka 15.
Pateikiame pavyzdj.

—_
[\

Todél po 10 lity broliai uzdirbti gali (pvz., jeigu susésty taip, kaip ka tik buvo
nurodyta).

Irodysime, kad po 20 lity broliai uzdirbti negali. Tam pakanka jrodyti, kad broliai
negali susésti taip, kad bet kuriy trijy greta sédinciy broliy numeriy suma niekada neprasoka 14.

Tarkime, kad jie gali taip susésti. Tada galime tarti, kad kaip praeitame pavyzdyje
“auksciausiai” sédi brolis su numeriu 0. Tada likg 9 broliai gali biiti suskirstyti j tris kaimyniniy
broliy trejetus po 3 brolius. Jeigu ty 3 trejety suma numeriy suma neprasoka 14, tai 9 nenuliniy
broliy numeriy suma neprasoka
14 - 3=42.



Bet 10 brolis yra su numeriu 0, vadinasi ir visy 10 broliy numeriy suma neprasokty
42, 0ji juk yra
0+1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.
Gautas priestaravimas rodo, kad susésti taip, kad iSeity po 20 lity, nejmanoma,
vadinasi, juo labiau nejmanoma susésti taip, kad ta suma biity dar mazesné.
Taigi ir uzdirbti po 50 lity nejmanoma.
Atsakymas. (A) Taip (B) Ne (C) Ne

2010 metai

1. Paciame didziausiame Suvalkijos akvariume, esanciame Marijampolés lopselyje-
darzelyje “Nykstukas”, plaukioja ne viena auksiné zuvelé, is viso yra 280 zuveliy. Ripestingi
tévai planuoja papildomai jleisti j tq akvariumg 60 auksiniy zuveliy ir yra labai patenkinti
suvoke, kad nuo to auksiniy Zuveliy dalis tame garsiajame Marijampolés akvariume
padvigubéty.

Kiek auksiniy zuveliy yra dabar tame akvariume?

Sprendimas
Isivaizduojant, kad pradzioje akvariume ramiai sau jau plaukiojo
X
auksiniy zuveliy, tai jleidus jy dar
60,
ty jstabiy auksiniy Zuveliy jau biity
x + 60.
Pagal nusakytas proporcijas
X _ x4 60
280 340
Palengvinus vardiklius panare daugyba i§ 20 bty
x_x+60
7 17

Todél
17x ="T7(x + 60)
ir
x=42.
Atsakymas.
Dabar tame akvariume yra
42

auksinés Zuvelés.

2. Besvilpaujantis Suvalkijos berniokas per aritmetikos pamokas labai taupiai naudodavo
skirtingus skaitmenis.
Lygybéje
0,%% + (), %% 4 (), %% 4 () %% = |
kiekvieng zvaigzdute berniokas tesutinka pakeisti tik skaitmeniu 2 arba skaitmeniu 3 ir vis tiek
tikisi paversti jq teisinga skaitine lygybe.
Ar tai jam pavyks?
Jeigu tokia keturiy démeny lygybé yra jmanoma, tai kam tada galéty biiti lygus
pats pirmasis is 4 tos lygybés déemeny?



Jeigu sumos démeny perstata nelaikoma skirtingu sprendiniu, tai ar galéty
Suvalkijos berniokas rasti dar kitq skirtingq tokiy keturiy skaiciy rinkinj?

Sprendimas
Aritmetiniai tyrimai rodo, kad yra tik du tokie i§ esmés skirtingi (kurie nesutampa,
perstatinék tu juos, gerasis Zmogau, kaip bepanoréjes) skai¢iy ketvertai:
0,22+0,23+0,23+0,32=1
ir
0,22 +0,22+0,23 +0,33 =1.
Todél matome, kad pats pirmasis i$ keturiy tos lygybés démeny gali buti
0,22,
0,23,
0,32
arba net ir
0,33.

Atsakymas
Lygybé imanoma.
Pirmasis sumos demuo gali bati lygus
0,22, 0,23, 0, 32 arba 0,33.
Yra du tinkantys (perstatinéjant nesutapatinami) skaiéiy rinkiniai:
{0,22, 0,23, 0,23, 0,32}

{0,22, 0,22, 0,23, 0,33}

3. Marijampolés centro futbolo turnyre dalyvavo 6 komandos, kuriy kiekviena suzaidé po
vienas rungtynes su kiekviena kita is likusiy komandy. Zaidimo taisyklés Suvalkijos sostinéje
buvo tokios: uz laimétas rungtynes komanda gauna 3 taskus, uz suzaistas lygiosiomis — 1 taskg, o
uz pralaiméjimg komandai jskaitoma 0 tasky.

Suvedus visus rezultatus paaiskéjo, kad ,, Sesupés pramustgalviy* komanda, kuri pradéjo
treniruotis vos pries 3 dienas, uzémé tame turnyre paciq paskutine vietq, surinkusi maziau tasky
uz bet kurig kitq tame turnyre Zaidusiq komandg.

Metiniame klubo valdybos posédyje, anaiptol neslépdamas to fakto, klubo prezidentas
pagyré komandq bent jau uz tai, kad vos 3 dienas tesitreniravusi komanda sugebéjo surinkti
daugiausiai tasky is visy kada nors tokiame 6 komandy turnyre paskuting uzémusiy komandy,
surinkusiy maziau tasky uz bet kuriq kitq komandg.

Kiek tasky surinko tame turnyre ,Sesupés pramustgalviy“ komanda, jeigu visa, kq
pasakeé klubo prezidentas — gryna teisybé?!

Sprendimas

Sprendimo vizija ir konkreti atsakymo daryba susideda is trijy daliy.

1. Sukonstruojame galimai ,,turtingg taskais* absoliucios pusiausvyros padét;.

2. Ja lengvai ,,pagadiname* taip, kad atsirasty komanda, surinkusi maziau tasky uz visas
kitas to turnyro komandas.

3. Grieztai jrodome, kad tada paskutinés komandos surinkty tasky skaicius niekaip
nebegali biiti padidintas — todél tada jis tikrai ir bus lygus ,,SeSupés pramustgalviy* (toliau
trumpai: SP) klubo surinktam tasky skaiiui.

Pirmajam etapui reikéty dviejy ,,turnyriniy lenteliy“.

Pirmoji ,.ateinanti ] galvg®“ turnyrin¢ lentelé buty tokia, kai visos komandos visas
rungtynes suzaidzia lygiosiomis (ir visos jos uz visas rungtynes gauna po 1 taska):



A |[B |[C |D |E |F |TASKAI|VIETA
AlX |1 [t |1 |1 |1 5 1-6
B |1l [X |1 |1 |1 |1 5 1-6
clt |1 [xX |1 |1 |1 5 1-6
D1 [1 |1 |xX |1 |1 5 1-6
E |1 [1 |1 |1 |X |1 5 1-6
F |1 [1 |1 |1 |1 [X 5 1-6

Tai tikrai yra ,,absoliucios* tasky lygybés biisena, taciau surinkty taSky gausybés poziiiriu
yra kita, geresné ,,absoliucios tasky pusiausvyros biisena, kai kiekviena komanda laimi dvejas
rungtynes, vienas suzaidzia lygiosiomis ir dvejas pralaimi.

Tada visos komandos turéty nebe po

55
0 jau po
7
taSkus.
Tokia busena, kaip rodo zemiau pateikiama galima tokio turnyro lentelé, yra
jmanoma:

A |B |C |D |E |F |TASKAI|VIETA
A|X |3 |3 1 0 |0 7 1-6
B |0 |[X |3 |3 1 0 7 1-6
c |0 [0 |[X |3 |3 1 7 1-6
D |1 0 [0 |[X |3 |3 7 1-6
E [3 1 0 |0 |X |3 7 1-6
F |3 |3 1 0 |0 |X 7 1-6

Pirmoji dalis yra baigta.
Kita dalis biity ,,lengvas padéties pagadinimas®.
Tai darysime taip:
Perzitrime komandy
A
ir
D
tarpusavio rungtyniy rezultatg.
Tos komandos suzaidé lygiosiomis. Taciau paaiskéjo ne tik tai, kad komanda
D
tai ir yra tikrieji
Sesupés pramustgalviai
arba
Sp,
bet dar ir tai, kad rungtynéms buvo registruotas visiskai nesitreniraves futbolininkas, kas pagal
turnyro nuostatus yra kategoriskai draudziama.
Todél komandai
D,
arba kitaip
Sp
buvo jskaitytas pralaim¢jimas (o komandai A, suprantama, pergalé) ir turnyro lentelé¢ pasidaré
tokia:



A |B |C |SP |E |F |[TASKAI|VIETA
A |X |3 3 3 10 |0 9 1
B |0 |X |3 3 1 0 7 2-5
cC |0 |O |X |3 |3 1 7 2-5
SP| 1 0 |0 |X |3 3 6 6
E |3 1 0 |0 [X |3 7 2-5
F |3 3 1 0 |0 |X 7 2-5
Antroji dalis baigta, turime turnyro lentele, kur net
6
taSkus surinkusi komanda teuzémé tik
6_taj43

paskuting vieta, surinkusi maziau tasky uz bet kurig kit i§ tame turnyre dalyvavusiy komandy.
Beliko paskutinioji dalis — jrodinéjimai, kad surinkti daugiau tasky ir likti
“grynoje*
paskutingje vietoje nebeimanoma.
Tarkime, kad tai jmanoma.
Tada “Sesupés pramustgalviai® surinkty jau bent
7
taskus, o kitos likusios
iStisos penkios
komandos — bent po
8.
Tada jos visos $eSios jau biity surinkusios mazy maziausiai
7+8+8+8+8+8
arba jau né kiek ne maziau kaip

47
taSkus.
Taciau tai jau apskritai nebejmanoma, nes
6
komandy turnyre yra suzaidziama
15
rungtyniy, vadinasi, tegalima surinkti daugiy daugiausiai
15-3
arba ,,tik*
45
taSkus.
Sis samprotavimas, arba gautasis priestaravimas ir jrodo, kad surinkus
7
(ir daugiau tasky) ,,grynos‘ paskutiniosios vietos uzimti jau nebegalima.

Atsakymas.
SeSupés pramustgalviy komanda surinko turnyre 6 taskus.

4. Kasmet Sventy Kalédy naktj centrinéje Marijampolés aikstéje apsirasdavo
paslaptingas staciakampis. Reti drgsiis praeiviai galédavo pastebéti, kaip jis jprastu biidu dviem
tarpusavyje statmenomis ir to pradinio staciakampio krastinems lygiagreciomis tiesémis biidavo
padalijamas | 4 staciakampiukus. Dar budavo galima jziuréti, kad trijy is ty 4 susidariusiy
staciakampiuky plotai yra 2, 8 ir 16. Ketvirtojo staciakampiuko ploto nesimatydavo, bet
Marijampolés sviesuomené jau buvo iSmokusi jj susiskaiciuoti. Kam gali biiti lygus to ketvirtojo
staciakampiuko plotas?

Sprendimas
Pastebékime, kad jeigu staciakampis lygiagrec¢iomis jo krastiném tiesémis yra padalytas i



staciakampiukus
A,B,C,D

A B

C D

tai ty staciakampiuky ploty sieja désnis:
;»Istrizai” esanéiy sta¢iakampiuky ploty sandaugos yra lygios*.
Pajutus, kad taip yra, tai jrodyti visai nebesunku:
susizymeékime viduje stac¢iakampiuky matmenis

u,v,pirq:
A q B
u v
C p D
Tada sandauga
u-v-p-q
vienaip grupuojant virsta
| (u-q)- (v-p).
o ta1 yra
A-D,
o grupuojant sandaugg
u-veop-q
kitaip, arba
(u-p)-(v-q),
ji “virsta” kity dviejy ,,kryzmy* ploty B ir C sandauga
C- B.

Vadinasi, jos tikrai lygios.
Dabar tereikia pasizitiréti kaip gali buti iSsidéste¢ tie trys zinomo ploto

staCiakampiukai ir kaip — pagal juos — tas ketvirtasis, kurio plota pagal kiekvieng padétj tuojau
pat ir surandame.

Galimi trys i§ esmés skirtingi atvejai

2 8

Tada turi buti



7-8=2-16
ir

?7 =4

Kitas iSsidéstymas gali buti toks:
? 8
2 16

Tada turi bt

?-16=2-8
ir
? =1
Galiausiai padétis gali buti dar ir tokia:
2 16
8 ?

Tada, suprantama,
?7-2=28-16
ir
? = 64
Daugiau jokiy i§ esmés naujy padéciy néra, nes ,,pagal jstrizaing prie§ nezinoma
ketvirtajj plota jau ,,pabuvojo® visi trys staCiakampiukai su plotais

8, 16ir2
atitinkamai.
Atsakymas.
Nezinomojo ketvirto sta¢iakampiuko plotas gali bati lygus
1, 4 arba 64.

5. Marijampoléje Siuo metu visi tikslis laikrodZiai rodo 14:00 — yra lygiai antra valanda
dienos.

Kokj kampq tada Marijampoléje sudaro jprastiniy laikrodziy tolydziai judancios valandy
ir minuciy rodyklés?

Kiek tiksliai laiko bus Marijampoléje tada, kai jos kitq kartg vél sudarys tokj patj kampg?

Sprendimas
Aisku, kad lygiai antrg valandg dienos valandy ir minuc¢iy rodyklés sudaro (lygiai) 60° kampa.

Po antros valandos dienos kitas kartas, kai valandy ir minuciy rodyklés vél sudarys
(lygiai) 60° kampg bus tada, kai minuciy rodyklé bus pasisukusi 120° didesniu kampu negu
valandy rodyklé.



Tarkime, kad tas laikas yra
X
minuciy po antros valandos dienos.
Minuciy rodyklé per 1 valanda pasisuka
360°
kampu, arba
60
per vieng minutg.
Vadinasi, per x minuciy ji pasisuks

6x°
laipsniy.
Valandy rodyklé per 60 minuciy pasisuka
30°
kampu, arba
(172)°

per vieng minutg.
Vadinasi, per x minuciy ji pasisuks

(1/2)x°
laipsniy.
Todél
6x — (1/2)x =120,
arba
Ex =120,
2
o tai yra
2409
11 11
Atsakymas
leSkomasis laikas yra
212
11

minutés po antros valandos (dienos).

2011 metai

1. Berniokas i§ Suvalkijos lygumy sako, kad jis per vieng Svilpteléjimg gali suvokti,
kuriuos skaitmenis deréty iSbraukti i§ 12-zenklio skaiciaus
321321 321 321,
kad likty pats didziausias jimanomas skaicius, kuris btinai dalijasi i$ 9.
Ar Jus tikite, kad Berniokas susitvarkys su Sia uzduotimi?
Koks tada patj didziausia tokj skaiCiy ras tas besvilpaujantis Berniokas?

Sprendimas
Kadangi paminétojo skaiciaus
321321 321 321
skaitmeny suma yra
342+14+3+2+14+3+2+1+3+2+1=24,
tai iSbraukti tikrai reikia, nes suskai¢iuotoji skaitmeny suma
24
nesidalija 1§



9.
Artimiausioji i§ 9 besidalijanti skaitmeny suma yra 18, todél skaitmeny suma reikia
sumazinti
24-18=6
vienetais.
Kadangi misy skaitmenys yra
1,21r3,
tai maziausiai skaitmeny prarasime iSbraukti 2 trejetus.
Vadinasi, iSbraukti reikia 2 trejetus.
Toliau, jeigu jau reikia iSbraukti du trejetus, tai juos reikia iSbraukti “kuo toliau nuo
skaiCiaus pradzios”, nes kuo tolimesnius trejetus iSbrauksime, tuo likes skaicius yra didesnis.
Todél iSbraukiame pacius paskutiniuosius du trejetus ir gauname patj didZiausia
jmanomg skaiciy
3213212 121.
Atsakymas.
3213212121

2. Besvilpaujantis Berniokas i§ Suvalkijos lygumy mokslui pasvestose tarpuose tarp
savojo muzikavimo sykj saké, kad jam nieko nereiskia per ateinancios 5-minutés muzikavimo
pauzés minutes kaip mat surasti visus skai¢ius nuo

1,2,3,....498, 499, 500,
kurie dalijasi i§ didziausio jimanomo kiekio desimties pirmyjy skaiciy
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10.

Sprendimas
Aisku, kad néra tarp pirmyjy 500 skaiciy tokio skai¢iaus, kuris dalytysi i§ jy visy, nes jis tada
turéty biiti nemaZzesnis kaip

5-7 -8 -9=2520.
Taciau jeigu mes atskirtume daliklj 7, tai gautume skaiciy
360,
kuris dalijasi i$ visy likusiyjy skaiciy (iSskyrus 7).
Parodysime, kad tarp ty pirmyjy 500 skai¢iy daugiau tokiy skaiciy, kurie dalytysi i$
9 18 ty 10 pirmyjy skaiciy néra.
Tikrai, jeigu skaicius nesidalija i§ 9, tai jis turi dalytis i$
5-7 -8 -3=2840.
Jeigu jis nesidalija i$ 8, tai jis privalo dalytis i$
5-7 -4 -9=1260.
Jeigu skaicius nesidalija i$ 5, tai jis privalo dalytis i$
7-8 9= 504.
Kity skai¢iy jau galima nebetikrinti, pavyzdziui, dél to, jog jeigu skaiCius
nesidalija 1§ 6, tai jis dar nesidalija ir dar i$ vieno kurio i§ skaiciy 2 arba 3, arba jau i§ dviejy iS ty
pirmosios desimties skaiciy.
Atsakymas
Tarp pirmujy penkiy Simty nataraligjy skai¢iy nuo 1 iki 500 téra vienintelis
skaidius 360, kuris dalijasi i$ devyniy iS deSimties pirmosios deSimtinés skai¢iy
1,2,3,4,5,6,8,9ir 10.

3. Pailse¢s nuo Svilpavimo Svelnus Berniokas i§ Suvalkijos lygumy prisédes atsikvépti uzsniido
ir sapne labai aiskiai ir nenuneigiamai iSvydo tiesig kaip styga autostradg i§ Laikinosios
Lietuvos sostinés | Amzingja Suvalkijos sostine. Toje autostradoje jis regéjo augantj vienintelj
Berza, lietuviska berzg ir nuo jo iki Laikinosios Sostinés buvo dvigubai arc¢iau negu iki



Amzinosios. Berniokas toliau nenugincijamai suprato, kad jis pastoviu greiciu (kuris,
suprantama, buvo didesnis uz 0) vaziuoja i$ Laikinosios Sostinés | Amzinaja. Véliau jis dar
labai aiskiai spéjo suvokti, kad lygiai 12 valandg jis bus du kartus ar¢iau Berzo, negu
Laikinosios sostinés. Toliau tgsdamas savo jsptidingg keliong jis 12.40 jis vél bus dvigubai
arCiau Berzo, negu Laikinosios Sostinés. Kada Berniokas i§ Suvalkijos lygumy tomis
lygumomis toliau vaziuodamas galutinai atvaziuos j amzingja Suvalkijos sosting?

Sprendimas

Visa kelig nuo Laikinosios Lietuvos sostinés iki Amzinosios Suvalkijos Sostinés padalinkime
1 devynias lygias dalis, kuriy kiekvienos ilgis yra

X.
Tada pagal salyga atstumas nuo Laikinosios Sostinés iki Amzinosios yra lygus
Ox.

Kadangi nuo vienintelio Berzo iki Laikinosios Sostinés yra dvigubai ar¢iau kaip iki
Amzinosios, todél vienintelis Berzas auga
3x
atstumu nuo Laikinosios ir
6x
atstumu iki Amzinosios Suvalkijos Sostinés.

Kadangi kelionés metu $velnus Berniokas dukart buvo dukart ar¢iau Berzo negu
Laikinosios Sostinés (pirmg karta tai su juo nutiko 12.00 val., o antrg kartg — 12.40 val.), tai
pirma kartg (12.00 val.) tai buvo tada, kai jis buvo nuvaziaves

2x
nuo Laikinosios Sostinés (ir tada jis tikrai buvo
3x —2x=x,
arba dvigubai arCiau berzo, nes tas berzas juk auga uz 3x nuo Laikinosios Sostinés).

Antras toks momentas (12.40 val.), kai jis vél bus dukart arCiau berzo negu
Laikinosios Sostinés nutiks, bus kai jis bus nuvaziaves

6x
nuo Laikinosios Sostinés (ir tada iki Amzinosios Sostinés jam dar bus like
9x — 6x = 3x).
Vadinasi, vaziuodamas tuo paciu nekintamu nenuliniu grei¢iu Berniokas
12.00 val.
yra nuvaziaves
2x
km. nuo Laikinosios Sostinés, o
12.40 val.
jis bus nuvaziaves
6x
(nuo Laikinosios Sostinés).
Taip jis per
40
minuciy nukaks
6x —2x =4x
kilometry, todél
X

kilometry jis nuvaziuoja per



10

minuciy.
Kadangi
6x
kilometry jis bus nuvaziaves
12. 40
val, o iki Amzinosios Suvalkijos Sostinés tada jam dar yra like
9x — 6x = 3x,
todeél tiems 3x Berniokas sugai$ dar
30
minuciy ir ] Amzingja Suvalkijos Sosting jis atvyks
13.10

val. ir bus ten deramai sutiktas.
Atsakymas
I Amzinaja Suvalkijos Sostine Berniokas atvyks (kartu su mumis) 13.10 val.

4. Besvilpaujancio Suvalkijos bernioko sesuo vieng rytg pynési kasas, o kad galva tuo metu
nestovéty visai dyka be apciuopiamos naudos, mergaité, dar besiSukuodama, jsigudrino
susirasti penkis pagal didumg surikiuotus skaicius.
a<b<c<d<e
skaiCius.
Dar gerai nejpus¢jusi to Sukavimosi ji jau buvo suradusi tris pacias maziausias sumas,
kurios buvo 32, 36 ir 37, ir dvi pacias didZiausias sumas, kurios buvo 48 ir 51.
Ar tezinant tik tiek, kiek dabar Cia téra pasakyta, jau galima garantuotai nustatyti, kam
yra lygus pats didziausias i$ ty 5 jos susirastyjy skaiCiy, arba, kitaip sakant, kam yra lygus
skaicius e?

Sprendimas.
Nesunku suvokti, jog dviejy paciy maziausiy skaiciy
airb
suma
a+b

yra pati maziausia dviejy skirtingy skaiciy pory suma ir, analogiskai, dviejy paciy didziausiyjy
skaiiy d ir e suma
d+e
yra pati didziausia dviejy skirtingy skai¢iy pory suma.
Toliau galima sakyti, kad antroji pagal mazuma suma visada yra skaiciy

airc
suma
atc
ir, analogiSkai, antroji pagal didumg suma visada yra skaiciy
cire
suma
cte.

Kadangi pati maZziausioji suma yra 32, o antroji pagal mazumg suma yra 36, tai i§ jy
palyginimo matome, kad skaicius ¢ yra
36 -32=4
vienetais didesnis uz d ir, analogiSkai, skaicius d yra



51— 48=3
vienetais didesnis uz skaiciy c.
Be to, skai¢iams
a<b<c<d<e
yra visada teisinga toks rikiuoté
atb<atc<at+td<ate<bte<c+t e<d+te
ir
b+c<b+d<c+d
Vadinasi, trecioji pagal mazuma suma, kuri yra

36,
galéty biti arba
atd
arba
b+ c
Taciau suma
a+d
negali biiti
36,
nes ji tada uz antrajg pagal diduma suma
atc

turéty biiti didesné 3 vienetais — tiek, kiek d yra didesné uz ¢, — o kaip ka tik buvo pasakyta, ji
téra tik vienetu didesné (nes viena yra 36, o kita — 37).
Todél tada trecioji pagal mazumg suma tegali biti

b+ c
kuri yra lygi
37.
Tada turime lygybes
at+b=32,
a+c =736,
b+c=137,
c+e=48.

Sudéjus antrg lygybe su trecia gausime
atctb+tc=36+37=73,

o kadangi
at+b=32,
tai
2c=73-32 =41,
ir
c=20,5.
Kadangi
cte =48,
tai
e =48 —c=48-20,5 =27.,5.
Atsakymas.

Didziausias skaiéius e = 27,5.

5. Marijampolés savivaldybé vakar patvirtino biisimojo Marijampolés Mokslo ir meny
licéjaus herba, kuriame yra mykolaitiSkasis kvadratas ABCD ir putiniskasis pusskritulis su
skersmeniu AD ir apie kuriuos yra apibréztas apskritimas taip, kaip parodyta pieSinyje. Kam yra
lygus to apibréztinio apskritimo spindulys, jeigu mykolaitiskojo kvadrato ABCD krastinés ilgis
yra lygus 1?



Sprendimas.
Pazymékime ieSkomajj apibréztojo apskritimo spindulj R (Zr. bréz.).
Kadangi putiniskojo pusskritulio skersmuo yra lygus mykolaitiskojo kvadrato krastinés ilgiui,
kuris yra 1, tai putiniSskojo pusskritulio spindulys yra lygus

1

5

Vadinasi, zemiau mykolaitiskojo kvadrato krastinés 4D esancios spindulio dalies ilgis yra

nes tai yra lygiai pusé mykolaitiSkojo kvadrato krastinés ilgio. Kitas to stataus trikampio statinis
yra

1, 3
I-(R-——=)==-R
( 2) 2

Taikydami tam staciajam trikampiui su statiniais

3 —-Rir 1
2 2
bei jzambine
R
Pitagoro teorema gausime
3 o2 22
(2 R) +(2) R= .

Pakele kvadratu turime



2.3 ReR)+1oR2,
4 "2 4

0 suprastinus

10 _sp-p,
4
todél
R=>.
6
Atsakymas
Marijampolés Meno ir mokslo licéjaus herbo apibréztinio apskritimo spindulys
R=>.
6
2012 metai

1.Kai sirpsta vysnios Suvalkijoje, besidomintys mokslu jaunuoliai jpuola i aritmetiniy paiesky
$élsma, patj kilniausig i§ visy intelektinio kilnumo ir skaitinés meistrystés proverziy. Tlkstanciai sédinciy
ir deSimtys tikstanCiy sésianciy mokytis staiga pajunta savyje nenutildomg galig graziai dainuoti ar
pabaigti bet kokio intensyvumo aritmijos kursus. Daug kas manosi galjs, net Suvalkijoje negimes, rytais
imti taisyklingai kir¢iuoti ar iki galo iSspresti koki nors (pad)oriai viliojantj loginj uzdavinj.

Taip galynédamasi su pasitaikanciais sunkumais ir gérédamasi gamtos ir iSminties grazumais
skleidési naujoji amzinosios Suvalkijos derlingyjy padangiy Sviesuté Kybarté Suvalkevidiiité. Lemiamos
reik§més galutiniam jos iSmaniosios meistrystés proverziui turéjo vienas prieSokiais kone valanda
besiteses ir vykusiai pasibaiges Svelnus galynéjimasis su Siuo i§ paziliros visai paprastu, bet realiai
susidurus visas sprendybines galias sujudinanciu uzdaviniu, kurio kukli ir vis tiek labai grazi salyga
pateikiama zemiau:

5-zenklis skaiius xyxyx dalijasi i§ 3, o 7-Zenklis skaiCius yxyxyxy — jau net i§ 18. Suraskite visus
tuos tokius skai¢ius — visus ,,lig vienam*, jeigu joks skaic¢ius negali prasidéti 0.

Sprendimas.
Skaicius xyxyx (x # 0) dalijasi i$ 3 tada ir tiktai tada, kai i$ 3 dalijasi jo skaitmeny suma
X+y+x+y+x =3x+2y.

Taciau
3x+2y
dalijasi i$ trijy tada ir tiktai tada, kai
2y
dalijasi i$ 3, arba, ir tai yra tas pats, kai i$ 3 dalijasi ir pats
V.
Todél
y
tada tegali biti lygus
0,3,6arba9.
Taciau kadangi y yra dar ir 7-Zenklio skaiCiaus
YXYXyxy
pirmasis skaitmuo, todél ir jis nelygus
0.

Kadangi to skaiciaus dalumas i$
18



reiskia tiek pat, kaip ir jo dalumas i§
2ir9
vienu metu, todél dél bitino dalumo i$ 2 paskutinysis skaiciaus skaitmuo (kuris irgi yra y) turi buti
lyginis.
Kadangi 0 jau atmestas, todél i$ likusiy trijy minétyjy skaiciy

3,6ir9
lyginis téra vienintelis skaicius
6.
Todél
y=06.
Toliau, aisku, kad skai¢ius
6x6x6x6
turi dalintis ir i$
9.
Taciau skaicius
6x6x6x6

dalijasi i$
9 iSimtinai tiktai tada, kai i§ 9
dalijasi skaicius
6+x+6+x+6 +x+6=24+3x,

Arba tada, kai i$
9

dalijasi skaiCius

6+ 3x.

Skaicius

6+ 3x
dalijasi 18 9 iSimtinai tiktai tada, kai x yra

1,4 arba 7

(nepamirSkime, kad ir pats x yra skaitmuo).

Todél visi tie skaiCiai, kuriy mes ieSkojome kartu su Kybarte Suvalkevicilite ir — sékmingai
suradome — yra tokie:

16161 su 6161616, 46464 su 6464646 bei 76767 su 6767676.

Atsakymas

Tokios skai¢iy poros yra trys ir jos yra iSvardintos dviem eilutémis auks¢iau.

2. Nejaugi i8 tikryjy kokiam nors aritmetiskai teisingai beSvilpaujan¢iam Kazly Riidos berniokui
galéty kaip nors pavykti | vieng eilute suburti tokius 27 skaicius, kad Svilpauk tu sau kaip nori, bet toje
eilutgje visada bet kuriy 13 i§ eilés einanCiy skaiCiy suma yra teigiama, o jau visy 27 eilutés skai¢iy suma
yra neigiama?

Sprendimas.

Nesunku jsitinkinti, kad 27 skaic¢iy eiluté, kurioje abu krastiniai skai¢iai — 1-asis ir 27-asis bei
vidurinysis 14-asis skaiciai yra visi trys po — 11, o absoliuciai visi likusieji skaiciai yra po 1, arba eiluté

- -11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,-11, 1,1, 1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1,— 11

tinka pavyzdziu misy uzdaviniui, nes bet kuriy 13 i$ eilés einanc¢iy skai¢iy rinkinyje visada yra lygiai
vienas skaiCius — 11ir dar dvylika 1, todél visy ty skai¢iy suma visada lygi 1 ir todél yra teigiama, o visy
27 skaiciy suma yra neigiama kaip trijy — 11 ir 24 vienety suma.

Atsakymas.

Bedvilpaujan¢iam Kazly Rados berniokui gali ir pavykti sudaryti 27 skai¢iy skai¢iy eilute,
kurioje bet kuriy 13 i3 eilés einanéiy skai¢iy suma yra visada teigiama, o visy 27 ty skai¢iy suma,
atvirks¢iai, yra neigiama.

3. Pries BalbieriSkio Zinute Vaivute ir beprisiSvilpausiantj Suvalkijos berniokg Vita guli dvi kone
paskutinio atodiisio gryby kriivelés. Vienoje i$ jy paskutinio atodiisio gryby yra 2012, o kitoje — tik 13.
Vaivuté su Vitu pakaitomis ima sau atodiisio grybus, kiekvieng karta galédami paimti kiek nori gryby, bet
tik i§ vienos kurios nors kriivelés. Imties praleisti negalima, pirmoji ima Balbieriskio zinuté Vaivuté, o
laiméjusiu paskelbiamas tas, po kurio imties nebepaimty gryby visai nebelieka. Ar gali kuris nors i§ jy



imti tuos paskutinio atodiisio grybus taip, kad jis visada laiméty, kad ir kg bedaryty kitas grybémys ir kaip
jis tada galéty juos imti?

Sprendimas. Sprendimo algoritmas yra labai paprastas — pirmuoju savo grybémiu Vaivuté gali
sulyginti abi gryby kriivas, paimdama i§ pirmosios didesniosios kriivelés

2012 -13=1999
daug zadancius grybus.

Tolesni jos veiksmai aprasomi paprastu principu: kiek Vitas bepaimty i§ vienos kurios kriivelés,
tiek pat ji galés paimti i$ kitos.

Tokiu budu, jeigu paimti pajégs Vitas, tai paimti pajégs ir Vaivuté.

Kadangi gryby skaicius yra baigtinis ir po kiekvieno grybémio jis mazéja, tai todél biitent Vaivuté
ir bus tas zmogus, kuri paims paskutinius daug zadancéius grybus ir todél laimés (jei tik nepradés jy
kramsnoti).

Atsakymas.
Vaivuté gali imti taip, kad ji visada laimés, nesvarbu kaip beimty berniokas Vitas..

4. Suvalkijos bernioko pusbrolis Vitas neisbrendamuose Kazly Riidos miskuose tyliai graziai augina
Soklias ekologines ozkeles, kurias sekmadieniais dar ir treniruoja, o vidurdieniais — jau pagal nuotaikg —
joms net paSvilpauja. Ozkelés yra linksmutés, mekena sau j takts, pasaras joms neriipi. Kartg tas
Suvalkijos berniokas, atvykes pasizmonéti j ta gidaus miSko viduryje klestinCig ferma, tiksliai
susiskaiciavo, kad i§ viso tame parodomajame pasléptajame Tikyje, suskirstytos j aptvarus, bindzinéja
lygiai 54 ozkelés. Vidurdienj pusbrolis Vitas, pradédamas parodomaji ozkeliy rodeo, jtaigiai susvilpé.
Atliepdamos | Svilpesj, kiekviena ozkelé tik drykt ir perSoko j gretimg aptvarg, kuri kur tinkama.
Nudziuges dél ozkeliy Soklumo linksmasis Seimininkas vél perskaifiavo jas aptvarais ir, palygings su
ankstesniais jraSais, pasaké sveciui, kad kiekviename aptvare, oi kaip jdomu, bet ozkeliy skaiius ,,pakito
septyneriopai®. (Pastaba: ,,pakito septyneriopai® jy taisyklingoje kalboje reiskia, kad ,,arba septynis kartus
padidéjo, arba septynis kartus sumazéjo*.)

Cia pat nezinia i3 kur i3dygusi muzikalioji be§vilpaujanéio bernioko ses¢ Sonata, pasiklausiusi ty
zodziy ir skaiCiy, prapliupo nesulaikomai kvatoti. Paklausta, ko gi ji ¢ia taip linksminasi, Sonata
pastebéjo, kad jai tos ozkelés nelabai riipi, bet jeigu jau visuose aptvaruose tikrai ganési i§ viso 54 ozkos,
tai po jokio Svilpesio nieku gyvu negali nutikti taip, kiekviename atskirame aptvare ozky skaicius pakisty,
kaip ji ¢ia ka tik girdéjo, lygiai septyneriopai. ,, Taip nebus ir taskas®,- taré ji,-,,nes taip buti negali®. I§ kur
ji ¢ia tokia gudri?

Tai ir jus kiekvienas nuspreskite, ar teisi yra Sonata, ar neteisi, ta kvatojanti beprisisvilpausiancio
bernioko muzikalioji sesé? Ir biitinai pagrjskite, kodél jiis taip manote?

Sprendimas. Kiekvienam aptvarui sudékime tg ozky skaiéiy, kuris aptvare buvo iki vidurdienio,
su tuo ozky skai¢iumi, kuris jame radosi po to. Akivaizdu, kad toji suma kiekviename aptvare dalijasi i§
8. Tikrai, jeigu tame aptvare ozky skaicius septyneriopai sumazéjo, tai iki pusiaudienio jis buvo 7x, po
pusiaudienio jis pasidaré ,,tik” x, arba i§ viso ,,prie$ ir po kartu“ yra 7x + x = 8x. Atvirks€iai, jeigu aptvare
ozky skaicius didéjo, tai iki vidurdienio ten buvo y ozky, po vidurdienio tas skai¢ius ,,paseptyneriopéjo®,
taigi pasidaré 7y, arba i§ viso kartu su tuo, kas buvo iki vidurdienio, yra 7y + y = 8y, arba tai yra ir vél i$ 8
besidalijantis skai¢ius. Kadangi taip yra kiekviename aptvare, tai taip bus ir visose Vito valdose. Bet
pagal salyga visose piemens valdose yra 54 ozkos, tai du kartus suskaiciuotas ozky skaicius yra 54 + 54 =
108. Bet 108 i§ 8 nesidalija, todé¢l taip, kaip ¢ia kad ,,planuojama, projektuojama ir aprasinéjama®, buti
negali — nors ir kaip zaviai ir patraukliai visai tai galéty atrodyti.

Atsakymas.

Sonata tikrai teisi.

5. I8 trijy skirtingy smailiojo trikampio virSiiniy besvilpaujantis berniokas Vitas kartu su sesule
Sonata bei pusbroliu Romu Kybartiskiu i§vedé: Vitas — pusiaukamping i$ vienos, Sonata — auksting i§
kitos, o Romas — pusiaukrasting i§ likusios treios to trikampio virsiinés. Po to jie visi dar filosofiskai
pasvarsté, ar gali beSvilpaujancio bernioko Vito ir jo artimiausio pusbrolio Romo Kybartiskio i§vestosios
pusiaukampiné su pusiaukrastine padalinti sesulés Sonatos aukstine i tris lygias dalis?

Tai ar gali kada taip nutikti? Jeigu taip tikrai gali nutikti, tai pateikite mums tinkamg pavyzdj, o
jeigu taip nutikti negali, tai praSome paaiskinti, kodél?

Sprendimas

Sonata yra teisi.



Tai mes dabar ir jrodysime. Sakykime, kad visuose aptvaruose, kuriuose ozky skaicius pasidarys
7 kartus didesnis, dabar, dar nesusvilpus, ganosi x ozky, o tuose aptvaruose, kuriuose po susvilpimo ozky
skaicius 7 kartus sumazés, dabar, dar nesusvilpus, ganosi y ozky.

Tuose apvaruose, kur po Svilpesio ozky skaicius septyniariopai padidés,, po Svilpesio pagal
salyga, jau bus lygiai 7x ozky, o tuose aptvaruose, kur po $vilpesio, o-ky skaicius septyniariopai sumazes,
po Svilpesio bus y/7 ozky.

Bet ir dabar dar, dar nesusvilpus, it tada, kai jau bus susvilpta, bendras ozkus skai¢ius bus lygiai
toks pats, arba lygus

Kadangi ir dabar, prie$ Svilpesj, ir véliau, jau po Svilpesio, ozky skaicius bus toks pats ir lygus 54,
todél bus teisingos lygybés:

x +y=>54,

Tx+2 =54,
7
Sulygine turétume
Y
xX+y=Tx+=,
4 7

o padauging i$ 7 gautume
Tx +7y =49x + y,

arba
6y = 42x,
18 kur iSplaukia
y=Tx.
Irasius kad ir j pirmaja lygtj gauname
x+7x=54
arba
8x =54,
vadinasi,
X

néra sveikasis skaiCius ir ozky skaiciaus reiksti negali.
Antrasis sprendimas,
Jame nieko nereikia zinoti, tik suprasti ir nepamirsti, kad skaicius
108 nesidalija i§ 8.
Isivaizduokime, kad Suolio metu i§ kiekvienos ozkos pasidaro dvi — viena tada natiiraliai ,,grjzta*
] ta aptvara, i$ kurio ji kg tik i8Soko, o kita ,.atsiduria ten, kur ir nor¢jo jSokti“. Tada kiekviename aptvare
esanciy jau ,,padvigubéjusiy* ozky skaicius dalinsis i$ 8, nes jis yra lygus arba skaiciui
Tm + m,
arba
n+7n,
priklausomai nuo to, ar konkreciame aptvare esanciy ozky skaicius septyneriopai mazgjo ar didéjo.
Todél kiekviename aptvare esantis ozky skaicius yra lygus
8n arba 8m,
todél jis visada dalijasi i$ 8.
Vadinasi, i$ 8 turi dalintis ir visas tas jau ,,padvigubé&jes ozky skaicius, kuris yra

2-54=108.
Taciau, kaip jau buvo pasakyta,
10818 8
nesidalina ir todél tas uzdavinys sprendiniy neturi ir Sonata vél yra teisi.

Atsakymas.
Sonata yra teisi — kiekviename aptvare oZkeliy skai¢iy septyneriopai pasikeisti negali.

5. I8 trijy skirtingy smailiojo trikampio virStiniy besSvilpaujantis berniokas Vitas kartu su sesule
Sonata bei pusbroliu Romu Kybartiskiu i§vedé Vitas pusiaukamping i§ vienos, Sonata — auksting i$ kitos,
o Romas — pusiaukampine i$ trecios to trikampio vir§iinés. Po to jie visi filosofiskai svarsté, ar gali
besvilpaujancio bernioko bernioko Vito ir pusbrolio Romo Kybartiskio iSvestosios pusiaukampiné su
pusiaukrastine padalinti sesulés Sonatos auksting j lygiai tris lygias dalis?



Sprendimas.
Irodysime, kad §is jy sumanymas yra nejgyvendinamas.
Skirsime du atvejus.
Pirmasis atvejis, kai pusiaukampiné 4D, i§vesta i$ vir§tinés 4, kerta auksting CH
aukséiau,
negu i§ virstnés B i§vestoji pusiaukrastiné BE (bréZinys i$ karto Zemiau) ir
antrasis atvejis, kai pusiaukampiné AD, i$vesta i§ virsanés 4, kerta auksting CH
Zemiau,
negu i$ virstnés B iSvestoji pusiaukrastiné BE (brézinys dar zemiau).

C
X
E D
JK
L
X
A Hj B
C
X
b 24 D
X
K
XM
A 7] B

Pirmasis atvejis i§ karto negalimas, nes 4K tada yra staciojo trikampio AHC smailiojo
kampo A pusiaukampiné ir, bidama pusiaukampine, dalija tg krasting CH, j kurig ji yra iSvesta,
proporcingas Soninéms krastinéms (AC ir AH) dalis.

Vadinasi,

KH 2x | AH
KC «x AC

Gautoji lygybé reiksty, kad staciojo trikampio AHC statinis AH bty dukart ilgesnis uz jzambing
AC, o tai absoliuciai nejmanoma.

Antruoju atveju samprotausime ,,su plotais“. Pirmiausiai prisiminkime, kad bet kuri bet
kurio trikampio pusiaukrastiné padalija to trikampio plota i dvi lygias dalis. Lygiai taip pat yra
tame dar zemiau esanciame trikampyje pusiaukrastiné BE, dalija trikampio ABC plota | du
lygiaplocius trikampius ABE ir BEC.

2



Kita vertus, jrodysime, kad misy sqlygomis trikampio ABE plotas yra didesnis uz
trikampio BEC plota — tai ir bus prieStaravimas, jrodantis, kad taip biiti irgi negali.

Tam pakanka jrodyti, kad trikampj ABE sudaranciy keturkampio AHLE ir trikampio LHB
plotai yra atitinkamai didesni uz trikampj BEC sudaranciy trikampiy LEC ir CLB plotus.

Trikampio AHK plota pazymékime S. Pastebésime, kad trikampiai AHK, AKL ir ALC yra
lygiaplociai, kaip turintys vienodo ilgio pagrindus HK, KL ir LC bei ta pacia virSine taske A4 ir i§
jos iSvesta bendra visiems tiems trims trikampiams auksting 4H. Dabar nesunku matyti, kad
keturkampio AHLE plotas yra didesnis (2,5 karto) uz trikampio 4HK plota S, o trikampio ELC
plotas yra mazesnis uz trikampio ALC plotg (jis lygus pusei to ploto), kuris yra toks pats kaip
trikampio AHK plotas S.

Panasiai trikampio BHL plotas yra (2 kartus) didesnis uz trikampio BLC plota, nes ir tie
trikampiai turi bendrg auksting BH, iSvestg i$ vir§inés B, o pirmojo trikampio pagrindas HL
(kuris yra 2x), yra ilgesnis uz kito trikampio pagrinda CL (kuris yra x).

Atsakymas.

Smailajame trikampyje 1S dvieju skirtingu virSiiniy iSvestos pusiaukrastiné ir
pusiaukampiné negali i treciosios jo virSanes iSvesta aukstine padalinti i tris lygias dalis.

2013 metai

1. Besvilpaujantis Suvalkijos berniokas karta kazkur pamaté tokia paprasta lentele, kurios
langeliuose buvo surasyti tik nuliai ir vienetai — po vieng skai¢iy kiekviename langelyje.

Geriau pasiziliréjes berniokas pamaté, kad ta lentelé ne visai paprasta, nes bet kuriame jos 2 x 2
kvadrate buvo po lygiai tris vienodus skaicius, o ketvirtas skai¢ius buvo kitoks.

(A) Pateikite ir Jis mums tokig 5 x 5 lentele, kurios langeliuose jrasyti tik nuliai ir vienetai, po
vieng skai¢iy kiekviename langelyje, ir kurios bet kuriame 2 x 2 kvadrate yra lygiai trys vienodi
skaiCiai, o ketvirtas skaiCius yra visada skirtingas.

(B) Toliau praSome mums pateikti tokig 5 x 5 lentele su pacia didziausia jmanoma tokios lentelés
visy 25 nuliy ir vienety suma. Ir paaiskinkite mums, kod¢l ta suma yra pati didziausia.
Sprendimas

IS karto matome dvi tinkamas lenteles.

Viena i§ jy yra su keturiais vienetais, o kita — galima sakyti — duali jai su keturiais nuliais.

Viena yra

00000

01010

00000

01010

00000

O kita buty duali jai, nes pakanka 0 ir 1 ,,sukeisti vietomis”.

11111

10101

11111

10101

11111

Si lentelé, aisku, ,,pretenduos” biti lentele su pac¢ia didZiausia galima skai¢iy suma. Kadangi joje
yra tik keturi 0, o kiti elementai yra 1, tai Sios lentelés skaiiy suma yra 21.

Lieka jrodyti, kad didesné ji negali biiti.

Jeigu ji galéty buti didesné, tai joje tebiity daugiausiai tik trys nuliai. Bet jei joje tebiity tik
daugiausiai trys nuliai, tai tada bet kurj jos 4 x 4 kvadratg padalijus j keturis nesikertanc¢ius 2 x 2
kvadratus, kiekviename i§ ty keturiy kvadraty turéty biiti bent po vieng nulj, o tai priestarauja
tam, kad visy tokios lentelés skai¢iy suma galéty buti didesné kaip 21.

Atsakymas. Pati didziausia lentelés skai¢iy suma gali biti 21.



2. Vieng karta Suvalkijos berniokas pavarges nuo darby ir dainy uzmigo ir sapne regéjo du
trizenklius skaicius. Nors tie skai¢iai buvo labai panasiis, ta¢iau berniokas puikiai jsiminé, kad
jie tesiskyré tik vieninteliu skaitmeniu kazkurioje vienoje pozicijoje, jis jau nebeatsiminé kurioje
— Simty, deSim¢iy ar vienety, o likusiose dviejose pozicijose kiti skaitmenys buvo tokie patys.
Negana to, balsas uz kadro jtaigiai pasake ir dar pakartojo, kad vienas i§ ty poros skai¢iy yra kito
poros skaiciaus kartotinis.

Ryta prabudes Suvalkijos berniokas suprato, kad deréty issiaiskinti keletg dalyky:

(A) Ar jo sapnas buvo teisingas ir ar tikrai galima rasti tokius du trizenklius skaicius (m, n),
tesiskiriancius tik vienoje kurioje nors i$ trijy pozicijy, o kitose dviejose pozicijose turinciy tuos
pacius skaitmenis ir dar, Zinoma, tokius, kad vienas i$ jy bty kito kartotinis?

(B) Gal jums pakakty kantrybés surasti jau penkias tokias poras (m, n).

(C) Gal paaiskintuméte mums, ar tokiy pory (m, n) yra daugiau kaip deSimt.

(D) Suraskite, kiek tokiy pory (m, n) yra i$ viso.

Pastaba. Skai¢iuodami galimas tokias poras laikykime, kad antrasis poros skaiCius n yra

nemazesnis uZ pirmajj poros skaiciy m.

Sprendimas

IS to, kad skaiCiai akivaizdziai negali sutapti ir i§ to, kad antrasis skaiCius yra pirmojo
skaiCiaus kartotinis, iSplaukia, kad n» > 2m. Kadangi m yra sveikasis skaiius, kuris yra didesnis
arba lygus 100, mes gauname, kad n —m > m > 100 ir todél m ir n tegali skirtis tik Simty skiltyje

(pirmajame trizenklio skaiCiaus skaitmenyje i$ kaires).

Tai reiskia, jog egzistuoja toks nattiralusis skaiCius & (1 <k <8), kad
n—m= 100k .
Kadangi m dalija n, tai mes matome, kad m dalijan —m = 100k.
IS to, kad 2m < n < 999, iSplaukia jog m < 499. IS to iSplaukia, kad m turi biiti vienas
kuris i§ Zemiau pateiktyjy skaiciy:
100, 120, 125, 140, 150, 160, 175, 200, 250, 300, 350, 400.
Tinkamos n reikSmés, atitinkancios S$ias atskiras m reikSmes gali buti parinktos
atitinkamai
g 1, 1, 1, 2, 1, 1, 3, 1, 2, 0, 1
bidais.
Todé¢l matome, kad parinkti tokig tinkama porg (m, n) yra i§ viso 22 budai.
Atsakymas
22 poros

3. Suvalkijos berniokas labai atsargiai spr¢sdavo geometrinius uzdavinius. Ir ne kiekvieng
geometrinj uzdavinj jis galédavo greitai iSspresti, bet uzdavinius su kampais mégo — gal todel,
kad jam sekési juos spresti. Kartg jo sesé geltonkasé ir parnesé jam tokj uzdavinj su kampais ir
litdnokai Sypteléjusi paprasé bernioko padéti surasti tinkama sprendimg. Perskaitgs salyga
berniokas i§ karto prisédo prie brézinio — jis puikiai zinojo, kad brézinys geometriniame
uzdavinyje yra aukso vertés. Pati uzdavinio salyga buvo trumputé ir skambgjo taip:

Trikampyje ABC i§vedus kampy A4 ir B pusiaukampines AD ir BE paaisk¢jo, kad net trijy kampy
ADC, AEB ir BAC didumai yra tokie patys. Kam lygis trikampio ABC kampai?

Sprendimas.

Pagal salyga kampai ADC, AEB ir BAC yra lygis o.



Kadangi pagal salyga AD yra trikampio AABC pusiaukamping, tai ZDAB = %LBAC = %a. I8

trikampio 4BD randame, kad ZABD =180°— Z/BDA— ZDAB =180° - (180° — ) — %a = %a.

Todél ZABE = %a, kadangi pagal salyga BE dalija kampa ABC pusiau.
Sudédami visus tris trikampio 4BE kampus gauname, kad

la +a +a =180° iS kur seka, kad o =80°.
Tokiu bidu 4

Z/BAC =80°,ZABC = %a =40°,LACB = 60°.

Atsakymas
40°,60°,80°.

4. 2013 metams s¢kmingai besibaigiant Suvalkijos bernioko mélynaké sesé¢ Laura pamégo
skaitinius zaidimus, kuriuose dazniausiai reikédavo kazkokiu nurodytu biidu stengtis pasiekti
iSsvajotg mety skaiciy 2013.

Vieno dviejy zaidéjy zaidziamo zaidimo salyga buvo tokia:

Pirmiausiai lentoje yra parasomas skaicius 2.

Tada beSvilpaujantis berniokas ir ses¢ geltonkasé Laura pakaitomis ima prie lentoje esamo
skaiCiaus pridéjinéti natiiraliuosius skai¢ius. Kiekvienu déjimu prie jau esamo skaiCiaus yra
reikalaujama pridéti bent 1, bet, antra vertus, prie jau esancio lentoje skaiciaus reikia pridéti
mazesn] skaiCiy uz ta, kuris tuo metu yra paraSytas lentoje. UzraSant naujg skaiCiy, ankstesnis
nutrinamas. Pirmajj éjimg Lauros sitilymu visada daro beSvilpaujantis berniokas.

Laimi tas zaidéjas, kuris pirmasis lentoje paraso mety skaiciy 2013.

Ar gali kuris nors i$ jy visada pirmasis pasiekti 2013, kad ir ka bedaryty kitas zaid¢jas?
Sprendimas

Kadangi Lauros sitilymu pirmasis eina beSvilpaujantis berniokas, o lentoje yra uzrasyti 2, tai
pirmasis jo €jimas yra aiSkus i§ anksto; jis tegali pridéti 1 ir parasys lentoje 3.

Toliau, kad ir kg Laura bedaryty, berniokas gali pasiekti, kad po sekancio jo ¢jimo lentoje bty 7.
Tolesniais savo ¢jimais jis gali pasiekti, kad lentoje atsirasty skaiciai 15, 31, 62, 125, 251, 503,
1006 ir, galiausiai, iSsvajotieji 2013 ir todél jis visada gali laiméti, kad ir kg bedaryty Laura.
Atsakymas

Jeigu Lauros pasialymu pirmaji ¢jima daro beSvilpaujantis berniokas, tai jis gali laiméti,
kad ir ka bedaryty Laura.



5. Suvalkijos bernioko mélynake ses¢ Laurg ir jos kaimyng Asta kurj laikg Siek tiek gasdino toks

2

> =a, tai kam lygu4x—'?

klausimas su trupmenomis: sakykime, kad 1
x“+x+1 x"+x"+1

Sprendimas.
Sakykime, kad a # 0, tada x # 0 ir tod¢l yra teisingos lygybés

4 2 2
LJEHZXZ-FLZ"FI:(X-FLJ -1

X X X
ir
1 x*+x+1 1
—=——=x+—+1.
a X X
Todeél
x° B 1 _ a’
x4+l (1Y 1-2a
——1| -1
a
Si lygybeé, kaip tai lengva patikrinti, yra teisinga ir tada, kai a = 0.
Atsakymas
aZ
1-2a

2014 metai

1. Ankstyvoji Dovyduko Marijampoliskio kuidikysté baigési tada, kai i$ jo tévy namy j Vilniy
vadovauti Debesy kompiuterijos trestui iSsikrausté dédé Stasys. Ir ne vien tik dél to, kad po to
labai nuseko Dovyduko saldainiy jiira torty krantais apdéta. Kaip linkusiam prie rasto labiausiai
berniukui jstrigo supakuotos iSvezti dédés Stasio dézés su knygomis. Ty déziy buvo didziulé
virting, o visos jos kartu svéré net 10 tony. Dovydukas gerai nugirdo, kad jokios dézés svoris
nevirsija 1 tonos. Kiek maziausiai sunkvezimiy, galiniy vezti ne daugiau kaip 3 tonas krovinio
kiekvienas, reikéty uzsakyti, kad jais, ty déziy atskirai jau nebesvéringjant, | Vilniy biity
garantuotai galima i§vezti visas dédés Stasio dézes su knygomis?

Sprendimas.

Pirmiausiai pastebékime, kad 4 sunkvezimiy gali ir nepakakti. Taip galéty nutikti, pavyzdziui,

tada jei perveztinas krovinys susidéty i$ 13 déziy, sverianciy po % tonos kiekviena.
Tikrai, jeigu tartume, kad ir tada pakakty 4 sunkvezimiy, tai turint 13 déziy i kazkurj sunkvezimj

o . .. . . _ .. . 10
tikrai prisieity krauti ne maZziau negu 4 dézes, o tai jau biity ne maziau kaip 4 kartus po e}

o .. .40 . s . v
tonos, arba i§ viso ne maziau kalpE > 3 (tonas) svorio, o Sitiek svorio pagal salyga sunkvezimis

,»hebepatrauks®.

Telieka paaiskinti, kad 5 sunkvezimiy biity garantuotai gana, o tam pakanka nurodyti jtikinama
krovimo biidg, kuris galéty biity ,,nupasakotas® taip: j kiekvieng sunkvezimj krauname dézes i$
eilés, kol tai jmanoma (visai nesvarbu, kokia déziy tvarka ar sunkvezimiy eile).

Kadangi jokios dézés svoris nepraSoka 1 tonos, tai j bet kurj 3 tonas pavezant] sunkvezimj taip
kraudami knygy dézes tikrai galésime sukrauti ne maziau kaip 2 tonas knygy (prisiminkime, kad



jokia dézé daugiau 1 tonos nesveria) ir todél j 5 sunkveZimius tikrai sukrausime visas 10 tony
krovinio, arba visas dédés Stasio knygas.

Atsakymas

Garantuotam dédés Stasio knygy i Vilnig iSvezimui gali prireikti 5 sunkvezZzimiy.

2. | kiekvieng Dovyduko Marijampoliskio gimtojo Naujojo Virbalio miestelio namg vieng grazy
gruodzio ryta laiSkininkas atne$é arba 1, arba 2, arba 3, arba 4 Sv. Kalédy sveikinimus.
Dovydukas su savo draugais atliko statistinius tyrimus ir tiksliai suskaiciavo, kad namuy, j kuriuos
laiskininkas atnes¢ net 4 sveikinimus, buvo lygiai septynis kartus daugiau, negu namy, j kuriuos
tebuvo atnestas vienintelis sveikinimas, o namy su 2 Sv. Kalédy sveikinimais buvo lygiai penkis
kartus daugiau negu namy su vieninteliu sveikinimu. Raskite, kiek vidutinidkai Sv. Kaledy
sveikinimy tg lemtingg gruodzio ryta buvo atnesta j kiekvieng gimtojo Dovyduko miestelio
Naujojo Virbalio nama.

Sprendimas

Jeigu namy skaiCiy, j kuriuos atkeliavo vienintelis sveikinimas, paZymétume N, tai namy, j
kuriuos buvo atnesti net 4 sveikinimai, yra 7N, o namy, | kuriuos buvo atnesti 2 sveikinimai, yra
SN.

Pastebékime, kad nieko nezinome apie namus su 3 sveikinimais, kuriy yra, sakykime, M arba,
kitaip sakant, nieko néra pasakyta apie skai¢iaus M ,santykius“ su kitokj sveikinimy skaiciy
gavusiais namais ir tai pradzioje kelia tam tikry ,,atsargoky‘ minciy.

Pirmiau sudarome lentel¢ tarsi namy su 3 sveikinimais Naujajame Virbalyje apskritai nebtty
buve. Suprantama, kad toji lentelé atrodys taip:

1 2 3 4

N SN |0 N

Taigi jeigu tartume, kad namy, gavusiy 3 sveikinimus, i§ Naujajame Virbalyje i§ viso nebiity
buve, tai tada i kiekvieng Naujojo Virbalio namg vidutiniskai buty atkeliave

1-N+2-5N+0-M+4-7TN 39N -3

N+5N+0+7N 13N

sveikinimai ir toliau jau viskas i§ karto ,,ima stotis j savas vietas®.
Pasidaro aisku, kad yra visai nesvarbu, kiek namy gavo lygiai po 3 sveikinimus, nes kadangi
,»kitokiy namy* gautyjy sveikinimy vidurkis, kaip jau paaiskéjo, yra 3, tai faktas, kiek namy gavo
po 3 sveikinimus, darosi nebesvarbus, arba jau tik ,,statistikai bereikalingas®, nes juk tada ir visy
Naujojo Virbalio namy sveikinimy vidurkis jau ,,per amzius* yra ir bus lygus 3.
Tikrai, lentelés

1 2 3 4

N SN | M N

vidurkis, nepriklausomai nuo to koks bebtuty M, yra
I-N+2-5N+3-M +4-7TN _39N+3M _3(13N+M) _
N+5N+M+71N IBN+M  13N+M

Atsakymas
I kiekvieng gimtojo Dovyduko miestelio Naujojo Virbalio nama tg lemtinga gruodzio ryta
buvo atnesti vidutiniSkai 3 Sv. Kalédy sveikinimai.

3. Dovydukas, karta vartydamas savo senelio Motiejaus Marijampoliskio gimnazijos
parengiamojo skyriaus geometrijos sgsiuvinius, rado vieng salyga, prie kurios jo garbusis senelis
buvo padéjes 3auktuka ir dar priraSes trumpa komentara ,,Zavu“. Dovydukas uzsidegé noru
iSspresti tg uzdavinj, kuriame matési | kvadratg jbréztas apskritimas ir dar staciakampis, kuris
buvo kvadrato viduje, bet apskritimo iSor¢je. Dvi to staiakampio krastinés ,,&jo* kvadrato
krastinémis, o viena staCiakampio virSiiné priklausé jbréztam apskritimui (kaip parodyta



brézinyje). Buvo dar pasakyta, kad to staciakampio aukstis yra dvigubai didesnis uz jo ploti.
Koks yra kvadrato ir statiakampio ploty santykis?

A

Sprendimas

Pazymékime apskritimo spindulj raide x, tada kvadrato krastinés ilgis, yra, suprantama, lygus 2x.
Toliau, tegu y isreiskia jbrézto staciakampio plotj, tada pagal sglyga to staciakampio aukstis yra
2y (Zr. brézinj).

)

i
>y &
| ]
~

2y

Y

Taikydami Pitagoro teorema staciajame trikampyje POR turésime lygybe
= (x=2y) +(x- ).

Ja pertvarke gausime salyga

xP—6xy+5y>=0,
kurig skaidydami dauginamaisiais turime iSraiska

(x=y)x=5y)=0.
I8 ¢ia be jokiy abejoniy gauname, kad arba

x=y,arba x=5y.
Pirmoji lygybé misy uzdavinio salygomis yra nejmanoma, nes tada salyga x =y reiksty, jog
,»néra apskritimo®.
O kai x =5y, tai tada kvadrato krastiné yra lygi 10y, stadiakampio plotas y-2y =2y’ ir jy ploty
santykis yra (10y)*:2y> =100y°:2y* =50:1.
Atsakymas
Kvadrato ir sta¢iakampio ploty santykis yra 50 : 1.

4. Sakiuose émé kartg ir susidraugavo du natiiralieji skaiGiai m ir n. Karta, bekeliaudami j
Vilkaviskj, jie pravaziavo pieva, kurioje vaikstingjo trys lygtys, viena vardu Ox +4y=
135, kitos vardas buvo 4x + 9y =135, o tre€ia buvo vardu 11x + 6y = 240. Bet juodu net galvos
1 ta puse nepasuko. BeSvilpaujancio Suvalkijos bernioko ses¢ geltonkas¢ mums ir sako: ,.Be
reikalo jiedu net galvos ] tas jspiidingas lygybes nepasuko. Juk jeigu jose vietoje x imtume ir
jraSytume tg keliu pravaziavusj m, o vietoje y imtume jo ,,mirting™ drauga n, tai paaiskéty ne tik
tai, kad kazkurios dvi i$ ty lygc€iy virsta teisingomis lygybémis, bet ir kad ta likusi lygtis teisinga



lygybe niekaip nevirsta“. O sumanusis Dovydukas Marijampoliskis dar pridare, kad paaiskéty ne
tik tai, kad kazkurios dvi lygybés yra tenkinamos, o likusioji netenkinama, bet paaiskéty ir pati
didziausioji paslaptis: kokio tiksliai didumo yra tie du ,draugeliai“ m ir n, kurie kg tik
,pradardéjo” pro Salj, leisdami sau j niekg nekreipti démesio.
Taigi kokie yra tokie du nattiralieji skaiciai m ir n, kurie tenkina kazkurias dvi i$ lygybiy 9m + 4n
=135, 4m +9n =135, 11m + 6n = 240, o likusiosios — niekaip ne?
Sprendimas
Pirmiausiai pastebékime, kad sud¢je pirmajg ir antrgjg lygtis gauname

13m + 13n =270,
arba

13(m + n) =270.
Taciau tada m + n negali buti sveikasis skaicius, nes 270 nesidalija be liekanos i§ 13, o tada juo
labiau natiiraliaisiais skaiCiais negali biiti ir patys m su n.
Vadinasi, kadangi sudéje pirmgjg ir antrajg lygtis, gauname prieStaringg iSvada, arba, paprastai
kalbant, kazkg ,,be rySio*, todél galima sakyti, jog viena kuri i$ jy ir yra ta likusioji lygtis, apie
kurig salygoje pasakyta, jog ji ,,netenkinama‘.
Toliau pastebékime, jog atéme pirmaja lygt] is treciosios gautume lygybe

2m+2n=2(m+ n) =105,
kurios vél jokie nei sveikieji, nei juo labiau natiiralieji skai¢iai patenkinti negali, nes jei galéty,
tai tada kairéje puséje biity lyginis, o desingje — jau nelyginis skaicius.
Taigi vel viena kuri i8 jau kity dviejy — dabar pirmoji arba trecioji — yra i§ ty lygybiy, apie kuria
salyga kalba kaip apie ,,likusiaja* lygti, arba tokia, kuri negali biiti ,,patenkinta“.
Kadangi ,,netenkinama“ arba toji ,,likusioji lygtis pagal uzdavinio salygas yra viena vienintele,
tai tada ja privalo buti pati pirmoji lygtis, nes tik ji minima abiem atvejais.
Tada likusios 2 lygtys — arba antroji su treCigja — abi yra ,,geros™ ir iSsprende jas kartu be jokio
vargo randame, kad
m=18,on=17.

Atsakymas
(m; n)=(18;7)

5. Kartg Dovydukas MarijampoliSkis, biidamas gerokai issiblaskes, gana ilgai vargo su tokiu
uzdaviniu, kuriame buvo pasakyta, kad skaiciai a, b ir ¢ tenkina salyga
a—c+b—a+ c—b -

b+c c+a a+b
ir buvo klausiama, ar biity galima tik tiek tezinant surasti, kam yra lygi suma
a+b b+c c+a
+ +

b+c c+a a+b

Sprendimas
Minétaja sumg surasti galima.
Pastebékime, kad

a-—c a-c¢ b+c a+b
+1 =

= + = )

b+c b+c b+c b+c
... b—a b—-a c¢c+a b+c . c-b c-b a+b c+a
Panasiai +1= + = r +1= = .
c+a c+a c+a c+a a+b a+b a+b a+b

Sudéjus visas tris iSraiSkas gautume

a—-c b—-a c-b a+b b+c c+a

+ +3 = +

b+c c+a a+b b+c c¢+a a+b
Atsakymas
a+b b+c c+a

+ + =

b+c c+a a+b

=1+3=4.

Galima. 4,




