PASVALIO KRASTO MOKSLEIVIU
SESTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

UZDAVINIAI

Pasvalys, 2004 m. lapkricio mén. 26 d.
UZdaviniy sprendimo trukmé — 2 val.

e |
Raskite daugianarj su sveikaisiais koeficientais ir vienetiniu vyriausiuoju koeficientu, kurio Saknis yra

skaitius a=%3+32.

Sprendimas. Pakéle lygybe a = ¥3+¥2 kubu gauname

2
2®=(¥3+32f =3+333[2f +3(33f32+2-5+333 32 (3+32)=5+33332a
IS ¢ia
(3‘3’/5 %/Ea)s =(a3 —5)3.
Taigi
162a° =a® —15a° + 75a° —125.
Ats.: Teskomasis daugianaris yra x? —15x® —87x3 -125 .

. Jrodykite, kad néra tokiy sveikyjy skaiéiy X ir y, kurie tenkina lygtj
15x% —7y? =9.

Irodymas. Akivaizdu, kad skai€iai X ir y, tenkinantys duota lygtj, turi bati dalds i§ 3. Tegu x=3k ir
y=3l. Tada
15k2 —71% =1.
Kad tokiy sveikyjy skai¢iy K ir | néra, uztenka jrodyti, kad su bet kokiu sveikuoju skai¢iumi | liekana
dalijant 71 2 i$ 15 néra lygi 14. Aisku, tereikia patikrinti, kad
71% (mod 15) =14 , kai 1 =1, 2, ...,14.

Lengvai randame, kad tos liekanos yra skai¢iai 7, 13, 3, 7, 10, 12, 13, 8, 12, 10, 7, 3, 13, 7; tarp jy
néra 14.

. Kubas su nuspalvintomis sienomis supjaustomas j 1000 lygiy kubeliy, kurie supilami j urng. I§ urnos
atsitiktinai iStraukiamas vienas kubelis. Raskite tikimybe, kad istrauktasis kubelis turi dvi nuspalvintas
sieneles.

Sprendimas. Pjaustant kubg su kiekviena jo briauna susiejami 8 kubeliai, kuriy dvi sienelés yra
nuspalvintos. Kadangi kubas turi 12 briauny, tai i§ viso bus 12x8=96 kubeliai, kuriy dvi sienelés yra

=0,096 .

96
nuspalvintos. Tad ieSkoma tikimybeé yra lygi
uspalv ybe yra lyg 1000
Ats.: 0,096.

. Laikrodziy meistras neapsiziiiréjes sukeité vietomis valanding ir minuting laikrodZio rodykles. Kiek karty
tarp pirmadienio 15 val. ir antradienio 15 val. laikrodis rodys tiksly laikg?

Sprendimas. Per X val. valandiné rodyklé nueina 5x padaly, minutiné — 60x padaly. Nesukeitus rodykliy
pragjus X valandy po 15 val. minutiné rodyklé bus uz 60x —60(k —1) padaly nuo nulinés, jei kK -1<x<Kk,
k=12,...,24. Po 24 val. ji bus nulinéje vietoje.

Valandiné rodyklé bus uz 15 +15x padaly, kai 0 <x<9;uz 15+15x - 60 padaly, kai 9<x<21 ir uz
15 +15x —120 padaly, kai 21<x<24.

Sukeitus rodykles valandiné juda kaip minutiné rodyklé, o minutiné kaip valandiné. Nesunku suvokti,
kad tiksly laikg matysime tik tada, kai abi rodyklés sutaps (bus vienodai nutolusios nuo nulinés padalos).
Skaiciuodami rodykliy sutapimo momentus, iSnagrinckime $iuos atvejus.



a) k-1<x<k, k=12..,9
Tikslaus laiko momentus randame i$ lygties

60x —60(k —1) =15+ 5x = 55x = 60k — 45 = 11x =12k -9 = x =k —% :
Gauname 8 tikslaus laiko momentus, nes k —1<x <k, kai k=1,2,...,8.
b) k-1<x<k, k=12,..,21.
60X — 60(K —1) =15 + 5x — 60 => 11x =12k — 21 = x =k —211—1".
Tinka k =10, ...,20 . Taigi tiksly laikg laikrodis rodys 11 karty.
c) k-1<x<k, k=22,23,24.
55x =60k —165 = x=k—%.
Salyga k —1< x <k tenkina k =22, 23, 24 . Turime dar 3 tikslaus laiko momentus.
d x=24
0=5x-105 = x=21=O.
Taigi tikslus laikas bus rodomas 8 +11+3=22 kartus.
Ats. Laikrodis tiksly laika rodys 22 kartus.
5. Raskite visus neneigiamy skai€iy X1, X, ..., Xogo4 rinkinius, tenkinancius lyg€iy sistema
X1+ Xo +...4+ Xo004 = a,
X12 + X% +...+ X§004 =8.2,
2004 2004 2004 2004
Xl +X2 +...+X2004 =a .
Sprendimas. Aisku, sistema neturi sprendiniy, kai a <0. Kai a >0, gauname:
2 2 2 2 2
a~ =X; +X5 +...+Xo004 = (Xl + ...+ X2004) — 2X1X2 — . 2X1X2004 — . 2X2003X2004 =
2
=a - 2(X1X2 +...+ X2003X2004):> X1 X9 = 0, -~y X1 X2004 = 0, -1 X2003X2004 = 0.
Jei xq#0, tai Xy =X3=...=Xpgpg =0. Turime sprendinj (&,0,...,0). Analogiskai gauname ir kitus

sprendinius: (0, a,...,0), ..., (0,0,...,a).

6. Tarkime, kad trikampio kraStiniy ilgiai a, b ir ¢ tenkina lygybe
1 1 3
+ = :
a+b b+c a+b+c

Raskite kampa prie§ krasting b.
Sprendimas.
a+2b+c = 3 o a’ +c?=ac+b?.
(@+b)(b+c) a+b+c

Pagal kosinusy teorema
1 o
b2 =a? +¢? —2accosB = ac = 2accosB = cos B =E:> B=60".
Ats.: ZB=60°.

7. Skirtingi natiiralieji skaiciai ag, &y, ...,ay, ... sudaro aritmeting progresija.
1. Targ, kad bent vienas i§ jy yra natiraliojo skaiCiaus kvadratas, jrodykite, kad tarp skaiciy
ag, &, ...,ap,...yra be galo daug nattiraliyjy skaiciy kvadraty.
2. Ar gali atsitikti taip, kad né vienas i$ skai¢iy ag, &y, ..., @p, ... néra natiiraliojo skaiciaus kvadratas?
3. Ar gali buti visi Sios progresijos nariai nattraliyjy skai¢iy kvadratai?
Sprendimas. Sios aritmetinés progresijos skirtumg pazymékime d. Akivaizdu, kad d yra natiralusis
skaiCius ir ag <@y <...<ap <....
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1. Tarkime, a, =m*“, meN. Tada ay,, =ax +nd = m?2 +nd . Dabar visa paslaptis — parinkti ,,gera"

n, pvz., n=2m+d . Tada ay,, = m? + 2m+d)d = m? +2md +d? = (m+ d)2 yra natiraliojo skai¢iaus
kvadratas. Tokiu biidu ,,prigaminsime* be galo daug nattraliyjy skaiciy kvadraty.
2. Taip gali biiti. Nagrinékime atvejj, kai
an=3n+2,n=012,....

Siy skai¢iy dalybos i§ 3 lickana yra 2. Tuo tarpu dalydami i§ 3 bet kurj natiiraliojo skai¢iaus kvadrata
gauname lickang 0 arba 1:

(3k)2 =9k% =3M +0,
(3k +1)% =9k + 6k +1=3M +1
(3K +2)% =9k? +12K + 4=3M +1.
Tarkime, tokia progresija ag, ay,...,a,,... egzistuoja. Pagal salyga turi galioti nelygybés: ag >12,
a; > 22, vy @p 2 (N +1)2 irt. t. Tegu a, =m?., Tuomet m>n progresijos skirtumas, a,.q = (m +1)2 ir
d=ay—a,=(m +1)%2 —m? = 2m+1>2n+1.

Gavome, kad d turi tenkinti nelygybe d >2n+1 su visais n=0,1, 2, 3, .... Betgi §i nelygybé negalioja,
kai n pakankamai didelis. Taigi tokios aritmetinés progresijos negali biti.

8. Keturis skai¢ius A, B, C, D sudé¢jus po 2 visais jmanomais biidais, gautos sumos: 2003, 2004, 2005, 2007,
2008, 2009. Raskite skaicius A, B, C, D.
Sprendimas. Tegu A<B<C <D . Galimi du atvejai.
1) A+B<A+C<B+C<A+D<B+D<C+D
ISsprende sistema
A+ B = 2003,
A+ C =2004,
B + C = 2005,
A+ D = 2007,
B + D = 2008,
C + D = 2009
gauname A=1001, B=1002, C =1003, D =1006 .
2) A+B<A+C<A+D<B+C<B+D<C+D
Sudare lygciy sistema ir jg iSsprendg, gausime A=1000, B =1003, C =1004, D =1005.

9. Skaiciai a, b, ¢ yra teigiami ir tenkina lygybe a + b+ ¢ =1. Jrodykite, kad
9 < 1 1 1 5

—< + + :
4 1+a 1+b 14+c 2

Irodymas. Pirmiausia jrodykime kairigjg nelygybe. Pazymékime

1 1 1
“1+a’ 1+b’ T 1+c
I$ Zinomy aritmetiniy ir geometriniy vidurkiy nelygybiy gauname, kad

A+B+C>3%ABC,

1 1 1 1
— 4+ = +=2>33—,
A B C ABC

(A+B+C)(l+£+l]29,
A B C

A

I$ ¢ia



wami£+3¥w£=3+®+b+d=4,A+B+C: CHRE S B
A B C l1+a 1+b 1+c
1 1 1 9
>

+ + >
l1+a 1+b 1+c 4

X

Desiniajai nelygybei jrodyti galima pasinaudoti tokiu faktu: jei x,y>0, x<y, tai —< X
y Yy+z

yra bet koks teigiamas skaicius.
Xz x_2-¥
y+z y y(y+z

1 - l+b+c
1+a l+a+b+c’

1 < l+a+c
1+b l+a+b+c’

1 - l+a+b
l+c l+a+b+c

Ji nesunku jrodyti:

Tada

1 1 5

Panariui sudéje Sias nelygybes gausime + + .
I YEybes & l1+a 1+b 1+c 2

+7Z

, kai z

10. Duotas kvadratas ABCD. Taskas M yra krastinés AD vidurio taSkas. Krastinése AB ir CD atidéti taskai K ir

L, taip kad KM =3, LM =4, KL =5 . Raskite kvadrato ABCD krastinés ilgj.

Pirmas sprendimo biidas. Pasinaudokime centrine simetrija tasko M atzvilgiu. Cr------

Nesunku jsitikinti, kad KLK'L' — rombas. Dviem biidais apskaiCiavus jo plotg |-

s - l
NI
SKLK-L-zAD~KL'=1LL'-KK‘ gausime AD-5=1-8-6=24:>AD=§. L P
2 2 5 Al M3
Antras sprendimo biidas. Galimi ir kiti sprendimo biuidai. Pavyzdziui, galima rasti 3 4
AK. K
5
Tegul taskas N yra KL vidurio taskas, tada MN =KN =NL =2, Apie statyji

trikampj KLM apibrézto apskritimo spindulys yra r. Atkarpoje MN atidékime taska K'

-

tokj, kad MK'= AK =x. MN yra trapecijos AKLD vidurio linija, taigi, MN||AK. Tada AKK'M yra

sta¢iakampis. Statiis trikampiai KMK" ir KNK" turi bendra krasting KK', o pagal Pitagoro teorema

KK?=KM? —MK?=KN? —K'N? arba 32 +x2=252 - (25-x)? = 5x=3%, Ao M |
2 X
AK =x= % . Tada pagal Pitagoro teoremg i$ stataus trikampio KMA gauname K K'
N
4 B C
Lap=am=vkm2 _ak2= [32 -2 2 _ap_2
2 52 5 5

Am;gi.
5





