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PASVALIO KRAŠTO MOKSLEIVIŲ  

SEPTINTOJI KOMANDINĖ MATEMATIKOS OLIMPIADA 

PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO  

TAUREI LAIMĖTI  

Pasvalys, 2005 m. lapkričio mėn. 25 d. 

Uždavinių sprendimo trukmė – 2 val. 

 

VII–VIII klasių uždaviniai 
 

  1. Raskite visus natūraliuosius skaičius, kurie įrašius nulį tarp vienetų skaitmens ir dešimčių skaitmens 

padidėja 9 kartus. 

Sprendimas. Tegu ieškomasis skaičius yra aN 10 ; čia a vienetų skaitmuo. Įrašę nulį turime gauti 

lygybę 

aNaN  100)10(9 . 

Iš čia randame, kad  

aN 45  . 

Taigi, a turi dalytis iš 5. Atvejis 0a  netinka, nes tada 010  aN  nėra natūralusis skaičius. Kai 

5a , gauname 4N  ir 4510  aN . 

Ats.: 45. 

 

  2. Ar galima iš medžiagos atraižos, kurios ilgis 
3

2
 metro, atkirpti 

2

1
 metro dalį, neturint po ranka metro? 

Sprendimas. Sulankstome medžiagą į keturias lygias dalis ir vieną dalį nukerpame. Likusios dalies ilgis 

bus lygus 

mmm
2

1

3

2

4

1

3

2
 . 

 

  3. Stačiakampis ABCD padalintas į 9 mažesnius stačiakampius. Langeliuose yra 

įrašyti atitinkamų stačiakampių perimetrai (žr. pav.). Raskite stačiakampio 

ABCD perimetrą.  

Sprendimas. Prie stačiakampių kraštinių (žr. pav.) parašykime jų ilgius. 

Skaičiuodami ABCD perimetrą gausime: 

46))5,5()4()6()5,1()6((2  xxxxxxP  

B 6+x x 1,5+x C 

5,5–x  11  5,5–x 

4–x 20 8 11 4–x 

6–x  12  6–x 

A 6+x x 1,5+x D 

 

  4. Į 55  lentelę surašykite skaičius 0 ir 1 taip, kad visuose 33  kvadratėliuose įrašytų skaičių sumos būtų 

skirtingos. 

Sprendimas.  

 

0 0 0 0 0 

      Pavyzdys 0 0 0 0 0 

 0 0 1 1 1 

 1 1 1 1 1 

 1 1 1 1 1 
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 12  
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  5. Iš skaitmenų 1, 2, 3 ir 4, rašydami juos po du kartus, sudarykite aštuonženklį skaičių, kuriame tarp dviejų 

vienetų yra vienas skaitmuo, tarp dvejetų yra du skaitmenys, tarp trejetų – trys skaitmenys, o tarp ketvertų 

yra keturi skaitmenys. 

Sprendimas. 41312432 arba 23421314. 

 

  6. Nuvažiavęs trečdalį kelio, keleivis užmigo ir miegojo tol, kol liko nuvažiuoti trečdalį to kelio, kurį jis 

važiavo miegodamas. Kurią viso kelio dalį keleivis pramiegojo? 

Sprendimas. Tegu s yra viso kelio ilgis, o m – kelias, kurį keleivis pramiegojo. Pagal uždavinio sąlygą 

smm
3

2

3

1
 . Iš čia sm

3

2

3

4
    

2

s
m  . 

Ats.: keleivis pramiegojo pusę kelio. 

 

  7. Dviejose klasėse yra 70 mokinių. Vienoje klasėje 
17

7
 mokinių mėgsta žaisti krepšinį, o kitoje – 

9

2
 mokinių 

mėgsta žaisti futbolą. Kiek mokinių yra kiekvienoje klasėje? 

Sprendimas. Tegu m yra vienos, o n yra kitos klasės mokinių skaičius. Skaičius m turi dalytis iš 17, o 

skaičius n turi dalytis iš 9.  

Nagrinėdami variantus, gauname 34m  ir 36n . 

Ats.: 34 ir 36. 

 

  8. Devynios kortelės yra sunumeruotos nuo 1 iki 9 ir išdėliotos taip, kaip parodyta paveiksle. 
 

  B  C 

     

     

     

A    7 
 

 

  9. Tegu ABC yra statusis trikampis, o AB yra jo įžambinė. 

Tiesėje AB į priešingas puses nuo įžambinės yra atidėtos 

atkarpos AK ir BM, kurių ilgiai yra ACAK  , BCBM  . 

Raskite kampo KCM didumą. 

Sprendimas. Pagal trikampio priekampio savybę  

CABKCACKA  . 

Trikampis CAK yra lygiašonis, todėl  

CABCKAKCA 
2

1
. 

Analogiškai CBABMCBCM 
2

1
. Vadinasi,  

 13590
2

1
90)(

2

1
 CBACABACBBCMACBKCAKCM . 

 

10. Iš trijų skaičių, a, b ir c, vienas yra teigiamas, vienas yra neigiamas ir vienas yra lygus nuliui. Skaičiai a, b ir 

c  yra susiję lygybe )(22 cbba  . Nustatykite, kuris skaičius yra lygus nuliui ir kokie yra kitų dviejų 

skaičių ženklai. 

Sprendimas. Jei būtų 0a , tai gautume cb   (nes 0b ). Bet taip negali būti, nes b ir c ženklai turi 

būti priešingi. Taigi 0a . Aišku, kad 0b  (nes tada turėtų būti 0a ). Taigi 0c .  

Toliau nagrinėkime lygybę 32 ba  . Jei būtų 0b , tai gautume 02 a . Vadinasi, 0b  ir 0a . 

Ats.: 0a , 0b , 0c . 

Šioje lentelėje rodyklės yra nukreiptos nuo kortelės su mažesniu numeriu 

į kortelę su didesniu numeriu. Apskaičiuokite kortelių A, B ir C numerių 

sumą. 

Sprendimas. Kortelės A numeris yra pats mažiausias, taigi 1A . 

Kortelės C numeris pats didžiausias, taigi 9C . Tarp kortelių 9 ir 7 gali 

stovėti tik 8. Kortelės B numeris didesnis už likusių penkių kortelių, taigi 

6B . Vadinasi, 

16961  CBA . 

Ats.: 16. 

 

A

B
C

K

M
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IX–X klasių uždaviniai 
 

  1. Tegu ABC yra statusis trikampis, kuriame 15 BAC , 90 ACB . Įrodykite, kad  

2

4

1
ABBCAC  . 

Įrodymas. Iš viršūnės C brėžiame pusiaukraštinę CM ir aukštinę CH. 

Aišku, kad ABCHBCAC  . 

Kadangi 30 CMH , o ABCM
2

1
 , tai ABCMCH

4

1

2

1
 . 

Vadinasi, 2

4

1
ABBCAC  . 

 

  2. Įrodykite, kad su kiekvienu natūraliuoju skaičiumi n suma 333 )2()1(  nnn  dalijasi iš 9. 

Įrodymas. Taikykime matematinę indukciją. Kai 1n , teiginys yra teisingas, nes  2781321 33  

9436  . Tegu suma 333 )2()1(  kkk  dalijasi iš 9. Tada  

 )33333()2()1()3()2()1( 322333333 kkkkkkkk  

)33(9)2()1( 2333  kkkkk . Taigi teiginys teisingas. 

 
  3. Tegu naaa ...,,, 21  yra teigiami skaičiai, kurių sandauga lygi 1. Įrodykite, kad  

n
naaa 2)1(...)1()1( 21  . 

Įrodymas. Kadangi su visais 0, ba  teisinga nelygybė abba 2  (nes   
2

ba  

02  baba ), tai ii aa 21   su visais ni ,...,2,1 . Iš čia  

n
n

n
n aaaaa 2...2)1(...)1()1( 121  . 

 

  4. Jonas už gerą pažymį (sakykime, 8) gavo n dviejų litų monetų. Petras už geresnį pažymį gavo mažiausią 

sumą, didesnę už 2n litų, kurią galima sumokėti 5 Lt monetomis. Už geriausią pažymį Povilas gavo 

mažiausią sumą, didesnę už Petro, kurią galima sumokėti 10 Lt banknotais. Koks didžiausias skirtumas 

galėtų būti tarp Povilo ir Jono gautų pinigų? 

Sprendimas. Priklausomai nuo 2n dalumo iš 5 Petras galėjo gauti 52 n , 42 n , 32 n , 22 n  arba 

12 n  litą. Povilas gavo 5 arba 10 litų daugiau už Petrą. 

Skaičius 52 n  nelyginis, todėl šiuo atveju Povilas gautų tik 5 litais daugiau už Petrą, t. y. 102 n . Jei 

Petras gautų 42 n , tai Povilas 142 n . Taigi didžiausias skirtumas tarp Povilo ir Jono gautų pinigų 

142)142(  nn . 
 

  5. 175 obuoliai yra sudėti į kelias lygias krūveles. Dviejų krūvelių obuolius išskirsčius į likusias krūveles, jose 

prisidėtų po 10 obuolių. Raskite krūvelių skaičių. 

Sprendimas. Krūvelių skaičių pažymėkime x, x N. Kiekvienoje krūvelėje 
x

175
 obuolių. Dviejose 

krūvelėse yra 
x

175
2   obuolių. Jas išskirsčius po lygiai į kitas 2x  krūveles, prisidėjo )2(10 x  obuolių. 

Sudarome lygtį: 
x

175
2 )2(10 x . Vienintelis jos natūralus sprendinys 7x . 

Ats.: 7. 

 

C

A B
M H

15o

 



  6. Ar įmanoma surašyti skaičius 0 ir 1 į 66  lentelę taip, kad visuose 33  kvadratėliuose įrašytų skaičių 

sumos būtų skirtingos? 

Sprendimas. Negalima. 66  lentelėje yra šešiolika 33  kvadratėlių. Viename 33  kvadratėlyje 

įrašytų skaičių suma gali būti nuo 0 iki 9. Todėl atsiras bent 2 kvadratėliai su vienoda suma. 
 

  7. Yra dešimt atkarpų, kurių ilgiai nelyginiai sveikieji skaičiai, mažesni už 100. Įrodykite, kad iš kurių nors 

trijų atkarpų galima sudaryti trikampį. 

Įrodymas. Jei 0 abc  yra atkarpų ilgiai, tai trikampį iš jų galima sudėti tik tada, kai galioja 

trikampio nelygybė bac  . 

Prieštaraudami teiginiui tarkime, kad iš jokių trijų atkarpų negalima sudaryti trikampio. Atkarpas 

sunumeruokime pagal jų ilgius –nuo trumpiausios iki ilgiausios: 

1001 1021  lll  . 

Kadangi trikampio nelygybė negalioja, tai 3211 3213  llll  (nes 3l  nelyginis). 

Toliau panašiai: 

5431 4324  llll , 

9853 5435  llll , 

151495 6546  llll , 

2524159 7657  llll , 

41402515 8768  llll , 

67664125 9879  llll , 

1091086741 109810  llll . 

Šis rezultatas prieštarauja sąlygai 10010 l . Taigi prielaidą reikia atmesti. 

 

  8. Paveiksle pavaizduotą (žr. 1 pav.) figūrą sudaro kvadratai. Paties mažiausio kvadrato kraštinės ilgis yra 

lygus 1. Raskite nuspalvinto kvadrato kraštinės ilgį. 
 

1 pav.    2 pav.

x x

x
y

x

-1

-2
1

-3

 

    
 

Sprendimas. Kvadratų viduje surašykime jų kraštinių ilgius (žr. 2 pav.). Figūros plotį galima išreikšti 

dvejopai: suma )1(  xx  ir suma )2()3(  xxy . Skaičių y randame iš lygybės  

)2()3(  xxy )1(  xx . Gauname 4y . 
 

  9. Trapecijos pagrindų ilgiai yra sveikieji skaičiai. Įrodykite, kad šią trapeciją galima suskaidyti lygiais 

trikampiais. 

Sprendimas. Padalykime abu trapecijos pagrindus, AB ir CD, 

atkarpėlėmis, kurių ilgiai yra lygūs vienetui. Nubrėžkime per 

atkarpėlių galus tieses, lygiagrečias su kraštine AD, ir tieses 

lygiagrečias su kraštine BC (žr. pav.). Nubrėžę viduriniąją liniją MN, 

gausime lygių trikampių, dengiančių trapeciją, aibę. 
 

10. Su kuriais natūraliaisiais skaičiais n, priklausančiais intervalui [2000; 2005], skaičius n1025,6   yra kurio 

nors sveikojo skaičiaus ketvirtasis laipsnis? 

Sprendimas. Tegu m yra sveikasis skaičius toks, kad  410
4

25
mn     422 25 mnn      

 4

2

4

2

25





nn

m ; m sveikas skaičius, todėl 
4

2n
 ir 

4

2n
 turi būti natūralieji skaičiai. Tinka tik 2002. 

A

M

D C

N

B
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XI–XII klasių uždaviniai 
 

  1. Įrodykite, kad jei 1
c

z

b

y

a

x
 ir 0

z

c

y

b

x

a
, tai 1

2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

 

Įrodymas. Pagal pirmą sąlygą 




















bc

yz

ac

xz

ab

xy

c

z

b

y

a

x

c

z

b

y

a

x
21

2

2

2

2

2

22

. 

Iš antros sąlygos gauname  

xy

bxay

y

b

x

a

z

c 









 , 

o iš čia  

bxay

xy

c

z


  ir 0













b

y

a

x

bxay

xy

ab

xy

bc

yz

ac

xz

ab

xy
. 

Vadinasi, 

1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

 

  2. Raskite sumą 

)13)(23(

1
...

74

1

41

1







 nn
. 

Sprendimas. Pastebėkime, kad 

)13(3

1

)23(3

1

)13)(23(

1







 kkkk
. 

Todėl 


















































 )13(3

1

)23(3

1
...

73

1

43

1

43

1

13

1

)13)(23(

1
...

74

1

41

1

nnnn
 

.
13)13(3

1

3

1







n

n

n
 

 

 
 

  3. Nustatykite, kiek nulių yra sumoje S, kai 


skaitmenys99

.99...99...999999 S  

Sprendimas.  10011...119901...111)110(...)11000()1100()110(

vienetų100vienetai99

99


S  

.0111...111

vienetai97


  Taigi sumoje S yra vienas nulis. 
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  4. Išspręskite lygtį 

2

2

)11(
)6(2




x

x
x . 

Sprendimas. Tegu 1 xt . Tada 0t  ir 12  tx . Įrašę į lygtį, gauname: 







2

22
2

)1(

)1(
)7(2

t

t
t 






2

22
2

)1(

)1()1(
)7(2

t

tt
t  015212)7(2 222  ttttt    

 3t  (nes 0t )   8x . 

 

  5. Įrodykite, kad kvadratinė lygtis 02  cbxax  turi tik vieną sprendinį, priklausantį intervalui ]1;0[ , kai a, 

b ir c yra kurio nors trikampio kraštinių ilgiai. 

Įrodymas. Funkcijos cbxaxy  2  grafikas yra parabolė, kurios šakos eina į viršų (nes 0a ). 

Taške 0x  gauname 0 cy  (nes 0c ), o taške 1x  gauname 0 cbay , nes cba   

(pagal trikampio kraštinių savybę). Tai reiškia, kad parabolė susikerta su ašimi Ox kuriame nors intervalo 

(0; 1) taške; taigi lygtis 02  cbxax  turi sprendinį intervale (0; 1). Kitas šios lygties sprendinys yra 

neigiamas, nes 0y , kai 0x , o parabolės šakos kyla į viršų. 

 

  6. Natūraliųjų skaičių x, y ir z suma yra lygi 407. Raskite didžiausią skaičių nulių, kuriais gali baigtis sandauga 

xyz. 

Sprendimas. Skaičių 250,125 ir 32 suma yra lygi 407, o jų sandauga yra lygi 6100000001  . Taigi šių 

trijų skaičių sandauga baigiasi šešiais nuliais. 

Pagal aritmetinio ir geometrinio vidurkių nelygybę 3

3
xyz

zyx



 gauname: 

6
33

103
27

14341967

3

407

3

















 


zyx
xyz . 

Taigi sandauga xyz negali baigtis daugiau kaip šešiais nuliais, kai 407 zyx . 

Ats.: 407. 

 

  7.  Užpildykite lentelę 

  4 

 AC   

 C 24 
 

įrašydami skaičius tuščiuose langeliuose ir vietoj raidžių. Šioje lentelėje kiekvienos eilutės, kiekvieno 

stulpelio ir kiekvienos įstrižainės skaičių sandauga yra ta pati ir lygi skaičiui ABCD  (A, B, C ir D yra 

skirtingi skaitmenys). 

Sprendimas. Įvedame pažymėjimus (žr. lentelę) 

z y 4 

 AC   

x C 24 

Turime: 

CxxCA  24)10(4    AC 2  

AzzCAyz 1224)10(244     Ay 72  

 3172821272)10( AAAACCAy ABCD    1A    7B , 2C , 8D  

Taigi turime lentelę 

6 7 24 

8 12 18 



 3 

36 2 24 

  8. Raskite begalinių periodinių trupmenų ...191919,019,0   ir ...199199199,0199,0   sumos 199,019,0   

periodą (trupmenos naaa ...,0 21 ) periodas yra n).  

Nurodymas. 
99

19
19,0  , nes  )1100(19,0 1919,019,19  . 

Sprendimas. 

















11999999

100119911100111119

11999

1119911119

111119

1119911119

999

199

99

19
199,099,0  

999999

391118

999999

10011991010119



 . 

Periodas lygus 6. 

 

  9. Taškas E trapecijos ABCD šoninę kraštinę CD dalija santykiu 2:1 ( 1:2: EDCE ). Atkarpa AE trapecijos 

įstrižainę BD kerta taške O; be to, 1:5: OEAO . Trikampio AOB plotas lygus 26 cm2. Raskite: 

1) trikampio DOE plotą; 2) trapecijos ABCD plotą. 

Sprendimas. 1) Sakykime, xSDOE  . Tada xSAOD 5 , 

xSABD 526 , xSAED 6 . Kadangi ABDAED SS
3

1
 , tai 

)526(
3

1
6 xx  . Iš čia 2x . Taigi 2DOES . 

2) Nubrėžkime atkarpą BE. Tada ABOOBE SS
5

1
 ; todėl 

5

26
OBES . Toliau:  

5

36

5

26
2  OBEDOEDBE SSS ;  

5

72
2  DBEEBC SS . 

Vadinasi, 6,57
5

288

5

108
36

5

72

5

36
1026  EBCDBEAODAOBABCD SSSSS .  

Ats.: 2DOES  cm2, 6,57ABCDS  cm2. 

 

10. Su kokiu sveikuoju skaičiumi k lygties 01tg2005tg2   sprendinių, priklausančių intervalui 

]2;0[  , suma yra lygi k ? 

Sprendimas. Iš lygties gauname 
2

420052005
tgα

2 
 . Pažymėkime: 

2

420052005 2

1


t , 

2

420052005 2

2


t . 

Sprendiniai iš intervalo ]2;0[   yra  

11 arctg t ,  12 arctg t , 23 arctg t ,  24 arctg t . 

Kadangi 121 tt , tai  

1tgtg 21     2121 coscossinsin     0)cos( 21     
2

21


    

   34321    3k . 

Ats.: 3k . 

 

A

B C

E

D
O

 


