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UZDAVINIU SPRENDIMAI
(jaunesniyjy klasiy grupé)

. Visi nelyginiai natiiralieji skaiCiai suskirstyti { grupes taip, kad pirmaja grupe sudaro 1, antraja — 3 ir 5,
tre¢iaja — 7, 9 ir 11 ir t. t. Grupés nariy skai¢ius didinamas vienetu. [rodykite, kad n-osios grupés skaigiy

suma lygi n3. )
- -1 C
{rodymas. Pirmyjy n—1 grupiy nariy skaidius yra 1+2+3+...+(n- D= n(n2 ) . Paskutinis skaicius
n(n-1 o L - e .
yra 2 (n-1) ~1=n’-n-1. Vadinasi, pirmasis skaiius n-oje  grupéje  yra

(rz2 -n-D+2= n?—n+l. Sioje grupéje yra n nelyginiy skaiCiy, todél paskutinis skaitius yra
(n2 -n+1)+2(n-1)= n% +n-1. Visos eilutés skai€iy suma yra

(n?=n+D+(n’4n-1) _ ;

> .
- PaaiSkinkite, kaip statuji kampg liniuotés ir skriestuvo pagalba padalyti | tris lygias B
dalis. ¢

Sprendimas. 1§ pradziy bréZiame lygiakrasti trikampj OA4B. Gauname kampg BOC, 307 D
lygy 30°. Paskui atkarpa 4B dalijame { dvi lygias atkarpas (AD = DB) ir bréziame A
pusiaukamping OD. Gauname dar du lygius kampus po 30° (£AOD ir £DOB). 4

. [rodykite, kad

J10+@+M+@ =2 +3+45.

Sprendimas. Pakélg kvadratu rei3kinj V2 + \/5 + «/g , gausime kair¢je paraSytos 3aknies po3akni:
(V2+3+45)2 224345424243 42.24542:43-4/5 =
=10+2v6 +2v10 +2v15 = 10 ++/24 +/40 +~/60 .

- Kroso varZybose Jonas uzémeé viduring vieta tarp visy dalyviy. Petras uZémé Zemesne, desimta, vieta, o
Povilas atbégo SeSioliktas. Kiek bégiky dalyvavo krose? '
Sprendimas. AiSku, kad dalyviy skaiius yra nelyginis, todél galéty buti 17 arba didesnis. Skaigius 17
tenkina uzdavinio salyga. Bet kuris kitas nelyginis skai&ius (didesnis uz 17) netenkina salygos, kad Petras
uZémé Zemesng vieta negu Jonas.

Ats.: 17,
B
. Trikampio ABC kampas BAC lygus 60°. Atkarpa CM yra trikampio
pusiaukra$tine, BN — auksting, o K — jy susikirtimo tadkas. Raskite kitus M A
du trikampio 4BC kampus, kai CK =6 ir KM =1.
y 60°
N C




10.

Sprendimas. Nubrézkime MD 1 AC . Atkarpa MD yra trikampio ABN viduriné linija, todél
AD = DN . Trikampiai DMC ir NKC yra panasis, todel DC :NC =7:6. I§ &ia NC =6DN . Tegu

AD =x.Tada DN =x ir NC =6x. Taigi AC =8x. . B
I5 stadiojo trikampio ABN nustatome, kad AB =2 AN =4x.
Sugreting trikampius ABN ir ABC, turinéius bendra kampa 4, A
M,
AN AB PR - o e
gauname, kad —— = —— = 2. Vadinasi, $ie trikampiai yra panasieji. L
AB  AC pra c

Todél atitinkami jy kampai yra lygis. D N

I$vada tokia: £ ABC =90°, £ BC4 =30°

Ats.: 90° ir 30°.
Sugalvokite tokj 8-Zenkli skaiCiy, sudaryts i3 skirtingy skaitmeny, kad iSbraukus bet kuriuos du jo
skaitmenis, gautasis 6-Zenklis skaiéius biity sudétinis.

Sprendimas. Aiku, kad uZdavinio salyga tenkins bet kuris 8-Zenklis skai&ius, kurio paskutinieji trys
skaitmenys (vienety, deSim¢iy ir Simty skilties) yra lyginiai. Pavyzdiui, 12305468, 21357684 ir t. t.
Tegu a ir b yra teigiami realieji skaiCiai, tenkinantys nelygybe a-b > a+ b. [rodykite, kad a+ b > 4.

a+b . T -
ir geometrini vidurkj vab sieja nelygybeé

{rodymas. Teigiamy skai€iy a ir b aritmetinj vidurkj

a+b > «/ab . Remdamiesi ja ir salyga a-b > a+ b, gauname:

a+b >Jab = a+b>2Ja+b = (Va+b-2)Va+b>0 = Ja+b-2>0 = a+b>4.

2

Marius 5-Zenklj skaifiy padaugino i§ jo skaitmeny sumos. Paskui ta patj padaré su gautu rezultatu.
Atsakymas vél buvo 5-Zenklis skaitius. Koks buvo pradinis skai¢ius? Raskite visas galimybes.

Sprendimas. Pirmiausia i3siaiSkiname, kad pradinio 5-Zenklio skai¢iaus skaitmeny suma negali biiti 3
ar didesnis skaicius (po antro Zingsnio gautume skaiciy, didesnj uz 99999).

IS 5-Zenkliy skai¢iy, kuriy skaitmeny suma lygi 1 arba 2 (10000, 10001, 10010, 10100, 11000, 20000)
uzdavinio salygos netenkina tik skai¢ius 20000.

Ats.; 10000, 10001, 10010, 10100, 11000.

Povilas turi juody ir raudony korteliy. Jis ima jas po vieng ir deda { dvi kriiveles — raudong ant juodos, o
juoda ant raudonos. Negalima déti kortelés ant tokios pagios spalvos kortelés. DeSimta ir vienuolikta kortelé
buvo raudonos spalvos, o dvideSimt penkta — juodos spalvos. Kokios spalvos buvo 26-toji kortele?

Sprendimas. AiSku, kad po vienuolikos Zingsniy abiejy kriveliy virSuje buvo raudonos kortelés.
Vienoda spalva iliks ir po trylikos, ir po penkiolikos Zingsniy; taigi po 11+2n, n €N, Zngsniy. Spalva
priklauso tik nuo to, kokia ji buvo pasirinkta (114 2#)-tajame Zingsnyje. Vadinasi, po 25 Zingsniy

kriveliy virSuje buvo juodos kortelés; todél 26-toji kortelé galéjo bati tik raudonos spalvos.
Ats.. raudona.

Kiskis, vilkas ir kiti miSko gyventojai Naujyjy mety proga gavo 55 kankorézius dovany (nemaZiau kaip po
du). Vilkas nusprendé i§ karto patikrinti, ar jie valgomi. Visi kiti kankoréZius i$saugojo iki kiskio
gimtadienio ir ta proga padovanojo jam po pusg turimy kankoréZiy. Dabar kiskis turéjo 10-kart daugiau
kankoréZiy negu i§ pradziy. Kiek kankoréZiy gavo vilkas?

Sprendimas. Tegu x yra ki8kiui, y — vilkui, o z — kitiems misko gyventojams dovanoty kankoréziy

skaiCius. Pagal uzdavinio salyga x 22, y2>2, z22, x+y+z=55ir x +%z =10x . Gauname:

z=18x = 19x+y=55 = x=2, y=17.
Ats.: 17.
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1. Tegu tiesiy atkarpos OA4, OB ir OC yra tarpusavyje statmenos ir
sudaro trisieni kampa su vir§tine O. Irodykite, kad trikampiy 4ABC,
OAB, OAC ir OBC plotai tenkina lygybq

2 2 .
Sz asc =Saoas +Saosc +Stosc - B

Sprendimas. Tegu a, b ir ¢ yra atitinkamai kra$tiniy O4, OB ir
' A
oC ilgiai. Pagal Pitagoro teoremq

AC =Va® +c* | BC=b? +c% , 4B =a* +b°.
Tada pagal Herono formule
AB+AC+BC AC+BC~AB AB+AC-BC AB+BC-AC
2 2 L2 2
= T%(AC2 +2A4C-BC+BC? - ABZ)- (ABZ - AC? +24C-BC - BC2)=

2
SAABC =

=%(2c2 +2\/(a2 +c2)\(b2 +02))(——202 +2\/(a2 +CZ)(b2 +c2))=

2 2 2
=‘1‘((az+cz)(b2+c2)—c4)=%(a2b2+a2c2+b2c2)= (Q) +(_a_rg) +(@) _

2 2 2
2
=S3ous +Saouc *+Saosc-

2. Tegua, b ir ¢ yra kurio nors trikampio krastiniy ilgiai. [rodykite, kad
ab+bc+ac <a® +b% +c? <2(ab+bc+ac).
Irodymas. 18 trikampio savybiy Zinome, kad
a>|b-c|,b>|la-c|,c>|a-b]|.
Todél
a? +b% +c? > b—-cl2 +| a—c|2 +| a—b|2=2a2 +2b% +2¢% —2bc—2ac ~2ab .
I§ ¢ia gauname deSiniaja nelygybe:
a? +b?% +c? <2(ab+bc+ac).
Kairiaja nelygybe gauname i3 akivaizdZiy nelygybiy
(@a=5)% 20, (b-c)% 20 ir (a-¢)*> 20
(tereikia jas sudéti).

3. Irodykite, kad su visais » > 2 galioja nelygybé
1 + 1 +..+ L <1.
22 32 n?
Irodymas. Kiekvienas didesnis uZ vieneta natliralusis skaiius k tenkina nelygybe

1 1
—< .
k2 (k-Dk




Be to, trui)menq

k—Dk galima i§skaidyti dviejy trupmeny skirtumu:

111

(k-Dk k-1 k'
k2 k-1

Todel—l—-+i+ +—1——<(1—l)+(—1——l)+ +( ! —l)= —l<1.
22 32 n? 2 2 3 n-1 n n

I8spreskite lygti x (x+1)=2(x+a)(x+2a), a—realusis skaifius.

Ta1g1 —1——<—1——% kai £2>2.

Sprendimas. Atlikus veiksmus, lygti galima uZradyti taip:

x4+ x3 ~2x% —6ax—4a% =0. (1)
Parametro a atZvilgiu ji yra kvadratiné:
4a% +6xa+(~x* —x3 +2x%)=0. ©)

Sios lygties diskriminantas yra

D =36x> —16(- xt -3 +2x) 4x2 (4x +4x+1) = 4x> (2x+1)
Gauname du sprendinius:

x2+2x ] X —-x
1r a2 = - 2

Taigi (2) lygties kairiaja pus¢ galima i$skaidyti sandauga 4(a —a;)(a —a,) . Pertvarke lygti

2 2
4a_{_x +2x a_x -x -0
2 2

spreskime kintamojo x atzvilgiu. Gausime lygti
(x% +2x+2a) (x> —=x—2a) =0

J122a, 1+\/1+8a

‘al =_

ir jos sprendinius: —1+

Realiyjy sprendiniy skaiéius priklauso nuo parametro a reikSmés. Jei —% <a< % , tai visi
(1) lygties sprendiniai yra realis. Kitais atvejais (1) lygtis turi du realiuosius sprendinius:

+
(~1£1-24), kaua<-g (1 “;+8"J 1a>—;—.

Funkcija f(x), xeR, tenkina Sias salygas: f(1)=1, f(x+5)2f(x)+5,
f(x+1) < f(x) +1. Raskite funkcijos g(x) = f(x) +1—x reikSme¢ g(2008).

Sprendimas. Remiantis funkcijos f(x) savybémis galima paraSyti tokia nelygybiy ir
lygybiy sistema:

) +55 f(x+5)=f(x+D+D = f(x+4)+1=f(x+3)+1)+1=

Sf(x+3)+2< f(x+2)+3< f(x+ D) +4< f(x)+5.

I3 lygybés f(x)+5=f(x+1)+4 gauname S§ia funkcijos f(x), xeR, savybe:
f(x+1) = f(x) + 1. Remiantis ja galima apskai€iuoti f(2008):

£(2008) = £(2007) +1 = £(2006) +2 =...= f(1) + 2007 = 1+ 2007 = 2008 .
Todél g(2008) = f(2008) +1-2008=1.

Ats.: 1.



I$ nelyginiy natiiraliyjy skai€iy sudaryta tokia trikampé lentelé:
1
3 5 7
9 11 13 15 17
19 21 23 25 27 29 31

Nustatykite, koks skai€ius yra 61-os eilutés viduryje.

Sprendimas. Lentelés eilutése paraSyty skaiCiy kiekj (skaiCiy) galima uZraSyti formule
2n-1, n=1,2,3,.... Taigi 61-o0je eilutéje yra 2-61 -1 =121 nelyginis skai€ius. Jos viduryje
yra SeSiasdeSimt pirmasis $ios eilutés skai¢ius. Nustatykime, kiek skaiCiy yra pirmosiose 60-yje
eiluciy: '

143+5+7+..+(2:60-1)=1+3+5+7+...+119=

@;fﬂzmo,

Vadinasi, ieSkomasis skaiius yra 3661-asis nelyginis natiiralusis skaicius, t.y. skaiCius
2-3661-1=7321.

Ats.: 7321.
Raskite visus natiiraliyjy skaiéiy x, y ir z trejetus (x; y;z), x<y<z, su kuriais galioja lygybé

(1+—1—)(1 +l}[l+lj=3 .
x y z
Sprendimas. Jei pasirinktume x > 3, tai gautume z 2 y 23 ir
' 3
(1+1) 1+—1— (1 +l)s(1+lj(1+l)(l +l)=(i) <3.
x y z 3 3 3 3

Vadinasi, yra tik dvi galimybés: x=1 arba x=2.

Kai x =1, gauname lygtj
(1 +—l—) (1 +1J =3.
y z) 2

I§ Cia z=2 +————5. Tik du sprendiniai (nattraliyjy skaiCiy poros) tenkina uzdavinio salygg
y p—
y=z
Uzdavinio salyga tenkinapora y=3, z=81ir y=4, z=5.

Kai x =2, turésime lygti
(1+-1-](1+lj=2.
y z

ir vienintele natiiraliyjy skai¢iy pora y=2, z =3, tenkinanCia

I§ jos gausime z =1+
y—1
uZdavinio salyga y < z.
Ats.: (1;3; 8), (1; 4; 5), (2; 2; 3).

Raskite didZiausia natiiralyji skai¢iy n, kurio skaitmeny kuby suma didesné uz ».

Sprendimas. Tarkime, kad k yra skaiGiaus n skaitmeny skaicius. Tada n 2 10%-1, Pagal
uzdavinio salyga turi galioti nelygybé n<k- 9% I dvigubos nelygybés

10" <n<k. 93

matyti, kad didZiausia k reikSmé gali biiti 4.

Tegu ieSkomojo skaiCiaus n skaitmenys yra a, b, ¢ ir d ir n= abed =
=1000a+1006+10c+d; a,b,¢c,d € {0;1;2;..;9},a=0.

Kadangi 1000a<n<a® +b° +¢° +d° <a® +3-9° =4a° +2187, tai ae {1;2}.

3
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Jei biity a = 2, tai gautume
2000+100b<n <23 +53 +c3 + a3 <8453 +2.9% =53 +1466
ir nelygybeg
| ] b* ~1006 > 534,
neturinCiy sprendiniy aibéje {0; 1; 2; ...; 9}. Vadinasi, a =1.

SkaiCiaus » =1999 skaitmeny kuby suma 17 +3.9% =2188 yra didesné uz 1999, todél
1999 yra ieSkomasis skaiéius.
Ats.: 1999.

Tarkime, kad daugianario P(x)= pg+ DPIX+pyx® +..+ px"

koeficientai pg, py,
D2, .-, P yra sveikieji skaiCiai. [rodykite, kad néra tokio skirtingy sveikyjy skaiéiy a, b ir ¢
trejeto, su kuriuo galioty visos trys lygybés: P(a)=b, P(b)=c ir P(c)=a.

Irodymas. Tarkime, kad yra tokie trys skirtingi sveikieji skaiiai a, b ir c, kad a<b <c ir
galioja visos trys lygybés: P(a)=b, P(b)=c, P(c)=a.

Apskai€iuokime skirtumus P(a) — P(b), P(b) - P(c), P(c) — P(a). Gausime:
b-c=P(a)-P(b) = p{(a-b) + py(a® —=b%) + p3(a —=b>) +..+ p,(a” —b") =

=(a-b) (py + pr(a+b)+ p3(a® +ab+b>)+..+
+pp@  +a" 2 b+a" 3 B2 4 +ab™ £ b)),

Rei8kinio, paraSyto skliaustuose, reikSme pazymékime m ; tai sveikasis skaiius. Taigi

b-c=P(a)-P(b)=(a-b)m;. €]
Analogiskai .

c—a=Pb)-P(c)=(b-cymy, my eZ,; )

a-b=P(c)-P(a)=(c—a)ym3, myeZ 3)

Sudauging visas tris lygybes gausime lygybe

(a=b)(b-c)(c-a)=(a—-b)(b-c)(c~a) mymyms,
18 kurios i8plaukia, jog mymyms =1. Vadinasi, |m|=|m,|=|m3|=1. Kadangi (pagal
prielaida) a> b > c, tai i§ (1), (2) ir (3) i8plaukia, kad m| =1, my =-1, m3 =-1. Turime
tokia lygybiy sistema:

b-—c=a-b,
c—a=c-b,
a-b=a-c.

Sudéjus visas tris lygybes, turéty galioti lygybé 0=2a-2b. Bet ji negalima, nes a>b.
Vadinasi, prielaida, skaiéiai a, b ir ¢ yra skirtingi, reikia atmesti.
PanaSiai teiginys jrodomas ir kitais atvejais (kai sveikieji skaiiai a, b ir ¢ tenkina $ias
nelygybes: 1) a<c<b; 2) b<a<c; 3)b<c<a; 4 c<a<b; S)c<b<a.)
Mokinys sugalvojo nelygini natfiralyji skaiCiy. Prie jo i§ deSinés pusés prirad¢ dar vieng
skaitmeni. I$ gautojo skaiiaus atémé sugalvoto skaiiaus kvadrata ir gavo skaidiy, 8 kartus
didesni uz sugalvotajj. Koki skai¢iy mokinys sugalvojo ir kokj skaitmeni prie jo prirae?
Sprendimas. Sugalvotaji skaiCiy paZymeékime x, o prira§ytaji skaitmenj — y. Pagal
uZdavinio salyga (10x+ y) — x? =8x. Gauname lygti x?2-2x= y, kuri ekvivalenti lyg¢iai

(x-D%=yp+l. «

Kadangi ye {0;1;2;3;...;9}, tai galéty tikti y=0, y=3 ir y=8. Bet uzdavinio salyga
tenkina tik skaiCius y =3, nes kitais atvejais gautume lyginj skaiCiy x (x =2, kai y=0, ir
x=4,kai y=8). Taigi y=3 ir x=3.

Ats.: 3ir 3.



