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1. Raskite visas sveikyjy skai€iy x ir y poras (x; »), su kuriomis galioja lygybé x+y=xp.

Sprendimas. Pertvarkykime lygti x+y=xy:
xt+ty=xy=>xy—-x-y+l=1=>x-1)(y-1)=1.
Kadangi x-1 ir y—1 sveikieji skaiciai, tai jy sandauga lygi vienetui tik tada, kai x—1=1 ir
y-1=1arba x-1=-1ir y—1=-1. Gauname x=y=2 arba x=y=0.
Ats.: (0;0), (2;2).

2. Raskite visas natiiraliyjy skai¢iy m ir n poras (m; n), su kuriomis
2" =m? +1.
Sprendimas. Kai n=1, gauname m=1. Kai n>2, skaitius 2" dalijasi i 4; tadiau m? +1
nesidalija i§ 4, kai m yra natiralusis skaidius (jei m =2k, tai m? +1=4k+1; jei m=2k+1, tai

m? +1=4k% + 4k +2 = 4(k% + k) +2).
Ats.: (1;1).

3. Sachmaty pavidalo 4x4 lentos langeliuose bet kaip i3déliota 16 akmenuky (po vieng
kiekviename langelyje). Sie akmenukai trijy spalvy: baltos, mélynos ir raudonos. [rodykite, kad
yra bent viena eiluté ir stulpelis, turintys dar po viena tos padios spalvos akmenuka kaip ir jy
susikirtimo langelyje esan¢io akmenuko.

Sprendimas. Kadangi akmenukai trijy spalvy, tai pirmoje lentos eilutéje yra bent du tos
patios spalvos akmenukai; tarkime, kad jie raudoni ir yra pirmuose dviejuose langeliuose (Zr.

1 pav.).
R|R R|R R|R R|B
B B|M R|M|R|R
B B|M B|M|R|R
1 pav. 2 pav. 3 pav. 4 pav.

Jei pirmame stulpelyje buity dar vienas raudonas akmenukas, tai jrodymas baigtysi, todél
tarkime, kad pirmame stulpelyje tarp kity akmenuky néra raudono. Aisku, kad tada du
akmenukai yra tos pacios spalvos; sakykime, baltos (Zr. 2 pav.).

Jei antrame stulpelyje greta balty akmenuky biity baltas arba raudonas, tai jrodymas
baigtysi. PrieSingu atveju abu akmenukai yra mélyni (Zr. 3 pav.).

Jei likusivose keturiuose antros ir tre€ios eilu¢iy langeliuose biity bent vienas baltas arba
meélynas akmenukas, jrodymas baigtysi. Tadiau ir prieSingu atveju (kai visi keturi akmenukai
raudoni) jrodymas baigiasi (Zr. 4 pav.).



Sachmaty turnyre dalyvavo dvi mergaités ir nedaugiau kaip trylika berniuky. Visos dalyviy
poros suZaidé po viena partija. Mergaités surinko 8 taskus, o visi berniukai — po vienoda tasky
skaiiy (uZ pergalg skiriamas vienas taskas, uZ lygiasias — pusé tadko, o pralaiméjus tagkai
neskiriami). Kiek Zaidéjy dalyvavo §iame turnyre?

Sprendimas. Tegu x yra turnyre dalyvavusiy berniuky skaigius. Tada bendras suZaisty
partiju skaicius (x_+1)_2(_3£+_2); toks pat yra ir bendras tasky skaiGius. Jei k£ paZymétume
kiekvieno berniuko surinkty tasky skaidiy, tai galétume sudaryti lygti

8 4 for (x+D(x+2)

Atlik¢ veiksmus, gauname lygti x(x +3 —2k)=14. Matome, kad galimos x reik§més yra 1, 2,
7, 14. ReikSmés 1 ir 2 netinka, nes turétume k<0, o 14 netenkina salygos x<13. Tiktai
reikSmé x =7 tenkina ir lygt], ir uzdavinio salyga x<13.Kai x=7, tai k =4.

Ats.: 15,

Desimtyje déZu€iy yra po 50 vienody monety. Devyniose yra tikros monetos, sverian¢ios po 10
gramy, o vienoje déZutéje monetos netikros; jos sveria po 9 gramus, tatiau vizualiai nesiskiria
nuo tikry. Vienu svérimu (elektroninémis svarstyklémis) reikia nustatyti, kurioje dézutéje yra
netikros monetos.

Sprendimas. Dézutés sunumeruokime nuo 1 iki 10 ir paimkime atitinkamai po viena, dvi,
tris ir t. t. monetas i§ kiekvienos dézutes; i§ viso turésime 55 monetas. Tikry monety svoris
turety bati 550 gramy. Jei paZymétume p pasirinktyjy monety bendra svori, tai skirtumas
550— p ir parodyty ieSkomos déZutés numerj.

Isspreskite lygti x =1-2009(1 —2009x2)2.

Sprendimas. Tegu z=1-2009x2. Tada iras¢ i lygti gausime x=1-2009z%. Toliau
sprendZiame sistema

2=1-2009x2,
{x ~1-20092
ir gauname z-x= 2009(22 - x2) . I§ ¢ia z=x arba z= —x. Belieka i$spresti dvi
kvadratines lygtis:
2009%2 +x—1=0 ir 2009x% —x— 2208 _
2009

. Atkarpa AM yra trikampio ABC pusiaukraSting, o N —
atkarpos AM vidurio taSkas. Nustatykite, kokiu santykiu
kra$ting AC dalija tiesé, einanti per taSkus B ir N.

Sprendimas. NubréZkime ML| BK. Atkarpa ML yra
trikampio BKC viduriné linija; todél KL = LC. Kadangi KN
yra trikampio ALM viduriné linija, tai AK = KL. Vadinasi,
AK =KL = LC, o ieSkomasis santykis AK : KC yra 1:2.

Ats.: 1:2.




8. [Irodykite, kad - rx?—x+1> 0, kai x yra bet kuris realusis skai¢ius.
Sprendimas.

2

1 biidas. x% — x> +x —x+1=(x8—x5

+x2)—x+1=x2(x® —x3+1)-x+1=

2 2 2
=x2 x3—l +—3- —x+1=x2 x3—-1— + éx2—x+1 =x2 x3—l +i xz—ix+i =
2 4 2 4 2 4 3 3
2 2 2 2
=x2 x3 -l +i (x—gj +§- =x2(x2 __1_) +§ x_z) +_2_>O.
2 4 3 9 2 4 3 3

2 biidas. Kai x <0, nelygybé akivaizdi.

Kai 0<x<1, tail—-x>0 ir x%-x >0 ; todél
x8—x5+x2—x+1=x8+(x2—x5)+(1—x)>0.
Kai x >1,tai XX >0ir xz—xZO;todél

x8—x +x2 —x+1:(x8 —x5)+(x2 -x)+1>0.

9. Tarkime, kad m ir n yra tokie sveikieji skaidiai, kuriems esant m? +9mn +n? dalijasi i§ 11.

Irodykite, kad tada m? —n? taip pat dalijasi i§ 11.

Sprendimas. Kadangi m? +9mn +n? dalijasi 1§ 11 ir m? +9mn+n? = (m—n)2 +11mn, tai
(m——n)2 , taigi ir m-n, dalijasi i§ 11, nes 11 yra pirminis skai¢ius. Vadinasi,

m? —n? = (m-n)(m+n) dalijasi i$ 11.

10. Staciojo trikampio 4BC statinio AB vidurio taSkas D yra apskritimo, kurio skersmuo lygus 4B,
centras. Sis apskritimas jZambing¢ BC dalija santykiu 1:3. Raskite trikampio 4BC smailiuosius
kampus.

Sprendimas. Trikampis ABM yra statusis, todel
AM? =4R? - x%. 1§ statiojo trikampio AMC randame
ACy = AM? + MC? =(4R? -x%)+9x? =4R? —8x2. Pagal
Pitagoro teorema i§ trikampio ABC gauname lygybe
4R% +(4R? +8x?) =16x2, i¥ kurios i¥plaukia, kad x=R.
Taigi trikampis DBM yra lygiakrastis; £ B =60°.

Ats.: 60° ir 30°.
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1. Kaip per trikampio virSing nubréZti tiesg, nekertanéia trikampio, kad atstumy nuo kity dviejy to
trikampio vir§iiniy iki tos tiesés suma biity didZiausia?

I
Sprendimas. Tegu trikampyje ABC per vir§iine B nubréZta tiesé B G
l'ir BD yra pusiaukrastine, o AE, DF ir CG yra statmenys | tiese F
I. Kadangi DF yra trapecijos AEGC viduriné linija, tai E
—;—(AE +CG)=DF <BD. 1§ ¢&ia aiSku, kad didZiausia suma
C
atstumy nuo vir§iiniy 4 ir C iki tiesés / bus tada, kai tiesé / bus 4 b
statmena pusiaukrastinei BD.
2. Irodykite, kad su visais natliraliaisiais skaiciais n>1 teisingos nelygybés:
n 1 1 1
—<l+=+=+...4+ <n.
2 2 3 2" 1
S . . 1 1 1
Irodymas. Taikysime matemating indukcija. Tegu 4, =1+ 5 ot ——
27 -1
Kai n=2, A2 =1-l-l-+-1—=H ir -1—<A2 <2.
2 3 6 2
Tegu n=k ir §< Ay <k . Turime, kad
1 1 1 . 1 1 1
Ay = Ay +—+—F—+..+———=A4; + By ; ia By =—+ +o+ .
v ok ki Tkl ok okip Tkl
Pastaroji suma turi 2k démeny, i§ kuriy didZiausias yra Rl , 0 maZiausias yra —k;'ll_ . Todél
277 -1
k
! < 2 < By <—1— 2k =1
Vadinasi,
k

5+1<Ak <k+1.

Belieka pasinaudoti matematinés indukcijos principu.



3. Rasti visus natiiraliyjy skaiciy trejetus (x; y; z) , tenkinancius lygtj
X+y+z=xyz.
Sprendimas leSkome sprendiniy tenkinanéiy salyga x<y<z. Kitus sprendinius,
pasinaudoj¢ lygties simetrija, rasime perstat¢ komponentes vietomis.
Turime, kad x+ y+2z <3z ir tuo padiu xyz <3z, arba xy<3.
Kai xy=1, x=11ir y=1, bet i§ lygties tada turéty biiti 2+ z = z, kas yra neimanoma.
Kai xy=2, x=1 ir y=2, o i§ lygties randame, kad 3+z=2z, t.y. z=3. Vadinasi,
(1; 2; 3) yra lygties sprendinys, tenkinantis prielaida.
Kai xy=3, x=1, y=3, o i§ lygties rastume, kad 4+z=3z, t.y. z=2. Sprendinys
(1; 3; 2) netenkina prielaidos x< y<z.
Vadinasi, visi sprendiniai randami perstatiniais i§ (1; 2;3) .
Ats.: (1,2;3); (,3;2); (213)5 (23D 3215 351,2).

4. Dviejy kuby, kuriy briauny ilgis yra lygus 1, centrai sutampa. [rodykite, kad jy bendros dalies

— . v . ., T
turls yra nemazesnis uz g .

. . L . |
Sprendimas. Kadangi kuby centrai sutampa, o jy sienos nutolusios nuo centro atstumu 3 tai

kuby sankirtai priklausys ibréZtiniai rutuliai, kuriy centrai sutampa su kuby centrais ir kuriy

3
spinduliai lygiis % . Vadinasi, kuby sankirtos tliris bus nemazesnis uz ER(EJ =T

5. Raskite aritmeting progresija, kurios pirmyjy » nariy suma S,, yra lygi n? suvisais n>1.

Sprendimas. Imame aritmeting progresija a,a+d, ...,a+(n—1)d, ... Pagal salyga
S, = (2a+(r12—1)d)n —n?; n>l.

I$ ¢ia
2a+(n-1)d =2n
arba
md-2)=d-2a, n21.
Kadangi d ir a yra pastoviis, o n>1 yra bet koks, todél bitinai d-2a=0 ir d-2=0.
IS¢iad=2, a=1.
Vadinasi, ieSkomoji progresijayra 1,3,5,7, ....

6. Nesinaudodami logaritmy lentelémis, jrodykite, kad
1 1
+
logoym logsm

>2.

Sprendimas. Peré¢je¢ prie logaritmy pagrindu = turime, kad
log,2+log,; 5=1log,10>2.



7.

10.

[rodykite, kad a+b+c ir l+—11)-+-1- negali biiti abu lygitis nuliui, kai a, b ir ¢ nelygis nuliui
a c

realieji skaiciai.

Sprendimas. Tarkime, kad l + -})—+ l =0; tada
a c
1 1 1
ab+bc+ac=abcl —+—+— =0
a b ¢
:>(a+b+c)2=a2+b2+c2+2(ab+bc+ac)=a2+b2+c2>O:>a+b+c¢0.
Tarus, kad a+b+c =0, pakanka pazyméti x=—1—, y=%, z:l ir pasinaudoti pirmaja
a c

frodymo dalimi.

Tegu x ir y yra teigiami realieji skaiiai, tenkinantys lygybe P y3 =2xy . Irodykite, kad
x<34 ir y< 4.

Sprendimas.

1 biidas. Tarkime, kad x > y. Tada

2xy=x3+y322y3:>x2y2;
3 3 3 x2
2xy=x"+y° >x :>y>—i—.
x4 2 3
TaigiT<y <x.[3%a x> <4 ir x<3/4.

Remdamiesi reiSkinio simetrija x ir y atzvilgiu, darome i§vada, kad galioja ir nelygybe

x<34.

2 biidas. Tarkime, kad x>34 i y<1. Tada > 2x, nes x2 2%>2; todel
4 y3 >2xy.

Jei biity x >34 ir y>1, tai gautume x> +y3 > 2\/x3y3 > 2\/x2y2 =2xy.
Vadinasi, x < 3a

Skai€iy a ir b pora (a; b) vienu éjimu galima pakeisti viena i§ pory: (a+1;6-2), (a=-2;b+1),
(a—1;b+2). Ar tokiais &jimais i§ poros (13,17) galima gauti porg (8,18)?

Sprendimas. Galima:

(13,17) >(11,18) 7; 20) —————>(8, 18).

(+1,-2)

»(9,19)

\{
(-2, +1) (=2, +D) (=2,+4) "\

Tegu N yra pirmyjy » pirminiy skai¢iy py, p,, p3, ..., p,, sandauga. [rodykite, kad N +1 néra
nattiraliojo skaiiaus kvadratas.
Sprendimas. Tarkime, kad N +1 yra natiiraliojo skaitiaus a kvadratas. Tada
N+l=a? = N=d?-1=(a-1)a+).
SkaiCius N yra lyginis, todeél a turi biiti nelyginis skaicius. Bet $ivo atveju ir a—1, ir a+1 yra
lyginiai skaiCiai. Vadinasi, skaiius N turéty dalytis i§ 4; tadiau tai prieStarauja skaiiaus N
apibrézimui.



