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1. Raskite visas sveikqjq skaidiq x ir y poras (x; y), su kuriomis galioja lygybe x + y - xy.

Sprendimas. Pertvarkykime lygt[ x* y = 16y;

x * y - xy > xy - x - y +l= I + (x -l)(y-1) = 1.

Kadangi x-l ir y-l sveikiejiskaidiai,taijrl sandaugalygivienetuitiktada,kai x-1=1 ir
y-l=1 arba x-1= -l ir y-l=-1. Gauname x=y=2 arba x=y=0.

Ats.: (0;0), (2;2).

2. Raskite visas nattraliqjrl skaidiq m ir n poras (m;n), su kuriomis

2' =m2 +1.

Sprendimas.Kai n=1, gauname m=1. Kai n22, skaidius 2n dalijasii5 4; tadiau m2 +l
nesidalija i5 4, kai m yranafiralusis skaidius (ei m =2k, tai m2 +l = 4k +l; jei m =2k +1, tai

m2 +l=4k2 +4k+2:4(k2 +k)+2).
Ats.: (I;l).

3. Sachmatq pavidalo 4x4 lentos langeliuose bet kaip i5deliota 16 akmenukq (po vien4
kiekviename langelyje). Sie akmenukai trijq spalvq: balt-os, melynos ir raudonos. lroAynte, kaA
yra bent viena eilute ir stulpelis, turintys dar po vien4 tos padios spalvos akmenuk4 kaip ir jq
susikirtimo langelyje esandio akmenuko.

Sprendimas. Kadangi akmenukai trijq spalnt tai pirmoje lentos eiluteje yra bent du tos
padios spalvos akmenukai; tarkime, kad jie raudoni k yru pirmuose dviejuose langeliuose (Zr.
1 pav.).

Jei pirmame stulpelyje bttq dar vienas raudonas akmenukas, tai [rodymas baigtrlsi, todel
tarkime, kad pirmame stulpelyje tarp kitq akmenukq nera raudono. Ai5ku, kad tada du
akmenukai yra tos padios spalvos; sakykime, baltos (2r.2 pav.).

Jei antrame stulpelyje greta baltq akmenukq bttq baltas arba raudonas, tai [rodymas
baighlsi. Prie5ingu atveju abu akmenukaiyramelyni (ir.3 pav.).

Jei likusiuose keturiuose antros ir tredios eiludiq langeliuose bfltq bent vienas baltas arba
melynas akmenukas, irodymas baigtqsi. Tadiau ir prie5ingu atveju (kai visi keturi akmenukai
raudoni) irodymas baigiasi (ir. 4 pav.).

I pav. 2 pav. 3 pav. 4 pav.



4. Sachmaq turnyre dalyvavo dvi mergaites ir nedaugiau kaip trylika berniukq. Visos dalyviq
poros suZaide po vien4 partrje. Mergaites surinko 8 ta5kus, o visi berniukai - po vienod4 ta$kq
skaidiq (uZ pergalg skiriamas vienas ta5kas, uZ lygiqsias - puse ta5ko, o pralaimejus ta5kai
neskiriami). Kiek Zaidejq dalyvavo Siame tumyre?

Sprendimas. Tegu x yra turnyre dalyvavusiq berniukq skaidius. Tada bendras suZaistq

partrjq skaidius 
(x + lXx + 2) 

; toks pat yra ir bendras taSkq skaidius. Jei k paZymetume
2

kiekvieno bemiuko surinktq ta5ktl skaidit5 tai galetume sudaryti lygt[

8+tu_ (x+lXx+2).
2

Atlikg veiksmus, gauname lygti x(x +3-2k) =14. Matome, kad galimosx reik5mes yral,2,
7, 14. ReikSmes I ir 2 netinka, nes turetume k<0, o 14 netenkina s4lygos r<13. Tiktai
reik5me x = 7 tenkina ir lygti, ir uZdavinio s4lyg4 x < 13 . Kai x =7,tai k : 4.

Ats.:15.

5. De5imtyje deZudiq yra po 50 vienodq monetq. Devyniose yra tikros monetos, sveriandios po 10
gftrmq o vienoje deZuteje monetos netikros; jos sveria po 9 gramus, tadiau vizualiai nesiskiria
nuo tikry. Vienu svdrimu (elektroninemis svarstyklemis) reikia nustagrti, kurioje deZuteje yra
netikros monetos.

Sprendimas. DeZutes sunumeruokime nuo 1 iki 10 ir paimkime atitinkamai po vien4 dvi,
tris ir t. t. monetas i5 kiekvienos deZutes; i5 viso turesime 55 monetas. Tikrq monetq svoris
turetq buti 550 gramq. Jei pazymetume p pasirinktqjq monetq bendrE svori tai skirtumas
550- p ir parcdytq ieikomos deZutes numer[.

6. ISsprEskite lygti x :l-2009(I-2009x2)2.

Sprendimas. Tegu z=l-2009x2. Tada ira5E i lygtl gausime x=l-200922. Toliau
sprendZiame sistem4

[, =r-200ex2 ,

Ix=t- 200922

ir gauname z-x:2009(z'-*'). I5 dia z=x

kvadratines lygtis:

arba ,=J-,-*. Belieka i5sprgsti dvi
2009

2009x2+x-1=0 ir 2009x2 -r-2008 =0.
2009

7. Atkarpa AM yra trikampio ABC pusiaukraStine, o i/ -
atkarpos AM viduio taSkas. Nustatykite, kokiu santykiu
kra5ting AC dalija tiese, einanti per taSkus B ir N.

Sprendimas. NubreZkime MLllBK. Atkarpa ML yra
trikampio BKC vidurine linija; todel KL= LC. Kadangi KN
yra trikampio ALM vidurine linija, tai AK = KL. Vadinasi,
AK = KL = LC, o ie5komasis santykis AK : KC yra l:2.

Ats.: l;2.



8. [rodykite, kad'x8 - "5 
* *2 - * *1 > 0, kai x yra bet kuris realusis skaidius.

Sprendimas.

1bfrdas. 
"8-15 

**2 -x+r=(r8-"5 +x2)-.r+1 =x2(x6 -x3+1)-x+1=

="[("' -+)'.f -x+r= *'(*'-+)' .(ir-'*,) =*'(,'-:)' .i(r -1,.+)=

=,'(*'-r' 4[(' -?)'.;]= *'(*'-+)'

2 biidas. Kai x < 0, nelygybe akivaizdi.

*1( *-?)' +?,0.4[ 3) 3

9.

Kai 0<x<1, tail-x>0 ir *2 -*5 >0;todel

,8 -"5 * *2 - *+1 = x8 +7x2 - xs1+(1-x) > 0.

Kai x>l,tai 
"8 -r5 >0 ir *2 -*>0; todel

18 -"5 * *2 -x+l = ("8 -"5 )+(*2-x)+l > 0.

Tarkime, kadmir nyratokie sveikieji skaidiai, kuriems esant m2+9mn*r2 dullusi i5 11.

{rodykite, kad tada *2 - n2 taip pat dalijasi i5 I 1.

sprendimas. Kadangi m2 +9mn*r2 duliiusi i5 1l ir m2 +9mn+r2 =(*-n)2 +llmn,tai
(*-r)2, taigi ir ffi-n, dalijasi iS ll, nes 11 yra pirminis skaidius. Vadinasi,

*2 -n2 =(m-n)(m+n) dalijasi i5 11.

Stadiojo trikampio ABC statinio AB vidurio ta5kas D yra apskritimo, kurio skersmuo lygus AB,
centras. Sis apskritimas [Zambing BC dalija santykiu 1 :3. Raskite trikampi o ABC smailiuosius
kampus.

Sprendimas. Trikampis ABM yra statusis, todel

AM2 =4R2 -x2. Is stadiojo trikampio AMC randame

AC2=AMz +MC2 =$n2 -x21+9x2 =4R2 -8x2. pagal

Pitagoro teoremq iS trikampio ABC gauname lygybE

4R2 +(4R2 +8x2)=16x2, i5 kurios isplaukia, kad x=R.
Taigi trikampis DBM yra lygiakra5tis; I B = 60" .

Ats.: 60' ir 30'.

10.
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1. Kaip per trikampio virSrinE nubreZti tiesE, nekertandi4 trikampio, kad atstumq nuo kitq dviejq to
trikampio vir5uniq iki tos tieses suma bfitq didZiausia?

Sprendimas. Tegu trikampyje ABC per vir5[nE B nubreZta tiese
I ir BD yra pusiaukra5tine, o AE, DF ir CG yra statmenys i tiesg
l. Kadangi DF yra trapecijos AEGC vidurine linija, tai

1

^(AE+CG)=DF<BD. I5 dia aiSku, kad didZiausia suma
2

atstumq nuo virStni;t1A ir C iki tieses / bus tada, kai tiese / bus
statmena pusiaukra5 tinei B D.

2. [rodykite, kad su visais nat[raliaisiais skaidiais n > I teisingos nelygybes:

nll 1_ < I +_+_+ ...t_ 1n.2 2 3 2'-l

lrodymas. Taikysime matemating indukcij4. Tegu An

Kai n=2, A2=r*f *]=]f i, !.or.r.23 6 2

Tegu r =k ir !.4<ft.Turime,kad
2

111 lllAk*t= 
^o*V.fi+"'+ ,1r*t _r=Ak*B1r;Eia 

at= j* ,4r+.--+ ,1,a2'
Pastaroji suma turi 2r demenq i5 kuriq didZiausias yra +, o maZiausias yra ,], . Todel

2k' ' 2k+t _l

!. ,'!. < Br, <!.zk =r.2- 2k+l -l 
-"* - 

2o '
Vadinasi,

L*!<A,. <k+t.
22tu

Belieka pasinaudoti matematines indukcij os principu.

_11 I:l+-+-+...+-.2 3 2"-r



3. Rasti visus nattiraliqjq skaidiq trejetus (x; y; z), tenkinandius lygti
x+y+z=xyz.

Sprendimos Ie5kome sprendiniq tenkinandiq s4lyge x 1y 1z . Kitus sprendinius,
pasinaudoj E lygties simetrij a, rasime perstatg komponentes vietomis.

Turime, kad x + y + z <32 ir tuo padiu xyz 132 , arba xy 33 .

Kai xy=1, x=L ir ! =l,betiSlygtiestadaturetqbuti 2*Z=2, kasyraneimanoma.
Kai xy=2, x=l ir !=2, o i5 lygties randame, kad 3+z=22, t.y.z=3. Vadinasi,

(l;2;3) yra lygties sprendinys, tenkinantis prielaidq.

Kai xy=3, x=1, !=3, o i5 lygties rastume, kad 4+z=32, t.y. z=2. Sprendinys
(l;3;2) netenkina prielaidos x 1y 1z .

Vadinasi, visi sprendiniai randami perstatiniais i5 (l;2;3) .

Ats.: (t;2;3) ; (t;3;2); (2;I;3); (2;3;t) ; (3;2;I); (3;t;2) .

4. Dviejq kubrS kuriq briaunq ilgis yra lygus 1, centrai sutampa. [rodykite, kad jq bendros dalies

tflris yra nemaZesnis uZ +.
6

Sprendimas. Kadangi kubq centrai sutampa, o jtl sienos nutolusios nuo c( I
:ntro atstumu -,tai

kubq sankirtai priklausys [breZtiniai rutuliai, kuriq centrai sutampa su kubq centrais ir kuriq

spinduliai lygrs j . vuainusi, kubq sankirtos trris bus nemaZesnis 
", :"(:)t =t.

5. Raskite aritmetinE progresij4 kurios pirmqjq nnaiqsuma Sn yra lygi n2 ,uvisais n > 1.

Sprendimas. Imame aritmetinE progresij4 a,a+d,...,e+(n-l)d,... Pagal selygQ

sn=WW=n2; n)r.
2

I5 iia
2a+(n-t)d =2n

arba
n(d -2)= d -2a, n)1.

Kadangi d ir a yra pastoviis, o n>l yra bet koks, todel bttinai d-2a=0 ir d-2=0.
ISdia d=2, a=1.

Vadinasi, ieSkomoji progresija yra l, 3, 5, ''l , ... .

6. Nesinaudodami logaritmq lentelemis, irodykite, kad

1*112.
log2n 1og5 n

Sprendimas. PerejE prie logaritmq pagrindu n turime, kad
logn2+ logn 5 = log' I0 >2.



7. [rodykite, kad a+b+c ir 1*]*l negali biiti abu lygfis nuliui, kai a, b ir cnelygus nuliuiaoc
realieji skaidiai.

Sprendimas. Tarkime, kad l+l*1= 0; tada
abc

ab +bc + ctc = our( !*1*1') = o +
\a b c)

= (a+b+c)z =02 +b2 +c2 +2(ab+bc+ac)=s2 +b2 +r2 ,0=a+b+c+0.

Tarus, kad. a+b+c=0, pakanka pazymeti *=!, y=;, ,=: ir pasinaudoti pirm4ja
a

irodymo dalimi.

8. Tegu r ir y yra teigiami realieji skaidiai, tenkinantys lygybE *3 *y3 =zxy. [rodykite, kad

,.W i, y.3^l+ .

Sprendimas.
1 bfrdas. Tarkime, kad x > y. Tada

2xY=*3 *Y3 22Y3 +x> Y2;

2xY=*3 *Y3t"3 = "+
^. *4raisi i < y2 <x. I5 dia *3 .4 ir x <3J4 .

Remdamiesi rei5kinio simetrija x ir y atZvilgiu, darome i5vadq kad galioja ir nelygybe

".3J4 
.

2 bfidas. Tarkime, kad *>W ir y<1. Tada 
"3 

r2*, nes *2>3Jr6>2; todel

*3 * y3 >2xy.

Jeibftq *>3Ja tu y>l,taigautu*. 13 +y3 >2W r2W -2xy.
Vadinasi, *.3J4 .

9. Skaidiq a ir b porq (a; b) vienu ejimu galima pakeisti viena i5 porq: (a +l;b -2) , (a -2;b +I) ,

(a-l;b +2). Ar tokiais ejimais i5 poros (13,17) galima gauti porq (8, 18) ?

Sprendimas. Galima:
(t3,t7) n;;(1 1, 18) 

-2rr)-+(9,19) 
1;;p(t;20) n;_r-+(s, 18).

10. Tegu Nyra pirmrjq n pirminiq skaidiq pt, p2,p3,..., pn sandauga. [rodykite, kad N+1 ndra

natfralioj o skaidi aus kvadratas.

Sprendimas. Tarkime, kad N + 1 yra naturaliojo skaidiaus a kvadratas. Tada

N+1: o2 =N=a2 
_l=(a_l)(a+1).

Skaidius N yra lyginis, todel a turi btti nelyginis skaidius. Bet Siuo atveju it a -l , fu a +I yra
lyginiai skaidiai. Vadinasi, skaidius N turetq dalytis i5 4; tadiau tai priestarauja skaidiaus N
apibreZimui.


