PASVALIO KRASTO MOKINIU

DVYLIKTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA

PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI
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UZdaviniy sprendimo trukmeé — 2 val.

UZDAVINIU SPRENDIMAI
JAUNESNIUJU KLASIYU MOKINIAMS

Irodykite, kad su visais nattiraliaisiais # trupmena yra nesuprastinama.

Irodymas. Uztenka jsitikinti, kad skaiciy 12n+1 ir 30n + 2 bendras didziausias daliklis yra
lygus 1. Akivaizdu, kad tas b. d. d. yra lygus skai¢iy 12n+1 ir (30n+2)—-2(12n+1)=6n

b. d. d. Pastaryjy skai¢iy b. d. d. yra lygus 1.

Kvadratas su krastine a tiesémis, lygiagreCiomis su jo krastinémis, padalytas j n’ lygiy
kvadraty. | kiekvieng gauta kvadrata jbréziamas skritulys. Jrodykite, kad dalies pradinio
kvadrato, nepadengto skrituliais, plotas nepriklauso nuo .

2
Irodymas. Kiekvieno skritulio plotas yra lygus Tta—z. Tad pradinio kvadrato dalies, ar
4n

padalyto skritulio plotas bus lygus
2
a® —n? 'Tta—z = az(l—Ej .
4n 4

Skaiciai ay, ..., a,, kuriy kiekvienas lygus +1 arba —1, yra tokie, kad
aja, +aray +...+a,_ja, +a,a; =0. (%)
Irodykite, kad n yra dalus is 4.
Sprendimas. Kadangi
(@13) (303 ... (a,1,) (@,1) = (@) a3 ... 0,) =1, (++)
tai darome i§vada, kad sandaugoje (++) neigiamy dauginamuyjy a;a;,, skai¢ius yra lyginis, t. y.

m =2k. IS kitos puses, i§ (x) iSplaukia, kad tarp jy neigiamy ir teigiamy turi biiti po lygiai.
Vadinasi, n=2m = 4k.

Nustatykite, kiek nesuprastinamy trupmeny yra tarp §iy trupmeny:
1 2 3 143

144° 144° 14477 144

Sprendimas. Bendrajj visy trupmeny vardiklj 144 galima iSskaidyti pirminiais skaiCiais
taip: 144 =24 .3%

IS 2 dalijasi visi lyginiai trupmeny skaitikliai; tokiy trupmeny yra 71.

IS 3 dalijasi nelyginiai skaiciai 3, 9, 15, 21, 27, ... , 141, t.y. skaiciai, kuriuos galima
uzrasyti formule 3(2n-1), n=1,2,3,...,47; trupmeny su tokiais skaitikliais yra 24.

Taigi nesuprastinamy trupmeny yra 143 —(71+24) =48.

Ats.: 48.



5. Natiralieji skai€iai 12, 15 ir » turi tokig savybe: bet kuriy dviejy sandauga dalijasi i§ treciojo.
Raskite galimai maziausia » reikSme.
Sprendimas. Pagal salyga turi galioti tokios lygybés:
12-15=kn, 12n=15] ir 15n=12m
(Cia k, I, m — kurie nors naturalieji skaiCiai). Jas galima uzraSyti taip:
22.32.5= kn, 2%.n =5l, 5n =2%.m.
IS antros lygybés iSplaukia, kad » turi dalytis i$ 5, o i$ treCiosios iSplaukia, kad » turi dalytis
i§ 4. Tai nepriesStarauja pirmajai salygai.
Vadinasi, galimai maziausia » reikSme yra 5-4 = 20.
Ats.: 20.

6. Skaiciai a ir b tenkina dvi salygas:

ab+ab*+..+ab'’ =18

ir

Raskite skaiciy ab, ab®,...,ab" sandauga.

Sprendimas.
ab+ab® +..+ab'® =18, |ab(l+b+..+b") =18,
L+L+... L:6 =07 +b° +.+b+1 _6 = ab-6ab'’ =18 = a’b'' =3.
ab  ab® ab'® ab!®

Kadangi

ab-ab?®-....ab'" = a'%> = (a*b'1),

tai ieSkomoji sandauga yra 3% =243,
Ats.: 243.

7. Taskas K yra uz 60 metry j vakarus nuo tasko P. Katé tupi taske K, o pelé yra taske P.
Apskaiciuokite, per kiek laiko katé pagauty pele, jei, bégdama 13 m/s greiCiu, ji pasirinkty
optimaly marSruta, o pelé bégty nuo katés 7 m/s greiciu tiese PM, kuri su ryty kryptimi sudaro
60° kampg.

Sprendimas. Tegu M yra taskas, kuriame katé pagauty M
pele. 1§ trikampiy KPM ir PMN (zZr. pav.) pagal uzdavinio
salyga  gauname: KP =060, KM =13¢, PM =17t,

PN =7tcos60° =3,5t, MN =7tsin60° =3,5J3¢ ¢&ia t — K N
laikas, per kurj katé pagauna pele. Pagal Pitagoro teorema P
gauname:
KN+ NM? =KM? = (60+3,50)> + (3,543 1) = (13¢)> = 2t> -7t -60=0= ¢t =7.5.

Ats.: 7,5 sek.



8. Raskite visy sveikyjy parametro a reikSmiy, su kuriomis lygtis

10.

X —ax+a+11=0
turi bent vieng natiiralyjj sprendinj x, suma.

3 3
X +11:(x _1)+12=x2+x+1+ 12 .
x—1 x—1 x—1

Sprendimas. x° —ax+a+11=0=>a =

Pagal uzdavinio salygg ir a, ir x turi buti sveikieji skaiciai (x >1), todeél 12 turi buti
x_

sveikasis skai¢ius. Vadinasi, x—1=1,2,3,4,6,12, t.y. x=2,3,4,5,7,13.

Su Siomis x reikSmémis gaunamos tokios a reikSmés: 19 (kai x =2 arba x =3), 25, 34,
59, 184. Jy suma yra 19+25+34+59+184 =321.

Ats.: 321.

Keturiy skirtingy natiiraliyjy skai¢iy vidurkis lygus 8. Raskite galimai didziausig i$ jy.

Sprendimas. Tegu a, b, c ir d yra skirtingi natiiralieji skaiciai, kuriy vidurkis lygus 8. Pagal
vidurkio apibrézimg a + b +c+d =32.

Jeia<b<c<d,taid=32—-(a+b+c).

Galimai maziausia sumos a+b+c reikSmé yra 6 (kai a=1, b=2, ¢ =3). Tod¢l galimai
didziausia d reikSmé yra 32 -6 =26.

Ats.: 26.

Stac¢iakampio ABCD krastinéje AB pazymeétas taskas E, o krastingje BC — taSkas F taip, kad
trikampio AED plotas lygus 5, trikampio BEF plotas lygus 4, o trikampio CFD plotas lygus 3.
Raskite trikampio DEF plota.

Sprendimas. Tegu AD=BC=x, AB=CD=y, o

. o 10 D > 3¢
ieSkomasis trikampio DEF plotas yra S. Tada AE=—, F
X
10 6 6 oS
EB=y—-—, CF =—, FB=x——. Skai¢iuodami A BEF plota, 4
o Y Y 4 B
gauname: E

(y—g)-(x—é]:8:>xy—6—10+6—0:8:>xy+@:24:>(xy)2 —24xy+60=0=
x y Xy Xy

= xp=12+/84 = xp =12++/84 =12+ 2421
(nes staciakampio ABCD plotas didesnis uz 12). Kadangi xy =S +12, tai S = 2421

Ats.: 221,
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1. Raskite visus sveikuosius n, su kuriais

yra sveikasis skaicius.

Sprendimas. Turime, kad

19n +17 _3_2n+16

n+1l - Tn+ll’
Lengva jsitikinti, kad
2n+16
<
n+11

’<1,

kai n< -3 arba n>1.

Siais atvejais duotas salygoje skaiGius nebus sveikasis. Lieka patikrinti atvejus, kai
n=-3,-2,-10,1.

Ats.: n=-3,-2,1.

2. Raskite sandaugg
A, =101-10001-100000001-...-100...001 .
%/_/
2N nuliy
Sprendimas. Turime, kad
A=(10% +1)(10* +1)(108 +1)...(102" +1) =

=2L.(102 ~1DA0% +1)(10* +1)10° +1)...10%" +1) =
102 -1

1 4 4 8 2N [P L
—(10* =1)A0* + )10 +1)...10% +1)=—(10% "1 -1)=
919( X X )-oo( )=15 )
=—. 9..9 =101010..101.

—_—
2™ devynetai

3. ISspreskite sveikaisiais skaiciais lygti
1424... + XI= y2.

Sprendimas. Kai x =1, tai y* =1; kai x =3, tai y? =9. Turime tokius sprendinius:

{Xl :1, {Xz :1, {XS 23, X4 = 33
Y=L 2=-L y3=3 |y, =-3.

Kai x=2, tai 1!+2!=3¢y2, jei y sveikasis skaiCius. PanaSiai, kai X=4, tai

142H314+41= 33 = y2. Jei X = 5, tai
I42M4...+ X!=33+ 5+6!+...+ X!I=33+10N;
taigi gausime skaiciy, kuris baigiasi 3, todél néra sveikojo skaiciaus kvadratas.



4. I8spreskite lygciy sistema

x*+y*=a,
{x +y=h.
Sprendimas. Pazymékime x+y =u, Xy =v. Tada
x2+y? = (x+y)? —2xy=u? -2y,
Pyt = ey —2xty? = U - 2v)? — v =t —dutv 202
Kadangi u =b, tai
2v2 —4bv+b* =a,
0 i§ ¢ia randame
b*+a
2

b b*+a 3b? b_ | [b*+a 3b2
x=—i,/,/ -, y=—+\/,/ -
2 2 4 2 2 4

b4

skaiCiai a ir b turi tenkinti salyga: a> Y

v=Db?+

Todél

5. I8spreskite lygciy sistema

x—+yz =42,

y - \/R = 63
Z—+/xy =-30.
Sprendimas Kadangi x =42 +\/W >0 ir y=6++/2x >0, tai z taip pat turi biiti teigiamas
skaicius.
Pazymeje a = Jx , b= \/_ , C= Jz , turésime tokig sistema:
a’—bc=42,
b% —ac=6,
c? —ab=-30.

Atéme i§ pirmos lygties antraja lygti, paskui tre¢iaja, o i$ antros lygties tre¢iaja, gauname:
2 K2
a“—b“—-bc+ac=36, (a—b)@+b+c)=36,
a’-c?-bc+ab=72,={(a-c)a+b+c)=72,
b?-c?-ac+ab=36 ((b—-c)@a+b+c)=36.

Matome, kad a—b=b-c; todél a=2b-c ir a+b+c=3b.
Irase | sistema, gauname:

(b—c)b=12:c=b—%.
Todél
a:2b—c:2b—(b—2j:b+£.
b b

Tada

12)? 12)? 144 144
az—bc:42:>(b+—) —b(b——j —2=b7 424+ — —bP+12=2=—"=6=

b b b2 bZ

2



12 18
—=b?=24=b=26, a=26+—— =2 =36,
N

12 6
c=2v6-———=2_Je.
2J6 6

Vadinasi, x=54, y=24, z=6.
Ats.: x=54, y=24, z=6.

Neneigiami sveikieji skai¢iai a, b ir ¢ tenkina lygtj
3-10% +5-10° +7-10° = 5073,

Raskite suma a+b+c.

Sprendimas. Lengva jsitikinti, kad galimas toks skaiCiy trejetas: a=0, b=3, c=1; tada
a+b+c=4.

Reikia issiaiskinti, ar galimi kitokie skaiciy a, b ir C trejetai.

Jei a# 0, tai skai¢iaus 3-102 +5- 10° +7-10° dalybos i§ 10 galimos liekanos bty 0, 2, 5
ir 7, o skaiciaus 5073 dalybos i§ 10 liekana yra 3. Vadinasi, a =0 ir
3102 +5-10° +7-10° =5073 = 3+5-10° +7-10° = 5073 = 5-10° + 7-10° = 5070 =
=b>0irc>0.

Otada 5-10°71 +7-10°" =507 = ¢ =1, nes skai¢iaus 507 dalybos i§ 10 lickana yra 7.

I8 lygybés 5-10°7' +7 =507 gauname: 5-10°1 =500=10°"" =10%> = b =3.
Ats. 4.

Taskas K yra uz 60 metry j vakarus nuo tasko P. Katé tupi taske K, o pelé yra taske P. Tegu M
yra taskas, kuriame katé pagauty pelg, jei bégdama 13 m/s greiciu, ji pasirinkty optimaly
marsruta, o pelé bégty nuo katés 7 m/s grei¢iu tiese PM, kuri su ryty kryptimi sudaro kampg o

0<a Sg). Irodykite, kad taskas M priklauso tam paciam apskritimui nepriklausomai nuo

kampo o didumo.
Sprendimas. Staciakampe koordinaciy sistemg pasirinkime taip, kad tasko K koordinatés
bty (-60; 0), o tasko P koordinatés biity (0; 0). Tasko M koordinates pazymékime (X; Y).
Nubrézkime MN L KP. Tada pagal uzdavinio
salyga gauname: y M

KM =+/(60+x)% +y? =13t,
_ |y2 2 _ 4.
PM =/x"+y* =Tt K I

Cia t — laikas, per kurj katé pagauty pele. Vadinasi, P ‘ N
[ 60+ )2 + v2 2,2
0+ 07 +y" 13 (60+X)7+y” 169 12 2 495 1470=0=

/XZ " y2 7 X2 + y2 49
( 49)2 ) (91)2
=S| X—— | +y"=|—]|.
2 2
Devyni kvadratai sudaro stadiakampj ABCD (zr. pav.). Siy kvadraty krastinémis voras keliauja

i$ taSko A j taska C taip, kad kiekviena krastiné j jo marsrutg jeity nedaugiau kaip vieng karta.
D C

A B
Nustatykite, kokio ilgio galimy marSruty yra daugiausia ir kiek tokio ilgio marSruty yra.

Sprendimas. Aisku, kad voro kelionés marsrute negali bati kryp¢iy ,,<—.

3



Taip pat nesunku suprasti, kad kiekviename marsrute turi biiti devynios kryptys ,,— ir
bent viena kryptis ,,T“. Be to, kryp&iy ,,T turi bati viena daugiau negu krypéiy 4. Taigi
bendras krypciy LT dr b skaiius yra nelyginis, t. y. 2n—1, n=1,2,3,4,5.

Voro kelionés i§ A | C marsSruto ilgj galime uzraSyti formule 9+(2n—1)=2n+38,
n=1,23,4,5.

Marsruty, kuriy ilgis 9+ (2n—1), bendras skaicius yra Clzonfl; n=1,2,3,4,5.

Apskai¢iave gauname: Cllo =10, C130 =120, C150 =252, C170 =120, Clgo =10.

Vadinasi, daugiausia yra marSruty, kuriy ilgis 14; jy skaicius yra 252.

Ats.: 14, 252.

9. Staciojo trikampio ABC jzambinéje BC taskai P ir Q pazyméti taip, kad galioja Sios sglygos:
BP =PQ=QC, AP =3 ir AQ =4. Raskite trikampio ABC krastiniy ilgius.

Sprendimas. Pagal kosinusy teorema i§ A ABP gauname: B .
32 =c2 1 x2 ~2cxcos £B =c% + X% —20x- - = P
s 3X c 3 X 0
=c?+x? —202=x2+c—, 4 X
3 3 A C
01§ A ABQ gauname: b
22 42 2,402 C_ 2 4.2 40 » ¢
47 =Cc” +4Xx" —2c-2Xcos LB =c” +4x —4cx-3—:c +4x _EC =4xX 3
X
Sudéje lygybes
» ¢ » ¢
9=x"+— ir 16 =4x"——,
3 3
gausime:

25=5x%> = x=+/5;

2
9:(\6)%%:%:2{3.

Pagal Pitagoro teorema

b=1(3v5)? —(243)? =/33.
Ats.: 433, 243, 34/5.

10. Staciakampio ABCD krastingje AB pazymétas taSkas E, o krastinéje BC — taskas F taip, kad
trikampio AED plotas lygus 5, trikampio BEF plotas lygus 4, o trikampio CFD plotas lygus 3.
Raskite trikampio DEF plota.:

Sprendimas. Tegu AD=BC=x, AB=CD=y, o

. . . 10 D Y 3 C
ieSkomasis trikampio DEF plotas yra S. Tada AE= = 7
10 6 6 x| 3 S

EB=y-—, CF =—, FB=Xx-—. Skai¢iuodami ABEF plota, 4
X y y 4 B
gauname: E

(y—g)-(x—éjziﬁz xy—6—10+6—0:8:> xy+@:24:>(xy)2 —24xy+60=0=
X y Xy Xy

= xy=12+/84 = xy =12 +/84 =12+ 2421
(nes staciakampio ABCD plotas didesnis uz 12). Kadangi xy =S +12, tai S = 2421

Ats.: 24/21.



