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PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2013 m. lapkricio 22d.

UiDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Irodykite, kad sveikieji skai¢iai x ir y dalijasi i§ 3, jei x> + y* dalijasi i3 3.
[rodymas. Tegu x=3a+n ir y=3b+r,; Cla n ir r, yra liekanos dalijant i§ 3, kuriy

galimos reikSmes yra skaiciai 0, 1, —1.
Tada

x? +y% =3(3a® +3b* +2an +2br,) +r12 + r22.

Jei x* +y? dalijasi i$ 3, tai ir 57 +75 dalijasi i§ 3. Vadinasi, 5> +7 =0. Todél 1, =r, = 0.

2. Irodykite, kad su visais naturaliaisiais n

(o) e

[rodymas. Sandaugos dauginamuosius pertvarkykime taip:
2 KP43k+2  (k+D)(k+2)
K2 +3k  KX+3k k(k +3)

(ot}

(n+DI(n+2)!

1+ , k=1,2,..,n.

Vadinasi,

no(k+1)(k+2) 2 n+1
k=1 k(k+3) nl(n+3)! n+3
6

su visais naturaliaisiais 7.

3. Tegu taSkai 4 ir B yra vienoje tiesés / puséje. Tieséje / raskite taska M toki, kad atstumy suma

AM + MB bity maziausia. As B
Sprendimas. Tegu A’ yra simetriskas atzvilgiu tiesés / taskui 4.
Akivaizdu, kad -
AM + MB = A'M + MB, 7 !
o0 pastaroji suma bus maziausia, kai M yra atkarpos 4'B susikirtimo
su tiese / taSkas. /4




4. Naturalieji skaiciai 1, 2, 3, ... 18 eilés suraSomi i begaling lentele (zr. pav.). Kiekvienam lentelés
langeliui priskiriama skaiciy pora (m; n); ¢ia m yra langelio pozicijos | deSing numeris, o 7 — jo
pozicijos i vir§y numeris. Pora (m; n) vadinkime langelyje paraSyto skai¢iaus koordinatémis.

36 | 35 | 34 | 33 | 32 | 31
17 118 | 19 | 20 | 21 | 30
16 | 15 | 14 | 13 | 22 | 29
5 6 7 |12 | 23 | 28
4 3 8 | 11 | 24 | 27
1 2 9 [ 10 | 25 | 26

a) Imant kas antra apatinés eilés langeli gaunama skaiciy seka 1; 9; 25; ... Koks yra
100-asis tos sekos narys?

b) Koks skaicius yra langelyje (20; 20)?
c¢) Kokios langelio, kuriame yra skaicius 2013, koordinatés?

Sprendimas. a) Langeliuose, kuriy koordinates (1; 1), (3; 1), (5; 1), (7; 1). ..., Rk—1; 1), ...,
yra tokie skaiciai:

1=12, 9=3%, 25=5%, 49=72, .., (2k-1), ...
Kadangi 100-asis sekos narys yra langelyje (199; 1), tai jis yra 199%,

b) Langelyje (19; 1) yra skaicius 19? = 361, o langelyje (20; 1) yra skaicius 362. Vadinai,
langelyje (20; 20) yra skaiCius 362+19 =38]1.

¢) Kadangi 45% = 2025, tai langelyje (45; 1) yra skaicius 2025. Kylant 45-uoju stulpeliu
skaiCiai mazéja (iki langelio (45;45)). Taigi langelyje (45;2) yra skaicius 2024, langelyje
(45; 3) — skaicius 2023 ir t. t. Skaicius 2013 yra langelyje (45; 1+12) = (45; 13).

Ats.: ) 1997 =39601; b) 381; c) (45; 13).

5. Kiek yra tokiy keturzenkliy skai¢iy x12y, kad sandauga 2xx-3y5 dalytysi i§ 12?

Sprendimas. Pazymékime a =2xx-3y5. Kadangi 2xx=200+11x, 3y5=305+10y =

=5(61+2y), tai
a=5(200+11x)(61+2y).

SkaiCius 6142y yra nelyginis, todél skai¢ius 200+11x turi dalytis i§ 4. Vadinasi, x

reikSmes gali biiti tik 4 arba 8. Todél
a=5-244(61+2y)=5-4-61(61+2y)
arba
a=5-288(61+2y)=5-12-241(61 + 27).

Pirmuoju atveju a dalijasi i§ 12 tik tada, kai 61+ 2y dalijasi i§ 3. Galimos y reikSmés yra
1,41r7.

Antruoju atveju a dalijasi i$ 12, kai y yra bet kuris skaitmuo.

Taigi gauname 3+10 =13 keturzenkliy skai¢iy x12y, kurie tenkina uzdavinio salyga.
Ats.: 13.



Skai¢iaus 5632 ir nattraliojo skaifiaus x sandauga 5632x yra natiiraliojo skai¢iaus kvadratas.
Raskite maziausia x reikSme.
Sprendimas. Kadangi 5632=2" 11, tai x=2-11=22. Tada
5632x=219.117 = (2% -11)? =352°.
Ats.: 22.

Tegu § yra ibrézto i trikampi ABC apskritimo centras, D — krasStinés 4B vidurio taskas ir
£ ASD =90". Trodykite, kad 4B+ BC =3A4C.

[rodymas. Nubrézkime AS, DS ir liesting DE. Apskritimo lietimosi su DE ir A ABC
krastinémis taskus pazymékime M, N, K, L.
Kadangi L ADE+ ZDAC =2/ ADS +2/ DAS =2(£ ADS + Z DAS) =2-90° =180°, tai
DE || AC.
Pagal salyga 4D = DB. Tod¢l DE yra trikampio ABC C

vidurio linija; DE =%AC. Beto, 4B =24D ir BC =2CE.

Pagal liestinés savybe
AL = AK, CK =CN, EN = EM, DL=DM.

IS ¢ia AD+ CE = AC + DE = %AC. Vadinasi,
AB + BC =2(A4AD + CE) =34C.

. Natiiralieji skaiciai x, y ir w tenkina lygybe

97 1
—_— w4+ —
19

xX+—
y
Apskaiciuokite suma x + y + w.

Sprendimas. Lygybg pertvarkykime taip:

5+ = wi—2 ,
9 xy+1
S5=w+—2 _2
xy+1 19
Aisku, kad
0< Y ) <1,
xy+1 y+1
todél turi galioti lygybe —2— = . I§ &ia
xy+1 19
y:2k, y:2k’
= _
xy+1=19% x:19k 1—9 1.1

2k 2 2k
Vadinasi, k=1, x=9, y=2, w=5.Todél x+y+10=9+2+5=16.
Ats.: 16.



Du laivai (200 metry ilgio ir 100 metry ilgio) plaukia pastoviais, bet skirtingais greiciais.
Plaukdami vienas prie§ kita, jie prasilenkia per 10 sekundziy. O kai abu plaukia ta pacia

kryptimi, greitesnis laivas praplaukia pro létesnjji per 25 sekundes. Koks greitesniojo laivo
greitis?

Sprendimas. Tegu v, ir v, yra laivy greiciai (metrais per sekundg) ir v; >v,. Pagal
uzdavinio salyga galioja dvi lygybés:

10v; =300-10v, ir 25v; =300+ 25v,.
Gauname sistema:

V] +V2 :30,
VI —Vp =12.

I3 Sia v, =21.
Ats.: 21 mps.

10. ISspreskite lyg€iu sistema

Xy
xX+y

=2,

XZ

=3,
X+z

yz
y+z

=4.

Sprendimas. Kadangi x =0, y #0 ir z # 0, tai sistema galima pertvarkyti taip:

1 1 1
_+_:_’
x y 2
1 1 1
_+_:_’
x z 3
1 1 1
—t—=—.
y z 4

IS pirmyjy lygciy gauname, kad

[rasSe i treCia lygti, gauname:

Belieka apskaiciuoti y ir z. Gausime y = %, z=24.

Ats.: (ﬁ;ﬁ; 24)
75
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1. Duota n sveikyjy skaiciu. [rodykite, kad tarp ju atsiras keletas (arba, gali biti, vienas) skaiciy,
kuriy suma dalijasi i§ .

[rodymas. Tegu ay,a,,...,a, yra duotieji skaifiai. Sudarome sumas a,q +ay,
a+ay+as,..,a +a, +ay+...+a, Arba bent viena 1§ Siy sumy dalijasi 1§ n, kuri biity
ieSkomoji, arba né viena i$ juy nesidalija i§ n. Pastaruoju atveju atsiras dvi sumos, kuriy dalybos
liekanos i§ n yra lygios, nes sumy yra n, o nenuliniy liekany yra n—1. Tokiuy sumy skirtumas

(g +ay+..+a,)—(a+a, +..+a;)= a,, +...+a, yrasuma, dali i$ n.

2. Raskite lygties x” +1=z pirminius sprendinius (pirminiy skai¢iy x, y ir z trejetus, tenkinandius
lygtp.

Sprendimas. Kadangi x>2 ir y>2, tai z=x" +1>5.
Skai¢ius x” +1 yra pirminis ir didesnis uz 2. Todé¢l x” yra lyginis, o kartu ir x yra lyginis.
Vadinasi, x =2. Jei buty y =2k +1, tai
z=22M 1=+ 2%+ 41
buty dalus i$ 3. Vadinasi, y irgi yra lyginis; taigi y=2. I§ ¢ia z=5.
Ats.: x=y=2, z=5.

3. [rodykite, kad trikampio ABC kampo A pusiaukampiné dalija krasting BC santykiu 4B: AC.

[rodymas.Tegu L yra kampo 4 pusiaukampinés susikirtimo taskas su krastine BC. Tasko L
atstumai iki kraStiniy 4B ir AC yra lygiis: juos pazymékime 4. Tegu
h, yra trikampio ABC aukStinés i§ virStnés 4 ilgis. Tada trikampiy
plotai yra: L

1 1 . 1 1
Spp=—h-AB=—-hy-BL ir S o; =—-h-AC=—-h,-CL.
ABL =5 5 4 AcL =5 5

e B
Dalydami randame, kad AB _ BL
AC CL

4. [rodykite, kad su bet kuriais nelygiais nuliui skaiciais x ir y

x6

X 4, 4

Zx +y .

<
o

[rodymas. Nagrinédami kairés ir deSinés pusés skirtuma, gauname:
6 6
T+l xt oyt = %(xg +y" = xyt = x7y) =%(x2 ) = y*) 20,
yooox X'y Xy

nes x° — y2 ir x° - y6 visada yra to paties zenklo.

1



5. Realiyju skaiciy a, b ir ¢ trejetas tenkina lygybe

a® b? c?
5+ 5+ 5 =L
1+a 1+b l+¢

Irodykite, kad | abc |< L Kada galioja lygybé?

22

Sprendimas. Padauging lygybe i§ sandaugos (1 + a2)(l +b? )1+ ? ), gauname lygybe
CA+bH)1+A)+ 21+ a>) 1+ A + A+ a*) 1+ b)) = A+ a1+ b1 +2).
Atlike¢ veiksmus, gauname lygybe
a’b? +b*c? + *a® +24%%* =1.

Toliau taikome aritmetinio vidurkio 44 ir geometrinio vidurkio G4 nelygybg A4 > G4 ir gauname:

22,22, 22 2,22
1:ab +b“c +Za +2a"b"c .424_4\1/a2b2.b202,CZaZ.zazbzcz:4-42a6b6c6,

4-324%°¢° <1,

2a%p0c° < L,
256

465 6SL:L’
512 2°

1 1
abc £ 9|— = —+.
S FOEN

1 . .
Lygybé | abc |- —= galima tik tada, kai
ygybeé |abc | 202 &

a*b? =b*c* = *a? = 24%b*C? =l

IS ¢ia gauname:

1
al=b|=|c|=—.
lal=|b]=|c| 7z

1

ek

6. Naturaliojo skaiciaus n dalybos i§ 2009 ir i§ 2010 liekana lygi 35. Kokia yra skai¢iaus n dalybos
1§ 42 liekana?

Ats.: |a|=|b|=|c|=

Sprendimas. Pagal salyga yra tokie sveiki neneigiami skaiciai k ir /, kad
n=2009 +35
ir
n=2010/ +35.
Skaicius 2009 dalijasi i§ 7, o skaiCius 2010 dalijasi i§ 6. Vadinasi, skaic¢ius 2009k = 2010/
dalijasi ir i§ 7, ir 1§ 6; taigi dalijasi i§ 6 -7 =42. Todél skai¢iaus n dalybos i§ 42 liekana lygi 35.
Ats.: 35.



7. Smailiojo trikampio ABC aukstinés BD ir AE susikerta taske P. [rodykite, kad

AB* = AP- AE + BP- BD.
[rodymas. Pazymékime: o =/BAC, PB=4£ABC. 1§ staciyyu trikampiy AEB ir ADB

gauname: AE = ABsinP, BD = ABsina. Kadangi kampas £ ABP=90° —a, ZBAP=90°—p, tai
(i§ A ABP)

ZAPB=180°—(90° —a)—(90° —B) = a. + . C
Tada pagal sinusy teorema E
one D
AP:AB.SII.I(90 a):AB- 'cosa %
sin(a + 3) sin(a + )
ir
. o A B
Bp=ap. SO0 =B _ yp. cOSB
sin(a + ) sin(a + )
Todel
AP AE+BP-BD = AB-—%% . 4psinp+ 48— %P . 4Bsino =
sin(a + ) sin(a + [3)
_ 452, cosa-51T1[3+cosB-sma _ 4B, s%n(oa+B) _ 4B
sin(o + ) sin(a + )
n(n+1) . v . - . .
8. Tegu T, = S n=1,2,3,... Raskite maziausia nattiralyji skai¢iy x, didesni uz 2013, kad su

kuriuo nors natiiraliuoju skai¢iumi m galioty lygybé
T(x+1)—-T(x)=T(m).
Irodykite, kad jei T(a)+T(b)=T(c) ir a+b+c=T(28), tai ab=407(a+b—203).

(x+D(x+2) x(x+1)
2 2

Irodymas. 18 lygybés T(x +1)—T(x) = T(m) gauname =T(m),

x+1=T(m)>2015.
T(62)=1957 <2015, T(63)=2016 > 2015,
tai x+1=2016= x=2015. Spresdami sistema
T(a)+T(b)=T(c),
{a+b+c=T(28),

gauname:
a(a+1)+b(b+l)_c(c+1)
2 2 2 0 |d*+bP+a+b=c(c+)),
avb+e=232 _406 ¢=406-a—b.
2
IS cCia:

a’ +b* +a+b=(406—a—b) (407 —a—-b),

a’>+b*+a+b=406-407—813a —813b+2ab+a* +b>,
2ab = 814a — 814b — 406 - 407,
ab = 407(a + b —203).



9.

10.

Trijy kilimy bendras plotas lygus 200 m”. Paklojus ant grindy, jie uzdengé 140 m”. Lygiai 24 m’
plotas buvo uzdengtas dviem sluoksniais. Koks grindy plotas uzdengtas trimis sluoksniais?
Sprendimas. Kilimy plotus pazymékime S;, S, ir S5. Dviem sluoksniais uzdengty grindy

daliy plotus pazymékime Sj,, Sj3 ir S,3, o ieskomaji plota
pazymékime S),3. Pagal uZzdavinio salyga 5 3 S
12
Si+S, +83=200, Sy +S)5+ Sy =24 ’
. Sz | Sis
(81 +85 +83) = (815 + 515 +553) — 25,3 =140. Sas
Ats.: 18 m’. S

Prie to paties kelio taskuose 4;, 4,, ..., A, stovi po viena zmogy. Kuriame kelio taSke jie turéty

susitikti, kad atstumuy, kuriuos reikia kiekvienam i$ juy nueiti iki susitikimo vietos, bendra suma
biity pati maziausia? ISnagrin¢kite du atvejus:

a) n=12; b)n=2L

Sprendimas. Tarkime, kad taskai 4;, 4,, ..., A4, prie kelio iSsidéstg ta tvarka, kaip paraSyta.
Juos suporuokime taip: 4; ir 4,, 4, ir A, |, A ir A, , ir t. t. Jei n buty nelyginis skaicius, tai
vidurinis taskas likty vienas.

Nesunku suprasti, kad zmoniy, esanciy taskuose A4; ir 4,, atzvilgiu susitikimo vieta galéty

biiti bet kuriame taske M tarp 4 ir 4, .
AnalogiSkai Zmoniy, esanciy taskuose 4, ir 4, ; atzvilgiu, susitikimo vieta galéty biiti bet
kuris taSkas M tarp 4, ir 4, ;.Irt. t.

Taip samprotaudami jsitikiname, kad visy Zmoniy susitikimo vieta priklauso nuo to, ar n yra
lyginis skai€ius, ar nelyginis. Jei n = 2m, tai susitikimo vieta galéty buti bet kuris taskas tarp 4,

ir 4,,,,. Atveju n=2m—1 susitikimo vieta turéty biti vidurinis taskas 4,, .
Ats.: kai n =12, tai turéty susitikti bet kuriame taske tarp 4 ir 4, (tinka ir taskai 4¢ bei 4;);
kai n = 21, tai turéty susitikti taske 4.



