PASVALIO KRASTO
17-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2015 m. lapkricio 27 d.

UiDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Suskaiciuokite, kiek yra naturaliyjy skai¢iy kvadraty tarp skaiciy 49 ir 9%,

V4% =20 =512 ir o =92 =81,
tai skaitiy 82, 83, ..., 511 kvadratai yra tarp 4% ir 9% I8 viso yra 511—81=430 skai¢iy.
Ats.: 430.

Sprendimas. Kadangi

2. Dabar Ona turi 4 kartus daugiau mety negu Petras turéjo tuo metu, kai Onai buvo tiek mety, kiek
Petrui yra dabar. Kai Petrui bus tiek mety kiek Onai yra dabar, jy amZiy suma bus 95 metai. Kiek
mety yra Onai ir Petrui?

Sprendimas. Tegu x yra Onos, 0 y — Petro mety skai¢ius dabar.
Pagal pirma salygos dalj gauname lygtj
x=4(y - (x-y)),
o pagal antrg dalj — lygtj
X+ (X+(x—y)) =95.
Atlike veiksmus, sudarome lygciy sistema

5x—-8y =0,
3Xx—y=095.
Spresdami j3, gauname:
8 8
K=gY =¥ [,28,
5 —1 5 STEY x40, y=2s
8 19

3. —y-y=95 —y=95 =25
5y y 5y y

Ats.: Onai — 40 mety, Petrui — 25 metai.

3. Raskite nattiraliyjy skai¢iy 2n+3 ir n+7 didZiausig bendrg daliklj, kai n yra bet kuris natiiralusis
skaiCius.
Sprendimas. Tegu m yra skai¢iy 2n+3 ir n+7 didziausias bendras daliklis. Tada su kuriais
nors natiraliaisiais skaiCiais K ir | galioja lygybés 2n+3=k-m ir n+7=1-m. I§ jy gauname:

n=Im-7, n=Im-7, n=Im-7,
= 11 =
2(Im=7)+3=km 2l -—==k me{l;11}.
m

Matome, kad skai¢iy 2n+3 ir n+7 didziausias bendras daliklis gali bati tik 11 arba 1.

IS lygybés n=11 —7 (I — nattiralusis skai¢ius) matyti, kad galimos n reikSmés yra 4, 15, 26,
37, ... . Kitaip sakant, 11 yra skai¢iy 2n+3 ir n+7 didziausias bendras daliklis tik Kkai
n=1U-7, 1 =1 2,3,.... Visais kitais atvejais skaiciai 2n+3 ir n+7 yra tarpusavyje pirminiai.
Ats.: 11, kai n=11—7; 1 — kitais atvejais.
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4. Jrodykite, kad skaicius
a=1.2-3-...-2014- 2015+ 2016- 2017 -...- 4029 - 4030
dalijasi 1§ 4031.
Jrodymas. Kadangi
2016-2017-...-4028- 4029 - 4030 = (4031 - 2015)(4031—2014) -...- (4031 - 3)(4031—2)(4031-1) =

=4031-k —2015-2014-...-3-2-1,
tai a =4031k; ¢ia Kk yra tam tikras natiralusis skaicius.
Vadinasi, skaicius a tikrai dalijasi i§ 4031.

Kitas biidas. Kadangi 4031=29-139, tai ir i§ pirmo démens, ir i§ antro démens galima iSkelti

ir 29, ir 139 (antrame démenyje yra dauginamieji 2900 ir2780), todél skai¢iy a galima iSreiksti
pavidalu a =4031-k, k € N.

5. Kiek yra trizenkliy nattiraliyjy skaiciy, kuriy kvadratas baigiasi 21? Pateikite bent du tokiy skaiciy

pavyzdzius.

Sprendimas. Bet kurj trizenklj nattralyjj skaiciy n galima uzraSyti taip:

n = xyz =100X + 10y + z =100x + (10y + 2),

¢iax, yirz (x=0) yraskaitmenys.

Kadangi

n? = (100X + (10y + z))? =10 000x? + 200x (10y + z) + (10y + z)?,
nesunku pamatyti, kad paskutinieji du skaiciaus n? skaitmenys yra tokie pat kaip ir skaiciaus
20y + z)2 :100y2 +20yz + 22,

Aisku, kad z gali biti tik 1 arba 9.

Jei z=1 tai y=1arba y=6. Ojei z=9, tai y=3 arba y=8

Taigi tik skai¢iy x11, x61, x39 ir x89, x=1,2,...,9, kvadratai baigiasi 21. I3 viso gauname
36 skaicius.

Ats.: 36; x11, x61, x39 ir x89, x=1,2,...,9.

6. NudaZytas kubas supjaustomas j vienodus kubelius. Ar gali nenudazyty kubeliy skaicius buti
lygus kubeliy, kuriy bent viena siena yra nudazyta, skaic¢iui?
Sprendimas. Kiekvieng kubo briaung padalije j n (n>2) lygiy daliy, gautume n® kubeliy.

Nenudazyty kubeliy skai¢ius, aisku, lygus (n—2)°.
Ieskant atsakymo | pateikta klausima reikia iSsiaiSkinti, ar yra bent vienas natiiralusis skaicius
n (n>2), kad galioty lygybé

(n-2°%=n>-(n-2)%.
Kai n=2, silygybé negalioja. O kai n >3, ji ekvivalenti lygybei

)

Kadangi /2 yra iracionalusis skaigius, o

IS ¢ia gauname, kad LZ =32.
n -

n . L L :
5~ racionalusis, tai lygybé néra galima.

Vadinasi, nejmanoma nudazyto kubo supjaustyti ; vienodus kubelius taip, kad nenudazyty
kubeliy skaicius biity lygus kubeliy, turiniy bent vieng nudazytg sieng, skaiciui.
Ats.: negali.



7.

10.

Tarkime, kad realiyjy skaiciy pora (X; y) yra lyg€iy sistemos
{x3 + Xy + y2 =-1
y3 +2y+ x2=0
sprendinys. Jrodykite, kad Xy =1.

Jrodymas. Nesunku patikrinti, kad tarp sistemos sprendiniy néra pory (0; y) ir (X; 0).
Antrg lygtj padauginkime i$ X ir atimkime i$ pirmos lygties. Gausime lygtj
(x3 + Xy + y2) — (xy3 + 2Xy+ x3) =-1,
0 i$ jos gausime:
y2 - xy3 —-Xy+1=0,
Y (L-xy) +(1-xy) =0,
(@L-xy)(y* +1) =0.
Kadangi y2+1>0, tai
1-xy=0=xy=1.

Padauginus 997 i$ naturaliojo skai¢iaus n, n>1, gaunamas skai¢ius, kurio visi skaitmenys yra
nelyginiai. Raskite maziausig tokj skaiciy n.

Sprendimas. Tegu n (n>1) yra pasirinktas nattiralusis skaicius. Tada
997 -n = (1000 — 3)n =1000n — 3n =1000(n —1) + (1000 — 3n).

Remdamiesi Sia sandaugos iSraiSka, iSsiaiSkinkime, ar gali btti 3n <1000. Jei galioty nely-
gybé 3n <1000, tai ketvirtas nuo galo skaitmuo sutapty su skai¢iaus n—1 vienety skaitmeniu.
Kadangi jis turi buti nelyginis, tai skaicius n turi buti lyginis. Bet tada sandaugos 997-n vienety
skaitmuo taip pat buty lyginis. Vadinasi, 3n>1000.

Maziausias nelygyb¢ 3n>1000 tenkinantis natiiralusis skai¢ius yra n=335. Kadangi san-
daugos 997 -335=333995 skaitmenys yra nelyginiai, tai n=335 yra ieSkomasis skaicius.

Ats.: 335.

Jonas meta moneta. Jei atsivercia herbas, Algis duoda jam dar vieng monets, o jei atsivercia
skaiCius, tai Jonas atiduoda Algiui dvi monetas. IS pradziy Jonas tur¢jo 12 monety, o po 30

metimy né vienos nebeliko. Apskai¢iuokite, kelis kartus atsiverté herbas.

Sprendimas. Tegu x yra herbo atsivertimy skai¢ius. Tada 12+x

yra skaiCiaus atsivertimy

skaicius. Pagal uzdavinio salyga, turi galioti lygybée
N 12+x

30.
2

IS Sios lygties gauname, kad x =16.

Ats.: 16.
Trapecijos ABCD jstrizainé AC lygi pagrindy AD ir BC sumai. B C
Raskite kampa tarp jstrizainés BD ir kampo CAD pusiau-
kampinés.

Sprendimas. Nubrézkime CE|BD. Tuomet BCED - lygia- K

gretainis, DE =BC. Todé¢él AE=AD+DE =AD+BC =AC.
Vadinasi, trikampis ACE yra lygiasonis. Jo pusiaukampiné AK
yra statmena krastinei CE, taigi ir tiesei BD.

Ats.: 90°. D
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1. [rodykite, kad lygtis
X0 —x" +x% —x+1=0

neturi realiyjy sprendiniy.
Irodymas. Aisku, kad negali biiti x <0 (kairéje puséje gautume teigiamg skaiciy).
Jei pasirinktume 0 < x <1, gautume:
(x10 >0, x> =x’ :x2(1—x5)>0, 1-x>0= x0 —x" + x? —x+1>0.
Jei biity x >1, tai gautume:

O _x"+x?—x+1>0.

0

(X -x">0, X* =x+1>0)= x*

Taigi néra né vieno realiojo skaiiaus X, kuris galéty tenkinti lygti X0 —x" +x2 —x+1=0.

2. Jrodykite, kad realiyjy skai¢iy a ir b pora tenkina nelygybg
a®b> L
128
jei a+b=1.
Jrodymas. I§ lygybés a+b=1 gauname, kad (a+b)? =1. Tada
(@+b)2 +(a-b)?2 >1=> 2(a% +b2) >1=> a® + b? z%.
Toliau:
(@% +b%) +(a* -b%)? 2%: a* +b* z%;
1

(a*+b")2 + (@* —b*)? >l sl
64 128

3. Raskite visus natiiraliuosius skai¢ius n, kuriems esant 5" + 3" dalijasi i$ 5" 1,301

n n
Sprendimas. Trupmena 5n+2n1 pertvarkykime taip:
+

5"+3"  5.5"1+3.3" 5E"ty3to2.3mt . 2.3
5”—1 + 3n—1 5n—1 + 3n—1 5n—1 + 3n—l 5”—1 + 3”—1 )
n-1
Aisku, kad ﬁ <1, kai n yra natiiralusis skai¢ius. Vadinasi, dalijant 5" +3" i§ S
+
n-1
sveikyj] skaiCiy galima gauti tik kai ﬁ = > O 18 ¢ia gauname:

2.3t =gy gt o3t og =g,

Taigi n=1 yra vienintelis skai¢ius, kuriam esant 5" +3" dalijasi i3 51431
Ats.: n=1.



4. Ar kvadratinio trinario ax® +bx +c su sveikaisiais koeficientais a, b ir ¢ (a=0) diskriminantas
gali biiti lygus 23?

Sprendimas. Pagal apibrézimg, D = b? —4ac. I3 lygybés
b% - 4ac =23
matyti, kad b turéty buti nelyginis sveikasis skaicius, nes
b? = 23+ 4ac.
Tegu b =2n-1, n—sveikasis skaicius. Tada i§ lygybés
(2n—1)% =23+ 4ac
gauname:
4n? — 4n+1=23+4ac,

2(n? —n) =11+ 2ac.

Kair¢je pus¢je gali biti nulis arba lyginis skaicius, o deSinéje — nelyginis skaicius.
Vadinasi, lygybé D =23 néra galima.
Ats.: negali buti.

5. Irodykite, kad jei p, p—10 ir p+10 yra pirminiai skai€iai, tai ir p —2 yra pirminis skaicius.

Irodymas. Tare, kad p—2 néra pirminis skaiCius, turétume rasti tokius du nattiraliuosius
skaic¢ius m ir n, didesnius uz 1, kad galioty lygybé p —2=mn. Kadangi p yra pirminis skaicius, i$
lygybés p=mn+2 darome iSvada, kad nei m, nei n negali biiti lyginis skaiCius.

Kadangi p+10=mn+12 yra pirminis skaicius, tai sandauga mn neturi dalytis i$ 3.

Vadinasi, m ir n turi biiti nelyginiai skaiciai, kuriuos galima uzraSyti pavidalu m=3k +r,
n=3l+r,, r,nLe{l2} Tada

mn = (3K + 1) (3l + 1,) =9kl + 3(nl + LK) + K.

Sandaugos 1, - r, galimos reikSmés yra 1, 2 ir 4.

Jeibity pr, =1 arba nr, =4, tai p=mn+2 dalytysi i 3; taigi neblity pirminis skaicius.

Negalimas ir atvejis nr, =2, nes tada arba m, arba n bty lyginis skaicius.

Atlikta analizé rodo, kad p —2 yra pirminis skaicius.

Kitas jrodymas. Vienas i8 trijy skai¢iy p—1, pir p+1, p>2, dalijasi i$ 3.

Kadangi p-10=(p-1)-9 ir p+10=(p+1)+9, tai skai¢iai p—10, p ir p+10 yra
pirminiai tik kai p—10=3. Todél p=13, p+10=23. Skai¢ius p—2=11 yra pirminis.

6. Raskite visus nattiraliyjy skai¢iy X, y ir z trejetus (X; y; z), tenkinancius lyg¢iy sistema

xS — y3 3= 3Xyz,
X2 = 2(y + 2).

3

Sprendimas. Kadangi xyz > 0, tai i§ pirmos lygties i$plaukia, kad X > y3 +z°, o tai reiSkia,

kad x>y ir x> z. Todél

2
X
2X>Y+2=—
y 2

2
.. . . X
(pastaroji lygybé gaunama i$ antros lygties). IS nelygybés 2x > > gauname:

4x—x2>0:>x(4—x)>0:>x<4.



I§ antros lygties matyti, kad X turi biti lyginis skai¢ius. Vadinasi, x=2. Kadangi x>y ir x>z,
tai y=z=1.

Gauname vienintelj natiiralyjj lyg¢iy sistemos sprendinj (2; 1; 1).

Ats.: (2; 1; 1).

7. Isspreskite lygti
(x2 - x+1)4 —10x2(x2 - x+1)2 +9x* =0.
Sprendimas. Tegu (x* —x+1)2 =y. Tada
y2 —10x%y +9x* =0 = y =5x2 + 4x% = y =9x? arba y = x°.
Spresdami lygtj y=9x? gauname:
(x2 — x+1)2 —9x% =0,
(x2 —x+1—3x)(x2 —X+1+3x)=0,
X2 —4x+1=0 arba X?+2x+1=0,
(x—2)?> =3 arba (x+2)2=0,
x=2+~/3 arba x=—1.

Toliau sprendziame lygt] y = X2

(x2—x+1)2—x2:O:>(x2—x+1—x)(x2—x+1+x):0:>(x—l)2(x2 +1)=0=x=1.

Taigi lygtis turi 4 sprendinius: +1, 2+4/3.
Ats.: -1, 1, 2—+/3, 2+4/3.

8. Raskite lygties
[x*1=[x]?

(¢ia [...] skai¢iaus sveikoji dalis) sprendinius, priklausancius intervalui [-5; 2).

Sprendimas. Intervale [-5; O] funkcijos y = x? reik§meés mazg¢ja, o intervale [0; 2) — didéja.

Remdamiesi skaiCiaus sveikosios dalies apibrézimu, gauname, kad jei Xel[k;k+1),
ke{-5-4,-3-2,-1}, tai [x]=k, [x]?=k? x%e((k+1? k?]. Vadinasi, [x?]=k? =[x]?
tik kai x e{-5; -4, -3;,-2;-1}.

Jei x €[0;1), tai x*e[0;2) ir [x]=[x*]=0.

Jei xe[0;/2), tai x? [L 2) ir [x]=[x*]=1.

Jei xe[/2;2), tai X% e[2;4) ir [x°]>1=[x]=[x]>.

Vadinasi, lygties [x?]=[X]? sprendiniy (intervale [-5; 2)) aibé yra aibés {-5; —4; —3; —2; —1}
ir intervalo [O; \/E) sgjunga.

Ats.: {-5; —4; -3; -2; ~1}U[0; v/2).

9. Du statieji lygiaSoniai trikampiai, kuriy statiniy ilgiai lygts 1, yra vienoje plokStumoje. Viena
pirmo ir antro trikampio statiniy pora yra vienoje tieséje L, o patys trikampiai yra simetriski kitos
tieseés, statmenos tiesei L, atzvilgiu. Koks gali buti didZiausias abiejy trikampiy bendros dalies
plotas?



Sprendimas. Susikirsdami abu trikampiai gali sudaryti trikampj (Zr. 1 pav.) arba penkiakampj

(Zr. 2 pav.)
B E By E
M
L L
A D 1pav.C F DA 2 pav.” C

Pirmu atveju didziausig reikSme, lygia % , trikampio DMC plotas jgis, kai sutaps taskai A ir D
bei Cir F (zr. 3 pav.).

B B y £

1-x 1-x
N K

L X X L
C DXA 1Xx F XC
3 pav. 4 pav.
Panagrinékime antrg atvejj (zr. 4 pav.). Atkarpos AD ilgj pazymékime x. Tada

1 —3x%2+2x+1

S =Sankr +Snvk = X(1-X) +Z(l_ X)? = —— -

4 4
Aisku, kad didZiausig reikSme plotas S gali jgyti atveju, kai X = %; tada S =

2
-3 xz—gx+1 +ﬂ ﬂ—3 x—1
_ 3 9) 3 3 3

Vadinasi, didziausia abiejy trikampiy bendros dalies ploto reik§mé gali biiti

Wik Wl

Ats.: 3
3

10. Apskritimo spindulys lygus 1, jo centras taskas O. Apskritime yra pazymétas taskas P ir nubrézta
styga AB tokia, kad £ APB = 2 AOB. Raskite stygos AB ilg;.

Sprendimas. Tarkime, kad D yra apskritimo lanko AB, kuriame néra tasko P, bet kuris taskas.

Tuomet Z APB = % w ADB, 2 AOB =U APB. Kadangi

P
ZAPB = ~ZAOB, tai %UADB =U APB. Bet A

w APB+UADB =360°, todél % UADB+UADB =360°, 0 i§ Cia

W ADB = 240°. Vadinasi, UAPB=120°, < AOB =120°,
AB =2- AO -sin 60° = /3.
Ats.: \/§.



