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UiDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Visi skai¢iai nuo 1 iki n surasyti i eilg ir tarp ju sudéti + arba — zenklai. Atlikus veiksmus,
gaunamas skaicius n. Ar n gali bati lygus:

(a) 2016?

(b) 2015?

Sprendimas.

(a) Galima, nes

1+2-3)+(4-5-6+7)+...+ (2012 — 2013 — 2014 + 2015) + 2016 = 2016.

(b) Negalima. Kad ir kokius Zenklus surasytume, tarp skaic¢iu 1, 2, ..., 2014 bus lygiai 1007
nelyginiai skaiciai. Nelyginio skai¢iaus nelyginiy skai¢iy (tiek teigiamy, tiek neigiamy) suma
nelyging, o likusiy lyginiy skai¢iy suma lyginé, todél

(1) + (£2) + ... + (£2014) = 0.

Ats.: (a) taip; (b) ne.

2. I8 kokio trizenklio skai¢iaus atémus jo skaitmeny kuby suma gaunamas didziausias skaicius.

Sprendimas. Tegu abc =100a+10b+c yra trizenklis skai¢ius. Reiskinys
100a+10b+c—(a® + b +c®) =a(100 —a?) + b(10 —b?) + c(1—c?)
igyja didziausia reikSme, kai kiekvienas narys igyja didziausig reikSme. Perrinke a=1,...,9,
gauname, kad pirmas démuo maksimalus, kai a=6. AnalogiSkai, antras démuo maksimalus,
kai b =2, o trecias, kai c=0 arba c=1. Taigi ieSkomi skaiciai yra 620 ir 621.

Ats.: 620 ir 621.

3. 1000-kampio vir§tinés sunumeruotos numeriais nuo 1 iki 1000. Pradédami nuo 1, pazymékime
kas 15-a virStine, t.y. 1,16 ir t.t. virSiines. Praéje viena rata, teskime zyméjima tol, kol
prieisime jau pazymeéta virsung. Kiek virstiniy liks nepazyméta?

Sprendimas. Kadangi 1+15-66 =991, 1+15.67 =1006, tai antra rata pradésime nuo 6-0S
virsings, o baigsime pazymédami 996-a virSiing. TreCia rata pradésime nuo 11-os virSiinés, 0
baigsime 986-aja virSine. Todél pirma ketvirto rato vir§ing, kurios numeris 1, bus paskutiné.
Taigi i$ viso bus pazyméta 67 +67 + 66 = 200 virSiiniy. Liks 1000 —-200 =800 nepazyméty 1000-
kampio virStniy.

Ats.: 800.



4. Du laivai stovin¢iame vandenyje plaukia vienodu grei¢iu. Kuris laivas grei¢iau nuplauks to
paties ilgio atkarpa pirmyn ir atgal: ar upéje su greitesne, ar upéje su létesne srove?
Sprendimas. Pasizymeékime: vV, — laivo greitj stovinc¢iame vandenyje, v, ir v, — atitinkamai

pirmos ir antros upés sroveés greitj, 0 S — upés atkarpos ilgi. Tada sugaiStas pirmo ir antro laivo
laikas yra atitinkamai

S S 28V . 25V,
tl = + = 2 2 Ir t2 = 2 PR
VO +Vl VO _Vl VO _Vl VO —V2

Kadangi v; >v,, tai t; > t,.
Ats.: Greiciau nuplauks laivas, kuris plauks upe su létesne srove.

5. [rodykite, kad lygtis

X —4x3 +12x% —14x+24 =0
neturi sprendiniy.

Irodymas. Pertvarkydami kairg lygties pusg, gausime:
Xt —4x3 +12x% —14x + 24 = (x* —4X3 + 4x?) + X% + (TX% —14x+7) +17 =
=x?(x—2)? +x? +7(x—-1)? +17 > 0.

6. Konkurse dalyvavo 5 Zmonés. [ kiekviena i$ pateikty klausimy vienas davé neteisinga
atsakyma, o Kkiti teisinga. Algis pateiké maziausiai teisingy atsakymuy — 10, 0 Benis daugiausiai
— 13. Kiek klausimy buvo uzduota?

Sprendimas. Teisingy atsakymy skaiCius dalus i§ 4. Algis teisingai atsaké | 10 klausimy,
Benis — { 13, o likusieji { 11 arba 12 klausimy. Taigi teisingy atsakymu skaicius yra tarp
: .. . i 56
10+13+3-11=56 Ir 10 +13+3-12 =59. Taigi klausimy skaicius yra 7 =14.

Ats.: 14.

7. Keliais buidais 88 Sachmaty lentoje imanoma taip pazyméti vieng balta ir vieng juoda langelj,
kad jie nebiity vienoje eilutéje arba stulpelyje?

Sprendimas. Aisku, kad yra 32 buidai pasirinkti balta langeli. Pasirinkus balta langelj,
iSbraukiama atitinkama eiluté ir atitinkamas stulpelis. Juodam langeliui pasirinkti lieka 7x7
matmeny lentos dalis, kurioje yra 24 juodi langeliai. Taigi 18 viso yra 32-24 =768 biidai.

Ats.: 768.

8. Natiralieji skaiciai a ir b pasizymi savybe: kiekvienas i§ deSimties skaitmeny sutinkamas lygiai
viename i$ $iy dviejy skaiciy. Raskite maziausia galima |a—b| reikSme.

Sprendimas. Pirmiausia reikia jsitikinti, kad abu skaiciai (ir a, ir b) turi buti penkiazenkliai,
nes tik tada galima pasiekti, kad skirtumas | a—b| baty trizenklis skaicius.

Ieskomai porai (@; b) rasti taikykime perrankos metoda. ISnagrinékime visas galimybes
rinkdamiesi a ir b taip, kad skaiCiaus a pirmas skaitmuo bty vienetu didesnis uz pirma b
skaitmeni, o kiti skaitmenys iSsidéstyty taip, kad a buty pats maziausias, o b — pats didziausias.
Gausime:

90123 -87 654 =2 469, 8012379 654 = 469,
70123 -69 854 = 269, 60123 -59874 = 249,
50123-49876 =247, 40125-39876 = 249,
30145-29876 = 269, 20345-19876 = 4609.

Matome, kad maziausias skirtumas (lygus 247) yra tarp skaiciy 50 123 ir 49 876.
Ats.: 50 123 ir 49 876.



9.

10.

Trikampio ABC krastinéje AB yra taskas K, atkarpoje KB — taskas L, atkarpoje CB — taskas M.
Trikampiai AKC, LKC, LMC ir LMB yra lygts. Raskite trikampio ABC kampus.

Sprendimas. Trikampio ABC kampus ZB ir £ZA pazymékime atitinkamai o ir B. Lygiu
trikampiy LMC ir LMB krastiné LM yra bendra, todél prie§ ja yra lygis kampai, t. .
ZLBM = ZLCM =a. Trikampis CLB — lygiaSonis, todél
CL=CB ir ZCLM =«BLM. Taigi LM yra lygiasonio
trikampio CLB kampo prie virS§inés pusiaukampiné. Kartu K
ji_yra Sio trikampio aukstiné ir pusiaukampiné. Todél L
ZCML = ZBML =90°.

Lygiai taip pat jrodoma, kad ZCAK =ZCLK =8, C , B
CK L AL ir AC=CL. Tuomet galimi du atvejai: 1) a=p ir M

2) PB=90°-a. Pirmuoju atveju sudéje kampus prie virsinés L gauname lygybe
2(90° —a) + o =180°, i§ kurios iplaukia, kad o= 0. Bet taip negali bati. Vadinasi, B =90° —a,
ZLCK =ZACK =, 3(90° -a)=180°, a=30°. O tada £LA=p=60°, £ZB=a=30°,
ZC=90°.

Ats.: ZA=60°, £B=30°, £C =90".

Taskas L yra trikampio ABC krastingje BC, 0 M — krastinéje AC. Atkarpa AL yra trikampio
ABC pusiaukampiné, o atkarpa LM — trikampio ALC pusiaukampiné. Be to, AM =ML ir

% = /3. Raskite trikampio ABC kampus.

Sprendimas. I§ uzdavinio salygos iSplaukia, kad ZLAC=2MLC = ZLAB. Taigi LM || AB,
I§ trikampiy MLC ir ABC panaSumo iSplaukia, kad B
e _B_n Kadangi LM || AB, tai
MC AC
ZABC = ZMLC = ZALM = ZBAL,
todél trikampis ABL lygiasonis, t.y. AL=BL. Kadangi

LM || AB, pagal Talio teorema EZEZ\@. Taigi
AM MC L

AL=BL=+3AM. Lygiaonio trikampio ALM pagrindas
AL=2AMcosZLAM. Vadinasi, 2cosZLAM =+/3, ZLAM =30°.
Tuomet LA=2/LAM =60°, £B=ZLAM =30°, £C =90". A | C

Ats.. £ A=60°, £B=30°, £C=90".
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1. Ant automobilio priekiniy raty uzdétos padangos nusidévi nuvaziavus 30 000 km, o uzdétos ant
uzpakaliniy raty jos nusidévi nuvaziavus 50 000 km. Kiek kilometry nuvaziavus reikia sukeisti
vietomis uzpakalines ir priekines padangas, kad automobilis nuvaziuoty kuo toliau?

Sprendimas. Nuvaziavus X km, nudévima dalis 5 priekiniy padangy protektoriaus

bei dalis uzpakaliniy padangy protektoriaus. Jei padangos kei¢iamos nuvaZiavus

X km, tai padangos, kurios pradzioje buvo priekyje, nusidévés nuvaziavus
X
000

X+ 50 000 [1— 0 j =50 000 - % X kilometry, o padangos, kurios pradzioje buvo

X

2
uzpakalyje, nusidévés nuvaziavus X+ 30 000[1— 0 } =30000 — c X kilometry. Visos

padangos pilnai nusidévés vienu metu, jei 50 000 — % x =30 000 + é X, t.y. jei % x =20 000,
i§ kur iSplaukia, kad x =18 750 km. Tokiu atveju automobilis nuvaziuos 30 000 + % x =37 950
km. Tai ir bus maksimalus nuvaziuotas atstumas, nes jei X <18 750, tai 30 000 + g X <37 950,

0 jei x>18750, tai 50000 - % X <37 950, taigi kazkurios padangos nusidévés dar

nenuvaziavus 37 950 km.
Ats.: 18 750 km.

2. Natiiraliojo skaiciaus n faktorialas (zym. n!) yra sandauga n!=1-2-3-...-n. Kurj dauginamaji
reikia iSbraukti i§ sandaugos 1!-21-3!...-20!, kad likusi sandauga biituy nattraliojo skaiCiaus
kvadratas?

Sprendimas.
11:213L...- 201= (1121) - (3441)-...- (191-201) = (1+11-2) - (3+3L4) - (51516) - ... (19+191-20) =

= (1+345)...-191)%(2-4-6-...-18 - 20) = (1-3}5...-19+ 2°)2 .101.
Taigi reikia iSbraukti 10!.

Ats.: 101,



3. Algis ir Benas atliko po penkis Stivius { taikini. Per pirmus tris $iivius jie surinko po vienodai
tasky, o per paskutinius tris Stvius Algis surinko tris kartus daugiau tasky. Taikinyje buvo
iSmusti 10, 9, 9, 8, 8, 5, 4, 4, 3, 2 taskai. Kiek tasky iSmusé kiekvienas Saulys treciu $tviu?

Sprendimas. Paskutiniais trim $tiviais Benas surinko ne maziau kaip 2+3+4=9 taskus. Jis
negaléjo surinkti 10 tasky, nes surinko tris kartus maziau negu Algis. Taigi Benas iSmus¢ 2, 3 ir
4, todel Algis iSmusé 10, 9 ir 8. Pirmais trim $iiviais buvo pataikyta 1 9, 8, 5 ir 4. Treciu Stviu
Algis iSmusé ne maziau kaip 8, 0 Benas ne daugiau kaip 4 taSkus. Taigi pirmais dviem $tviais
Algis i8Smusé bent 4 taskais maziau uz Bena. Vadinasi, Algis iSmusé 5 ir 4, o Benas 9 ir 8
taskus. IS Cia iSplaukia, kad treciu Stiviu Algis iSmusé 10, o Benas 2 taskus.

Ats.: Algis tre€iu Stiviu iSmusé 10, Benas 2 taskus.

4. Tispreskite nelygybe v2x2 —8X+6 +v4x—x2 —3 <x—1.
Sprendimas. Kadangi reiskiniai posaknyse turi biiti neneigiami, o jie skiriasi tik neigiamu
daugikliu —2, tai turi galioti lygybe x?—4x+3=0, kuria tenkina du skai¢iai: 1 ir 3. I§ jy tiktai

3 tenkina nelygybeg.
Ats.: 3.

5. ISspreskite lygciy sistema

IxI=1yl+Ix]+1yl=2,
2y =| 2x-1]-3.

Sprendimas. Jei | X [>| y |, i$ pirmos lygties gauname:
X = Iyl + X[ + 1yl =2,
2|X| = 2,
[x] = 1.

|2x-1]|-3
2

Taigi x=-1 arba x=1. Otada y = yra atitinkamai O ir —1. Gauname du sistemos

sprendinius: (-1; 0) ir (1; -1).

Jei | x|<| y|, i§ pirmos lygties gauname:

ly[=Ix[+]x|+]yl|=2,
2|y=2,
lyl=1.

Taigi y=-1 arba y=1.

Jei y=-1, i$ antros lygties gauname lygti |2x—1|=1, kurios sprendiniai yra O ir 1. Bet
salyga | x|<| y| tenkinatik x =0. Pora (0; —1) yra sistemos sprendinys.

Jei y=1, i§ antros lygties iSplaukia, kad |2x—1]=5, o0 i§ ¢ia — x=3 arba x=-2. Bet né
viena x reik§mé netenkina salygos | x|<] y]|.

Ats.: (-1, 0), (1, —1) ir (0, -1).

6. Pirmas natiraliojo skaiCiaus n skaitmuo yra 1. Jei ta vieneta perkeltume i skaiCiaus gala,
skaicius patrigubéty. Raskite maziausia tokj n.
Sprendimas. Tarkime, nubraukus pirmaji skaitmenij 1 lieka k-zenklis skaicius a; ¢ia k >1.
Tada 0<a<10¥ ir n=10 +a. Jei pradini 1 perkelsime i gala, gausime skai¢iy 10a+1. Taigi
10a+1=3(10 +a) = 7a=3-10-1.
Dalydami (pavyzdziui, kampu) skaiciy 3-10€ —1= 299..9 i8 7, gauname, kad 299999=7-42857.

k
Taigi a=42857, o maziausias skaiCius n yra 142 857.

Ats.: n=142857.



2 b2 CZ d2

+ + + ,

b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

. a b c d

Jel + + + =1.
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

7. Raskite

Sprendimas. IS salygos i$plaukia, kad a+b+c+d #0. Padauging lygybe
a b C

+ + +
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
a’+a(b+c+d) b?>+ba+c+d) c?+c(a+b+d) d?+d(a+b+c)

=118 a+b+c+d, gauname:

=a+b+c+d,
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
2 2 2 2
a +a |+ b +b |+ ¢ +C |+ d +d|=a+b+c+d.
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
a’ b? c? d?

IS ¢ia iSplaukia, kad

Ats.: 0.

+ + + =0.
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

8. Raskite visas parametro k reiksmes, kurioms esant lygtis X2 +2x2 —k?x—2k? =0 turi tris
skirtingus realiuosius sprendinius, sudaran¢ius aritmeting progresija.
Sprendimas. Lygties kairg puse¢ pertvarkykime taip:
X3+ 2x% —k?x —2k? = (03 +2x%) — (k2 + 2k?) = X2 (x + 2) — k2 (x + 2) = (x + 2) (x* —k?).
I§ ¢ia iSplaukia, kad lygtis turi tris skirtingus sprendinius tik kai k ¢{-2;0;2}. Sie sprendiniai
yra -2, -k ir k.
Kad sprendiniai sudaryty aritmeting progresija —2, —k, k arba k, —k, —2 turi galioti salyga

—k+2=k+k (—k-k=-2+K), t.y. k:%.

Kad sprendiniai sudaryty aritmeting progresija —2, k, —k arba —k, k, —2 turi galioti lygybé

k+2=-2k (2k=-2-k), i$ kurios iSplaukia, kad k = —%.

Kad sprendiniai sudaryty aritmeting progresija —k, -2,k arba k,—2,—k turéty galioti
neimanoma lygybé —2+k=k+2 (-2-k=-k+2).

Ats.: k= J_rz.
3

9. I8kilojo keturkampio ABCD kampas BAD lygus 60°. Taskai A ir A, yra simetriski taSkui A
tiesiy CB ir CD atzvilgiu. Taskai A, Ay, B ir D yra vienoje ties¢je. Raskite kampa BCD.

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés CB ir AA susikerta taske K, o tiesés AA, ir CD — taske
M. Kadangi ties¢ BK yra trikampio ABA  simetrijos aSis, tai AB=BA,

ZCBD = /KBA, = %(180° — Z ABD). Analogiskai

Ay

ZCDB = l(1800 - Z ADB). B
2 K C

Tada ~BCD =180° - ZCBD - ZCDB = &v
A & D

~180° —%(180" _ / ABD) —%(180" _ /ADB) =

=%(4ABD+4ADB):%(180°—LBAD):GOO. A,

Ats.: ZBCD =60°.



10. | apskritima {bréZtas statusis trikampis ABC, ZC=90°.
llgesniajame statinyje BC yra taskas D toks, kad AC =BD, o
taskas E yra lanko AB, kuriame yra taskas C, vidurio taskas.
Raskite kampa DEC.

Sprendimas. Pagal salyga, taskas E yra lanko AB vidurys,
tod¢él AE =EB. Kadangi ZCAE =ZCBE, ir (pagal salyga)

D
C .
AC=BD, trikampiai ACE ir BDE yra lygis. Todél WB
ZCEA = /BED. T ¢ia i$plaukia, kad E

Z/DEC = ZCEB - ZBED = ZCEB - ZCEA = Z AEB =90°.
Ats.: £ DEC =90°,




