Rietavo antroji komandiné matematikos olimpiada
mokytojo Kazio SikSniaus taurei laiméti

Rietavas, 2003 m. sausio 25 d.

UZduoties jaunesniyjy klasiy moksleiviams sprendimai

1. Staciojo trikampio statiniy ilgiai yra a ir b, o jzambiné lygi c. Jrodykite nelygybe a+b < cV2.
Jrodymas. 1§  Pitagoro  teoremos a’+b*=c’. Tuomet: (a-b)’>0=2ab<c?,
(a+b)®> =a® +b* +2ab<2c?. I§ abiejy nelygybés pusiy iStrauke kvadratine $aknj, gauname
nelygybe a+b< 2.

2. Staciakampis ABCD suskaidytas j keturias dalis, 4 D
kaip pavaizduota bréZinyje. Zinomi trijy  daliy 6
plotai: 6,10 ir 5 cm?. Apskai¢iuokite stadiakampio 10
ABCD plota. >
B c

Sprendimas. Nezinomos dalies plotg pazymékime X. Tokiu biidu padalijus staciakampj j 4 dalis,

daliy plotai yra proporcingi: %:%3)(23_ Todél viso  staCiakampio  plotas

S=6+10+5+3=24.
Ats.: 24 ¢cm?

3. Ar galima kvadrato formos stala, kurio krastinés ilgis 90 cm, visiskai uzdengti dviem skritulio
formos staltiesémis, kuriy skersmuo 1 m?

Sprendimas. Kvadrato jstrizainé lygi 90~/2 ~127,279 , todél viena staltiese stalo neuzdengsime.
Dengiant stalg dviem staltiesémis, kiekviena stalties¢ turéty uzdengti po puse kvadrato. Taciau

90% + 45° =10125>1007, tod¢l viena staltiesé negali uzdengti pusés stalo.
Ats.: Ne.

4. I8spreskite lygti (X —1)(x+2)(x —3)(x +4) =144,
Sprendimas. Pertvarkome lygti: (X* +Xx—2)(x* + x—12)=144. Pazyméje X’ +Xx-2=Y,
gauname: y(y —10) =144= y* —10y —144=0=y, =18, y, =-8. Toliau i§sprendziame dvi lygtis

x> +x—-2=18 ir x> +x—2=8. Pirmosios sprendiniai yra —5ir 4, o antroji sprendiniy neturi.
Ats.: -5, 4.

5. Raskite visus lygties 9x + 2 = y(y +1) sprendinius (X;Y) su sveikaisiais skaiciais X ir y.

yy+)-2_ (y-Dly+2)
9

Kad (y-1)(y+2) dalytysi i§ 9, uztenka reikalauti, kad y—-1 dalytysi i§ 3 — tuomet ir

:3k(3k +3) k(k +1)
— 9 :

Sprendimas. x = . Kai yeZ, skai¢ius (y—1)(y +2) turi dalytis i$ 9.

(y-1)+3=y+2dalysisis 3. Taigi y—-1=3k,keZ=y=3k +1, X
Ats.: (k(k+1);3k +1), keZ.



6. Kiek karty reikia pataikyti j §j taikin] norint
surinkti lygiai 100 tasky?
Pataikius j centra, iskaitoma 40 tasky, pataikius
1 pirmgjj ziedg — 39 taskai, ] antrgj; — 24 taskai,
toliau atitinkamai - 23, 17 ir 16 tasky.

Sprendimas. Nuosekliai paanalizavus lygti 16x, +17X, + 23X, + 24X, + 39X, +=wv~;—200, galima
jsitikinti, kad: X, =0,X; =0,%, =0, X, =0. Lygtis 16x, +17X, =100 turi sprendinj (2;4). I§

tikryjy 16-2+17-4=100. Zinoma, §j sprendinj galima ir atspéti.
Ats.: 6

7. Maryté pasitulé Petriukui tokj zaidima su sveikaisiais skaiciais nuo 1 iki 5. Maryté pasirenka
skaiciy ir pasako jj Petriukui. Petriukas prie Sio skaiciaus prideda kurj nors, kad gauty pirminj
skaiiy ir pasako rezultata Marytei. Ji vél sukonstruoja pirminj skaiciy (pridédama kurj nors
skaigiy nuo 1 iki 5) ir pasako jj Petriukui. Zaidimas tesiasi kol tokiu biidu nebebus jmanoma
sudaryti pirminio skai¢iaus. Laimi tas, kieno pirminis skai¢ius buvo paskutinis. Kaip turi Zaisti
Maryte, kad laiméty zaidima?

Pastaba. Pirminiais skaiiais vadinami natiralieji skaiciai, kurie dalijasi tik i§ saves ir
vieneto. Skaicius 1 nelaikomas pirminiu.

Sprendimas. Maryté turi pasirinkti skai¢iy 5. Tuomet Petriukas gali pasirinkti tik 2 (5+2=7),

Maryté — 4 (7+4=11), Petriukas — 2 (11+2=13), Maryté — 4 (13+4=17), Petriukas — 2 (17+2=19),

Maryté — 4 (19+4=23). Toliau Petriukas i$ intervalo [1; 5] nebegalés surasti skai¢iaus, kurj pridéjes

gauty pirminj skai¢iy. Galima nustatyti, kad kiti Marytés sprendimai neuZtikrina Marytés pergalés.

8. Tarkime, m=xyz ir n=uvw yra skirtingi trizenkliai natiiralieji skai¢iai. IS jy sudaryti du

Sesiazenkliai skaiiai: uvwxyz ir xyzuvw . Jrodykite, kad $iy skaiciy skirtumas nesidalija i§ 1996.

Irodymas. Kadangi uvwxyz=1000n+m, xyzuvw=1000m+ n, tai Siy skai¢iy skirtumas S lygus:
S =1000n + m — (1000m +n) =999(n —m) =3*-37-(n—m) (37 — pirminis skai¢ius). Skaiéius
1996 isskaidomas taip: 1996= 27 - 499 (499 — pirminis skai¢ius). Kad S dalytysi i§ 1996, reikia,

kad n—m dalytysi i§ 1996. Taciau taip buti negali, nes didziausia galima skirtumo reik§mé yra
999-100=899.

9. Skai¢iai m ir n yra tarpusavyje pirminiai (neturi bendry dalikliy, didesniy uz vienetg), o

3
trupmena
5n+2m

yra suprastinama. Raskite skaiciy, 1§ kurio galima §ig trupmeng suprastinti?

Sprendimas. Kadangi trupmena n
5N +2m

ir g, kad 3n—m=kp, 5n+2m=kq. I8 ¢ia 1In=k(2p+q), 1Im=k(3g-5p), ty. 11nir 11m
dalijasi i§ k. Kadangi m ir n neturi bendry dalikliy, tai 11 turi dalytis i§ k. Taciau 11 yra pirminis
skaicius ir k >1, todél k =11.

Ats.: 11.

suprastinama, tai yra tokie natiiralieji skaiciai k >1, p

10. Ar skai¢iy aibéje {1, 2,3, ...... , 14, 15} galima rasti tokius du skaicius, kuriy sandauga lygi visy
likusiyjy skai¢iy sumai?

Sprendimas. Visy skaiciy suma lygi 120. Jeigu du tokie skai¢iai m ir n egzistuoty, turéty galioti
lygybé mn=120—(m+ n). Isitikiname, kad m ir n : 1) abu negali buti nelyginiai; 2) negali buti
vienas lyginis, kitas nelyginis. Taigi m ir n galéty buti abu lyginiai. Tegu m=2k,n=2I. Tada
2kl =60—(k +1). I8 ¢ia iSplaukia, kad k ir | gali baiti abu nelyginiai arba abu lyginiai. Patikrine
visus tokius k ir I reikSmiy rinkinius, jsitikiname, kad tokiy dviejy skaiciy, kaip reikalauja salyga,
negali buti.

Ats.: Ne.
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UZduoties vyresniyjy klasiy moksleiviams sprendimai

1. Kiekvienas $ios lentelés skai¢ius m turi

koordinates (x;y); ¢ia X yra eilutés, L

kuriai priklauso m, pirmasis skaidius i3 21314
kairés, o y yra stulpelio, kuriam priklauso S|6]7]8|9

m, virSutinis skaiCius. Taigi kiekvienas 10{11|12]13|14|15|16
lentelés skaicius apibudinamas savo 17/(18| ..

koordinatémis. Pavyzdziui, skaiCiaus 12

koordinatés yra (10;2), o skaiCiaus 23
koordinatés yra (17;9). Raskite skaiciaus
2003 koordinates.

Sprendimas. Sioje n “auksty” skaiGiy piramidéje yra i§ visol+3+5+...+(2n—1) =n? skai¢iy. n-
oji eiluté prasideda skai¢iumi (n —1)® +1, o baigiasi skai¢iumi n?, 0 jos vidurinis skai¢ius lygus
(n-1%+1+n?
2
prasideda skaiciumi 1937 ir baigiasi skai¢iumi 2025, vidurinis skai¢ius yra 1981. Vadinasi, skai¢ius
2003 yra 23-ame stulpelyje, skai¢iuojant nuo vidurinio skai¢iaus j desing (2003—1981=22). Sio
stulpelio vir§utinis skaidius yra 23° =529. Taigi skai¢iaus 2003 koordinatés yra (1937, 529).
Ats.: (1937, 529).

=n® -n+1. Kadangi 44> <2003<45°, tai 2003 yra 45-oje eilutéje, kuri

F

IS trikampio ABC virStinés B  iSvesta G
pusiaukrastine BO, kurios ilgis 5 cm. Ant kraStinés D

AB nubréztas kvadratas AEDB , o ant krastinés BC

- kvadratas BFGC . Raskite atkarpos DF ilg;j. E

A 19) c

Sprendimas. Prateskime atkarpg AB iki tasko H taip, kad AB = BH ir nubrézkime atkarpg HC.
Kadangi AB=BD=BH, BF=BC ir (DBF =(HBC, tai trikampiai DBF ir HBC lygis.
Tuomet DF = HC =10cm, nes BO yra trikampio AHC viduriné linija.

Ats.: 10 cm.

3 Lygiasoniame trikampyje, kurio pagrindas a, o $oniné krastiné b, virsiinés kampas lygus 20°.
Jrodykite, kad a°® +b® =3ab?.

Irodymas. Z;ab:SinlOO. Kita vertus, teisinga lygybé sin30°=3sin10° —4sin®10° Todél

3
%zg.i_4.(ij — a’+b®=3ap?.



4. Keliais vienodo spindulio skrituliais galima visiSkai uzdengti dvigubai ilgesnio spindulio
skritulj?

Sprendimas. Pazymékime dengiamo skritulio spindulj R. Jbrézkime j §j skritulj taisyklingajj

SeSiakampj. Jo krastinés ilgis — taip pat R. Nubrézg 6 skritulius su centrais SeSiakampio krastiniy

vidurio taskuose ir spinduliais R ir vieng tokj skritulj dengiamojo centre, Sie septyni skrituliai

visiskai uzdengs didjji skritulj.

Ats.: 7.
5. ISspreskite lygti 5 4x +t— 3 =1.
4x° —-8x+7 4x° -10x+7
Sprendimas. Padalij¢ abi lygties puses i$ X, gauname lygtj 4 + 3 =1.
7
4x+——-8 4x+—-10
X X
. 7 4 3 . 7 .
Pazymékime 4x +—=y. Tuomet: —— + =1= vy, =16y, =9. Lygtis 4x+—=16 turi
X y-8 y-10 X

du sprendinius x, =35 ir x, =0,5, o lygtis 4x + ’ 9 sprendiniy neturi.
X

Ats.: 3,5; 0,5.

6. Apskai¢iuokite sumg 1+2-2+3-2% +4.2% 4+ ... +100-2%,

Sprendimas.
S=1+2+22+2°+....... +2%
+24+2°+2% 4., +2%
+22 42 4. +2%
+2% 4+, +2%
....................... +299

=2'0 142" 242" 44 .. +2-29=100-2 —(1+2+4+...+2%)=98-2'° +1

Ats.: 98-21° 41,

7. Raskite visus natiiraliuosius skai¢ius X, kuriy skaitmeny sandauga lygi x2 —10x — 22.

Sprendimas. Skaitmeny sandauga neneigiama: x> —10x —22>0. 1§ &ia X >5+ /47 >11. Kita
vertus, natiiraliojo skaiciaus skaitmeny sandauga visuomet nevirsija paties skaiciaus, t.y.

x* —10x — 22 < x . I3 ¢ia gauname, kad x <13. Vadinasi, x=12.
Ats.: 12.

8. I8 skaiCiy, kurie dalijasi i$ 17, raskite tokj, kurio skaitmeny suma maziausia.

Sprendimas. Skaicius 1000.....0 nesidalija i§ 17. Vadinasi, skaitmeny suma didesné uz 1. Skaiciaus
102=17-6 skaitmeny suma lygi 3. Taigi reikia nustatyti, ar yra toks skaiCius, kuris dalijasi i§ 17 ir
jo skaitmeny suma lygi 2. Dalijant pavidalo 100000....... 01 skaiciy 1§ 17, gausime kad toks
skaiCius yra: 10000001=17 - 588235z

Ats.: 100000001.

9. Su dviem nelygiais nuliui natiiraliaisiais skaiciais m ir n atlikti tokie veiksmai: 1) jie sudéti;
2) jie sudauginti; 3) 1§ didesniojo atimtas mazesnysis; 4) didesnysis padalytas i§ mazesniojo.
Sudéjus visus keturis rezultatus, gautas skaiCius 243. Raskite nattiraliuosius skai¢ius m ir n.



Sprendimas. Pazymékime ieSkomuosius skai¢ius m ir n, tequ m>n. Tuomet
m m . M . . i . .
m+n+mn—-n+—=243 = —-(n+1)* =243. Cia — - sveikasis skai¢ius. Kadangi 243=3", tai
n n n
(n+1)? gali biiti:

m .. . o -
1) — = 243(toks atvejis negalimas, nes tuomet iseity, kad n=0);
n

) D27 n=2m=54;
n

3) N _3=n=8m=24.
n

Ats.:1) m=54,n=2; 2) m=24,n=8.

10. Kapitonas sako savo stinui: “Pirmoje kajutéje keliauja ponas Jonas ir dvi jo dukros. Jy visy mety
sandauga lygi 2450, o jy mety suma keturis kartus didesné uz tavo amziy. Ar gali pasakyti,
koks $iy trijy keleiviy amzius”. Stnus, truputj pagalvojes, atsaké: “Negaliu, nes triikksta vieno
duomens”. Kapitonas pridiré: “Jonas 5 kartus vyresnis uz vieng i§ savo dukry”. Tuomet siinus
atsaké j uzduotajj klausima. Kaip jis apskai¢iavo pono Jono ir jo duktery amziy?

Sprendimas. Pazymékime pono Jono amziy j mety, o dukry - m ir n mety. Tuomet galios lygybé

jmn = 2450, be to skai¢ius j+m+n turi dalytis i§ 4. Kadangi 2450=2-5 .77, tai patikrinus

visus galimus j, m ir n reikSmiy rinkinius, jsitikinama, kad vienintelis variantas - j =35, m=10
n=7 (Zinoma, m ir n reik§més gali biti sukeistos vietomis).

Ats.: Ponui Jonui 35 metai, dukroms — 7 ir 10 mety.



