Rietavo tre€ioji komandiné matematikos olimpiada
mokytojo Kazio SikSniaus taurei laiméti

Rietavas, 2004 m. sausio 24 d.

UZduotis jaunesniyjy klasiy moksleiviams - sprendimai

1. IS trikampio ABC virsiinés B iSvestos aukstiné BD ir pusiaukrastiné BE. Jos kampg B dalija j
tris lygius kampus. Raskite trikampio ABC kampy dydzius.

Sprendimas.

B Pazymékime AE =x, BC =a BD =h. Tuomet

AD =DE = x/2, EC = x. Pagal pusiaukampinés
a savybe 1= X122 (BcA =300,
h a X 2
o | w2 Tuomet (ABC =90°, (BAC =60°.

A/ X X C

D E

2. Du apskritimai, kuriy ilgiai lygis
0,5 m (Zr. brézinj), rieda staCiakam-

pio kraStinémis — vienas iSore, o Q

kitas - vidumi. Stac¢iakampio ilgis -
2m, plotis - 1m. Kiek apsisukimy
padarys kiekvienas apskritimas,
nuriedéjes visa staciakampio
perimetrg?

Sprendimas. ISorinis apskritimas padarys  (6m:0,5)+1=12+1=13 apsisukimy. Vidiniam

apskritimui reikés nuriedéti 8R (R = ? - apskritimo spindulys) trumpesnj kelig. Todél vidinis
T

apskritimas padarys (6 —8- %) :05=(6- g) :0,5~10,9 apsisukimy.
T VA

3. Duotas aritmetinis reiskinys 4-12+18:6+ 3.

a) Skliaustelius sudéliokite taip, kad jis baty lygus 50.

b) Kaip reikia sudélioti skliaustelius, kad reiSkinys jgyty maziausig galima reikSmg?

c) Kaip reikia sudélioti skliaustelius, kad reiskinys jgyty didziausig galima reikSme?

Sprendimas.

a) 4-12+18:(6+3)=50. b) (4-12+18):(6+3) :%. c) 4-(12+18:6+3)=72.

4. Ratu surasyti 20 skaiciy. Kiekvienas i$ jy lygus abiejy savo kaimyny sumai. Apskaiciuokite visy
ty dvidesSimties skai¢iy suma.

Sprendimas. Pazymékime ieSkomgja sumg S. Kiekvienam skai¢iui uzraSykime lygybe, kurios
kairiojoje pus¢je pats skaicius, o deSiniojoje — jo kaimyny suma. Sudékime Sias visas 20 lygybiy
panariui. Gausime lygybe, kurios kairioji pusé lygi S, o deSinioji — 2S. Taigi S=2S =S =0.

Ats. 0.
5. Raskite maziausig natiiralyji skaiciy, kuris, nubraukus jo pirmajj skaitmenj, sumazéja 57 kartus.

Sprendimas. Tarkime, kad ieSkomasis skaiCius sudarytas i§ n+1 skaitmeny. Uzras§ykime jj

pavidalu 10" x+y; &ia X yra pirmas $io skai¢iaus skaitmuo, o y — skaidius, gautas nubraukus

duotojo skaitiaus pirma skaitmen]. Pagal salyga 10" x+y=57y. [§ &ia 10" x =56y . Kadangi 56



dalijasi i§ 7, tai ir X turi dalytis i§ 7. Taciau X - skaitmuo, tod¢l x=7. Tuomet
n

y:%:h:& y=125=10"x +y = 7125.

Ats. 7125.
6. Milijono natiiraliyjy skai¢iy sandauga lygi milijonui. Kokig didziausig reikSme¢ gali jgyti Siy
skaiciy suma?
Sprendimas. Jei tarp Siy skaiciy yra skirtingi didesni uz vieneta skaiciai a ir b, tai vietoje vieno
i§ jy jrasykime sandaugg a-b, 0 vietoje kito — vienetg. Tuomet sandauga nepakito, o suma
padidéjo, nes (a—1)(b—-1) >0—= ab+1>a+Db. Vadinasi, suma bus didziausia, kai vienas skaicius
bus milijonas, o visi Kiti — vienetai. Jy suma lygi 1999999.
Ats. 1999999.

7. ] kvadrato5x5 kiekvieng langelj jrasyti skaiciai O arba 1 taip, kad
bet kurio jo 2x2 kvadratélio trys skaiCiai buty vienodi. Kokig
didziausig reikSme gali jgyti visos 5x5 lentelés skaiCiy suma?
Sprendimas. Nagrinékime 4 x4 kvadrata, esantj duotojo kvadrato
kairiajame virSutiniame kampe. Suskaidykime ji 1 keturis
nepersidengianéius 2x 2 kvadratus. Pagal salyga kiekvieno i§ Siy
kvadrateliy skai¢iy suma nevirsija 3. Taigi visy keturiy — nevir$ija
12. Visos 5x5lentelés skaiCiy suma nevir§ys 12+9=21. Tokios
lentelés pavyzdys pateiktas.

Ats. 21.

8. Kelioné i$ uosto A j uostg B trunka 15 pary. Kiekvieng dieng 12 valandg i§ uosto A j uostg B ir
tuo paciu metu — i§ B | A iSplaukia garlaivis. Kiek garlaivis, iSplaukes i$ uosto A, sutiks
garlaiviy, plaukianciyi§ B A?

Sprendimas. I$plaukdamas i§ uosto A, garlaivis sutiks garlaivj, i$plaukusj i§ uosto B pries§ 15
pary, o atplaukes 1 uosta B po 15 pary, sutiks iSplaukiantj garlaivj. Taigi garlaivis, iSplaukes i§ uosto
A, susitiks garlaiviy tiek, kiek intervale [-15;15] yra sveikyjy skaiciy, t.y. 31.

Ats. 31.

9. Berniukas turi po vienoda skaiciy sesery ir broliy. Jo sesuo turi du kartus daugiau broliy negu
sesery. Kiek $ioje Seimoje yra mergaiciy ir kiek berniuky?

I
==l

I

=1 =
I

b-1=m,

I8 d
2m-1)=b Ssprende

Sprendimas. Tarkime, Seimoje yra b berniuky ir m mergaiciy. Tuomet {

Sig lygCiy sistema, gauname b =4, m =3.
Ats. Mergaiciy — 3, berniuky — 4.

10. LaikrodZio rodyklés rodo pirmg valanda dienos. Raskite artimiausig laiko momenta, kai
rodyklés sutaps.
Sprendimas. Per 60 minuciy valandiné rodyklé pasisuka 2 apskritimo dalj, o minutiné —
apsisuka visg apskritimg. Vadinasi per 1 minut¢ kampas tarp valandinés ir minutinés rodyklés

..o 1 1 11
sumazés — — =
60 12-60 12-60

dalimi  apskritimo. Pirmg valandg kampas tarp valandinés ir

minutinés rodyklés yra é apskritimo dalis.  Todél rodyklés pirmg karta sutaps po

L : 1 = 50 minutés, t.y. 13 valanda 5 minutés 27i sekundées.
12 12.60 11 11
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UZzduotis vyresniyjy klasiy moksleiviams - sprendimai
2004

1. Ar yra toks natiiralusis skaicius n, su kuriuo skaiciaus n paskutiniai keturi skaitmenys yra

2004?

Sprendimas. Tarkime, kad toks skaiCius yra. Kadangi pagal salyga skaiCiaus paskutinis
skaitmuo yra 4, tai $is skaicius lyginis. Taigi lyginis yra ir pats skai¢ius n, t.y. n=2k su tam tikru

n 2004

sveikuoju k. Pagal salyga skirtumo n?9%% _ 2004 paskutiniai keturi skaitmenys yra nuliai. Vadinasi,

Sis skaicius dalijasi i§ 104, taigi ir i§ 2%. Kita vertus, skaigius (2k)2004 = 22004 ;2004 i1 oma,

dalijasi i§ 2%, tadiau skaiGius 2004 = 22 .3.167 nesidalija i§ 2*. Gavome priestaravima — taigi
skai¢iaus n, tenkinanc¢io uzdavinio salygas, néra.

Ats. néra.
2. Koks trizenklis skaiCius yra lygus jo vienety skaitmens kubui?

Sprendimas. Ieskomajj skaiCiy pazymékime abc (a=0). Tuomet 100a+10b+c= c® arba
10(10a+b)=(c—1)-c-(c+1). Cia c=0 (priesingu atveju gautume a =0, b = 0- skaiGius nebity
trizenklis). IS lygybés matome, kad jos kairioji pusé dalijasi i§ 10, taigi bent vienas i§ deSiniosios
pusés daugikliy turi dalytis i§ 10 arba i§ 5. Taciau c gali jgyti tik reikSmes nuo 1 iki 9. Todél arba
c+1=10, arba c=5, arba c—-1=5. Atvejis c+1=5 negalimas, nes tuomet skaiCius
(5-2)-(5-1)-5=060 néra trizenklis. Panagrinékime kiekvieng atvejj atskirai:

1) c+1=10<=c=9<abc=729;2) c=5< abc=125;3) c-1=5<c=9< abc=729.

Atsakyma galima gauti ir tiesiog patikrinus visus galimus atvejus.

Ats. 216, 125, 729.

3. Natiiralieji skai¢iai nuo 1 iki 99999 surasyti i§ eilés ilgoje popieriaus juostoje. Gautas skaicius
yra 1234567891011121314....... 999979999899999. Raskite §io skaiciaus skaitmeny suma.
Sprendimas. Pastebékime, kad skaiCiy 1 ir 99998 skaitmeny suma lygi 45. Tokig pat skaitmeny

suma turi skai¢iy 2 ir 99997 suma, taip pat skaiciy 3 ir 99996 suma, ir t.t. Tokiy pory (turinciy

skaitmeny suma, lygia 45) i§ viso bus 99998: 2 =49999. Paskutiniyjy penkiy skaitmeny 99999

suma taip pat 45. Todél viso skaifiaus-milzino skaitmeny suma lygi 45-50000= 225000C.

Ats. 2250000.

4. Apskaiciuokite suma

1 1 1 1

+ + o=
1+42 V2443 3+4 V99 ++/100
Sprendimas. Kiekvienoje trupmenoje panaiking iracionalumga vardiklyje, gausime suma
V21432 +J4-3+..... +100-/99 =100 -1=9.

Ats. 9.
5. Ar galima kvadratg padalyti ] tris keturkampius taip, kad j kiekvieng i§ jy biity galima jbrézti

apskritimg (apskritimy spinduliai nebiitinai vienodi)?

Sprendimas. Tegu kvadrato ABCD krastinés ilgis a (zr. 1 pav.). | lygius staciuosius trikampius
ABC ir ADC jbrézkime apskritimus su centrais Oy ir O,. Siy apskritimy skersmens ilgis yra

d=(2- \/§)a . Kvadrato jstrizainéje pasirinkime taSkg F, nutolusj atstumu d ir nuo krastinés BC, ir
nuo krastinés CD. I$ Sio tasko nuleide statmenis FG ir FH j kvadrato krastines AD ir AB
atitinkamai, gausime, kad apskritimai su centrais O; ir O, yra jbrézti  trapecijas HBCF ir GFCD.
Tuomet belieka jbrézti apskritimg | kvadrata AHFG.

Galimi ir kitokie kvadrato padalijimo variantai.

Ats. Galima.



6. Trikampio aukstiniy ilgiai yra 3 cm, 4 cm ir 5 cm. Koks

Sis trikampis — smailusis, statusis ar bukasis? B C
Sprendimas. Tegu trikampio kraStiniy ilgiai yra
atitinkamai a cm, b cm ir ¢ cm, o jo plotas — S. Tuomet Ol
2S 2S 2S
a= —_—, b = —, C=—— — H
3 4 5
a’ :ESZ, b? :isz,c2 :iS2 - a’>b%+c%. K
9 16 25 A5 D
Sios nelygybés iSplaukia (kosinusy teorema), kad trikampis
bukasis. 1 pav.

7. Be skaiciuotuvy apskaiciuokite reiskinj log, (tglo) +1og5 (tg 20) +.... +10g7 (tg890) :
Sprendimas. Pagal redukcijos formules '[9890 = ctglo, tg880 =ctg 20 .., tg460 =ctg 449
Todél nagrinéjamoji suma lygi

log, (tgl0 -ctglo) + Iogz(thO -ctg 20) + o+ Iogz(tg44O -ctg440) + Iogz(tg450) =0.

Ats.: 0.

8. Tegu x>0, y>0. Pazymékime a - maziausig i trijy skaiciy X, Y+
) 11 : Lo e o
a=min(x, y+—, —). Kokia gali biiti didZiausia skai¢iaus a reik§mé?
Xy

Sprendimas. Kadangi a:min(x,y+1,£), tai x>a,—>a=
Xy

L 1
y X

<y<ioys
a a

Taciau y+£2a.Todél asE:asﬁ.
a

X

Ats.: V2.

9. Raskite visas funkcijas f(x), apibréztas realiyjy skaiCiy aibéje, tenkinancias lygybe
X(FO)+ f(=x)+4)+2f(x)+2=0.

Sprendimas.  Duotoje  lygybéje vietoje X  jraSykime - X. Gausime
—X(f(=xX)+ f(X)+4)+2f(—x)+2=0. Sudéjus Sias dvi lygybes: f(—x)=-1(x)—-2. [ras¢ Sig
iSraiska j duotaja lygybe, apskaiciuojame f(x)=-x-1.

Ats.: f(x)=—-x-1.

10. Jonas ir Petras gyvena viename name. Kiekvienoje laiptinéje kiekviename aukste yra po 4
butus. Jonas gyvena penktame aukste 83 bute, 0 Petras — tre¢iame aukste 169 bute. Keliy auksty
Jono ir Petro namas?

Sprendimas. Tegu x- auksty skaicius, Y - laiptiniy iki laiptinés, kurioje gyvena Jonas, skaiCius, z
- laiptiniy iki laiptinés, kurioje gyvena Petras, skaicius. Tuomet

Xy =16,
83=4xy+16+3,

Xz = 40,
164=4xz+8+1

X>5

Patikring skaiciy 16 ir 40 bendruosius daliklius 1, 2, 4 ir 8, rasime X =8.
Ats.:8.



