Rietavo penktoji komandiné matematikos olimpiada
mokytojo Kazio Sik$niaus taurei laiméti

Rietavas, 2006 m. sausio 28 d.

UZduotis jaunesniyjy klasiy mokiniams
Sprendimai

1. Trikampio ABC viduje pazymétas bet kuris
taskas M. I§ trikampio virStiniy per §j taska
iSvestos atkarpos AD, BE,CF (zr. pav.).
Apskaiciuokite trikampio ABC plota, jeigu
zinomi S$iy trikampiy plotai: S,y =84,
Sevp =40, Spye =30, Sye =35.

x+84 y+35
: o 40 0
Sprendimas.  Pazymékime SBEM =X, Spaem =Y. Tuomet y 25 =
X+84 30+ 40

3Xx—4y+112 =0, X =56, -
= Vadinasi, Sagc =56 +84 +70 + 35+ 30 + 40 =315 . Ats.: 315.
X-2y+84=0 y="T70.
2. Ar yra trikampis, kurio aukstinés lygios \/Z V3 ir (/2 +4/3) ?
Sprendimas. Tegu a, b, ¢ (a>b>c) atkarpy — biisimojo trikampio krastiniy - ilgiai. Kad i§ jy buty
galima sudaryti trikampj, reikia kad bet kuriy dviejy i$ jy ilgiy suma bty didesné uz treciosios ilgj:
a+b>c, a+c>b, b+c>a. Kadangi pirmoji ir antroji nelygybés galioja, tai reikia tik jsitikinti,
kad su duotosiomis aukstinémis galios treioji nelygybé b+ c>a. Pagal trikampio ploto formule

2S =av2 =b\3=c(v2++/3), S - trikampio plotas. Tuomet%=%=+ ir nelygybé
V2 3 2+
. . . 1 1 1 oo .. .
b+c>a ekvivalenti nelygybei —+-———>-—. Patikriname, ar ji teisinga:
V3 V24437 V2

V3, V3-V2 V2
3 1 2
toks trikampis yra.

o 243+6V3-6V2>3/2 < 8J3>9/2 < 192 >162 - teisinga. Taigi

3. Jeigu rugséjo pirmaja | klase ateity papildomai tiek berniuky, kiek dabar joje yra mergaiciy, tai
mergaiciy procentas klaséje sumazéty 1,4 karto. Kiek procenty berniuky yra klaséje?
Sprendimas. Tegu m — mergaiéiy, o b — berniuky skai¢ius klaséje. Tuomet mergaiciy skaiéius,

00m . . -
b Atéjus | klase m berniuky, mergaiciy

o : .. o .. 1
iSreikStas procentais nuo mokiniy skai¢iaus klaséje, yra

0m 100 m 100m
. Pagal sal —=14.
i s b+ 2m

=60 . Ats. 60.

procentas bty . I8 ¢ia b=15m. Tuomet berniuky

100b 100 -1,5m
+b 2,5m

procentas yra

4. Kiek yra keturzenkliy skaiciy, kuriuos uzrasant reikia bent vieno lyginio skaitmens?

Sprendimas. Keturzenkliy skai¢iy, kuriy visi skaitmenys nelyginiai, yra 54-625. I§ viso
keturzenkliy skaiciy (nuo 1000 iki 9999) yra 9000. Taigi keturzenkliy skaiciy, kuriy bent vienas
skaitmuo lyginis, yra 9000 — 625 =8375 . Ats.: 8375.



10.

Du dvizenkliai pirminiai skaiciai gaunami vienas i§ kito perstacius skaitmenis, o jy skirtumas yra
natiiraliojo skai¢iaus kvadratas. Kokie tie pirminiai skai¢iai?

Sprendimas. Ieskomyjy pirminiy skai¢iy skaitmenis pazymékime a, b. Jie abu turi buti nelyginiai
skaitmenys. Pagal sglygg skai¢ius 10a+b— (10b+a)=9(a—b) turi biti kvadratas. Taigi galimi
variantai tokie — arba a—b=1, arba a—b=4. Pirmasis atvejis i$ karto atkrenta, nes abu skaitmenys
turi biti nelyginiai. Antruoju atveju turime patikrinti tris galimybes: a=5b=1; a=7,b=3;
a=9,b=>5. Tik kai a=7,b=3, gauname pirminj skai¢iy 73, o sukeitus skaitmenis vietomis — taip
pat pirminj 37. Ats.: 73 ir 37.

Penkiazenkliai skaiciai su skirtingais skaitmenimis sudaryti i§ skaitmeny 1, 2, 3, 4 ir 5. Kiek
tarp Siy skaiCiy yra tokiy, kurie dalijasi i§ 4?

Sprendimas. Salygoje nurodyti skaiciai dalijasi i$ 4, jei jie baigiasi galtine 12, 24, 32 arba 52. Skaiciy,
uzsibaigianCiy viena bet kuria i§ iSvardyty galtiniy, yra 1-2-3=6. Vadinasi, i§ viso minéty skaiciy,
kurie dalijasii§ 4, yra 6-4=24.

Jurgis sugalvojo natiiralyjj skaiciy ir padaugino ji i§ 13, uzbrauké gautosios sandaugos paskutinjji
skaitmenj ir gauta skaiCiy padaugino i§ 7. Po to gautosios sandaugos paskutinjjj skaitmenj vél
uzbrauke ir gavo skaiciy 21. Kokj skaiciy buvo sugalvojes Jurgis?

Sprendimas. Po atlikty veiksmy (kol dar nebuvo nubraukes paskutinio skaitmens) Jurgis galéjo gauti
tik skai¢ius — arba 210, arba 219, nes tik jie dalijasi i§ 7, t. y. 210=30-7 ir 217 =31-7. Vadinasi,
pries padauginimg i§ 7 buvo skaiciai 30 arba 31, o prie§ paskutiniojo skaitmens nubraukima galéjo
biiti skaiciai nuo 300 iki 319. Taciau tik viena $io intervalo skaicius dalijasi i§ 13. Tai312 =24-13.
Ats.: 24.

Kuris i§ skai¢iy (20061)% ar 2006°°%° yra didesnis? Atsakyma pagriskite.

Sprendimas.

(2006!)2 =(1-2-3-....-2003- 2004 - 2005- 2006) - (2006 - 2005- 2004 - 2003-...-3-2-1) =

(1-2006) - (2-2005) - (3-2004) -...- (2005 - 2) - (2006 -1). Sios sandaugos (2006 dauginamieji)
pirmasis ir paskutinysis dauginamasis lygus 2006, o visi kiti dauginamieji didesni uz 2006 (kiekvienas
i§ jy yra dviejy skaiciy sandauga — mazesnysis yra ne mazesnis uz 2, o didesnysis ne mazesnis uz
—2056 =1003 ). Taigi (2006 1)* > 2006 2°%° |

Raskite visus lygties x° + 7y = y® + 7x sveikuosius teigiamus sprendinius.

3—y3—7(x—y)=0 <:>(x—y)(x2+xy+ y2 —-7)=0. Taigi

Sprendimas. X3 +7y=y3+7x < x
x=y arba x2 + Xy + y2 =7 . Pirmosios lygties sprendiniai yra visos poros (x;X), Xxe N. Antraja

pertvarkykime: (x—y)2 =7-3xy, 7-3xy>0=>x=1,y=2 arba x=2, y=1, taip pat .
Ats.: (x;X),xeN, L 2), (2,2).

Trys skirtingi teigiami realieji skaiiai X, y ir z tenkina lygybe Y _X+y X . Apskaiciuokite x
X—1 z y y
Sprendimas. Pazymékime X_ a, Z_ b. Duotgsias  lygybes  perraSykime  Kkitaip:
y y
—+1
a+1l=ab,
! =y—:5:>i=a—+1=a.1§éia —a’-a-2=0=a=2a=-1.
Xz 'z 'y a-b b a’—ab=1
y 'y y

Pagal salyga tinka tik a=2. Ats. 2.
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Uzduotis vyresniyjy klasiy mokiniams
Sprendimai

1. Raskite maziausia teigiamg realyjj skaiciy, kurio ir 15%, ir 33% yra natiiralieji skaiciai.

Sprendimas. a= 15—X b= 33x & x= 100a _ 100b 1la=5b. Maziausi natiralieji
100 100 15 33
v s .. .. .. . 100 . 100
skaiciai, su kuriais galioja pastaroji lygybé¢, yra a=5, b=11. Tuomet x = Ats.: =
2. Isspreskite lygtj 2x2 —6xy+9y? —12x+36=0.
. x-3y=0, _ .
Sprendimas. 2x? —6xy+9y? —12x+36=0 < (x—-3y)?+(x-6)?=0 < {x 6y_0 I§ ¢ia

x=6,y=2.Ats. (6;2).

3. Kiek i§ viso skaitmeny reikia uzragyti skai¢iams 22°%° ir 520069

Sprendimas. Tegu a yra skaiiaus 22°°® skaitmeny skaicius, o b — skai¢iaus 52°% skaitmeny
skaiGius. Tuomet 10%1<220% 102 jr 10°1 <5290 <10, Sudauginkime Sias nelygybes
panariui: 10371.10°1 <22006.52006 (102 .10P = 10702 102006 <103 = 10200670301
= a+b-1=2006 = a-+b=2007. Ats. 2007.

4. Raskite tris natiiralivosius skaicius, kuriy visy trijy ir kiekvieny dviejy suma biity kvadratai.
Sprendimas. (Garsaus Aleksandrijos matematiko Diofanto, gyvenusio II-11l a. pr. Kr.,
sprendimas). Sakykime, kad visy trijy skai¢iy suma m+n+1 lygi kvadratui x? +2x+1. Tegu
m+n=x?, tuomet treGiasis skaiius I=2x+1. Tegu n+l=x%+1-2x=(x-1)?2. Tuomet
m=x%+2x+1— (X2 +1-2X)=4x, n=x2—-4x, m+l=4x+2x+1=6x+1. Vadinasi, turime
ieskoti tokio natiiraliojo skaidiaus X, kad galioty lygybés m+1=6x+1 n=x?—4x, | =2x+1.
Zinoma, skaiGius 6x-+1 turi buti kvadratas. Kai x=20, tuomet 1=41, n=320, m=80. Ats.
80, 320, 41.
5. Skaiciai m ir n — sveikieji, tenkinantys nelygybe %< J2 . Jrodykite, kad /2 - ms 2\/5;2 :
n n

Jrodymas. %m/? o 2n2-m?>0 = 2n?-m?’21< (V2-n-m)(/2-n+m)=1. Kadangi

m<nyv2, tai v2-n+m<2y2n= J2-n-m> 1 > . Padalij¢ abi puses i§ n,
2-n+m 24J2n
gausime norimg nelygybe.
6. Apskaiciuokite cos? 3+ cos?1—cos4-cos2.
Sprendimas.
cos? 3+c0521—cos4-0032=1+;056 +1+2052 —cos4-0052=1+w—coﬂ-ww:

‘.. : X X —
1+cos4-cos2—cos4-cos2=1. Ciareikéjo formulés cosx+cosy=2cos%ycosTy.

Ats. 1.



.. .. euq - 3 Y . v -
7. Teigiamas ar neigiamas yra reiSkinys 0056— su X reikSmémis, tenkinanc¢iomis nelygybe

3x% —31x+80<0 ?

Sprendimas. 3x? —31x+80<0 < 5<x<%. Tuomet §<6—x<1 o 3< 63 <§ =
-X
T 3 3
—r< <— = CO0s <0.
2 6-x 2 6—X
XO :1,
8. Seka  xq,X,,X3,.. apibrézta rekurentiskai lygybémis N 1 . Irodykite, kad
=Xy g +——
n n -
Jrodymas. X% =(X,4 + 1 )2:x§_1+2+zi>2+x§_1, n>1. Taigi xf>2+x5,
n-1 Xn-1

X3 >24%X2>2-2+X3, X53>24x%>2-3+x% irt.t. x2>2+x2,>2-n+x3 >2n. Vadinasi,
Xn >~2n 0 X0000 > /220000 =+/40000 = 200 .

B
9. Trikampyje ABC  ~/BAC =60, K — pusiaukrastinés M
CM ir aukstinés BN susikirtimo taSskas, CK =6cm,
KM =1cm (Zr. pav.). Raskite kitus du trikampio kampus.
A DN C

Sprendimas. I tasko M nuleiskime statmenj MD j krasting AC. Tuomet AN :%AB. Tegu

AB=4x. Tuomet AN =2x, DN=x. Trikampiai MDC ir KNC - panasis, todél

NC =6DN =6x = AC =8x . Tuomet %:2:%3 AABC = AABN =(C =30°, (B =60°.

Ats. 30°,60°.
10. Dviejy Rietavo krasto tkininky — kaimyny Petro ir Jono F D
zemes skiria  tvora ABCD, kurios daliy ilgiai tokie: B cle
AB=30m, BC=24m, DC=10m. Jie nusprend¢ tvora
Petro Jono

iStiesinti, t. y. uZtverti tiesig tvorg AF, taciau taip, kad nei
vienas, nei kitas neprarasty Zemes (Zr. pav.). Raskite atkarpos
FD ilgj.

A

Sprendimas. I$ tasko F nuleiskime statmenj FG j BC. Tegu EC =x, FD =y . Tuomet
trapecijos EFDC plotas lygus 10y +5(x—y)=5(x+Yy), 0 trikampio ABE plotas yra
15(24 —x). Kad tkininkai nenuskriausty vienas kito, Sie plotai turi biiti lygus:
5(x+y)=15(24 — x). IS Cia gauname lygt] y=72 —4x. Kitg lygtj uzraSome i§ trikampiy

ABE ir EFG panasumo: 22—* - 30
x—y 10

& 4x=24+3y. Tuomet y=72—-(24+3y) < y=12.

Ats.: 12



