RIETAVO ASTUNTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
MOKYTOJO KAZIO SIKSNIAUS TAUREI LAIMETI

Rietavas, 2009 m. gruodzio 11 d.
Uzduoties jaunesniyjy klasiy mokiniams sprendimai

1. Skaiciy rinkinyje {3, 4,12} pakeite bet kuriuos du jo skaiCius a ir b skai¢iais 0,6a—0,8b ir
0,8a+0,6b gausime kita rinkinj. Gautajam rinkiniui vél pritaikykime §j veiksma, ir taip teskime
toliau. Ar tokiu budu galima gauti skaiciy rinkinj {4, 6,12} ?

Sprendimas. Atkreipkime démesj, kad (0,6a —0,8b)* + (0,8a + 0,6b)* = a® +b?.

Taigi atlikus minétg veiksma, rinkinio skai¢iy kvadraty suma nesikeicia.

Taciau pirmojo skai¢iy rinkinio kvadraty suma yra 3° +4° +12* =13°, 0

antrojo 4° +6° +12° =14%. Vadinasi, i$ rinkinio {3, 4, 12} minétu biidu

nejmanoma gauti rinkinj {4, 6, 12}. Ats.: Ne A C

B

2. | statyji trikampi ABC jbréztas apskritimas, kuris trikampio jZzambine liec¢ia tasSke D.
Apskaiciuokite trikampio ABC plots, jeigu BD =6, DC =5.

Sprendimas. [bréztojo apskritimo spindulio ilgj pazymékime r ir apskai¢iuokime trikampio ABC plota:
S= %(5 +r)6+r)= %(r2 +11r +30). Pagal Pitagoro teorema: (5+r)°+(6+r)°=121 =

r’ +11r =30. Taigi S = %(r2 +11r +30) = 30.
Ats.: 30.
3. Sveikieji skai€iai @, b ir ¢ tenkina sglyga §+ % + % =0. Jrodykite, kad a®+b’® +c* yra sveikojo
skai¢iaus kvadratas.

Jrodymas.  Kadangi §+%+1:0:>ab+bc+ca:0,a¢0,b¢0,c¢0, tai (a+b+c)* =
c
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a’+b*+c*+2(ab+bc+ca)=a’*+b*+c?. Taigi a*+b*+c*>=(a+b+c)’.

4. Raskite visus lygties x* = y* + 2y +13 sprendinius (x; y) , kuriy komponentés X ir y yra sveikieji
skaiciai.

Sprendimas. Pertvarkykime lygtj: x> —(y+1)° =12 = (x—y-1)(x+y+1)=12. Visi galimi atvejai,

X—y-1=1, {x— y—1=12,

kurie gaunami skaidant skai¢iy 12 teigiamais dauginamaisiais, tokie:
X+y+1=12,

X-y-1=3, [x-y-1=4, [x-y-1=2, |x-y-1=6, .. . L . )
Cia tik paskutiniosios dvi sistemos turi
X+y+1=4, |[x+y+1=3 [x+y+1=6, [X+y+1=2.

sveikuosius sprendinius (4; 1) ir (4;—3). IS analogisky tiesiniy lygCiy sistemy, gauty skaiciy 12
skaidant neigiamais dauginamaisiais, sveikuosius sprendinius turi tik lygCiy sistemos:

X+y+1=1

ir Jy sprendiniai yra (-4; -3), (-4;1).
X+Yy+1=-6, X+y+1=-2.

Ats.: (4; 1), (4;,-3), (-4,-3), (-4;1).



5. Kokius du skaitmenis reikia priraSyti prie skai¢iaus 2009 i$ deSinés, kad gautasis skai¢ius dalytysi
i§ 101?
Sprendimas. Skai¢iy 200900 dalijant i$ 101gaunama liekana 11, t. y. 200900=101-1989+11. Prie
Sio skai¢iaus pridéje 90, gausime skaiciy 200990, kuris dalijasi i$ 101.
Ats.: 90.
6. Raskite didziausia trizenklj pirminj skai¢iy abc, jeigu Zinoma, kad skaiius cha ir sandauga
a-b-c yra pirminiai skaiCiai (pirminiu skaiciumi vadinamas skai¢ius, kuris dalijasi tik i§ saves ir
1§ vieneto).
Sprendimas. Kad sandauga a-b-c bty pirminis skai¢ius, dauginamieji gali buti tik skaitmenys 1, 1,
p; p — pirminis skai¢ius. Galimos p reikSmés: 2, 3, 5, 7. Skaitmuo 7 netinka, nes tuomet skaiciai abc
dalysis i$ 3, taigi nebus pirminiai. Su p =5 gauname pirmin;j skai¢iy 151, su p =3 - 113, 131, 311,
su p =2 -211. Didziausias i§ gautyjy pirminiy skai¢iy yra 311.
Ats.: 311.

Irodymas. Teiginio teisingumas iSplaukia i§ lygybés 10m-+n=10(m+4n)—39n: kadangi m+4n

dalijasi i§ 13 ir 39 dalijasi i§ 13, tai ir 10(m+4n)—39n dalijasi i$ 13.

8. Raidés R, A, S ir K zymi skirtingus skaitmenis. Kokj skaiciy gali reiksti uzrasas RASK , jei
galioja lygybé (R+ A+S+K)*=RASK .

Sprendimas. Aisku, kad ieSkomojo skaiCiaus skaitmeny suma turi nevirSyti 9. Atlikus varianty

analize, uzdavinio salyga tenkina rinkinysyra:R=2, A=4,5S=0,K =1,

Ats.: 2401.

9. Laikrodis sustojo kai jo valandiné rodyklé rodé 4 val. ir X min. Raskite X, jeigu valandiné rodyklé
ir minutiné rodyklé sudaro vienodus kampus su tiese, einancia per laikrodZio centrg ir 6 val.
Zyme.

Sprendimas. Tegu kampas tarp valandinés rodyklés ir tiesés (einancios per laikrodzio centrg ir 6 val.

7ymeg) ir tarp minutinés rodyklés ir Sios tiesés yra « . Per 1 min minutiné rodyklé pasisuka 6° kampu,

6x =180+ ¢, ‘= 480

o valandiné — 0,5° kampu. Tuomet = X=—.
60— a =0,5x 13

Ats.: @ min.
13

10. Jonas Rietaviskis, kamuojamas nemigos, vienu metu uzdegé dvi vienodo ilgio zvakes — storg ir
plona. Storoji Zvaké sudega per 4 val., plonoji — per 2 val. Kai iSauso, Jonas abi Zvakes uzgesino
(tuo paciu laiko momentu). Kiek laiko degé abi zvakés, jeigu storosios Zvakes likutis yra tris
kartus ilgesnis, negu plonosios Zvakes likutis?
Sprendimas. Tarkime, kad a cm — pradinis Zvakiy ilgis, storosios zvakés sudegé X cm, plonosios — 2x

cm. Pagal saglyga a—x=3(a—2x).Is ¢ia x= 2—5a . Kadangi storoji zvaké (a cm) sudega per 4 val., tai

2 cm sudega per 26l/a:§:1,6 val.
5 5/4 5

Ats.: 16 val.
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Uzduoties vyresniyjy klasiy mokiniams sprendimai

1. Kvadratinés lygties x*+ px+0=0 koeficientai p ir q yra sveikieji skai¢iai. Ar gali $ios
lygties diskriminantas buti lygus 23 ?

Sprendimas. Sios kvadratinés lygties diskriminantas yra D = p?—4q. Jeigu p baty lyginis

skaiCius, tai D dalytysi i§ 4. Jeigu p — nelyginis skai¢ius (p=2k+1 keZ), tai

D =(2k +1)* —4q =4(k* +k —q) +1, t. y. D dalijant i§ 4 gaunama liekana 1. Tuo tarpu skai¢iaus

23 dalybos i$ 4 liekana yra 3. Taigi diskriminantas biiti lygus 23 negali. Ats.: Ne.

2. Kiek skai¢iaus 1000! paskutiniyjy skaitmeny yra nuliai? (nattraliojo skai¢iaus n faktorialas
n! yra skai¢iy nuo 1 iki n sandauga: n!=1-2-...-n ).

Sprendimas. IeSkomajj nuliy skaiciy gausime apskaiciave kiek tarp skaiciy 1, 2, 3, ..., 1000 yra

skai¢iy, besidalijan¢iy i$ 5, kiek yra skaiciy, kurie dalijasi i§ 5°, kiek yra skai¢iy, kurie dalijasi i§

5%, kiek yra skai¢iy, kurie dalijasi i§ 5°. Apskai¢iave $iy skai¢iy suma, rasime ie§komajj nuliy

skai¢iy: 200+40+8+1=249. Ats.: 249.

3. Skaiciy rinkinyje {3, 4,12} pakeit¢ bet kuriuos du jo skaicius a ir b skaiciais 0,6a—0,8b ir
0,8a+0,6b gausime kitg rinkinj. Gautajam rinkiniui vél pritaikykime §j veiksma, ir taip
teskime toliau. Ar tokiu btidu galima gauti skai¢iy rinkinj {4, 6,12} ?

Sprendimas. Atkreipkime démesj, kad (0,6a—0,80)* +(0,8a+0,6b)> =a’ +b*. Taigi atliekant
minétg veiksmg nesikei¢ia rinkinio skai¢iy kvadraty suma. Taciau pirmajam skai¢iy rinkiniui
3 +4% 4122 =13, antrajam 4% + 6% +12° =14%. Vadinasi, i§ rinkinio {3,4,12} minétu budu
negausime rinkinio {4, 6,12}. Ats.: Ne

4. Raskite penkiazenklj skaiciy m , kuris yra natiiraliojo skaiciaus kvadratas, jeigu K/ =u®
ir W taip pat yra nattraliojo skai¢iaus kvadratas.

Sprendimas. Uzrasykime ieSkomajj skai¢iy taip:

Xyztu =10000x +1000y +100z +10t +u =b?. Kadangi 10x + y = u?, tai

Xyztu =1000(10X + y) +100z +10t + u =1000u? +100z +10t +u, 0<u <9, 0<u? <81.

ir 10y +u=a’. Perrinke U reikSmes, randame, kad su u=4 turi biiti x=1,y=6 (i§ lygybés
10x + y =u?). Tuomet 16000+100z +10t + 4 =Db* ir i§ ¢ia 127 <b <130. Patikrine $ias b reik§mes
randame, kad 128* =16384. Tai ir yra ieSkomasis skai¢ius. Ats.: 16384.

(x+y) =z,
5. Isspreskite lygéiy sistema {(y + z)° = X,
(z+x)°=y.

Sprendimas. Jeigu biity X >y, tai i§ antros ir tre¢ios lygiy y+2z2>z+Xx=y>X. Vadinasi,
X=1Yy, Taip pat samprotaudami jsitikinsime, kad X=1z (i§ pirmos ir antros lygciy). Taigi

X = y = z. Tuomet uztenka iSspresti lygtj 8x° = x:



8x’=x=x(8x* 1) =0=x=0 arba X=d_t_.

232
Ats.: (0;0,0), (2\1/5; 2\1/5;2\1/5} (‘ 2\1/5 "~ 2\1/5;_ 2\15]

6. Jrodykite, kad su bet kuriuo natiiraliuoju n skai¢ius 2*" +2°" +1 yra sudétinis (skai¢iai, kurie
SYKIS, K oju 7l yra suc¢
dalijasi tik 1§ saves ir i§ vieneto, vadinami pirminiais skaiciais; visi kiti nattiralieji skaiciai —
y ¢ p )
sudétiniai).
rodymas. Tegu x=2". Tuomet 2*" +2*" +1=x"+x*+1. Tadiau X' +x*+1=(x*+1)?-x*=
37

(x* +1—X)(x* +1+ X) . Taigi skai¢ius 2*" +2*" +1 su visais natiiraliaisiais n yra sudétinis.
7. Irodykite, kad su visais realiaisiais skaiciais a, b ir ¢ galioja nelygybé
a’+b*+c*>ab+bc+ca.
Jrodymas. 1biidas. a® +b*+c*>ab+bc+ca < 2a° + 2b” +2¢* —2ab-2bc-2ca >0 <
(a=b)>+(b-c)*+(c—a)*>0.
IT budas. Panariui sudéje nelygybes a®+b*>2ab, b®+c*>2bc, ¢®+a”*>2ca ir
gautaja nelygybe padalije 1§ 2, gausime reikalingg nelygybe.

8. Apskaiiuokite sumg S,pp =1+ 1 + L + 1 + ot L :
1+2 1+2+3 1+2+3+4 1+2+3+...+2009
Sprendimas. 1+2+...+k:k(k+1):> ! — =2 1.1 =
2 1+2+..+k k(k+1) k k+1
52009=2(1_l+l_l+mL_Lj=2 1L )_4016 . . 4016
2 2 3 2008 2009 2009) 2009 2009

9. Apie spindulio R apskritima apibrézta lygiaSoné trapecija. Soniniy trapecijos krastiniy
lietimosi su apskritimu taskai sujungti lygiagrecia su pagrindais styga, kurios ilgis 6. Raskite
trapecijos plota.

Sprendimas. S = % Atkarpos LF ir AB, taip pat LN ir BE B C

— statmenos. Todél kampai FLN ir ABE — lygis, o trikampiai FLN L N
2
ir ABE — panasiis. Tuomet AB_LF = AB=CD = 4R .
BE LN 6 A N D
2 E
Kadangi AD+BC=AB+CD, tai S= 4R” 2R :%R3.

10. Sachmaty turnyre, kuriame kiekvienas 8achmatininkas su kiekvienu kitu $achmatininku
susitinka po vieng kartg, dalyvavo n>17 zaidéjy. Uz pergale skiriamas 1 taskas, uz lygigsias
— 0,5 tasko, pralaiméjus taSkai neskiriami. Vienuolika turnyro dalyviy surinko ne daugiau
kaip po 5 taskus. Kiek dalyviy surinko 8,5 tasko ?

Sprendimas. Nagrinékime 11 Zaidéjy, surinkusiy ne daugiau kaip 5 taskus, grupe. Jie tarpusavyje

zaide =55 partijas. Pagal salyga jie kartu surinko ne daugiau kaip 55 taskus. Taigi jie
visus taskus surinko Zaisdami tarpusavyje. Vadinasi, Sios grupés nariai su kitais dalyviais visas
partijas praloS$¢ ir todél visi kiti dalyviai surinko ne maziau kaip 11 taSky. Taigi dalyviy,
surinkusiy 8,5 tasko, néra.



