RIETAVO DEVINTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
MOKYTOJO KAZIO SIKSNIAUS TAUREI LAIMETI

Rietavas, 2010 m. gruodzio 3 d.

UZduotis jaunesniyjy klasiy mokiniams

Sprendimai

n 2 3
1. Trodykite, kad su visais nattiraliaisiais skaiiais n skaicius 3 + > + 3 yra natiralusis.
2 3 2 3 2

sprendimas. E+n_+n_= 2n+3n° +n _ n(n® +3n+2) _ n(n+1)(n+2) .

3 2 6 6 6 6
einanciy sveikyjy skaiéiy vienas yra lyginis (dalijasi i§ 2), tarp trijy i$ eilés einan¢iy sveikyjy skaiiy
vienas i$ juy dalijasi i§ 3. Todél sandauga n(n+1)(n+2) su visais natliraliaisiais (netgi sveikaisiais) n

Tarp dviejy i§ eilés

dalijasi ir i$ 2, ir i$ 3, taigi ir i§ 6.

2. Raskite skai¢iaus 123456789D111213..., sudaryto i§ 1000 skaitmeny, paskutinjjj skaitmen;.
Sprendimas. Nagrinédami duotgjj 1000 skaitmeny skaiCiy, pastebime, kad jis yra toks:
123..9101112..9910010102..3683693. Matome, kad §io skai¢iaus paskutinis skaitmuo yra 3.

9sk. 180 sk. 811sk.

3. Zinoma, kad Xyz > 0. Jrodykite, kad ﬁ+£+£2x+ y+2Z.
zZ Xy
Sprendimas.ﬂ+£+£2x+y+z|:xyz<:>iz+i2+i2—i—i—i20|-2<:>
zZ Xy z° X" y" X Xy yz

(66
S|+ ==-=| 4| === =0.
z X X y y 2

4. Raskite visus natiiraliuosius skaicius m, su kuriais lygties x> —5mx +84 =0 sprendiniai yra sveikieji

skaiciai.
Sprendimas. Tegu lygties x*—5mx+84=0 sprendiniai yra X, ir X,. Pagal Vijeto teorema
X +X,=5m, X -X, =84. Kai m nataralusis, tai X, ir X, - nataralieji skai¢iai. Be to,

X -X,=1-2?-3-7. Sig lygybe tenkina tokie X, X, reikimiy rinkiniai: X =1, X, = 84;

X\ =2,%X,=42; X =3,X=28, X =4,X,=21;, X =6X,=14; X =7,X,=12 ir dar Sesi,
gauti sukeitus X, ir X, reikSmes. Tik trys i§ ju X =1, X,=84, X =4,X,=21ir X =6,x,=14
tenkina pirmaja lygybe. Tuomet m =17, m =5, m =4 atitinkamai. Ats.: 17, 5, 4.

5. Raskite natiralyjj skai¢iy n, kurio kvadratas lygus 2008- 2009- 2010- 2011+1.
Sprendimas. Pazymékime 2008=m. Tuomet

m-m+1)-(M+2)-(Mm+3)+1=(m*+3m)- (M’ +3m+2) +1=(m?+3m)* +2(m* +3m) +1=
=(m? +3m+1)?. Taigi n=m’+3m+1=2008 +3-2008+1=4038089.
6. Raskite visas sveikyjy skaiciy x ir y poras (X; Y) , su kuriomis galioja lygybé

2x* —2y* —3xy="7.



X—2y=1,

Sprendimas. 2x* —2y* —3xy =7 < (x—2y)(2x+y) = 7. Vadinasi, {2x+ Y7 arba

2X+Yy=-7, 2x+y=1, 2X+Yy=-T1.
(—3;—-1) . Trecioji ir ketvirtoji sprendiniy su sveikosiomis komponentémis neturi.
Ats.: (3), (-3-1).
7. Aregzistuoja trikampis, kurio aukstinés lygios V2,3 irv2+4/3 2

Sprendimas. Pazymékime S$io trikampio krasStines a, b ir ¢, o aukStines, nuleistas | Sias kraStines

25
\/E’
2S 2S 1

1 1

b=—,c=———. Kadangi trikampio krastiniy ilgiai tenkina nelygybe —(— +——=>——

3T Va2 ¢ ¢ BT 2B T2
(kaip ir kitas dvi), tai toks trikampis egzistuoja.

x—2y=-1, x—2y=1, x—=2y=-1 _. . . . . .
arba arba . Pirmoji sistema turi sprendinj (3;1), antroji —

atitinkamai h, =\/§, h, =\/§, h, =2 +4/3. Tegu to trikampio plotas lygus S. Tuomet a=

Brézinyje pavaizduotos trys tiesés — |, m ir t (tiesés m ir | néra
lygiagrecios!). Susikirsdamos jos sudaro kampus, pazymétus
skaiciais 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ir 8. Kampas, pazymétas skai¢iumi
7, yra 90° maZesnis negu kampas 8 ir 105° mazesnis negu

8.

kampas 2. Kokiu kampu pagal laikrodzio rodykle apie taska
A reikia pasukti ties¢ m, kad ji tapty lygiagreti su tiese | ?

Sprendimas. Per taska A nubrézkime tiese, lygiagreCia tiesei | ir tegu x yra kampas tarp sios ueses ir

tiesés m. Tuomet £/8 — £7 =90°, /8+ 7 =180°. I5 ¢ia gauname, kad ~/8=135", /7 =45".

Tuomet £2 = /7 +105° = 45° +105° =150°, £7 — x+150° =180° = x =45° +150° —180° =15°.

Ats.: 15°.

9. Ant stebuklingo medzio — 60 vaisiy: apelsinai ir mandarinai. Berniukas pradéjo skinti vaisius. Kai tik
jis nuskina 5 apelsinus, i$ karto uzauga vienas mandarinas, o kai jis nuskina 10 mandariny, uzauga
vienas apelsinas. Po tam tikro laiko ant medzio liko tik vienas apelsinas ir neliko né vieno mandarino.
Kiek apelsiny ant medzio buvo i$ pradziy?

Sprendimas. Nuskynus 5 apelsinus, vaisiy ant medzio sumazéja 4, o nuskynus 10 mandariny — sumazéja 9

vaisiais. Tarkime, kad berniukas x karty skyné apelsinus (po 5) ir y karty — mandarinus (po 10). Tada

4x+9y =59 =4x=59-9y = y <6, be toy — nelyginis = y =3, x=8. Taigi berniukas 8 kartus
skyné apelsinus, i§ kuriy 3 uzaugo ,,nauji“. Vadinasi, turéjo buti 37 apelsinai, be to dar vienas liko ant
medzio. ISvada — i§ pradziy ant medZzio buvo 38 apelsinai.

10. Jonas Rietaviskis ir Petras Plungiskis dalyvavo mesSkeriotojy varzybose — tvenkinyje gaudeé
zuvis. Petro sugauty zuvy kiekis sudaro 55 procentus abiejy zvejy sugauty zuvy kiekio. Jonas karosy
sugavo 25 procentais maziau, negu Petras, o kity zuvy Petras sugavo 25 procentais maziau, negu
Jonas. Be to, j Jono kibirg telpa ne daugiau kaip 100 zuvy. Kiek i$ viso Zuvy sugavo Jonas?

. . . 3
Sprendimas. Tarkime, Petras sugavo x karosy, o Jonas — Yy kity Zuvy. Tuomet Jonas sugavo Z X karosy,
3. .. - 3 y 3., .
0 Petras — Z y kity Zuvy. IS viso Jonas sugavo ZX +Y zuvy, o Petras — X+ Z y zuvy. Pagal salyga

sudarome lygtj %(X +y)-55=100-(x + % y). I3 jos gauname 3X =17y, be to ir x, ir y turi dalytis i§ 4

(x=4k, y=4m). Taigi 3-4k =17-4m ir maziausios Kk ir m reik§més, su kuriomis galioja §i lygybe,
yra k=17, m=3. Todél x=4-17=68,y=4-3=12. Vadinasi, Jonas i§ viso sugavo
3

Z-x+y:%68+12:63 zuvis.  Ats.: 63.
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UZduotis vyresniyjy klasiy mokiniams
Sprendimai

1 . 1
1. Raskite trupmena su paciu maziausiu vardikliu, kuri yra tarp trupmeny —— iIr ——.
P sup Y P TUPTE 5011 2010
. . p . . . p 1

Sprendimas. IeSkome trupmenos — (p #1), su kuria galioty nelygybé <—<—,

P p q (p#1) galioty nelygybe 011 < <2010
Tuomet 2010< 3 < 2011. Kai p = 2, tai 4020< q < 4022. Vadinasi, q = 4021 P = %21.

p q

2. Tegu x ir y — sveikieji skaiciai, su kuriais skai¢ius 6x+11y dalijasi i§ 31. [rodykite, kad
X+ 7y dalijasi i$ 31.

Sprendimas. Kadangi 6(x+7y) = (6x+11y)+ 31y, tai X+ 7y dalijasi i§ 31.

3. Apskaiciuokite b®, jeigu a® =81, a° =3,b° =2.

Sprendimas. a° =81=b-log,a=4, a°=3=c-log;a=1. § ¢ia %z4:>b:4c. Tuomet

b® =b* = (b®)* =2* =16.

4. Trys skaiciai yra tokie, kad kiekvieng i§ jy sudéje su kity dviejy skai€iy kvadraty suma
1 s iy
gauname > Raskite Siuos skaicius.
Sprendimas. Pazymékime ieskomus skaicius a, b ir ¢. Pagal saglyga a+b* +c*>=b+a’ +c¢° =

a+b®+c’==,
. i (a—b)l—-a—b)=0,
=c+a2+b2:5:> b+a2+c2=5, =<(a-c)l-a-c)=0,
o (b—c)(l—b—c) =0.

c+a“+b" ==

Jeigu buty a=b,a=c,b=c, tai a+b=1a+c=1b+c=1, ir i§ pirmyjy dviejy lygybiy
gauname prieStarg b =c. Taigi visos trys a, b ir ¢ reikSmés negali buti nelygios tarpusavyje.

Jeigu buty a=b,b=c (arba bet kurie du i$ Siy skaiCiy lygus tarpusavyje, bet nelygis
tre¢iajam), tuomet a+b=1=b=c=1—a. Iras¢ Sias iSraiSkas j pradines salygas, gausime, kad
a reik§més turi biti lygties 4a® —6a+3 =0 sprendiniai, ta¢iau $i lygtis sprendiniy neturi.



Darome iSvada — uzdavinio sglygas gali tenkinti tik trys tarpusavyje lygis skaiciai. Taigi

. - 1 :
a=b=c. Tuomet uzdavinio salygos tampa lygtimi a+2a’ =E, kurig pertvarke gauname:

—1+ —1+
1_\/§.Ats.: a=b=c= 1_\/5.
4 4
5. Raskite natiiralyjj skai¢iy n, su kuriuo galioja lygybé
111..1222..2=n(n +1) .
%/—/%/_/
100sk. 100 sk.

4a’ +2a-1=0=a=

Sprendimas.
111..1222..2 =111..1+111..1=10"° +10"° + ... +10+1+10% +10%® +...+10+1=

100 sk. 100 sk. 200 sk. 100 sk.
10%° —1 . 10 -1 (10™)° -1+ (10" -1) _ (10" -1)@0™ +2) 10 -1 (10100 -1, 1}
9 9 9 9 3 3 '

100 _q

Taigi n=

" e Tvediy si X+Yy+2=3

6. ISspreskite lygéiy sistemag {XZ I

Sprendimas. x> +y*+z>=(X-D*+(y-D*+(z-1*+2(x+y+2z)—3. Kadangi x+y+z=3

ir x> +y*+z°=3,tai x-)*+(y-D*+(z-1)*=0=>x=1y=1z=1.. Taigi, §i lygtis turi

vienintelj sprendinj (1, 1;1).

7. Ar egzistuoja trikampis, kurio dvi krastinés yra 2 ir 7, o aukstiné, nuleista j treCiaja krasting
yra kity dviejy aukstiniy geometrinis vidurkis? (Teigiamy skai¢iy a ir b geometriniu
vidurkiu vadinamas skai¢ius /a-b .)

Sprendimas. Tegu trikampio krastinés yra a=2,b=7 ir ¢, 0 jo plotas S. Auksting, nuleistg |

krasting a, pazymékime h,, kitas dvi aukStines atitinkamai — h, ir h,. Tuomet

h, :E, h, zé, h, zﬁ. Pagal salyga h,=./h,-h, = s_ |33 = c=+a-b =414
a b c C a b

Tadiau V14 <7—2=5. Todél toks trikampis neegzistuoja. B K C

8. Paveiksle nubréztas kvadratas ABCD. Taskas K kvadrato krasting
BC dalija pusiau (BK = KC), o taskas L kvadrato jstrizaing BD
dalija santykiu 3:1 (BL: LD =3:1). Apskaiciuokite kampo ALK
diduma.

D

Sprendimas. Pazymékime kvadrato krastinés ilgj a ir papildykime brézinj nubrézdami atkarpa

2
AK. Tuomet AK ? =(%} +a’ =ga2. Apskaicivosime atkarpy KL ir AL ilgiy kvadratus.

. . 3V2
Kadangi BL=3LD, BL+LD=+2-a , tai BL= Ta. Pagal kosinusy teoremg
2 2 2 0 5a’ 2 2 2 0 532
KL = BK® + BL® —2BK - BL - c0s45 =g AL = AB“ +BL" —2AB - BL - c0s45 =g



Kadangi AK? = KL + AL?, tai pagal atvirkstine Pitagoro teoremg trikampis ALK statusis, todél
kampas ALK lygus 90°.

9. Tévas ir stnus sutiko tris skirtingo amziaus kaimynus. Stnus susidoméjo, kiek kaimynams
mety. Tévas pasaké, kad Siy kaimyny mety suma yra 4 kartus didesné negu jy buto numeris, o
sandauga lygi 2450. Apskaiciuokite, kokio amziaus sutiktieji kaimynai?

Sprendimas. Kadangi 2450=1-2-52 -72, tai norédami nustatyti kaimyny amziy, turime nagrinéti

galimas dalikliy sumas ir atrinkti skirtingy dalikliy, kuriy suma dalijasi i§ 4, rinkinj:

5+10+49=64, 7+10+35=52, 2+25+49=76, 5+7+70=82, 7+25+14=46, 5+14+35=54,

1+49+50=100, 1+25+98=124. Uzdavinio salyga tenkina $ie rinkiniai: (5, 10, 49), (7, 10, 35),

(2, 25, 49), (1, 49, 50) (1, 25, 98).

10. Jonas Rietaviskis ir Petras Plungiskis dalyvavo meskeriotojy varzybose — tvenkinyje gaudé
zuvis. Petro sugauty zuvy kiekis sudaro 55 procentus abiejy Zvejy sugauty zuvy kiekio. Jonas
karosy sugavo 25 procentais maziau, negu Petras, o kity Zuvy Petras sugavo 25 procentais
maziau, negu Jonas. Be to, | Jono kibirg telpa ne daugiau kaip 100 Zuvy. Kiek i§ viso zuvy
sugavo Jonas?

. . _ 3
Sprendimas. Tarkime, Petras sugavo x karosy, o Jonas — Y kity Zuvy. Tuomet Jonas sugavo Z X karosy, o
3 . v v . 3 ~ 3 ~
Petras — 2 y kity zuvy. I§ viso Jonas sugavo ZX +Yy zuvy, o Petras — X+Z y zuvy. Pagal salyga

7 .
sudarome lygtj Z(X +y)-55=100-(x+ % y). I8 jos gauname 3X =17y, be to ir X, ir y turi dalytis i§ 4
(x=4k, y=4m). Taigi 3-4k =17-4m ir maziausios k ir m reik§més, su kuriomis galioja $i lygybe,
yra k=17, m=3. Todél x=4-17=68,y=4-3=12. Vadinasi, Jonas i§ viso sugavo

3 xty=3.68+12-63 zuvis.
4 4

Ats.: 63.



