RIETAVO DESIMTOJI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIA-
DA MOKYTOJO KAZIO SIKSNIAUS TAUREI LAIMETI

Rietavas, 2011 m. gruodzio 2d.

Uzduotis jaunesniyjy klasiy mokiniams
Sprendimai

1. Raskite visas realiy skai¢iy poras (z,y) tenkinancias lygybe
(z—y)(y—2”) +2° +y° =2 (1)
Sprendimas. Sudaugine reiskinius skliaustuose ir sutrauke panasiuosius narius gauname lygtj
(zy)? + 2y = 2. (2)

Pazymékime z = zy. Tada (2) lygtis virsta kvadratine

P4 z2-2=0. (3)
Apskaic¢iuojame Sios lygties diskriminanta: D = 9. Diskriminantas D teigiamas, todél (3) lygtis
turi dvi Saknis z; = —2 ir z, = 1. I8 ¢ia randame poras (z,y) = (¢, 32) ir (z,y) = (¢, 1), kur
t € R\{0}, tenkinandcias (1) lygti.

Atsakymas. (z,y) = (t, ) ir (z,y) = (¢, 1), kur t € R\{0} O

2. Kiek yra funkciju f apibrézty aibéje {1,2,3,...,10} su reikSmiy aibe {2011, 2012} tokiu, kad
suma

S+ f(2)+ fB3) + -+ f(10)

yra nelyginis skaicius.

Sprendimas. Funkcija f taskuose 1,2,...,9 gali jgyti bet kurig is dvieju reikSmiy: 2011 arba
2012. Taske 10 funkcijos f reikSme parenkame taip: jei suma f(1)+ f(2)+ f(3) 4+ -+ f(9) yra
nelygine, tada f(10) = 2012, o jei lygine, tada f(10) = 2011. Toku budu gauname 2° skirtingy
funkecijy.

Atsakymas. 18 viso yra 22 skirtingy funkeijy. O

3. Irodykite, kad tarp 12 is eilés einanciy naturaliyjy skaic¢iy yra bent vienas, kuris yra mazesnis
uz savo tikriniy dalikliy suma. (Skaic¢iaus n tikriniu dalikliu vadiname naturalyjj skai¢iu, kuris
dalija n, yra didesnis uz 1 ir mazesnis uz n.)

Sprendimas. Tarp 12 i$ eilés einanciy naturaliyjy skaiciy yra bent vienas, kuris dalijasi is 12.
Pazymeékime ta skaic¢iy 12k. Tarp Sio skaiciaus tikriniy dalikliy yra 2k, 3k, 4k ir 6k. Taciau
2k + 3k + 4k + 6k = 15k > 12k, ka ir reikéjo jrodyti. m

4. Tegu ABC yra statusis trikampis, kur B - statusis kampas. Kvadratas AC' D FE nubréztas iSorinéje
trikmapio ABC puséje. M yra Sio kvadrato centras. Raskite kampo M BC didumg.

Sprendimas. Kadangi ZCBA+ ZCMA = 90°+90° = 180°, tai keturkampis ABC'M yra apibréz-
tinis. ZMAC = ZMCA, nes trikampis MCA yra lygiasonis. ZMAC = ZM BC nes sie kampai
remiasi j ta patj apskritimo ABCM lankag CM. ZMCA = ZMBA, nes Sie kampai remiasi j ta
patj apskritimo ABC'M lankag M A. Todél ZMBC = ZMBA = 45°. O

5. Raskite sarysj tarp a, b ir ¢, jeigu z + % =a,y+ i =b, zy + x—ly =c.
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Is ¢ia gauname, kad
a’ +b* + ¢ — abc = 4.

Atsakymas. a® + b* + ¢ — abe = 4. m
. Raskite visas nattraliyjy skai¢iy poras (z,y) tenkinancias lygti 2? — 3zy + 2y + 6 = 0.

Sprendimas. Spresime lygti x atzvilgiu. Apskaic¢iuojame diskriminanta D = 9y? — S8y? — 24 =
y? —24. Kadangi ieskome sprendiniy tarp natiiraliyjy sakiciy, diskriminantas turi biti natiiraliojo
skai¢iaus kvadrastas. Todél pareikalaujame, kad y? — 24 = k2. Pertvarke reiskinj gauname

(y+k)(y—k)=24-1=12.2=8-3=6-4.

Kiekvieng is iy atvejy nagrinésime atskirai. Lygciy sistemos

y+ k=24, i y+ k=S8,
y—k=1 y—k=3

naturaliyjy sprendiniy neturi. Lygciy sistema

y+ k=12,
y—k=2

turi sprendinj (y,k) = (7,5). Tada lygtis 22 — 21z + 104 turi du sprendinius z; = 8, zo = 13.

Lygciy sistema
y+ k=06,
y—k=4

turi sprendinj (y, k) = (5,1). Tada lygtis 22 — 13z + 56 turi du sprendinius x; = 7, x5 = 8. Taip
randame visas keturias poras: (z,y) = (8,7),(13,7),(7,5),(8,5).

Atsakymas. (z,y) = (8,7),(13,7),(7,5), (8,5). O

3

. TriZzenklio skai¢iaus x skaitmeny suma lygi a, o skai¢iy 2%, 22, 2* skaitmeny suma atitinkamai

lygi a2, a®, a*. Kam lygus z?

Sprendimas. Pagal salyga, z < 1000, todél z* < 10'2. I§ ¢a seka, kad a* < 9-12 = 108. I3
paskutinés nelygybeés gauname a < 3. Dabar nesunku israsyti visas galimas x reiksmes:

x € {300,201, 210, 120, 102, 111, 200, 110, 101, 100}.

Patikrine kiekvieng reikSme randame $ias keturias = € {200, 110, 101, 100}.
Atsakymas. x € {200,110,101,100}. O

. Bet kuriem dviems realiesiems skai¢iams x ir y apibrézkime funkcijag
f(z,y) = 2* + 13y* — 62y — 4y — 2.

Kuriame taske (z,y) funkcija jgyja maziausia reiksme?

2



Sprendimas. Du kartus iSskyre pilng kvadrata gauname f(x,y) = (z —3y)? + (2y — 1)* — 3. Todeél
f(x,y) > —3 visoms z ir y reikSméms. Be to, f(x,y) = —3, kai y = %, ox= %
Atsakymas. (z,y) = (3,1). O

9. Tegu z,y, z yra teigiami skaciai. [rodykite, kad

() ) (D)= () ) ()

Sprendimas. Nesunku pastebéti, kad
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Sudaugine Sias tris nelygybes, gauname
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Atlike veiksmus skliausteliuose galime jrodyti, kad

() () (42) = () (D) (+43),
(e 2) (o) o) () (o) ()

[strauke saknj gauname norima nelygybe.

todeél

O

10. Jonas Rietaviskis nusprendé aplankyti daruga Petra Plungiskj. Prisikepé bandeliy ir iSvaziavo
nepusryciaves. Ties Stalgénais labai isalko ir nusprendé suvalgyti tris pacias didziausias bandeles.
Dél to lauktuviy masé sumazéjo 35%. Privaziaves Milasaic¢ius nusprendeé dar Siek tiek pasistiprinti
ir suvalge tris pacias maziausias bandeles. Dabar jo lauktuviy masé sumazéjo 1% lyginant su pries
tai buvusia. Kiek bandeliy Jonas iSsiveze i$ namy?

Sprendimas. Sakykime 100a - bandeliy maseé. 3 didziausiy bandeliy masé - 35a. 3 pacios maziau-
sios bandelés sveria % - 65a = 2ba. Likusiy bandeliy svoris - 40a. Tegu ju skaic¢ius yra n — 6.
Zinome, kad n — 6 > 3 nes kitaip 3 pacios didziausios bandelés sverty ne maziau kaip 40a. I8
kitos pusés, n — 6 < 5, nes priesingu atveju likusiy bandeliy vidutinis svoris buty mazesnis uz
8a. Vadinasi buty bent viena bandelé, kuri sverty ne dugiau negu 8a. Bet trys pacios maziausios
svere 25a. Todél tarp jy buvo bent viena, kuri sveré daugiau negu 8a. Priestara. IS gauty rézy

gauname vienintelj galima varianta n — 6 = 4. Taigi, n = 10.

Atsakymas. IS namy Jonas issivezé 10 bandeliy. O]
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Uzduotis vyresniyjuy klasiy mokiniams
Sprendimai

. Lentoje parasyta lygtis 3 +---2? +---2 + --- = 0. Du draugai ZaidZia taip. Pirmasis vietoje
bet kurio daugtaskio jraso sveikajj skaiciy, antrasis taip pat vietoje kurio nors is likusiy dviejy
daugtaskiy jraso sveikajj skaiciy, po to sveikajj skaic¢iy j likusig vietg vél jraso pirmasis. Ar gali
pirmasis zaidéjas zaisti taip, kad gautosios lygties sprendiniai buty sveikieji skaiciai?

Sprendimas. Pirmasis prie x paraso koeficienta —1. Toliau, jei antrasis paraso laisvaji narj a, tai
pirmasis prie z? turi parasyti —a, jei antrasis prie 2% paraso a, tai pirmasis — laisvajj narj —a.
Tokiu budu gaunamos lygtys 23 —az?—r+a = 0 arba 23 +az*—r—a =0, t. y. (z?—1)(z—a) =0
arba (z? — 1)(z 4+ a) = 0, turincios sveikuosius sprendinius.  Atsakymas. Gali. O

. Funkcija f(z), apibrézta naturaliyju skai¢iy aibéje, su visais naturaliaisiais m ir n turi savybe
f(m)+ f(n) = f(mn). Apskaiciuokite f(12), jeigu f(2) =7 ir f(3) = 10.

Sprendimas. f(12) = f(6-2) = f(6) + f(2) = f(2-3) + f(2) = 2f(2) + f(3) = 14 + 10 = 24.
Atsakymas. 24. O

. Keturzenklis skai¢ius n = abed yra naturaliojo skaiciaus kvadratas, o jo skaitmenys tenkina
lygybes a = ¢, b = d + 1. Koks sis skaicius?

Sprendimas. Pagal salyga n = 1000a + 100(d + 1) + 10a + d = m?. Atlike veiksmus gauname
lygybe 1010a + 101d + 100 = m?. I8 ¢ia 101(10a + d) = (m — 10)(m + 10). Kadangi 101 yra
pirminis skai¢ius, tai m — 10 arba m + 10 turi dalytis is 101. Taciau m < 100, todél m+10 = 101,
m = 91. Taigi m? = 912 = 8281 .  Atsakymas. 8281. [

. Tegu ABC yra statusis trikampis, kurio statusis kampas B. Kvadratas AC'DE nubréztas iSorinéje
trikampio ABC puséje. M yra Sio kvadrato centras. Raskite kampo M BC' didumg.

Sprendimas. Kadangi ZCBA + ZCMA = 90° + 90° = 180°, tai keturkampis ABC'M yra jbréz-
tinis. ZMAC = ZMCA = 45°, nes trikampis MCA yra lygiasonis statusis. ZMAC = ZMBC,
nes Sie kampai remiasi j ta patj apskritimo lanka CM. Todél LAMBC = ZMAC = 45°.
Atsakymas. 45°. O

. Su kokia realiyjy skaiciy z ir y pora (z,y) reiskinio 2? + 13y? — 6zy — 4y — 2 reik§mé maziausia?
Raskite sia reiksme.

(z —3y)* +
),—3. O

Sprendimas. Du kartus iSskyre pilng kvadratg, gauname x? + 13y* — 62y — 4y — 2
(2y — 1)? — 3 > —3, 0 maZiausia reiksmé jgyjama, kai y = %, xr = % Atsakymas. (

N o
N |+

. Raskite sumg 1-1!+2-21+3-3!4+ ...+ n-nl

Sprendimas. 1-1142-2143-31+...+n-n=2-1)-11+B3—-1)-2l+...+((n+1)—1)-nl =
(2-11=1)+(3-2!=2D)+.. .+ ((n+1)-n!—n!)) = 2!=1)+B!=2D)+.. .+ ((n+1)!=n!) = (n+1)! 1.
Atsakymas. (n+ 1)! — 1. O
. Tegu x,y, z yra skirtingi nelygus nuliui realieji skaiciai, tenkinantys lygybes x —i—i = y+% =z+ %
Apskaiciuokite sandauga xyz.



10.

Sprendimas. 18 duotyjy lygybiy gauname: x —y = yy;z, y—z=%22, r—z= % Sudaugine

sias lygybes, turime

(y —2)(z—)(y — x)
229222 :

(z—y)ly —2)(x —2) =

Kadangi x, y, z yra skirtingi skaiciai, tai, padalije abi lygybeés puses i$ (z—vy)(y—=z)(z—z2), gauname
lygybe 2%y?2? = 1. I8 ¢ia xyz = 1 arba xyz = —1. Atsakymas. vyz = 1 arba xyz = —1. O

Raskite visas natiiraliyjy skaiciy poras (z,y), tenkinancias lygtj 22 — 3zy + 2y*> +6 = 0.

Sprendimas. Spresime lygti = atzvilgiu. Apskaiciuojame diskriminantg D = 9y? — 8y? — 24 =
y? —24. Kadangi ieskome natiiraliyjy sprendiniy, tai diskriminantas turi biiti natiiraliojo skai¢iaus
kvadratas: y? — 24 = k%. Pertvarke gauname: (y+k)(y —k) =24-1=12-2=8-3 = 6- 4. Kiek-

o , L . co y+k=24, . y+k=38,
vieng i$ Siy atvejy nagrinésime atskirai. Lygciy sistemos ir
y—k=1 y—k=3
y+ k=12,
y—k=2

da atitinkama lygtis 22 — 21z + 104 = 0 turi du sprendinius z; = 8, x5 = 13. Lygéiy sistema

naturaliyjy sprendiniy neturi. Lygciy sistema { turi sprendinj (y, k) = (7,5). Ta-

y—k=4
dinius x; = 7, x5 = 8. Taip randame visas keturias poras (z,y): (8,7),(13,7),(7,5),(8,5).
Atsakymas. (8,7),(13,7),(7,5),(8,5).
Pastaba. Sj uzdavinj galima ispresti ir taip. Duotaja lygti uzrasome (z — 2y)(z —y) = —6.
I$ cia iSplaukia, kad = > y (nes, kai x < y, tai kairioji lygties pusé neneigiama). Tuomet
x—y € {1;2;3;6}. Toliau iSsprendziame atitinkamas lygtis atvejaisx —y =1,..., 2 —y =6. [

k=6
{y * " turi sprendinj (y, k) = (5,1). Atitinkama lygtis 22 — 152 + 56 = 0 turi du spren-

Jonas Rietaviskis sugalvojo tris naturaliuosius skaic¢ius. Kiekvienai i Siy skaiciy sudarytai porai
(a,b) jis apskaiciavo skirtuma ab— (a +0b). Pasirodé, kad vienas skirtumas yra teigiamas ir vienas
neigiamas. Koks trecias skirtumas?

Sprendimas. Tegu pasirinktieji skai¢iai yra z,y, z. Tarkime, kad zy—(z+y) < 0ir yz—(y+2) > 0.
I ¢ia gauname: (z—1)(y—1)—1<0ir (y—1)(z—1)—1 > 0. IS pirmos nelygybeés iSplaukia, kad
x = 1larbay =1, 0i$ antros turime, kad y > 1. Todélz = lirzz—(x+2) = (z—1)(2—1)—1 < 0.
Atsakymas. Neigiamas. O

Jonas Rietaviskis nusprendé aplankyti drauga Petra Plungiskj. Prisikepé bandeliy ir iSvaziavo
nepusryciaves. Ties Stalgénais labai isalko ir nusprendé suvalgyti tris pacias didziausias bandeles.
Dél to lauktuviy masé sumazéjo 35%. Privaziaves Milasaicius, nusprendé dar Siek tiek pasistiprinti
ir suvalge tris pacias maziausias bandeles. Dabar jo lauktuviy masé sumazéjo 1% lyginant su pries
tai buvusia. Kiek bandeliy Jonas iSsiveze i$ namy?

Sprendimas. Sakykime, 100a — bandeliy mase, o ju skaic¢ius n. Tuomet triju didziausiy bandeliy
mase - 35a, o triju maziausiy bandeliy — 1% - 65a = 25a. Likusiy bandeliy, kuriy yra n — 6, masé
40a.

Aisku, kad n — 6 > 3, nes kitaip trys didziausios bandelés sverty ne maziau kaip 40a.

I kitos pusés, n — 6 < 5. Tuo jsitikiname, tare, kad n —6 > 5. Tuomet likusiy bandeliy vidutine

masé buty mazesné uz % = 8a. Vadinasi, buty bent viena bandelé, kurios masé ne didesné negu

8a. Bet trijy paciy maziausiy mase yra 25a. Todél tarp ju buvo bent viena, kuri svéré daugiau
negu 8a. Gavome priestara.

IS nelygybiy n — 6 > 3, n — 6 < 5 iSplaukia, kad n — 6 = 4. Taigi n = 10.  Atsakymas. 10.



