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UzZduotis jaunesniyjuy klasiy mokiniams
Sprendimai

. Dézéje sudéti raudoni ir zali rutuliai. Kiekvienas rutulys sveria vieng arba du kilogramus. Zinoma,
kad yra abiejy spalvy ir abiejy svoriy rutuliy. Jrodykite, kad atsiras du rutuliai, kurie yra ir
skirtingy spalvy, ir skirtingy svoriy.

Sprendimas. Jei visi zali rutuliai yra vienodo svorio, tai bent vienas raudonas rutulys turi buti
kito svorio. Jei tarp zaliy rutuliy yra bent du skirtingo svorio, tai bet kuris raudonas rutulys su
vienu i$ zaliy rutuliy sudarys skirtingy spalvy ir skirtingy svoriy rutuliy pora. O

. Ant lentos is eilés uzrasyti skaiciai nuo 1 iki 1000. Du zaidéjai — Jonas ir Petras — paeiliui nutrina
po vienag skai¢iy. Zaidimg pradeda Jonas ir jis tesiamas kol ant lentos lieka tik du skai¢iai.
Sutarta: jeigu likusiy dviejy skaic¢iy suma dalijasi i$ 3, tai laimi Jonas, jeigu nesidalija i$ 3 — laimi
Petras. Kokig zaidimo strategija turi pasirinkti Petras, kad jis laiméty?

Sprendimas. Petras laimés pasirinkes tokig zaidimo strategija. Jeigu Jonas nutrina skaiciy =z,
tada Petras nutrina skaiciy 1001 — x ir t. t. Pasibaigus zaidimui liko nenutrinti du skaiciai y ir
1001 — y, kuriy suma 1001 nesidalija is 3. O]

. Skaiciai nuo 1 iki 37 surasyti vienoje eilutéje tokia tvarka, kad kiekvienas skaic¢ius dalija pries ji
esanciy skai¢iy suma. Koks treciasis skaicius, jeigu pirmasis skaic¢ius yra 37, o antrasis yra 17
Pastaba. Jeigu a = b - q, tai sakoma, kad skaicius a dalijasi is b arba skaicius b dalija skaiciy a.

Sprendimas. Treciasis skaicius turi dalyti pirmyjy dviejy skaiciy suma, kuri lygi 38. Taigi treciasis
skaicius gali buti arba 2, arba 19. Irodysime, kad Sis skaic¢ius negali buti 19. Pazymékime
paskutinjji skaiciy x. Jis turi dalyti visy pries ji esanc¢iy skaic¢iy sumag 37 - 19 — x, taigi ir skaiciy
37 -19. Skaicius x negali buti lygus nei 37, nei 1, todél paskutinysis skaicius x = 19. Vadinasi,
treciasis skai¢ius yra 2. Galima rasti visa §iy skai¢iy, tenkinanc¢iy uzdavinio salyga, seka. Stai
viena i$ tokiy seky: 37, 1, 2, 4, 11, 5, 3, 7, 14, 6, 15, 35, 28, 8, 22, 33, 21, 18, 27, 9, 34, 20, 12, 31,
13, 32, 16, 29, 17, 30, 10, 25, 23, 26, 24, 36, 19. O

. Raskite sumg 1-114+2-214+3-3!+---+(n—1)(n—1)!+n-nl;dianl=1-2-3---(n—1)-n
(skaiciaus n faktorialas).

Sprendimas. 1-11+2-2+ 331 4 - (n—l)(n Dl4+n-n!=
=2-1)-1!+43-1)-21+(4-1)- 3'+ 4 (n— )(n—l)'+(n+1—1)

=21 — 11431 =21+ 41 =31+ ...+ nl— (n—l)'+( )'—n!_(n+1)!—1. O
. Duoti sveikieji skaiciai a, b, a # +b. Irodykite, kad

a4 b|®
a—>b

> 1.

Sprendimas. Jei a ir b yra to paties zenklo, tai trupmenos modulis yra didesnis uz 1, rodiklis
teigiamas, todél visas reiskinys didesnis uz 1. Jei a ir b yra skirtingy zenkly, tada trupmenos
modulis yra mazesnis uz 1, tac¢iau rodiklis neigiamas, todél visas reiskinys didesnis uz 1. O]

. Tegu ¢ yra staciojo trikampio jzambinés ilgis, o jo statiniy ilgiai yra a ir b. Jrodykite, kad
a+b < ev2. Kada nelygybé virsta lygybe?



10.

Sprendimas. Pirmiau jrodykime, kad su bet kuriais realiaisiais skai¢iais a,b > 0 galioja kvadrati-

nio - aritmetinio vidurkiy nelygybé
[a? + b? S a+ b'
2 2

Tuo tikslu pakelkime abi nelygybés puses kvadratu. Gauname nelygybe
a?+b* _ a®+2ab+V?
> )
2 4
o ja pertvarke, turésime nelygybe, ekvivalenc¢ig pradinei, kuri tikrai galioja:

(a—0)*>0.

Dabar j kvadratinio - aritmetinio vidurkiy nelygybe jrase a® + b? = 2, turime

c? a+b
—_ > X
Vo = 2

Padaugineg abi Sios nelygybés puses is 2, gauname norima nelygybe, kuri tampa lygybe tada ir tik
tada, kai a = b. O

. Ar egzistuoja tokie realieji skai¢iai b ir ¢, kad kiekviena i§ lygéiy 22 + bx +c =0 ir

222 + (b+ 1)z + ¢+ 1 = 0 turéty po du sveikuosius sprendinius?

Sprendimas. Ne. Tarkime, egzistuoja tokie realieji skaiciai b ir ¢, kad abi lygtys turi po du
sveikuosius sprendinius. IS antros lygties gauname, kad b+ 1 ir ¢+ 1 yra sveikieji lyginiai skaiciai,

nes lygties sprendiniy suma —22 ir sprendiniy sandauga c;—l — sveikieji skaiciai. Todel ¢ ir b abu

2
yra nelyginiai. Tuomet pirmos lygties sprendiniai yra nelyginiai skai¢iai (nes ju sandauga c yra
nelyginé). Tadiau tada sprendiniy suma —b (taip pat ir b) turéty buti lyginis skaic¢ius. Gavome
priestara. Darome iSvada, kad néra tokiy skaiciy b ir ¢, kad kiekviena is duotyjy lygciy turéty po

du sveikuosius sprendinius. O]

Irodykite, kad i vienetinj apskritima (jo spindulys lygus 1) jbrézto keturkampio trumpiausia
krastine yra ne didesné negu v/2.

Sprendimas. Tegu O yra vienetinio apskritimo centras, o AB — trumpiausia jbrézto keturkampio
krastiné. Tada ZAOB < 90°, nes trumpiausig krastine atitinka maziausias centrinis kampas.
Trumpiausios krastinés AB ilgis bus didziausias, kai ZAOB bus didziausias, tai yra lygus 90°.
Todél |[AB] < V2. O

BD yra apskritimo, kurio centras taske O, styga. Spindulys OC' kerta styga BD taske E. Duota,
kad |DE| =3, |BE| =5, o |EC| = 1. Raskite apskritimo spindulj.

Sprendimas. Prateskime spindulj C'O iki susikirtimo su apskritimu; tegu F' — ju susikirtimo tas-
kas. Pazymékime apskritimo spindulio ilgj raide r. IS stygy sankirtos teoremos zinome, kad
|DE||BE| = |EC||EF)|. Iras¢ zinomus dydzius gauname: 3-5=1-(2r — 1). Todél r = 8. O

Jono Rietaviskio antukas turéjo 18 popieriaus skiauc¢iy. Paémes vieng skiaute jis ja sukarpé j 18
mazesniy ir visas (karpytas ir nekarpytas) sumaisé. Po to vél istrauke skiaute, kuria sukarpes j
18 daliy, vél visas sumaisé. Ir taip jis zaidé toliau vis paimdamas skiaute, sukarpydamas jg j 18
daliy ir visas sumaiSydamas. Kai Sis zaidimas anukui nusibodo, jis suskaic¢iavo, kad popieriaus
skiauciy yra 2012. Ar jis nesuklydo skai¢iuodamas popieriaus skiautes?

Sprendimas. Po kiekvieno karpymo skiauciy skaic¢ius padidéja 17 vienety. Taigi po k karpymy
ju bus 18 + 17k = 17(k + 1) + 1 arba, kitaip tariant, skiauciu skaic¢iy dalydami i$ 17 turime
gauti liekana 1. Taciau 2012 dalydami i 17 gauname liekana 6. Taigi Jono Rietaviskio anukas
skai¢iuodamas skiautes suklydo. O]
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. Ar egzistuoja tokie du kvadratiniai trinariai az?+bx+cir (a+1)z%+ (b+1)x+c+ 1 su sveikaisiais
koeficientais, kuriy Saknys yra sveikieji skaiciai?

Pastaba. Kvadratinio trinario ax? + bx + ¢ Saknimi vadiname lygties ax? + bx + ¢ = 0 sprendinj.

Sprendimas. Ne. Tarkime tokie kvadratiniai trinariai egzistuoja. Nagrinésime du atvejus. Jei a
yra lyginis, tada i pirmojo kvadratinio trinario gauname, kad b ir ¢ taip pat yra lyginiai, nes
b ir ¢ dalijasi i$ a (iSplaukia is Vieto teoremos, nes saknys — sveikieji skaic¢iai). Tuomet trinario
(@ + 1)z? + (b+ 1)z + ¢ + 1 koeficientai yra nelyginiai skaiciai, bet taip buti negali. Jei a yra
nelyginis, tada a+ 1 yra lyginis, todél b+ 1 ir ¢+ 1 yra lyginiai. Tokiu atveju trinario az? + bx + ¢
koeficientai yra nelyginiai, bet taip buti irgi negali. Abiem atvejais gauname priestara, todél tokie
du kvadratiniai trinariai neegzistuoja. O]

. Raskite suma 1-1!+2-214+3-3!+---+(n—1)(n—1)!+n-nl,kurn!l=1-2-3---(n—1)-n

Sprendimas. 1-11+2-214+3-3l4+---+(n—1)(n—1!+n-nl =
—2-1)-U+@B-1)-2+@A-1) 34 F+n-Dn-—1+(n+1-1)-nl =
=21 -1 4+31 =244 -3l 4+ 4nl—n—-1)+n+ 1) —nl=(n+1) -1 O

. Tarkime, kad x = (1 + %)n, oy = (1 + %)nﬂ. Irodykite, kad z¥ = y”.

Sprendimas. xlny = (1 + ) 14+ 1) =

n ( n+1)(1+4)"In(1+2)
== (1 1) I (14 2)" = (14 1)

v)
i ( ) =ylnz. [l
. Sachmaty lentos kiekviename langelyje yra jrasytas sveikasis skai¢ius. Duota, kad kiekvienos
eilutes skaic¢iy suma ir kiekvieno stulpelio skai¢iy suma yra lyginiai skai¢iai. Irodykite, kad visy
juoduose langeliuose jrasyty skaic¢iy suma yra lygine.

Sprendimas. Sakykime, kad apatinis kairysis langelis yra juodas. Pirmos (nuo apacios), trecios
ir t. t. eiluciy ir antro (i$ kairés), ketvirto ir t. t. stulpeliu suma yra lygi visy juody langeliy ir
dukart kai kuriy balty langeliy sumai. Kadangi si suma lyginé, tai juody langeliy suma turi buti
taip pat lyginé. O
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Duotas daugianaris f(z) = 2™ + a,_ 12" ' + ay_22™ 2 + - - - + a1x + ag su sveikaisiais koeficientais
ag, ai,...,a,_1. Be to, yra keturi skirtingi sveikieji skaiciai a, b, c ir d tokie, kad

fla) = f(b) = f(c) = f(d) =5.
Irodykite, kad jokiam sveikajam skaiciui k negalioja lygybe f(k) = 8.

Sprendimas. UzraSykime duotajj daugianarj taip: f(x) = g(z)(x —a)(z —b)(x — ¢)(z — d) + 5; ¢ia
g(x) yra daugianaris su sveikaisiais koeficientais. Tarkime, kad egzistuoja toks sveikasis skaicius
k, kad f(k) = 8. Tada keturi skirtingi skai¢iai (k—a), (k—0), (k—c) ir (k—d) turi dalyti 3. Tik
vienas i$ jy gali buti 3 arba —3, o kity trijy sandauga turéty buti lygi 1 arba —1. Kadangi visi
skaiciai skirtingi, taip buti negali. Todél néra tokio sveikojo skai¢iaus k, su kurivo f(k) =8. O

Raskite visus realiuosius lygties
(x 4+ 2006)(x 4 2008)(z + 2010)(z + 2012) + 16 = 0

sprendinius.

Sprendimas. Pazymékime y = x + 2009. Tada lygti perrasome taip: (y —3)(y — 1)(y + 1)(y +
3)+16 = 0. Pritaike kvadraty skirtumo formule gauname (y? —9)(y? — 1) + 16 = 0. PaZymeékime
z = y?. Atskliaude ir sutrauke panaSius narius gausime: 22 — 10z + 25 = 0. Pasinaudoje sumos
kvadrato formule turime (z — 5)2 = 0. Sios lygties vieninteis sprendinys yra z = 5. Taigi,
y = +1/5, o pradinés lygties sprendiniai yra & = /5 — 20009.

]

. ABCD yra keturkampis, kurio priesingos krastinés AD ir BC' yra lygios. Yra zinoma, kad kampas

D yra didesnis uz kampa C'. Irodykite, kad |AC| > |BD|.

Sprendimas. Pagal kosinusy teorema, |AC|? = |AD|? + |CD|* — 2|AD||CD| cos(£D), o |BD|* =
|BC|?> + |CD|? — 2|BC||CD|cos(£C). 1§ salygos /D > ZC, todeél cos(£C) > cos(£D). Taigi,
|AC|? = |AD|* + |CD|* — 2|AD||CD| cos(£D) =

|BC|*> + |CD|*> — 2|BC||CD|cos(£D) > |BC|* + |CDJ* — 2|BC||CD| cos(£C) = |BD|*. O

Lygiakrascio trikampio krastinése AB ir BC' parinkti taskai atitinkamai D ir K. Krastingje AC
taskai F ir M yra tokie, kad galioja lygybé DA+ AE = KC+CM = AB. Irodykite, kad kampas
tarp tiesiy DM ir KE yra lygus 60°.

Sprendimas. 18 salygos CE = AC — AE = AD. Panasiai CK = AM. Pasukus trikampj 120°
laipsniy kampu pagal laikrodzio rodykle apie trikampio centra, taskas K atsiduria tasko M vietoje,
o taskas E — tasko D vietoje. Tiesiy DM ir K F susikirtimo taska pazymékime F'. Po trikampio
pasukimo tiesé K E atsiduria tieses DM vietoje, o tiese DM — tiesés K FE vietoje, todél kampas
EFD lygus 120° arba 60°. Abiem atvejais mazesnysis kampas tarp tiesiy DM ir KE yra lygus
60°. m
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