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1 uzdavinys. Ant medzio auga 10 kg obuoliy. Kiekvieng popiete atskrenda pauksciai ir sulesa x
kilogramy obuoliy. Obelis per naktj priaugina 10% obuoliy svorio. Su kuria didZiausia x reikSme
pauksciai gali maitintis be galo?

Sprendimas. Jei obuoliy po antros nakties liks maziau, negu po pirmos nakties, tai po kurio laiko
ant obels nebeliks né vieno obuolio ir pauksciai nebetures ka lesti. Vadinsi, pauksciai daugiausiai
gali sulesti tiek, kad per naktj ataugty pradinis svoris. Sudarome lygtij
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Issprende gauname, kad z = 9. Taigi paukscéiai kasdien gali sulesti dauglau51al kg. |

2 uzdavinys. Duota, kad paraboles y = bx?—2 ir adiy Ox ir Oy sankirtos tagkai sudaro lygiakrastj
trikampj. Raskite b.

Sprendimas. Pastebékime, kad parabolés ir Oy susikirtimo taskas A(0, —2) yra zemiau Ox asies,

deél to parabolé turi buti Sakomis j virsy, t. y. b > 0. Parabolé ir Oz susikerta taskuose B(— \/E 0)

ir C(\/7 0). Atstumai tarp tasky A, B ir C' turi buti lygus, todél |[AB| = /2 +4 = 2\/> |BC’\
Issprende lygti randame, kad b = 5

3 uzdavinys. Duota, kad f(z) + 2f(8 — x) = 2% su visais realiaisiais skaiCiais z. Raskite f(2).

Sprendimas. Vietoj x jstate 2, po to 6, galime sudaryti lygc¢iy sistema

f(2)+25(6) =
f(6)+2f(2) = 6

Issprende randame, kad f(2) = . <

4 uzdavinys. Ukininkas Jonas Rietaviskis turi 215 karviy. Kai kurios karvés ,nesutaria” tar-
pusavyje. Ukininkas Zino, kad kiekviena karvé nesutaria daugiausiai su 31 karve, todél Jonas
Rietaviskis nori bandg paskirstyti j aptvarus taip, kad kiekviena karvé nesutarty daugiausiai su 3
karvemis savo aptvare. Kiek maziausiai aptvary reikia suresti Jonui, kad visada galéty paskirstyti
karves taip kaip jis nori?

Sprendimas. Nesutariancias karves pavadinkime priesininkémis. Jei atsitikty taip, kad tarp 215
karviy atsirasty 32 karves, kurios visos buty viena kitai priesininkés, tai kiekviename aptvare galéty
buti tik po keturias tokias karves. Taigi reikty maziausiai 32/4 = 8 aptvary.

Tarkime aptvary yra 8 ir Jonas veda karves vieng po kitos. Kiekvieng karve veda j ta aptvara,
kuriame yra maziausiai jos priesininkiy. Bent viename i$ aptvary yra maziau negu 4 priesininkes,
nes kitu atveju karvé turéty nemaziau negu 8 - 4 = 32 priesininkes, o taip buti negali. Taigi Jonui
Rietaviskiui reikty paruosti 8 aptvarus. <



5 uzdavinys. Petras Plungiskis mégsta keliauti, bet nori kaskart vykti vis kitu keliu. Jis issiaiski-
no, kad Rietavas, Plungé ir Kuliai tarpusavyje yra sujungti keliais ir iS vieno miesto j kita veda ne
po vieng keliag. Be to, pavyzdziui, iS Plungés | Rietava jis gali vykti tiesiai, arba pirma nuvaziuoti
iki Kuliy, o tada jau vaziuoti | Rietava. Petras Plungiskis suskaic¢iavo, kad i§ Rietavo j Plunge
galima nuvaziuoti 33 skirtingais budais (jskaitant keliones per Kulius), o is Plungés i Kulius —
23 skirtingais budais (jskaitant keliones per Rietava). Keliais budais jis gali nuvykti i$ Rietavo i
Kulius (jskaitant keliones per Plunge)?

Sprendimas. Tiesioginiy keliy skaiciy i$ Rietavo j Plunge pazymékime raide z, i Plungés j Kulius
—raide y, o i$ Rietavo j Kulius — raide z. Tuomet iS Rietavo j Plunge Petras Plungiskis gali nuvykti
x + yz budy, iS Plungés | Kulius — y + xz budy, o i Rietavo j Kulius — 2z + zy budy. Galima
sudaryti lygciy sistema

T+ yz =33,

Y+ xz =23

I$ pirmos lygties atéme antra lygti gauname, kad (z — y) — (z — y)z = 10. Pertvarke reiskinj
turésime lygti (y — z)(z — 1) = 10. Galimi keturi atvejai:

e z—1=1,y—2=10. Tada z = 2, y = 10 + x. [rase | antra sistemos lygtj, gauname, kad
xr= %, taigi siuo atveju naturaliyjy sprendiniy néra.

e z2—1=2,y—x=>5. Tada 2 =3, y = 5+ z. IS lygciy sistemos randame, kad x = %. Ir sis
atvejis mums netinka.

e z—1=5y—xz=2. Tada z =6, y =2+ x. Tokiu atveju x = 3, y = 5. IS Rietavo | Kulius
galima nukeliauti 6 4+ 3 - 5 = 21 budais.

e 2—1=10,y —x =1. Bet tada z = 11, y = x + 1, ir lygciy sistema naturaliyjy sprendiniy
veél neturi. <

6 uzdavinys. Trikampio, kurio dviejy krastiniy ilgiai yra 2 ir 3, plotas yra lygus 3. Koks trecios
krastinés ilgis?

Sprendimas. Tarkime trikampio ABC krastinés AB ilgis yra lygus 2, o krastines AC' ilgis lygus
3. Trikampio aukstinés h, nuleistos j krasting AC', ilgis lygus 2, nes 32—h = 3. Kadangi aukstinés h
ilgis lygus krastinés AB ilgiui, tai AB ir h sutampa, taigi trikampis yra statusis. Trec¢ioji krastiné
BC yra staciojo trikampio jzambine, todél jos ilgis yra v/22 4 32 = v/13. <

7 uzdavinys. Trikampio ABC' krastinés AC' ilgis yra lygus 7. Krastinéje AB pazymeétas toks
taskas D, kad AD = BD = CD = 5. Raskite krastines BC' ilgj.

Sprendimas. Pastebékime, kad taskas D yra apibrézto apie trikampj apskritimo centras, todél
ZC = 90°. Pagal Pitagoro teoremg randame, kad BC' = /10?2 — 72 = v/51. <

8 uzdavinys. IS eilés ratu surasyti sveikieji skaiciai nuo 1 iki 2015. Pradedant nuo 1, kas penkio-
liktas skaic¢ius yra pazymimas (1, 16, 31, ...). Taip tesiama be galo. Ar gali taip atsitikti, kad visi
skaic¢iai bus pazymeéti?

Sprendimas. Skaic¢iy 2015 ir 15 maziausias bendras kartotinis yra 6045, tad kai rata apeisime
6045/2015 = 3 kartus, pradéje nuo 1 veél atsidursime ant vieneto ir toliau zymésime jau pazymeétus
skai¢ius. Apéje 3 ratus pazymime 6045/15 = 403 skaicius, todél nezymeéty lieka maziausiai 2015 —
403 = 1612 skaiciy. <



9 uzdavinys. Apskaic¢iuokite sandaugos

1999 - 111...1
—_——
1999

skaitmeny suma.

Sprendimas. 111...1111
x 1999

999...9999
+ 999...9999
999...9999
111...1111

222111...110889
Sandauga yra skaicius, sudarytas is 2002 skaitmeny, is kuriy 1995 yra vienetai. Apskaic¢iuojame
ju sumag: 1995+6+16+9=2026.
D |

10 uzdavinys. Tarkime, kad p yra pirminis skaic¢ius didesnis uz 3. Koks didziausias naturalusis
skai¢ius dalija p? — 1 su visais p > 3 ?

Sprendimas. Kadangi p yra nelyginis pirminis skaicius, tai p— 1 ir p+ 1 yra lyginiai. Dar daugiau,
vienas i$ jy dalijasi i§ 4. Todél p? — 1 dalijasi i$ 8. Kadangi p > 3, tai p nesidalija i§ 3, todél arba
p — 1 arba p + 1 dalijasi i$ 3. Sujunge abi iSvadas gauname, kad p? — 1 dalijasi i$ 3 - 8 = 24. Kai
p =05, tai p? — 1 = 24, todél 24 yra didZiausias natiiralusis skaicius, kuris visada dalija p> — 1. <
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1 uzdavinys. Tarkime a, b ir ¢ yra tokie fiksuoti realieji skaiciai, kad su visais realiaisiais skaiciais

x, a < x < b teisinga lygybe
Ve+2vVr—1+\xz—-2vVer—1=c.

Raskite ¢ bei maziausia a ir didziausia b reiksSmes.

Sprendimas. Pastebékime, kad = > 1. Pakéle kairiaja lygybés puse kvadratu gauname

r+2vVe—14+2y/a2 —4(x— 1)+ 2 —2Vax — 1 =22+ 2+/(z — 2)%

Jei x > 2, tai 204+ 24/(x — 2)? = 4x — 4, bet Sis reiskinys nelygus konstantai jokiame intervale. Jei
r <2, tada 22 + 2¢/(z — 2)2 =22 — 20 + 4 = 4 = 2. Taigi c = 2. Kadangi x — 1 >0, tai a = 1,
ob=2. <

2 uzdavinys. Duota, kad f(z) + 2f(8 — x) = 2% su visais realiaisiais skaiCiais z. Raskite f(2).

Sprendimas. Vietoj z jrase 2, po to 6, galime sudaryti lygciy sistema

Issprende randame, kad f(2) = . |

3 uzdavinys. Petras Plungiskis mégsta keliauti, bet nori kaskart vykti vis kitu keliu. Jis issiaiski-
no, kad Rietavas, Plunge ir Kuliai tarpusavyje yra sujungti keliais ir i vieno miesto j kita veda ne
po viena kelia. Be to, pavyzdziui, iS Plunges | Rietava jis gali vykti tiesiai, arba pirma nuvaziuoti
iki Kuliy, o tada jau vaziuoti j Rietava. Petras Plungiskis suskaiciavo, kad iS Rietavo j Plunge
galima nuvaziuoti 33 skirtingais budais (jskaitant keliones per Kulius), o i Plunges i Kulius —
23 skirtingais budais (jskaitant keliones per Rietava). Keliais budais jis gali nuvykti i Rietavo j
Kulius (jskaitant keliones per Plunge)?

Sprendimas. Tiesioginiy keliy skaiciy i$ Rietavo j Plunge pazymékime raide z, i Plungés j Kulius
— raide y, o iS Rietavo | Kulius — raide z. Tuomet, iS Rietavo j Plunge Petras Plungiskis gali
nuvykti = + yz budy, is Plungés | Kulius — y + xz buduy, o i§ Rietavo j Kulius — z + xy budy.
Galima sudaryti lygéiy sistema

T+ yz = 33,
Y+ xz =23

I$ pirmos lygties atéme antra lygti gauname, kad (z — y) — (z — y)z = 10. Pertvarke reiskinj
turesime lygti (y — x)(z — 1) = 10. Galimi keturi atvejai:



z—1=1y—2x=10. Tada z = 2, y = 10 + x. Jrase | antry sistemos lygtj, gauname, kad
xr = 1?3, taigi Siuo atveju naturaliyjy sprendiniy néra.

z2—1=2y—x=05. Tada z = 3, y = 5+ x. IS lygciy sistemos randame, kad = = %. Ir sis
atvejis mums netinka.

z—1=5,y—x =2 Tada 2 =6, y =2+ x. Tokiu atveju x = 3, y = 5. I$ Rietavo j Kulius
galima nukeliauti 6 + 3 - 5 = 21 budais.

z—1=10,y — 2z = 1. Bet tada z = 11, y =  + 1, ir lygéiy sistema naturaliyjuy sprendiniy
vel neturi. <

4 uzdavinys. Pastate yra septyni liftai ir kiekvienas liftas sustoja ne daugiau kaip trijuose auks-
tuose. IS bet kurio auksto j bet kurj kita galima nuvykti vienu liftu. Kiek daugiausiai auksty gali
buti pastate?

Sprendimas. Jei bent viename aukste stoja tik 1 liftas, tai is Sio auksto galima nuvykti tik j 2 kitus
aukstus. Taigi iS viso buty 3 aukstai. Jei bent viename aukste stoja tik 2 liftai, tai is Sio austo
galima nuvykti daugiausiai j dar 2 + 2 = 4 aukstus. Pastate buty daugiausiai 5 aukstai. O, jei
kiekviename aukste stoja bent po 3 liftus, tai i$ kiekvieno auksto buty galima nuvykti j daugiausiai
6 aukstus, taigi pastate buty daugiausiai 7 aukstai.

7

Kad taip paskirstyti liftus jmanoma, iliustruoja schema. Schemoje aukstai
vaizduojami taskais ir yra suzymeéti nuo 1 iki 7. Kiekviena i$ 6 tiesiy,

4 6 einanciy per tris taskus, atitinka lifta, keliantj i tuos aukstus. Septinta
lifta vaizduoja apskritimas. Nesunku jsitikinti, kad is kiekvieno auksto
galima nuvykti j bet kurj kita.

1 2 3

Tarkime, auksty yra daugiau negu 7. Tada kiekviename aukste turéty stoti bent po 4 liftus.
Visi 7 liftai bendrai stoja 7-3 = 21 aukste, bet 21/4 < 6, todél aukstu negali buti daugiau negu 7.
D |

5 uzdavinys. Ukininkas Jonas Rietaviskis turi 215 karviy. Kai kurios karvés ,nesutaria” tar-
pusavyje. Ukininkas zino, kad kiekviena karvé nesutaria daugiausiai su 31 karve, todél Jonas
Rietaviskis nori bandg paskirstyti j aptvarus taip, kad kiekviena karvé nesutarty daugiausiai su 3
karvémis savo aptvare. Kiek maziausiai aptvary reikia suresti Jonui, kad visada galéty paskirstyti
karves taip kaip jis nori?

Sprendimas. Nesutariancias karves pavadinkime priesininkémis. Jei atsitikty taip, kad tarp 215
karviy atsirasty 32 karvés, kurios visos buty viena kitai priesininkés, tai kiekviename aptvare galéty
buti tik po keturias tokias karves. Taigi reikty maziausiai 32/4 = 8 aptvary.

Tarkime aptvary yra 8 ir Jonas veda karves vieng po kitos. Kiekvieng karve veda j ta aptvara,
kuriame yra maziausiai jos priesininkiy. Bent viename i$ aptvary yra maziau negu 4 priesininkés,
nes kitu atveju karvé turéty nemaziau negu 8 - 4 = 32 priesininkes, o taip buti negali. Taigi Jonui
Rietaviskiui reikty paruosti 8 aptvarus. |

6 uzdavinys. Trikampyje ABC, kurio krastiniy ilgiai yra 3, 4 ir 5, raskite tokj taska M, kad
atkarpy AM, BM ir CM ilgiy kvadraty suma AM? + BM? + C'M? bity maziausia.



Sprendimas. Tarkime, kad AB = 3, BC' =4, o AC' = 5. Pazymékime statmens, nuleisto i$ tasko
M i krastine AB, ilgj raide x, o statmens nuleisto i$ tasko M | krastine BC' raide y. Tuomet
BM? = 2* + y?, AM? = 2 + (3 —y)?, 0o OM? = (4 — x)* + y?. Taigi AM? + BM? + CM?* =
207+ (4—2)*+2y>+ (3—y)? = 3(x—3)*+3(y— 1)+ 3. Vadinasi, maziausia AM?+ BM?+CM?
reik§me yra 3, kai M = (3,1). <

7 uzdavinys. Kvadrato ABCD plotas lygus 4. Jo krastinéje AB pazymeéti tokie taskai P ir @,
kad AP = (B = % Taskas E priklauso bet kuriai kitai kvadrato krastinei, o kampas PE() yra
didziausias galimas. Raskite trikampio PE(Q) plota.

Sprendimas. Apibrézto apie trikampj PFE(Q) apskritimo w centras O priklauso krastinés AB vidurio
statmeniui. Jei w atkerta atkarpa, priklausancia kvadrato krastinei, tuomet, atidéje taska ant
tos atkarpos, gausime didesnj kampa PFEQ. Taigi didziausia kampa PFE(@) gausime tada, kai
apskritimas w lies kvadrato krastine, todel apskritimo spindulys lygus 1. Kadangi P(Q ilgis yra
lygus 1, tai trikampis POQ yra lygiakrastis ir jo aukstines h ilgis lygus \/75 Tokio pat ilgio bus ir
trikampio PE(Q) aukstiné nuleista j krastiné PQ), taigi trikampio PEQ plotas lygus \/Tg‘ <
8 uzdavinys. Ar galima skaicius 1, 2, 3, ..., 1409, 1410 suskirstyti i 235 grupes po 6 skaicius
taip, kad kiekvienoje grupéje bent vienas skaic¢ius buty lygus kity tos grupés skaiciy aritmetiniam
vidurkiui? Atsakyma pagriskite.

Sprendimas. Tegu ay, ay, as, aq, as, ag - bet kurios grupes skaiciai ir qg = 9t9etdstaitds  Tygmet
1, w2, w3, g, W5, U 6 5

a1+ as 4+ az + as + a5 = dag ir a; + as + a3+ as + a5 + ag = 6ag. Vadinasi, kiekvienos grupés skaiciy
suma turi dalytis i§ 6. Taigi ir visy skaic¢iy suma 1+ 2 + 3 + ... + 1410 turi dalytis i 6. Taciau
juy suma L;“O - 1410 = 1411 - 705 i$ 6 nesidalja. Gavome priestarg - vadinasi, skaiCiy suskirstyti
norimu budu negalima.

D |

9 uzdavinys. Kiekvienas lyginis naturalusis skaicius, iSskyrus 2, 4 ir 6, yra dviejy lyginiy sudétiniy
skai¢iy suma: n = 4 4+ (n — 4). Koks didziausias lyginis skaic¢ius néra dvieju nelyginiy sudétiniy
skaic¢iy suma?

Sprendimas. Tarkime, kad m = 6n + k yra sveikasis skaicius; ¢ia k = 0,2 arba 4. Jei k = 0, tai
m = 6n =9+ 3(2n — 3). Antrasis démuo yra sudétinis skaicius, jei 2n — 3 > 1, t. y., kai m > 12.
Jei k =2, tai m = 6n+ 2 = 35+ 3(2n — 11). Ir vél, antrasis démuo yra sudétinis skaicius, jei
2n — 11 > 1, t. y., kai m > 38. Treciu atveju, kai k =4, m = 6n + 4 = 25 + 3(2n — 7) ir antras
démuo yra sudétinis skaicius, jei 2n — 7 > 1, t. y., kai m > 28. IS Siy pastebéjimy gauname, kad
kai m > 38, tai m galima uzrasyti dviejuy nelyginiy sudeétiniy skaiciy suma. Nesunku jsitikinti, kad
38 taip uzrasyti negalima, todél 38 yra didziausias toks skaicius.

D |

10 uzdavinys. Tarkime, kad p yra pirminis skaic¢ius didesnis uz 3. Koks didziausias naturalusis
skaicius dalija p* — 1 su visais p > 37

Sprendimas. Kadangi p yra nelyginis pirminis skaicius, tai p— 1 ir p+ 1 yra lyginiai. Dar daugiau,
vienas i$ jy dalijasi i§ 4. Todél p? — 1 dalijasi i$ 8. Kadangi p > 3, tai p nesidalija i$ 3, todél arba,
p — 1 arba p + 1 dalijasi i§ 3. Sujunge abi isvadas gauname, kad p? — 1 dalijasi i$ 3 - 8 = 24. Kai
p =5, tai p? — 1 = 24, todél 24 yra didZiausias naturalusis skaic¢ius, kuris visada dalija p* — 1. <



