SIRVINTY KRASTO
PENKTASIS KOMANDINIS MATEMATIKOS KONKURSAS
MOKYTOJO ANTANO KULIESIAUS TAUREI LAIMETI

Sirvinty Lauryno Stuokos-Guceviciaus gimnazija,
2017 m. spalio 20 d.

UiDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

Lygiai devinta valandg i§ Raseiniy j Sirvintas i§vyko automobilis, o tuo pa¢iu metu i§ Sirvinty j
Raseinius iSvyko motociklas. Tiek automobilis, tiek motociklas vaziuoja pastoviu grei¢iu. Po
valandos automobilis buvo pusiaukeléje tarp motociklo ir Raseiniy. Kurig valandg automobilis
bus pusiaukeléje tarp motociklo ir Sirvinty?

Sprendimas. Tegu s yra atstumas tarp Raseiniy ir Sirvinty, v, ir v, — atitinkamai

automobilio ir motociklo greitis, o t — laikas nuo iSvykimo, kuriam praéjus automobilis bus
pusiaukeléje tarp motociklo ir Sirvinty. Kadangi po 1 valandos automobilis buvo pusiaukeléje

tarp Raseiniy ir motociklo, tai gauname lygtj va-lzg(s—vmi). Kad po t valandy

o . : e e L 1
automobilis buty pusiaukeléje tarp motociklo ir Sirvinty, turi galioti lygybé s—v, -t = Evm 1.

I§ $iy dviejy lygéiy gauname, kad t=2. Taigi automobilis bus pusiaukeléje tarp Sirvinty ir
motociklo lygiai 11 valanda.
Ats.: 11 valanda.

Nustatykite, keliais biidais skai¢iy 2017 jmanoma uzrasyti dviejy naturaliyjy skai¢iy kvadraty
skirtumu.
Sprendimas. Tegu X ir y yra tokie nattiralieji skai¢iai, kad
x2 —y2 =2017.
Kadangi 2017 yra pirminis skaicius, tai lygtis
(X—=y)(x+y)=2017
yra ekvivalenti lyg€iy sistemai
X—y=1
{x +y=2017.
Sudé¢je abi lygtis, gauname lygt] 2x =2018, kurios sprendinys yra 1009. Tada i§ pirmos (taip
pat ir antros) lygties iSplaukia, kad y =1008.
Taigi téra viena galimybé skaiciy 2017 uzraSyti dviejy natiraliyjy skaic¢iy (1009 ir 1008)
kvadraty skirtumu.
Ats.: vienu bidu (2017 =1009% —10082).

Visus 10 skaitmeny (0, 1, 2, 3, ..., 9) iSdéstykite eilutéje taip, kad pasirinkus bet kuriuos tris i$
eilés paraSytus skaitmenis, kuriy nors dviejy suma biity 7.

Sprendimas. Kadangi 7=0+7=1+6=2+5=3+4, skaitmenys 8 ir 9 turéty buti
krastiniai. Pory: 0 ir 7, 1 ir 6, 3 ir 4 skaitmenys turi biiti greta (ra§ymo tvarka nesvarbi). Stai
keli pavyzdziai:

80716349, 94361078, 91670438.

Ats.: 80716349, 94361078, 91670438, ...



4. Skaiciy 12 345 679 padauginus i§ 9, gaunamas skaic¢ius 111 111 111. I$ kokio skaiciaus reikia
padauginti skaiciy 12 345 679, kad rezultatas biity 999...9?

Sprendimas. Aisku, kad i§ 81.
Ats.: 81.

5. Skaiciaus paskutinis skaitmuo 2. Perkélus §j skaitmenj j skaiciaus pradzig, gaunamas dvigubai
didesnis skaicius. Raskite maziausig tokia savybe turintj skaiciy.
Sprendimas. Tegu x=a2, aeN, yra ieskomas skaicius. Pagal salyga, 2a = 2Xx.
Skaiiaus a skaitmeny skai¢iy pazymékime n. Tada a2 =10a + 2,
2a=2-10"+a, x=10a+2 ir 2x=2-10" +a.
IS ¢ia gauname:
210" +a=2(10a+2),

19a=2-10" -4,
2.10" -4 10" -2
a: :2' .
19 19

Aisku, kuo maZesnis skai€ius n, tuo maZzesnis ir ieSkomas skaicius X. Dalydami skaiciy
999...98 1§ 19, gauname maziausig a reikSme — skaiciy
a=2-5263157894 736842 =10526 315 789 473 684.
Vadinasi, ieSkomas skaicius yra
105 263 157 894 736 842.
Ats.: 105 263 157 894 736 842.

3+x2y+xy2+y3:40.

6. Raskite xy, jei zinoma, kad x+y=4 ir X
Sprendimas. Kadangi
x4+ x2y + xy2 + y3 = (x3 + y3) + (x2y + xy2) =(X+ y)(x2 —Xy+ y2) +Xy(x+y)=
= (X+ V) +y%) = (x+ Y)(x+y)* —2xy),
gauname:

X+y=4, N X+y=4, - X+y=4,
x3+x2y+xy2 +y3 =40 (X+y)((x+ y)2 —2xy) =40 4(42 —2xy) =40.

IS antros lygties gauname, kad xy=3.
Ats.: 3.

7. Raskite visas sveikyjy skai¢iy x ir y poras (x; y), kurioms esant galioja lygybé
x2 —6xy+13y? =29,
Sprendimas. Kadangi G —6xy+13y2 = (x—3y)2 +4y2, vietoj pradinés lygties galima
nagrinéti lygtj
(x—3y)? =29—4y?.
Aisku, kad 29 —4y2 yra sveikojo skaiciaus kvadratas tik kai y2 =1. Todé¢l galimos Yy reikSmes

yra-1ir 1.
Jei y=-1, gauname:

(x+3)%? =25=x=-3+5=>x=—-8arba x=2.
Jei y =1, gauname:



10.

(x—3)? =25=x=3+5=>x=—2arba x =8,

Taigi lygtis G —6xy+13y2 =29 turi keturis sveikuosius sprendinius: (-8;-1), (2;-1),
(-2;1)ir (8; 1).
Ats.: (-8;-1), (2;-1), (-2; 1) ir (8; 1).

Ant stalo yra dvi rieSuty kruvelés. Dviese Ugné ir Naglis zaidzia tokj zaidimg — atéjus jo eilei
zaid¢jas vienos kruvelés rieSutus sudeda j krepselj, o kitg kriivele padalija (savo nuoziiira) j dvi
naujas kriiveles. Zaidimg laimi tas, kuriam pasiseka taip padalyti ant stalo palickama rieSuty
kriivele j dvi, kad kitas zaid¢jas nebegaléty né vienos iS jy padalyti  dvi.

Nustatykite, ar Naglis gali visada laiméti, jei zaidimg pradeda Ugné, o ant stalo yra 24
rieSutai vienoje kraveléje ir 19 riesuty Kitoje.

Sprendimas. Racionaliai Zaisdama Ugné zaidimg gali (visada) laiméti. Jai pakanka j
krepsSelj sudéti nelyginj rieSuty skaiciy turincig kriivele, o kitg kruvele padalyti | dvi kriiveles
taip, kad abiejose kriivelése biity po nelyginj rieSuty skai¢iy. Tada Naglis turés dalyti 1 dvi
kriiveles nelyginj rieSuty skaiCiy turincig kriivelg, todél Ugné vél ras ant stalo vieng kruvele su
nelyginiu rieSuty skai¢iumi, o kitg — su lyginiu skai¢iumi. Ji vél turés galimybe palikti dvi po
nelyginj skaiciy turincias rieSuty kriiveles.

Ats.: Naglis neturi laimincios strategijos.

Trikampio ABC, ~/C =90°, ZB =40°, krastinése AB ir BC atitinkamai pazyméti tagkai D ir E
tokie, kad ZEAD=5°, ZECD =10°. Raskite kampg EDC. B

Sprendimas. Kadangi ~BAC =90° —40° =50°, tai £CAE = E D

=50° -5° =45° = Z/CEA, taigi CE=CA (1pav.). Kita vertus,

/DCA=90°-10° =80°, todél ~CDA=180"-80"-50"=50° =
=/BAC, tod¢l CD=CA Taigi gavome, kad CE=CD ir i§

; ; _1 ° _QE° C A
trikampio CED randame ZEDC = 5(180 - /ZECD)=85". 1 pav.

Ats.: 85°.

Duotas kvadratas, kurio krasStiné lygi 1. Ar galima §j kvadratg supjaustyti | 7 sta¢iakampius,
taip, kad Kiekvieno perimetras buty lygis 2?

Spendimas. Visy pirma nupjauname 4 staciakampius gx%, kuriy

perimetrai lygiis 2, po to likus; kvadratg %x% supjaustome ] tris

staciakampius %x%, kuriy kiekvieno perimetras lygus 2 (2 pav.). Taip

uzdavinio salygoje reikalaujamas supjaustymas atliktas. 2 pav.

Ats.: galima.
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Pagal testamentg pirklio stiniis po tévo mirties gavo tokias jo palikimo dalis (auksinais):

. o1 : .
vyriausias stinus gavo 100 auksiny ir 5 to, kas liko; antras (pagal amziy) stinus gavo 200

auksiny ir 1 to, kas liko, ir t. t. Jauniausias stinus gavo visus likusius pinigus. I$¢jo taip, kad
visi siiniis gavo po lygiai.

Raskite pirklio stiny skaiciy ir jo palikimg (auksinais).

Sprendimas. Tegu a yra pirklio palikimas (auksinais), 0 n — jo siiny skaicius. Stiny gautas
palikimo dalis paZymékime atitinkamai &, a,, ag,..., @,. Pagal testaments,

1
100+ = (a—100),

& + 5 (a ) 1)

a, = 200 + %((a _ay)—200),

az =300+ %((a —a; —a,) —300).
Remdamiesi salyga, kad & =a, =...=a,, spreskime lygtji a, =& :
200+ %((a _ay)—200) =100 + %(a _100),

1200+ a + a; — 200 =600+ a —100,

al = 500
IS (1) lygties gauname:

500 =100+ %(a —100) = a = 2500.
Vadinasi,
N 2500 _ 5
500

Ats.: 5 stinis; 2500 auksiny.

Nustatykite, keliais biidais skai¢iy 2017 jmanoma uzZraSyti dviejy natiraliyjy skai¢iy kvadraty
skirtumu.
Sprendimas. Tegu X ir y yra tokie nattralieji skaiéiai, kad
X2 — y? =2017.
Kadangi 2017 yra pirminis skaicius, tai lygtis
(x=y)(x+y)=2017
yra ekvivalenti lyg€iy sistemai



X—-y=1
{x +y=2017.
Sudéje abi lygtis, gauname lygtj 2x =2018, kurios sprendinys yra 1009. Tada i§ pirmos (taip
pat ir antros) lygties iSplaukia, kad y =1008.
Taigi téra viena galimybé skai¢iy 2017 uzraSyti dviejy nataraliyjy skaic¢iy (1009 ir 1008)
kvadraty skirtumu.
Ats.: vienu btidu (2017 =1009? —10082).

Apskaic¢iuokite reiSkinio

a+b b+c c+a
+ +
b+c c+a a+b
reikSme, jeigu
a-c b-a c¢c-b
+ + =1.
b+c c+a a+b

Sprendimas. IS salygos
a-c b-a c-b
+ + =

=1
b+c c+a a+b
gauname, kad
a b C C a b
+ + =1+ + .
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

Todél
a+b b+c c+a a b c b c a c a b

+ + = + + + + + =1+ + + +
b+c c+a a+b \b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b

+ b + ¢ + a =1+ ¢ + b + a + ¢ + b + a =1+1+1+1=4.
b+c c+a a+b c+a b+c c+a c+a a+b a+b

Ats.: 4.

Raskite nelygybiy sistemos
X>1,
4
X" >4x -3

Sprendimas. Antrg nelygybe pertvarkykime taip:
x* —4x+3>0,
(x* —x)—(8x—3) >0,
x(x3 1) —3(x—1) >0,
ﬂx—D@2+x+D—%x—D>Q
(x —1)(x(x2 +X+1)—-3)>0.
Jei x>1, tai x(x*+x+1)>3. O tai reiskia, kad x*>4x—3, jei x>1. Todél sistemos

sprendiniy aibé yra (1; + ).
Ats.: (1; + o).

sprendiniy aibg.



5. Nustatykite, ar bent viena i$ lygciy
19px2 +mx+95=0 ir 95x° + nx—19p=0
turi nors vieng sprendinj, jei p, m, neR, p=0.
Sprendimas. Pirmos lygties diskriminantg pazymékime Dy, 0 antros D,. IS formuliy
D, =m?—-4.19p-95 ir D, =n?+4.95-19p
matyti, kad tikrai D, >0, jei p <0, irtikrai D, >0, jei p>0.

O tai reiskia, kad viena i§ dviejy lyg€iy tikrai turi du skirtingus sprendinius.
Ats.: viena lygtis tikrai turi du sprendinius.

2
6. Reiskinio

5 reik§mé, kai a =X, lygiy, o jo reikSmé, kai a =y, lygi x. Raskite visas tokiy
1+a

realiyjy skaiCiy x ir y poras (x; y).

Sprendimas. Remdamiesi sglyga, gauname lygéiy sistemg

2x? B
1+x2
2
2y 5 =X
1+y
Atéme antrg lygtj i$ pirmos lygties, gauname:
2x? 2y2
2 7 =Y~ %
1+x° 14y
2x% — 2y2

A+ xAa+yd) Y
2(x=y)(X+Y)
A+ x3)(1+y?)

B 2(x+Yy) _
, y)£<1+x2)<1+y2)+1j ;
2(x+Y)

@a+ xz)(1+ yz)
Tada i$ pirmos lygties gauname:

+(y=x) =0,

Kadangi x>0 ir y>0, tai +1>0. Todél butinai x—y=0, t.y. y=x

2x2 2X 2
1 2=x:>x1 5 —1|=0=x(2x-1-x")=0=x(x-1)=0=x=0arba x=1.
+ X + X

Vadinasi, lyg€iy sistema turi du sprendinius (x; y) : (0; 0) ir (1; 1).
Ats.: (0; 0) ir (1; 1).

7. I8spreskite lygciy sistema
X2 -6yz+ 2y2 =1,
{Sy2 —4xy+9z% =-1.
Sprendimas. Sudéje abi lygtis, gauname lygti x> + 5y2 +972 —4xy—6yz =0. Ja sprgskime
taip:
(X2 —4xy +4y?) + (y? —6yz +922) =0,
(x— 2y)2 + (y—32)2 =0.



Matome, kad batinai X —2y =0 ir y—3z =0. I$ ¢ia iSplaukia, kad
. 1
X=2yirz==y.
y 3 y

[rase Sias iSraiskas ] pirmg lygtj, gausime:
(2y)? —6y-%y+2y2 —1=4y? =1=y? :%: y=i%.

Otada x==+1ir z=i%.

Taigi lygc¢iy sistema turi du sprendinius: (1; %; %) ir (— 1 - 1; - lj .

2 6
Ats.: 1;3;l , —1;—1;—l .
2 6 2 6

8. Ant stalo yra dvi rieSuty kriivelés. Dviese Ugné ir Naglis ZaidZia tokj Zaidima — atéjus jo eilei
zaidéjas vienos kriivelés riesutus sudeda j krepselj, o kita kriivele padalija (savo nuoziiira) j dvi
naujas kriiveles. Zaidima laimi tas, kuriam pasiseka taip padalyti ant stalo paliekama riesuty
krtvele i dvi, kad kitas zaidéjas nebegaléty né vienos i$ jy padalyti j dvi.

Nustatykite, ar Naglis gali visada laiméti, jei zaidimg pradeda Ugné, o ant stalo yra 23
rieSutai vienoje kriiveléje ir 27 rieSutai kitoje.

Sprendimas. Kadangi abiejose kriivelése yra po nelyginj rieSuty skai¢iy, Ugné paliks ant
stalo vieng kriivele su lyginiu, o kita su nelyginiu rieSuty skai¢iumi. Tada Naglis turéty i
krepselj sudéti nelyginj skaiiy turin€ig rieSuty kriivelg, o kitg padalyti j dvi taip, kad abiejose
biity po nelyginj rieSuty skaiciy. Tada jis (atéjus eilei) vél ras vieng kriivele su lyginiu, o kitg su
nelyginiu rieSuty skai¢iumi. Taigi jis tikrai gali laiméti zaidimga.

Ats.: Naglis turi laimincig strategija.

9. I8kilojo keturkampio ABCD, BC =1, AD =3, kampai ABC ir BAD yra lygus. Irodykite, kad

Jrodymas. Kadangi atkarpa BD yra keturkampio jstrizainé, tai

ZABD < ZABC, t.y. ZABD < ZBAD. Kadangi trikampyje ABD pries$ ¢
didesnj kampg yra didesné krasting, tai BD > AD, t.y. BD >3. Pagal
trikampio nelygybe, BC + CD > BD, todél CD > BD —BC > 2. A D

1 pav.

10. Kvadrato ABCD krastinéje AD pasirinktas taskas E, o krastingje BC — taSkas F taip, kad
BE = EF = FD = 30. Raskite kvadrato ABCD plota.

Sprendimas. Sakykime, kad kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus a, 0 G F

EG ir FH yra trikampiy BEF ir DEF aukstinés (2 pav.). I§ staciyjy B C
trikampiy EAB, EGB, EGF, FHE, FHD, FDC lygumo gauname, kad
AE = EH = HD = BG =GF = FC =%. Tuomet i§ trikampio ABE (pagal
2 A D
: 2 2 2 2_.2.(@ E H
Pitagoro teoremg) gauname, kad EB“ = AB“+ AE“, t.y. 30° =a" + 3/ 2 pav.

I§ ¢ia iSplaukia, kad a =810.
Ats.: 810.



