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1 (9-10 klasés). Raskite visus lygties 15 —8ab+b*+8a—2b+38 = 0 sveikuosius

sprendinius (a, b).

Sprendimas. Kadangi (b—3a)(b— 5a) = 15a* — 8ab+ b?, tai kairioji lygties puseé
yra lygi
(b—3a)(b—5a)+8a —2b+38 = (b—3a)(b—5a) — (b—3a) — (b—5a) + 38 =
— (b—3a—1)(b—5a—1)+37.
Vadinasi, duotoji lygtis yra ekvivalenti lygciai
(b—3a—1)(b—5a—1) = —3T.

Kadangi a,b € Z, o 37 — pirminis skaicius, tai lygybé galioja tada ir tik tada,
kai vienas i dauginamyjy kairiojoje puseéje lygus 1, o kitas —37, arba kai vienas
lygus —1, o kitas 37. Belieka iSnagrinéti siuos keturis atvejus.

Jeib—3a—1=1ir b—ba—1 = —37, tai 2a = 1—(—37) = 38. Vadinasi, a = 19
ir b = 3a+2 =59. Taigi Sias lygybes (o tuo paciu ir duotaja lygti) tenkina pora
(a,b) = (19,59). Jeib—3a—1=—-37irb—5a—1=1,tai2a=—-37—1=—38
ir nesunku jsitikinti, kad sias dvi lygybes tenkina pora (a,b) = (—19,—93).
Analogiskai, tuo atveju, kai b —3a — 1 = —1ir b — 5a — 1 = 37, gauname porg
(a,b) = (=19, -57), o kai b —3a — 1 = 37 ir b — 5a — 1 = —1, gauname pora
(a,b) = (19,95).

Atsakymas: (a,b) = (19,59), (19,95), (—19,—57) ir (—19,—93).

2 (9-10 klasés). Trikampio ABC' krastinés tenkina lygybe AB 4+ BC = 2AC,
kampas B lygus 30°, atkarpa BL yra trikampio pusiaukampine. Taskai K ir
M yra atitinkamai krastiniy AB ir BC vidurio taskai. Raskite kampa K LM.
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Sprendimas. Pagal pusiaukampinés savybe, AB : BC'= AL : LC, todél

2AC AB+ BC AB—I—l— AL+1_AL+LC’_AC
BC  BC ~ BC = LC =~ LC  LC
Taigi LC = % = MC, ir todél trikampis LM C — lygiasSonis.

B

IS lygybeés
BC 2AC-BC AB+BC-BC AB

AL =AC - LC = AC — AK
¢ ¢ ¢ 2 2 2 2
matome, kad trikampis LAK taip pat yra lygiasonis. Vadinasi,
LA L /B
AKLA—FZCLM:QOO—T—FQOO—TC 2900—1-7 =

= 90° + 15° = 105°.
Is cia isplaukia, kad
/KLM =180° — ZKLA — ZCLM = 180° — 105° = 75°.
Atsakymas: /KLM = T5°.

3 (9-10 klasés). Naturalusis skaiCius T1T2232405T627T3T92 19 vadinamas tvarkin-
gu, jei ji sudaro desimt skirtingy skaitmeny xy, zs, ..., 210 (0,1,...,9), tenki-

nanciy tokias nelygybes:
X1 > T, X1 > XT3, Xo > T4, T2 >Ty, T3> Tg,
T3 > Ty, X4 >Tg, Ts5>Tg Iir Ty > Tig.
a) Raskite maziausia tvarkinga skaiciu.
b) Kiek yra tvarkingy skaiciy?
Sprendimas. Pavaizduokime nelygybes taip, kaip parodyta paveikslélyje. Cia i$

bet kuriy dviejy atkarpa sujungty skaitmeny didesnis yra tas, kuris uzrasytas

auksciau. IS Sios diagramos nesunku pastebéti, kad bet kuriame tvarkingame
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skaic¢iuje T1T2T3T4T5T6T7TsT9x10 jO skaitmuo x; yra visada didesnis uz liku-

sius 9 skaitmenis z; (CGia ¢ = 2,3,...,10), taigi 1 = 9 ir {x9,23,..., 710} =
={0,1,...,8}.
x
L2 T3
Ty T
’ Te Tt

Tg X9 T10

a) Tegul M = 9xoxsryrsrerrrsToriy yra maziausias tvarkingas skaicius.
Kadangi skaitmuo x, yra didesnis uz penkis skaitmenis x4, x5, xs, x9, 19, tai
Ty > b, ir lygybé ¢ia jmanoma tada ir tik tada, kai {x4,xs,zs, 29,210} =
= {0,1,2,3,4}. Laikydami, kad xo = 5 ir {z4, x5, x5, 9,210} = {0,1,2,3,4},
gauname, jog {xs3,z¢,r7} = {6,7,8}. Kadangi z3 yra didziausias Sios aibés
skai¢ius, tai x3 = 8, o i$ dvieju likusiy varianty (xg,x7) = (7,6) ir (6,7) mazes-
nis skaicius M gaunamas antruoju atveju. Irase (xq,z3,z6,27) = (5,8,6,7) i

M, gausime M = 958x4x567x529210; Cia {4, x5, Ts, g, 10} = {0,1,2,3,4}.

Kadangi x4 > wg, tai maziausias jmanomas z, yra 1. Tada xg = 0. Pagal
diagrama, i$ likusiy triju skaitmenu {5, x9, 210} = {2,3,4} skaitmuo x5 turi
buti didziausias. Vadinasi, x5 = 4, o likusiais dviem atvejais (z9,x19) = (3,2)
ir (2,3) mazesnis skaicius M gaunamas antruoju atveju. Irodéme, kad skaicius
M = 9581467023 yra maziausias tvarkingas skaicius.

b) Jau nustatéme, kad x; = 9. ISrinkti trejeta skaitmenuy (zs,ze,z7) iS
aibeés {0,1,2,3,4,5,6,7,8} mes galime 168 budais. I$ tikryju, skaitmenj 3
mes turime rinktis is aibés {2, 3,4, 5,6, 7,8}, kadangi jis yra didesnis ir uz xg, ir
uz x7. Jei xz3 =k € {2,3,4,5,6,7,8}, tai i$ aibés {0,1, ...,k — 1} pora (g, x7)
galime iSrinkti k(k — 1) buduy. Taigi i$ viso gauname

8
D k(k—1) =2+ 6+12+20 4 30 + 42 + 56 = 168

k=2

budus isrinkti ketverta (z1, 3, ¢, T7).

Seseta skaitmeny (29, 24, T35, T8, Tg, 210) mums reikia rinktis i$ 6 likusiy skait-
meny aibés. Kadangi xy yra didziausias iS visy siy skaitmeny, tai jis au-
tomatiskai parenkamas kaip didziausias Sios aibés skaicius. IS likusiy 5 skait-
meny porg xry > xg iSrinkti yra 4+3+2+1 = 10 budy. Dabar lieka parinkti tris
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skaitmenis x5, xg, 19 iS 3 likusiy skaitmeny aibés. Kadangi z; yra didziausias
is Siy skaitmeny, tai jis parenkamas automatiskai, o issirinkti likusius du zg ir
x10 1S dviejy elementy aibés yra 2 budai. Taigi skaitmeny Sesetq iSrinkti yra 20
skirtingy budy.

I$ viso gauname 168 - 20 = 3360 skirtingy tvarkingy skaiciy.

Atsakymas: a) 9581467023; b) 3360 skaiciy.

4 (9-10 klases). Tegul n > 7 yra toks naturalusis skaicius, kad skaiciai n — 1 ir
n + 1 yra pirminiai. Jrodykite, kad skai¢ius n* + 16n? dalijasi:

a) is 3;

b) i 720.

Sprendimas. Pazymékime m = n* 4+ 16n% = n?(n? + 16).

a) Kadangi vienas i$ trijy is eilés einanciy skaic¢iy n — 1,n,n + 1 dalijasi i$ 3,
on —1ir n+ 1 nesidalija i$ 3 (nes yra pirminiai ir didesni uz 3), tai n = 3k su
k € N. Taigi m = n*(n® + 16) = 9k%*(9k? + 16) dalijasi i3 9 (todél dalijasi ir is
3).

b) Isskaide duotajj skai¢iy i tarpusavyje pirminius dauginamuosius, gauname
720 = 2*-3%.5=16-9-5. Vadinasi, pakanka jrodyti, kad skai¢ius m dalijasi
i5 16, is 9 (ka jau jrodéme a) dalyje) ir is 5.

Kadangi n — 1 nelyginis skaicius, tai n turi buti lyginis, t. y., n = 2s, s € N.
Todél m = n?(n* + 16) = 4s*(4s* + 16) = 16(s* + 4s?) dalijasi i§ 16.

Belieka jrodyti, kad m dalijasi is 5. Kadangi vienas i$ penkiy is eilés einanciy
skai¢iyn —2,n—1,n,n+ 1,n+ 2 dalijasi i$ 5 ir, be to, n — 1 ir n + 1 nesidalija
i$ 5, tai n(n —2)(n+ 2) : 5. Jei n : 5, tai akivaizdu, kad m : 5. Jei n nesidalija
i5 5, tai (n —2)(n+2) = n? — 4 dalijasi i§ 5. Tada n? + 16 = (n? — 4) + 20 taip

pat dalijasi i$ 5, ir todél vél gauname, kad m dalijasi is 5.

5 (11-12 klasés). Funkcija f : R — R tenkina lygybe
F@)f(y?) = 2*f(xy?)
su visais z,y € R (R — visy realiyjy skai¢iy aibé).

a) Nurodykite bent tris tokias funkcijas f.
b) Raskite visas tokias funkcijas f.
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Sprendimas. a) Akivaizdu, kad funkcijos f(x) = 0 ir f(x) = x tenkina duotaja
lygybe. Nesunku jsitikinti, kad funkcija f(z) = |z| taip pat tenkina duotaja
lygybe, nes tada kairioji jos puseé yra |z3||y?| = |z|>y?, o deSinioji z%|zy?| =
= [z[*y?.

b) Irase x = y = 0, gausime f(0)? = 0, todél f(0) = 0.

Tarkime, kad f(xg) = 0 su kokiu nors zq > 0. Irasykime x = z/xq su z # 0
ir y = /To. Tada 2y® = z ir f((z/x0)*)f(z0) = 0 = (2/x0)?f(2). Vadinasi,
f(2) = 0 su kiekvienu z # 0. Kadangi jau jrodéme lygybe f(0) = 0, tai i$ ¢ia
isplaukia, kad f(z) = 0 su kiekvienu x € R. Akivaizdu, kad $i funkcija tenkina
duotaja lygybe.

Priesingu atveju f(x) # 0 su visais > 0. Tada, jrase z = y = z > 0,
gausime f(23)f(2%) = 22f(2%). Kadangi f(z3) > 0, tai, padalij¢ is f(z%) # 0,
gauname lygybe f(2%) = 22 su kiekvienu z > 0. Be to, mes jau jrodéme, kad

f(0) = 0. Kadangi kiekvieng x > 0 galima uZrasyti pavidalu z = 22

suz =0,
tai i$ Cia isplaukia, kad f(z) = x su kiekvienu z > 0.
Pazymékime a = — f(—1) ir jraSykime x = —1jlygybe 22 f(zy?) = f(23) f(v?).

Tada, naudodamiesi lygybe f(y*) = 3> (kuri galioja, nes y* > 0), gauname
f(=y*) = (=D*f(=y*) = (=D f (") = —af(y*) = —ay” = a(—y").

Kadangi bet kurj neigiamg x galima uzrasyti pavidalu x = —y% su y > 0, tai i$
auksciau gautos lygybés isplaukia, kad f(x) = az su kiekvienu z < 0. Vadinasi,

r, kaiz >0,
flx) = _
ax, kaix < 0.
Irodysime, kad su bet kokiu a € R $i funkcija tenkina duotaja lygybe.

IS tikryjuy, tai akivaizdu, kai x = 0 arba kai y = 0, nes tada abi lygybés pusés
yra lygios nuliui. Tarkime, kad zy # 0. Jei x > 0, tai kairioji lygybés pusé bus
23y?, o deSinioji z2xy* = 2%y? (lygybé galioja). Jei x < 0, tai 23 < 0, y*> > 0
ir zy? < 0. Vadinasi, kairioji lygybés puse bus f(2?)f(y?) = ax3y?, o deSinioji
22 f(zy?) = 22axy? = ax®y?, taigi lygybeé taip pat galioja.

Atsakymas: a) pavyzdziui, f(x) =0, f(z) =z ir f(x) = |z|; b) f(z) =01ir

x, kaiz >0,
flz) =

ax, kaix < 0;

¢ia a bet koks realusis skaicius.
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6 (11-12 klasés). Duoti du apskritimai, turintys bendra centra. MazZesniojo
apskritimo liestiné liecCia ji taske B, o didesnjjj apskritimg kerta taskuose A ir
C. Taskas D yra atkarpos AB vidurio taskas. Per taska A nubrézta tiesé kerta
mazesnjjj apskritima taskuose E ir F' (AE < AF). Atkarpoje AC pazymétas
toks taskas M, kad DM = EM ir MC = MF. Raskite santyki AM : MC.

Sprendimas. Kadangi AF yra mazojo apskritimo kirstine, o AB jo liestiné, tai
AE - AF = AB?. Be to, AB = 2AD ir AB = 4€ taigi AE- AF = AD - AC. I§
¢ia matome, kad trikampiy AED ir ACF krastinés proporcingos AE : AC =
= AD : AF, o kampai DAFE ir FAC lygus, todél Sie trikampiai panasus.
Vadinasi, ZAED = ZACF (7r. brézinj).

Taigi /DEF + Z/DCF = 180° — LZAED + ZACF = 180°, todél taskai
D, E, F,C priklauso vienam apskritimui w. Apskritimo w centras yra stygy DFE
ir F'C' vidurio statmeny susikirtimo taskas. Kadangi DM = EM ir MC' = MF,
tai taskas M priklauso abiems vidurio statmenims, taigi M ir yra apskritimo w
centras, todéel DM = MC.

Pazymeéje x = DM = MC ir y = AD = DB, matome, kad AC = 2AB =
=4AD = 4y ir AC = AD + DM + MC = y + 2z. IS lygybes 4y = y + 2z
gauname y = %x Vadinasi, ieskomasis santykis AM : MC' yra lygus

AD+ DM y+zx
MC I
Atsakymas: AM : MC =5 : 3.

2 5
V208
T
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7 (11-12 klases). Kruvelgje yra 2016 saldainiy. Hermina padalija kruvele i dvi
netuscias kruveles, po to bet kurig i$ ju (aisku, jei joje yra daugiau kaip vienas
saldainis) vél padalija | dvi netuscias kruveles ir t. t., kol galiausiai lieka 2016
kruveliy po viena saldainj. Ar visada (kad ir kaip bedalytu Hermina saldainius)

bus toks momentas, kai is visy tuo metu susidariusiy kruveliy bus jmanoma:s:

a) pasirinkti 300 kruveliy, kuriose bus lygiai 1000 saldainiy?
b) pasirinkti 500 kruveliy, kuriose bus lygiai 1000 saldainiy?

Sprendimas. a) Irodysime, kad galima taip dalyti saldainius i kruveles, kad
jokiu momentu nebus jmanoma pasirinkti 300 kruveliy su lygiai 1000 saldainiy.
Tarkime, kad Hermina vis atskiria po 3 saldainius i$ didesnés kruvelés iki tol,
kol gaus 672 kruveles po 3 saldainius. Iki to momento kiekvienoje kruveléje sal-
dainiy skaicius dalijasi iS 3 (nes 2016 dalijasi iS 3), taigi ir keliose kruvelése
esanciy saldainiy skaicius taip pat dalijasi iS 3. Vadinasi, niekada keliose
kruvelése (taigi ir jokiose 300 kruveliy) nebus lygiai 1000 saldainiy. Po to,
kaip Hermina bedalyty saldainius (esan¢ius kruvelése po 3 ir maziau), bet ku-
riose 300 kruveliy bus daugiausiai 900 saldainiy. Vadinasi, lygiai 1000 saldainiy
jokiose 300 kruveliy taip pat niekada nebus.

b) Irodysime, kad visada atsiras toks momentas, kai bus jmanoma pasirinkti
500 kruveliy, kuriose bus lygiai 1000 saldainiy. Po kiekvieno padalijimo kruveliy
skaic¢ius padidéja vienetu, taigi tam tikru momentu bus lygiai 1516 kruveliy.
Tarkime, kad lygiai n iS jy yra po 1 saldainj. Jei n < 1015, tai is viso saldainiy

yra ne maziau kaip
1-n+2-(1516 —n) = n + 3032 — 2n = 3032 — n > 3032 — 1015 = 2017,

priestara. Vadinasi, n > 1016. Atskirkime bet kurias 1016 kruveliy, kuriose
yra po 1 saldainj. Tada liks 1516 — 1016 = 500 kruveliy, kuriose bus lygiai
2016 — 1016 = 1000 saldainiy.

Atsakymas: a) ne visada; b) visada.

8 (11-12 klasés). Sveikasis skaicius n vadinamas keistu, jei v/3n? + 1 yra nely-
ginis sveikasis skaicius.

a) Nurodykite bent tris keistus skaicius n.
b) Irodykite, kad su bet kuriuo keistu skai¢iumi n skaic¢ius 2 + 2v/3n? + 1

yra naturaliojo skaic¢iaus kvadratas.
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Sprendimas. a) Akivaizdu, kad skaiCius n = 0 yra keistas. Be to, kadangi
V342 +1 =17, tai skaidiai n = 4 ir n = —4 taip pat yra keisti.

b) Pazymeékime v/3n2 + 1 = 2k—1. Cia k € N, kadangi skaicius n yra keistas.
Pakele abi lygybes puses kvadratu, gauname 3n? = 4(k? — k). Vadinasi, n yra
lyginis, t. y., n = 2m su m € Z. Taigi k(k — 1) = 3m?. Kadangi skaiciai k
ir £k — 1 yra tarpusavyje pirminiai, tai bet kuris pirminis skaic¢ius p, dalijantis
3m?, jeina tik j vieno i§ skai¢iy k,k — 1 skaidinj pirminiais dauginamaisiais.
Vadinasi, arba k = 3u? ir k — 1 = v? arba k = v? ir k — 1 = 3v? (¢ia u € N,
v € Z ir uv = m). Pirmuoju atveju, k = 3u? ir k — 1 = v?, turi galioti lygybé
3u? = v?+1. Tadiau kairioji sios lygybeés pusé dalijasi is 3, o desinioji nesidalija,
kadangi sveikojo skai¢iaus kvadrato (t. y., v?) dalybos i§ 3 lieckana yra 0 arba
1, todél v2 +1 (mod 3) = 1 arba 2. Taigi Sis atvejis nejmanomas. Antruoju
atveju, k = v? ir k — 1 = 302, i§ lygybés k = u? (¢ia u € N) iSplaukia, kad
skaicius

24 2V3n2 +1=2+422k—1) =2+ 4k — 2 = 4k = 4u® = (2u)?

tikrai yra naturaliojo skaiciaus 2u kvadratas.

Atsakymas: a) pavyzdziui, n = —4,0, 4.



