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UiDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

. Du Simtai natiiraliyjy skaiciy &, ay, ..., 8y5p9 suraSyti | vieng eilut¢ taip, kad bet kuriy trijy
kaimyny suma lygi 200. Pirmas skaicius yra 98, o paskutinis — 19. Kokie kiti skaiciai?

Sprendimas. Pagal salyga,

q+atag=a+a@+y =a3+a,+a5=...= 97 +Ygg + g9 = Hgg + g9 + Axgg = 200.

IS ¢ia iSplaukia, kad

=8, 85=28y, 8 =83, &7 =&, P =8, A =d3, A9 =&, =38, Y =423,

Sop =81, Qg7 =, Sgg =83, G199 =&, oo = -

Kadangi & =98, aygg =a, =19 ir a; +a, +az =200, tai ag =83.

Gauname tokig skai¢iy seka:
98, 19, 83, 98, 19, 83, ..., 98, 19, 83, 98, 19.

Ats.: 98, 19, 83, 98, 19, 83, ..., 98, 19, 83, 98, 19.

. Raskite skai¢iaus 1+ 3+ 32 +...+ 3?17 paskutinj skaitmenj.
Sprendimas. Sumuodami skai¢iaus 3 laipsnius gauname:
P 434324 33-1+3+9+27=40;
3 43°+3° 43" =3*(1+3+9+27) =3 40;
P+ 430430 =PB+3+9+27)=F .40 irt.t.
Kadangi sekoje 0, 1, 2, ..., 2015 yra 2016 =4-504 skaiciy, tai sSumos 1+ 3+ 32 +...+ 3201

paskutinis skaitmuo yra 0.
Belieka rasti sumos 32016 1 32017 — 32016 (1 3) —gl008 . 4 —g1%0%.4 paskutinj skaitmenj.

Aisku, kad jis yra 4.
Ats.: 4.

. Jrodykite, kad jei ir skaiCius a, ir skai¢ius b baigiasi skaitmeny pora 76, tai ir jy sandauga a-b
baigiasi skaitmeny pora 76.
Jrodymas. Kadangi
a=Xx76=100x+76, b=y76=100y+ 76,

tai
a-b = (100x + 76)(100y + 76) =10000xy + (76x + 76y)100 + 5776 =

= (100xy +76x + 76y) -100+ 57 -100+ 76 = (100xy + 76X + 76y + 57) - 100 + 76.
Pazymékime z =100xy+ 76x + 76y + 57 ir gausime, kad
a-b=z-100+76=z76.



4. Apskaiciuokite sandauga

B3 e)-ba)

Sprendimas. Remdamiesi formule

1_?%:(1_})(L+EJZ£K;QQ119’ K=2,3 ..

k k k2
gausime:
1 1 1
1—— | |1==1...-]1- 11— -
( 22 j ( j ( 42j ( 20162J ( 20172j

13 2:4 35 4.6 2015-2017 2016-2018 1 2018 _ 1009

22 32 42 52 77 20162 20172 2 2017 2017
Ats.: @
2017

5. Vabalas §liauzia kubo briaunomis, kuriy ilgis lygus 1. Pasiekes virSiine, jis pasirenka vieng i$

trijy briauny ir SliauZia ja. Apskaiciuokite:

1) kiek yra keliy i§ vienos vir$iinés, kai nueinama 4 ilgio vienetai,

2) kiek tarp ty keliy yra tokiy, kurie veda j prading vir§tne.

Sprendimas. 1) Kiekvienam zingsniui atlikti yra 3 galimos kryptys. Todél bendras keliy
skai¢ius yra 3* = 81.

2) Yra 3 keliai ta pacia briauna (du kartus pirmyn-atgal).

Yra 6 keliai einant tolyn dviem briaunomis ir griZtant atgal.

Yra 6 keliai einant visomis keturiomis kurios nors i$ trijy sieny briaunomis (kartg viena
kryptimi ir karta prieSinga kryptimi).

Yra 6 keliai einant viena briauna pirmyn-atgal ir kita briauna pirmyn-atgal.

Taigi 18 viso yra 3+ 6+ 6+ 6 =21 kelias, vedantis ] prading virSiing.

Ats.: 1) 81; 2) 21.

6. Kvadratiniy trinariy f (x) ir g(x) vyriausiojo nario koeficientas lygus 1. Taip pat Zinoma, kad
f(12) + f(20) = g(12) + g(20).
Irodykite, kad yra toks natiiralusis skaicius n, kad f (n) = g(n).

Sprendimas. Tegu
f(x)= X° +bhx+¢ ir g(x)= X2 +byx +C.
Tada
f(12) + f (20) =144 + 400 +12b; + 20b; + 2¢; =544 + 32, + 2¢; = 2(272+16b; + ;)
ir
9(12) + g(20) =544 + 32b, + 2¢c, = 2(272+16b, +C,).
Kadangi f(12)+ f(20)=g(12)+ g(20), tai
16b; +¢; =16b, +C,.
IS ¢ia gauname, kad
162 +16b, +¢, =16 +16b, +C,.

Taigi f (16)=g(16).

Ats.: n=16.



7.

8.

9.

10.

Tegu k, I, m ir n yra neneigiami sveikieji skaiciai, K +1=9 ir m+n=1. Raskite didziausia
reiSkinio
m(k —9n)? + n(l —9m)?

reik§me.

Sprendimas. Pagal salyga, k =9—1, m=1—n. Todél

m(k —9n)2 +n(l —9m)? = (1—n)(9—1 -9n)% + n(1 =9+ 9n)? =

=(9-1-9n)? —n(@-1-9n)2 +n(-=(9-1-9n))® = (9-1-9n)% = (1 +9n—9)? < 9% =81.

Didziausia reikSme, lygia 81, reiskinys jgyja, kai 1=0, k=9, n=0 ir m=1 arba 1=9,
k=0, n=1ir m=0.

Ats.: 81.
iy . 2 2 2 .. .1 1 1
ApskaiCiuokite X“+y“+z°, jei X+y+z=11Ir =+ —+==0.
X Yy z
Sprendimas.

X2 + y2 +7° +2(Xy+yz+2x) =1,

:>x2+y2+22=1.
yZ+2x+Xy=0

1.1.1 4= yZ+X+xy o=

X y z Xyz
Ats.: 1.

X+y+z=1 (x+y+2)2=1 {

Kvadrato ABCD krastinés ilgis lygus 1, jo krastiné AD yra apskritimo skersmuo. I$ vir§inés C
nubrézta to apskritimo liestiné kerta krasting AB taske E. Raskite trikampio CBE plota.

Sprendimas. Atkarpos CE ir apskritimo lietimosi taska pazymékime M. Pagal liestiniy
savybe
CM=CD=1 ir EA=EM. D
Pazyméje AE = x, gausime, kad C
EB=1-%x, CE=1+X.
I8 staciojo trikampio CBE gausime:
1-x)2 +1% =(1+X)?,

M
1-2x+ x> +1=1+2x+ X%, B
1 A E
X==.
4
Vadinasi, BE =1—1 = E. Todél trikampio CBE plotas yra S = 13 1= §.
4 4 2 4 8
Ats.: §.
8
Trapecijos ABCD pagrindai yra atkarpos AD ir BC, Soninéje krastingje B C
AB pazymétas taskas E toks, kad ~ ADE =54°, ~/ECB=48". Raskite
kampa DEC. £ F
Sprendimas. Sakykime, kad Soninés krastinés CD taskas F yra toks,
kad EF|BC. Tuomet ~DEF=/ADE, <CEF=/ECB, taigi
2/ DEC = ZDEF + ZCEF = / ADE + ZECB=102°.
Ats.: 102°,
A D
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vyresniyjy klasiy mokiniams

1. ] viena i§ indy A ir B jpilta gryno vandens, o j kitg — gryno spirito. Pradzioje i$ indo A j indg B
perpilama tiek skyscio, kad inde B skyscio biity du kartus daugiau negu buvo pradzioje. Tada
(gerai sumaiSius) 1§ indo B | indg A perpilama tiek skysc¢io, kad inde A jo buty du kartus
daugiau negu liko po pirmo perpylimo. Po Siy dviejy veiksmy skys¢io abiejuose induose
pasidaré po lygiai. Be to, inde A spirito dabar yra 3 litrais daugiau negu vandens. Kiek litry
spirito dabar yra inde A?

Sprendimas. Tarkime, kad i$ pradziy inde A buvo X litry, o inde B — y litry skyscio
(viename — vandens, o kitame — spirito).

Po pirmo perpylimo inde A liko x -y, 0 inde B pasidaré 2y litry skyscio.

Po antro perpylimo inde B liko 2y — (x—y) =3y — x litry, o inde A pasidaré¢ 2(x—y) litry
skyscio.

IS lygties 3y —x =2(x—Yy) gauname, kad y = 0,6x.

Inde A (pradzioje) buvusj skystj pavadinkime pirmuoju skys¢iu, o inde B buvusj skystj —
antruoju skysciu.

Po pirmo perpylimo inde A liko x—vy litry pirmojo skys¢io, o po antro perpylimo jo

y litry ir atsirado y litry antrojo skyscio (nes i B buvo jpilta y litry pirmojo

.. X
sugrizo

x—y _3(x-y)
2 2

skys¢io). Vadinasi, po antro perpylimo inde A buvo x-y+ litry pirmojo

y litry antrojo skyscio.

v . X
skyscio ir

Pazyméje a dabar esantj vandens kiekj inde A, gautume, kad a = —X; Yira+3= 3(X2— y)'

IS Cia iSplaukia, kad a =1,5.
Vadinasi, spirito inde A dabar yra 1,5+ 3=4,5 litro.
Ats.: 4,5.

2. Kortelés sunumeruotos 1, 2, 3, ..., n. Jos suskirstytos i dvi kriiveles. Raskite maziausia korteliy
skai¢iy n, kad ir koks biity suskirstymas j kruveles bent vienoje kriivel¢je buty dvi kortelées,
kuriy numeriy suma bty kurio nors sveikojo skai¢iaus kvadratas.

Sprendimas. Aisku, kad negali biti n=3, n=4. Taip pat negali buti n=5, n=6, ..,
n=14. Siy atvejy analizé yra panasi. I§samiau panagrinékime atvejj n=14. Jei j viena kravele
sudétume korteles, kuriy numeriai 1, 2, 4, 6,9, 11 ir 13, o | kitg kriivelg korteles, kuriy numeriai



yra 3, 5, 7, 8, 10, 12 ir 14, tikrai nerasime né vienos korteliy poros (toje pacioje kriiveléje),
kuriy numeriy suma bty sveikojo skaic¢iaus kvadratas.

Dabar pereikime prie n=15. Kadangi 1+15=42 ir 1+3=22, tai 3 ir 15 turi bati toje
pacioje kriiveléje, o 1 — kitoje. Kortelés, kuriy numeriai 6 ir 10 taip pat turi biiti skirtingose
kriivelése. Bet ir rinkinyje 3, 15, 6, ir rinkinyje 3, 15, 10 yra korteliy pora, kuriy numeriy suma
yra sveikojo skaiciaus kvadratas.

Vadinasi, atveju n=15 nejmanoma i$vengti, kad bent vienoje kriaveléje nebiity dviejy

korteliy, kuriy numeriy suma yra sveikojo skaiciaus kvadratas.
Ats.: 15.

3. Jonas atliko 7 testus ir uz kiekvieng gavo po skirtingg baly skaiciy i§ 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97,
98, 99 ir 100. Jis nustaté, kad po kiekvieno testo gauty jvertinimy vidurkis yra sveikasis
skaicius. Kiek baly Jonas gavo uz Sestg testa, jeigu septintas testas buvo jvertintas 95 balais?

Sprendimas. Jono gauty jvertinimy uz pirmuosius 6 testus vidurkj pazymékime n, 0 $esto
testo jvertinima X.

Aitku, kad 91<n <100, 0 219

yra sveikasis skai¢ius. Kadangi6n+95=(6n+4)+91=

6n+95 3n+2
=/ +

7
Skaicius 3n+2, 91<n<100, dalijasi i§ 7 tik kai n=95.

6n—-x 6-95-x
5

=2(3n+2)+13-7, tai 2 13.

Pirmy penkiy testy vidurkis

Vadinasi, x =100.
Ats.: 100.

X . . o
=6-19 "% taip pat yra sveikasis skaicius.

4. Nustatykite, kiek yra nattraliyjy skai¢iy m, n ir k trejety (m; n; k), kuriems esant

Vym" +k! =28

(¢ia simboliu k! Zymima sandauga k - (k —1)-...- 2-1 — skai¢iaus k faktorialas).

Sprendimas. Taikykime perrankos metoda. Pradékime nuo galimy k reikSmiy. Kadangi
(pagal salyga) K!=28% —m" =784—m" <784 ir U=1, 21=2, 3=6, 41=24, 5!=120, 6= 720,
7'=5040, tai k e{l; 2; 3; 4; 5; 6}.

Sudarykime laipsnio m" reik§miy lentele

k

783=3%.29
782=2.17-23
778=12-389
760=2%.5.19
664 =2%.83
64=2°% =43 =8

O OB IWIN| -

IS pateikty skaidiniy pirminiais dauginamaisiais matyti, kad yra tik tokie uzdavinio salyga
tenkinantys trejetai (m;n;k): (783;1; 1), (782;1;2), (778;1; 3), (760; 1; 4), (664; 1;5),
(64; 1; 6), (2; 6; 6), (4; 3; 6) ir (8; 2; 6). I8 viso tokiy trejety yra 9.

Ats.: 9.



. Skaiciai a = \/ 104034 1027 jr p= \/ 104034 _102017 41 suapvalinti vienety tikslumu.
Irodykite, kad gauti natiiralieji skaiciai skiriasi vienetu.

2
Jrodymas. Kadangi (102017 _1)2 <al< [102017 _ %) tai a~102017 1,

2
Analogiskai i§ dvigubos nelygybés (102017 - %) <b? <10%%* gauname, kad b ~10%Y7.

Matome, kad apytikslé b reik§mé vienetu didesné uz apytiksle a reikSme.

. Nustatykite, ar dalijant skaiciy 444...443 1§ 13 galima gauti liekana, lygig 0. O lickang 12?

Sprendimas. a) Kadangi
444..443=10-444...443+13,
n n-1
tai skaicius 444...443 turéty dalytis 1§ 13, turédamas vis maZziau ketverty. Bet 43 nesidalija i$
13. Todél dalijant skaiciy 444...443 i$ 13 nuliui lygios lickanos nejmanoma gauti.
b) Kad gautume lickang 12, skaiCius 444..443-12=444..431 turéty dalytis i§ 13.
Dalydami gausime, kad 444 431=13-34187.

Ats.: Nulio gauti negalima, o 12 — galima.

. Raskite visas realiyjy skai¢iy a ir b poras (a; b), kurioms esant a® +b? =20 ir ab+6b=32.

Sprendimas. Pirmg lygtj padauginkime i§ 4 ir atimkime antrg lygtj, padauginta i 4.
Gausime:

4(a® +b?) — 4(ab + 6b) = —48,
(4a% +b? —4ab) + (30> — 24b + 48) =0,
(2a—b)? +3(b> —8b+16) =0,

(2a—b)? +3(b—4)? =0.
Si lygybé galioja tik kai 2a—b=0 ir b=4. I ¢ia gauname, kad a=2, b=4. Pora (2; 4)
tenkina ir pirma, ir antrg lygybe.
Ats.: (2; 4).

. ISspreskite lygtj

(x2 — x—l)2 —x3 =5,
Sprendimas. Lygtj pertvarkykime taip:
(x*=x-1)%-4)-(x®+1) =0,
(X2 —=x—1-2)(x* =x-1+2) — (X +D)(x* = x+1) =0,
(x® =X +1)((x*> —=x—3) = (x +1)) =0,
(X2 =X +1)(x* —2x - 4) =0.

2
Kadangi X2 —X+1= [X —%) +% >0, tai butinai X% —2x—4=0. I$ &a gauname:



10.

(x-1)?-5=0= (x—1)? =5= x=1+/5.
Taigi lygtis turi du sprendinius: 1—+/5 ir 1++/5.

Ats.: 1++/5.
Trikampis ABC yra lygiaSonis, AB = AC, atkarpa AD yra apie §j trikampj apibrézto apskritimo
skersmuo, o taskas O — to apskritimo centras. Atkarpos AD ir BC susikerta taske E, taskas F yra
atkarpos OE vidurio taskas. Raskite atkarpos CD ilgj, jei atkarpos BD ir CF yra lygiagrecios ir

BC = 2./5.

Sprendimas. Kadangi taskas E yra krastinés BC vidurio taskas, f
tai EC =+/5. Kadangi BD || FC, tai ~DBE = ~FCE, todél statieji
trikampiai DBE ir FCE yra lygis. Taigi DE =FE. Zymékime
ED=FE=0F =x, tuomet AE =5X. Pagal susikertanCiy stygy i¥e)
teorema, AE-ED=BE-EC, t.y. 5x-x=5. Taigi x=1. Todél F
CD =+DE?+EC? = /6. C 5 B
Ats.: \/6. /

D

LygiaSonés trapecijos ABCD pagrindai yra atkarpos AD ir BC, jstrizainés AC ir BD susikerta
taske E ir ZAED=60". Taskai M ir N yra atkarpy EC ir AB vidurio taskai. Raskite santykj
MN : AB.

Sprendimas. Kadangi AB=CD, <ABC=/DCB, tai B C
trikampiai ABC ir DCB yra lygts, todél £BCE = ZEBC. I§ ¢ia
iSplaukia, kad trikampis EBC lygiasonis, EB=EC. Kadangi
/BEC =/AED=60", tai trikampis EBC yra lygiakrastis.
Kadangi taskas M yra krastinés EC vidurys, tai ZEMB=90",
tod¢l atkarpa MN yra staciojo trikampio AMB pusiaukrastine,

nubrézta j jzambine. Taigi MN :%AB, t.y. MN:AB=1:2.

Ats.: 1:2.





