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1 uzdavinys. Isspreskite lygti:

x 1 5V/3+3

+
V3—1 V3+1 2

Sprendimas. Subendravardikline lygties kairigja puse gausime lygti:

r(V3+1)+V3-1 _ 5V3+3
2 2

= 2(V3+1)=4(V3+1) =z =4

<

2 uzdavinys. Jonas Rietaviskis eina per gelezinkelio tilta. Peréjes ‘—; tilto jis pamato artéjantj
traukinj. Cia Jonas suvokia du dalykus:

1. Budamas ant tilto jis negali prasilenkti su traukiniu;

2. Jis turi lygiai tiek laiko, kiek reikia nubeégti i bet kurj tilto gala ir pasitraukti nuo bégiy pries
atvaziuojant traukiniui.

Kokiu grei¢iu vaziuoja traukinys, jei Jonas Rietaviskis béga 20 kilometry per valandg greic¢iu?

Sprendimas. Jei Jonas Rietaviskis nuspresty bégti atgal, jam reikéty nubeégti % didesne tilto dalj
negu bégant i priekj. Kol Jonas nubégty % tilto, traukinys pervaziuoty visa tilta. Taigi traukinys
vaziuoja 7 kartus greiiau nei béga Jonas Rietaviskis ir jo greitis yra 20 - 7 = 140 km/val. <

3 uzdavinys. Paulius, Monika ir Andrius turi 21 vienodo dydzio uogienés stiklainj. Septyni i$
ju yra pilni uogienés, septyni puspilniai, o septyni — visai tusti. Vaikai nori pasidalinti stiklainius
taip, kad kiekvienas gauty po tiek pat stiklainiy ir po tiek pat uogienés. Kaip jiems tai padaryti
neperpilant uogieniy?

Sprendimas. 1S viso visuose stiklainiuose yra tiek uogienés, kiek uztekty 7-1+ 7 - % +7-0= 10%
stiklainiams pripilti. Vadinasi, kiekvienas is trijy besidalinanc¢iy uogiene ir stiklainius turéty gauti

10% : % = % = 3% stiklainiy uogienés ir % = 7 stiklainius. Taip galime padaryti, jei Paulius ir
Monika pasiimty po 3 pilnus stiklainius, 3 tusc¢ius ir po viena puspilnj, o Andriui tuo tarpu likty
1 pilnas, 1 tuséias ir 5 puspilniai stiklainiai. <

4 uzdavinys. Ar galima ant apskritimo esancius penkis taskus sujungti atkarpomis taip, kad
kiekvienas is siy penkiy tasky buty sujungtas lygiai su trimis kitais taskais?

Sprendimas. Tarkime, yra jmanoma taip sujungti taskus m atkarpomis. Sios atkarpos turéty 2m
galy. Kita vertus, jei is kiekvieno i$ 5 tasky iSeina po 3 atkarpas, tai i$ viso yra 5 -3 = 15 atkarpu
galy. Taciau 15 yra nelyginis skaic¢ius, vadinasi, taip sujungti taskus yra nejmanoma. <



5 uzdavinys. Duotas trikampis, kurio kampai yra 36°, 72° ir 72°. Ar gali visy jo krastiniy ilgiai
buti racionalieji skaiciai?

Sprendimas. Brézinyje trikampio AABC kampai ZA = ZC = 72°, o kampas
/4B = 36°. Kadangi AABC - lygiasonis, tai pazymékime AB = BC = z, o
pagrindg AC' = y. Pusiaukampiné AD dalija kampa ZBAC | du % = 36°
didumo kampus, taigi ZADC = 180° — ZDAC — ZACD = 180° — 36° —
72° = 72° ir trikampiai ADAC ir AABC yra panasieji, o lygiasonio trikampio
soninés krastinés lygios: AD = AC = y. Taip pat ir LZDAB = ZDBA =
36°, todél ABDA yra lygiasonis ir BD = DA =y, o CD = BC — BD =
x —y. Dabar i§ trikampiy AABC ir ACAD panasumo gauname, kad ¢ = D
”Ty;y = § — 1. Jvedg keitinj t = ¥ ir pertvarke lygti gauname e

t
ir iSsprende kvadrating lygti randame, jog t = #5 Kadangi t > 0, tai

t = #5 Vadinasi krastiniy santykis £ yra iracionalusis skaiius, taigi bent
vienos trikampio AABC krastinés ilgis yra iracionalusis skaicius. <
6 uzdavinys. [rodykite, kad sujunge bet kokio iskilojo keturkampio krastiniy vidurio taskus

gausime lygiagretainj.

Sprendimas. Tegu ABC'D - keturkampis, o My, My, M3, My — jo

B M, o krastiniy vidurio taskai. Pastebékime, kad M; M, yra trikampio

AABC viduriné linija, todél My M, || AC ivr MMy = ’42—0. Ana-

M, A, logiskai M;3M, yra trikampio AACD viduriné linija ir M3My ||

AC' || MMy ir MsM, = % = M;M,. Analogiskai samprotau-

A M, D dami gauname, kad MgMg || M4M1 ir M2M3 = M4M1. Vadina-

si, My MyMsM, — lygiagretainis. G |

7 uzdavinys. Paveikslélyje pavaizduoti du kvadratai ABCD ir D
DEFG, kuriy plotai yra 16. Jei H yra BC ir EFF vidurio taskas, F

koks yra figuros ABH FGD plotas?
E
B A

Sprendimas. Jei kvadraty plotai yra 16, tai juy krastiniy ilgiai yra v/16 = 4. Pastebésime, kad
Sapep+ Spera = 16+ 16 = 32 = Saprrap + Scpen. Belieka suskaiciuoti, koks yra keturkampio
CDEH plotas. Sis keturkampis sudarytas i$ dviejy lygiy staciyjy trikampiy: ACDH ir ADEH,
todél SCDEH = QSCDH =2- 472 = &8, o tuomet SABHFGD =32 —8=24. <

8 uzdavinys. Barbora sugalvoja kokj nors naturalyjj skaiciy ir uzraso ji ant lapo, tada mintyse
padaugina jj is dviejy ir priraso sj dviguba skaic¢iy salia pirmojo is desinés, taip gaudama viena
Hilga“ skaiCiy. Ar visada Sis skaicius dalijasi iS Sesiy?

Sprendimas. Pazymékime Barboros sugalvota skaiciy a, o skaic¢iaus 2a skaitmeny skaic¢iy pazymeé-
kime k > 1. Tuomet ,ilgasis“ skai¢ius yra lygus a - 10¥ 4+ 2a = a - (10* + 2). Kadangi skai¢iaus
(10% + 2) yra lyginis ir jo skaitmeny suma visada bus lygi 3, tai ir ,ilgasis* skaicius visada dalysis
is Sesiy be liekanos. <

9 uzdavinys. Koks maziausias naturalusis skai¢ius tampa 57 kartus mazesnis nubraukus pirmajj
jo skaitmenj?



Sprendimas. Pazymékime ieskomo skaiciaus pirmajj skaitmenj a, o skaiciy, gautg nubraukus pir-
maji skaitmenj — b, o b skaitmeny skaic¢iy pazymékime k. Tuomet ieskoma skaic¢iy galime uzrasyti
Sitaip: a - 10¥ 4+ b. Sudarome lygti: a - 10¥ +b = 57 - b, i§ ¢ia a - 10* = 56 - b. Kairioji lygybés puseé
dalijasi i§ 7 (nes 56 = 7-8), o kadangi 10* tikrai nesidalija i§ 7, o a - vienazenklis, tai a = 7. Kita
vertus, kairioji pusé taip pat dalijasi iS 8, o maziausias 10-ies laipsnis, kuris dalijasi is 8, yra 1000
(t. y. k = 3). Dabar jau galime rasti b: a-10¥ = 7000 = 56 - b = b = 125, o miisy ieSkomas
skaicius lygus 7000 4 125 = 7125. <

10 uzdavinys. Tarkime, kad n yra dviejy naturaliyjuy skaic¢iy kvadraty suma. [rodykite, kad 2n
taip pat yra dviejy naturaliyjy skaiciy kvadraty suma.

Sprendimas. Tarkime a ir b yra tokie naturalieji skaiciai, kad a?4+b* = n. Tuomet (a—b)?+(a+b)* =
= 2a® + 2b* = 2n. <
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1 uzdavinys. Duota funkcija y = 2 — 6ax + a*; ¢ia |a| < 1. Su kiekviena i$ a reikSmiy funkcijos
maziausig reikSme pazymeékime y.,;,. Su kuria parametro a reikSme y,;, yra didziausia?

Sprendimas. Kadangi y = 2% — 6az + a* = (z — 3a)? — 9a® + a*, tai maziausia y reiksmé jgyjama,
kai z = 3a, ir lygi Ymin = a* — 9a? = a*(a® — 9).
Bet |a| < 1, todél a® — 9 < 0, Ymin < 0, it Ymin didZiausia reiksmé yra 0, kuri pasiekiama, kai
a=0.
|

2 uzdavinys. Zinome, kad funkcijos f(z) = az” + bx® + cx — 5 reikdmé, kai x = 7 yra f(7) = 7.
Kam lygi funkcijos f(z) reiksSme, kai x = —77

Sprendimas. f(=7) = (=7)"a+(=7)30—Tc—5 = —(7"a+73b+7c)—5 = —(TTa+73b+7c—5)—10 =
= —f(7) - 10 = —17.
<

v . . . . I d 1 .
3 uzdavinys. [rodykite, kad jeic+d=1,c# 1, d# 1ir £ +§ = -, taia =b.

Sprendimas. [LIMO 1986] Padaugine abi lygybés < + 4 = acibd puses i§ ac + bd, turime ¢ + 244
+24 4 @* =1, o kadangi c+d =1, tai 2+ d® + 24 + %4 = (c+ d)? < cd (2 + %) = 2cd. Kadangi

cd#0,tai 2+ ¢=2=a>+V?=2ab= (a—b)?*=0=a=0b <

4 uzdavinys. Apskritimas padalintas j 4 sektorius. | kiekvieng sektoriy laikrodzio rodyklés kryp-
timi yra jrasyta po vieng skaiciy: 1, 0, 1, 0. Kiekvienu éjimu prie pasirinkty dviejy kaimyniniy
skai¢iy pridedame po vieneta. Ar jmanoma, kad po kazkurio éjimo visuose sektoriuose esantys
skaiciai buty lygus?

Sprendimas. Pazymékime sektoriuose esancius skaic¢ius pagal laikrodzio rodykle raidémis a, b, ¢ ir
d. Kiekvienu éjimu vienetu padidéja gretimi skaiciai, todeél reiskinio a — b + ¢ — d reikSmé niekada
nesikeic¢ia. Tai vadinama invariantu. Pradiné reiskinio reikSmé yra 1 — 0+ 1 — 0 = 2. Jei visuose
sektoriuose skaiciai buty lygus, reiskinio reiksme buty lygi 0. Gavome priestara. <

5 uzdavinys. Staciakampyje 20 x 17 Izabelé ir Mykolas paeiliui spalvina bet kokio dydzio is
langeliy sudarytus kvadratus. Jokie du kvadratai negali persidengti. Zaidima pralaimi tas, kuris
nebegali nuspalvinti jokio kvadrato. Izabelé pradeda zaidimg. Kaip jai reikia zaisti, kad visada
laimeéty zaidima?



Sprendimas. Izabelé gali pasinaudoti klasikine tokiy zaidimy taktika kodi-
niu zodziu ,simetrija“, kurios esme — atlikti tokj pirmajj ¢jima, kad paskui
kokj kvadrata benuspalvinty Mykolas, Izabelé visada galéty nuspalvin-

ti kuria nors prasme simetriskg kvadrata. Tam Izabelei reikia pirmuoju 16
éjimu nuspalvinti ,centrinj“ kvadrata: tai 16 x 16 kvadratas, kurio simet-
rijos asis sutampa su ta staciakampio simetrijos asimi, kuri staciakampj
padalina j du 10 x 17 dydzio staciakampius. Tada Mykolas butinai turés
spalvinti kokj nors kvadrata, kuris yra tik vienoje Sitos simetrijos asies
puséje (jis nebegalés spalvinti jokio kvadrato, per kurj eity simetrijos asis,

nes prie simetrijos asies nenuspalvinta liko tik 1 langelio plocio juostelé), 2 10 18
o Izabelé visada galés nuspalvinti simetriska Sios asies atzvilgiu. Kadangi

anksciau ar veliau visi kvadratéliai bus nuspalvinti, tai Mykolas nebegalés

atlikti éjimo ir Izabelé laimés zaidima. <

6 uzdavinys. Duotas trikampis, kurio kampai yra 36°, 72° ir 72°. Ar gali visy jo krastiniy ilgiai
buti racionalieji skaiciai?

Sprendimas. Brézinyje trikampio AABC kampai /A = ZC' = 72°, o kampas
/B = 36°. Kadangi AABC - lygiaSonis, tai pazymékime AB = BC = z, o
pagrinda AC' = y. Pusiaukampiné AD dalija kampg ZBAC i du 732 = 36°
didumo kampus, taigi ZADC = 180° — ZDAC — ZACD = 180° — 36° —
72° = 72° ir trikampiai ADAC ir AABC yra panasieji, o lygiasonio trikampio
soninés krastinés lygios: AD = AC = y. Taip pat ir ZDAB = /DBA =
36°, todél ABDA yra lygiasonis ir BD = DA =y, o CD = BC — BD =
x —y. Dabar i§ trikampiy AABC ir ACAD panasumo gauname, kad ¢ = D
% = - L Ivede keitinj ¢ = £ ir pertvarke lygtj gauname t2++—1 =0

ir iSsprende kvadratine lygti randame, jog t = #5 Kadangi t > 0, tai
t = %5 Vadinasi kraStiniy santykis £ yra iracionalusis skaicius, taigi bent
vienos trikampio AABC' krastinés ilgis yra iracionalusis skaicius. <

7 uzdavinys. Tieséje AB padétas toks taskas C, kad AC = 3C'B. Apskritimy, kuriy skersmenys
yra AC ir C'B, bendroji liestiné kerta tiese AB taske D. Irodykite, kad BD = C—ZB.

Sprendimas. Apskritimy, kuriy skersmenys AC ir BC, centrus pazymékime atitinkamai O; ir Os, o
taskus, kur siuos apskritimus liecia jy bendra liestiné, — atitinkamai F ir F'. Pazymékime CB = z,
o DB =y. Tada BOy = FOy = COy = 5,0 CO; = EO, = 37“3, Trikampiai ADOE ir ADOsF
yra status ir panasieji, todeél

EO, DO,  F+y 3z 5 CB

xr
FO, DO, ty y P Tt 27 2

<

8 uzdavinys. Jonas Rietaviskis ir Petras Plungiskis zaidzia tokj zaidima su laikrodziu (laikrodzio
ciferblatas su skai¢iais nuo 1 iki 12): Jonas pasirenka kokj nors skaiciy nuo 1 iki 12, bet nesako,
kokj. Tada Petras pradeda rodyti j skaicius laikrodyje, o sulig kiekvienu Petro parodytu skaiciu
Jonas prie savo sugalvotojo skaiciaus mintyse prideda po 1. Kai Jonas gauna skaiciy 20, jis pasako
»stop®. Kaip Petrui reikia rodyti j skaicius laikrodyje, kad kai Jonas pasako ,stop®, Petro rodomas
skai¢ius buty tas pats, kokj Jonas sugalvojo i$ pradziy?

Sprendimas. Jeigu Jono pasirinktas skaicius buty 12, tai jis pasiekty 20 ir pasakyty ,stop® po
8-0jo Petro parodyto skaic¢iaus. Vadinasi, 8-asis Petro parodytas skaic¢ius turéty buti 12. Jeigu



Jonas pasirinkty 11, tai sakyty ,,stop“ po 9-0jo parodyto skai¢iaus, taigi 9-uoju kartu Petras turéty
parodyti j 11. Analogiskai, 10-asis Petro parodytas skaic¢ius turéty buti 10, po to — 9 ir t.t. iki 19-
uoju kartu Petras parodyty j 1-etg. Kitaip sakant, pirmus septynis skaicius Petras rodo betkaip,
astuntg kartg parodo j 12 ir tada juda pries laikrodzio rodykle tol, kol Jonas pasako ,,stop®. |

9 uzdavinys. Lentoje surasyti natiiralieji skai¢iai nuo 1 iki 10%. Kiekvienu éjimu kiekviena skaiciy
pakeiciame jo skaitmeny suma. Taip darome tol, kol visi lentoje surasyti skaiciai tampa vienazen-
kliai. Ko lentoje bus daugiau — vienetuky ar dvejetuky?

Sprendimas. Trodysime, kad bet kuris naturalusis skaicius duoda tokia pacia liekana dalijant is 9
kaip ir to skaic¢iaus skaitmeny suma. IS tiesy, imkime skaiciy

aoalag...an:a0-10"+a1~10"*1+a2~10”*2+~--+an-100.

Pastebékime, kad paémus bet kokj 10-ies laipsnj 10 ir atémus 1 gautume skai¢iy, sudaryty is k
devynety, taigi 10 — 1 dalijasi i§ 9, o 10* duoda liekang 1, t.y. 10* = 9b;, + 1, kur bj, Zymi tam
tikra naturalyjj skaiciuy (raskite, kokj?). Taigi

Qo1 an=ap-10"+a, - 10" 4+ - +a,

=ap- (9o +1)+ar- (9 +1)+ - +a,

=9. (aobo + a1b1 + -+ an,lbn,l) + ((10 +a1+---+ap-1+ an),
Taip bet kurj naturalyjj skaiciy isskaidéme j du démenis: pirmajj, daly is 9, ir antrajj, kuris lygus
to skaic¢iaus skaitmeny sumai. Vadinasi, skaiciaus ir jo skaitmeny sumos lickanos dalinant is 9
sutampa.

Taigi skaiciy keiciant jo skaitmeny suma iki vienazenklio skaiciaus, galiausiai gausime to skai-

¢iaus liekang dalinant is 9 (jei skaicius dalijasi is 9, gausime ne 0, 0 9), o tai reiskia, kad galiausiai
lentoje like skaiciai (eilés tvarka) atrodys taip:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,2,3,4,5,6,7,8,9, . ..

Koks bus paskutinis skaic¢ius Sioje eiléje? Jau parodéme, kad 10° lickana dalijant i§ 9 lygi 1, taigi
toks ir bus paskutinis skaic¢ius. Vadinasi, 1-etuky bus daugiau nei 2-etuky. |

10 uzdavinys. Raskite visus naturaliuosius skaic¢ius n, su kuriais egzistuoja pirminiai skaiciai p, g
ir 7, tenkinantys lygybe p" + ¢* = r2.

Sprendimas. 18 pradziy pastebésime kelis dalykus:

o Jeir =2, tai lygybé néra teisinga su jokiais pirminiais p ir ¢ (isitikinkite!). Todél r - butinai
nelyginis pirminis skaicius.

e p"=12—¢*=(r—q)(r +q). Kadangi p - pirminis, tai abu dauginamieji yra lygus kokiam
nors p laipsniui:
r—q=7p",
r+q=7p,

kur k ir [ — sveiki neneigiami skaiciai ir [ > k.

« Sudéje abi lygybes gauname 2r = p*+p' = p*(p!*+1). Kadangi p* dalija 2r, o r — nelyginis,
tai gauname 3 atvejus: pF =1, pF =2 ir p¥ = r.



o (Dar galétume pastebéti — kadangi r? yra nelyginis, tai butinai vienas i$ salygos sumos
démeny p" arba ¢? yra lyginiai, taigi arba p, arba ¢ lygus 2. Sis pastebéjimas, nors miisy
sprendimui ir nereikalingas, taip pat gali pasitarnauti ieskant teisingo sprendimo.)

O dabar nagrinésime tris gautuosius atvejus:

1. Jei p* =1, tai r — ¢ = 1. Vieninteliai pirminiai tenkinantys $ig lygybe yra r = 3 ir ¢ = 2.
Tuomet 7 + ¢ = 5 = p', vadinasi, [ = 1,p = 5 ir galiausiai n = 1.

2. Jeiph =2, taip =2, k = lir lygybe 2r = p*+p' perrasome taip: 2r = 24+2! = r = 2/7141,
0q=r—2=2"1—1. Lygiai vienas i$ trijy i$ eilés einanciy skaiciy ¢ = 2!"1 — 1, 2= r =
2!=1 + 1 dalijasi i$ 3 ir Sis skaicius tikrai nebus vidurinysis 2/, taigi arba ¢, arba r dalijasi
is 3. Kadangi abu Sie skaiciai pirminiai, tai ¢ =3 arbar =3. Jeir =3, taiqg=r—2=1,
gauname priestara, lygybé neteisinga, o jei ¢ =3, 7 =5,0p" =2" =52 - 32 =16 ir n = 4.

3. Jei p* = r, tai gauname r — ¢ = p* = r ir ¢ = 0, o taip buti negali, gauname priestara.

Taigi, vieninteliai n, su kuriais p" + ¢ = 72 turi sprendinj, yra n = 1 ir n = 4. <



