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1 (9-10 klasés). Raskite visus realiuju skaiciy trejetus (x,y, z), tenkinancius
lygciy sistema

20 = 3z + 2zy + v,

20+ y+ 32+ 62z =0,

3z =2z +y + Jyz.

Sprendimas. Pazyméje X = 2z, Y = —y ir Z = 3z, gauname tokig lygciy
sistema:

XY=Z-X-Y,
XZ=Y-X-72,
YZ=X-Y -2

Atéme i8S pirmosios lygties antraja, gauname X (Y —Z2) = —2(Y — Z). Vadinasi,
Y = Z arba X = —2. ISnagrinésime abu atvejus.

Tegul Y = Z. IS antrosios lygties gauname XY = —X, todél X = 0 arba
Y = —1. Nagrinékime atvejj X = 0. Kadangi Y = Z, i$ treciosios lygties
iSplaukia, kad Y2 = —2Y, taigi Y = Z = —2 arba Y = Z = 0. Abu sprendiniai
(X,Y,Z) = (0,-2,-2) ir (0,0,0) tenkina lygciy sistema. Kadangi (x,y,z) =
= (%, -Y, %), tai duotosios lygciu sistemos atitinkami sprendiniai yra (0, 2, —%)
ir (0,0,0). Kitu atveju, kai ¥ = —1ir Z = Y = —1, i$ treciosios lygties
gauname 1 = X + 2, taigi X = —1. Akivaizdu, kad sprendinys (X,Y,Z) =
= (—1,—1,—1) tenkina lygciy sistema. Atitinkamas duotosios lygciu sistemos
sprendinys (z,y,z) yra (—3,1, —3).
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Belieka iSnagrinéti atveji X = —2. IS pirmosios lygties isplaukia lygybe
Y + 7 = —2, o tuomet is treciosios —

Y/ =-2-Y—-/Z=-2+4+2=0.

Vadinasi, Y = 0 arba Z = 0 ir atitinkamai Z = —2—Y = —2arba Y = —2. Abu

sprendiniai (X,Y,Z) = (—2,0,—2) ir (—2,—2,0) tenkina lygciy sistema. Juos

atitinkantys duotosios lyg¢iy sistemos sprendiniai yra (—1,0,—2) ir (—1,2,0).
Atsakymas: (z,y,z) = (0,0,0), (0,2, —%), (—%,1, —%), (—1,0, —%), (—1,2,0).
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2 (9-12 klasés). Duotas staciakampis ABCD, AB = 1, BC = 2. Istrizainéje
BD pasirenkame taska P, o krastinéje BC' — taska (). Kokia maziausia reikSme
gali jgyti suma C'P + P(Q)?

I sprendimas. Tegul E yra taskas, simetriskas taskui C' tiesés BD atzvilgiu, G

— statmens is tasko E j tiese BC' pagrindas, o F' ir M — atitinkamai tiesiy BD
ir EC bei BD ir EG susikirtimo taskai.

B Q G C

E

Tada C'F yra trikampio BC'D aukstiné ir CF = F'E. Beto, CP = EP,nes PF
— trikampio EF'PC' aukstiné ir pusiaukrastiné, taigi ir pusiaukampiné. Vadinasi,

CP+ PQ=EP+ PQ > EQ > EG.
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Be to, parinkus taskus P = M ir () = G, ¢ia galioja lygybes, todél reiksme EG
yra jgyjama. Belieka ja suskaiciuoti.
Pritaikome Pitagoro teorema staciajam trikampiui BC'D:

BD =VBC?+CD? = VBC? + AB? = /22 + 12 = /5.
Uzrase trikampio BC'D plota dviem budais, gauname BC' - CD = BD - CF,

todél C'F = \/lg Vadinasi,

4
CE—CF%—FE—QCF—E.
Kadangi ZCEG = ZFECD, tai statieji trikampiai CFD ir EGC — panasus.
Remdamiesi EG : CE = CF : C'D, apskai¢iuojame EG:
CE-CF 4 2 8

BEG=—""""—- . = -2
CD 5 5 5

8

Atsakymas: <.

11 sprendimas. Tarkime, kad P — bet kuris atkarpos BD taskas. Akivaizdu, kad
suma C'P+ P(@) bus maziausia, kai () yra is tasko P j tiese BC nuleisto statmens
pagrindas. Pazymékime o = ZC'PD ir f = ZBDC'. Taskui P slenkant atkarpa
BD nuo tasko B iki tasko D kampas ZPCD mazés nuo 90° iki 0°. Vadinasi,
a = 180° — LPCD — 8 didés nuo 90° — S iki 180° — .

B 2 Q C
1]

A 2 D

Aigku, kad
CP + PQ = CP + CPcos(ZCPQ) = CP(1 + cos(180° — o — 3)) =
= CP(1 — cos(a+ p)).
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Pritaike sinusy teorema trikampiui C'PD, gauname C'D : sina = C'P : sin 3,

taigi CP = 525 Belieka nustatyti maZiausia funkcijos

sina”

(1 —cos(ar+ B3))sin 3
sin o

fla) =

reiksme, kai 90° — 8 < a < 180° — 3. Pastebékime, kad

(1 —cos(a — f8) + cos(ar — B) — cos(ar + B))sin f
sin o B
(1 —cos(aw — B3))sin 3 n (2sinasinB)sin 3
sin sin

fla) =

(1 —cos(aw — 3))sin 3 -

> 2(sin )2,
sin «v (smﬁ)

= 2(sin 8)* +

nes sin § > 0, sina > 0 ir 1 — cos(a — ) > 0.

Lygybé f(a) = 2(sin 8)? galioja, kai cos(aw — 3) = 1. Kadangi 45° < 3 < 90°
ir 90° — 268 < a — B < 180° — 204, tai pastaroji lygybé galioja tada ir tik tada,
kai o = . (Matome, jog tada trikampis PC'D — lygiasonis, PC = CD = 1.)

Irodéme, kad maZiausia jmanoma sumos C' P+ PQ reik$me yra lygi 2(sin 3)2.
I staciojo trikampio BC'D gauname tg 5 = BC : CD = 2. I8 ¢ia isplaukia, kad

9 2(tg B)* B 2. 22 8

Ao = T g v 2 5

ir yra ta maziausioji C' P 4+ P(Q reikSmeé.

Atsakymas: .

3 (9-10 klasés). Reikia nuspalvinti kiekvieng aibes A = {1,2,3,4,5,6,7,8}
skaiciy. Skaicius 4 jau nuspalvintas raudonai. Jus galite spalvinti kiekvieng is
likusiy skaiciy meélynai arba raudonai, bet privalote laikytis dviejy taisykliy:

i) jeigu skaiciai = ir y nuspalvinti skirtingai ir x +y < 8, tai skai¢ius x +y
turi buti nuspalvintas mélynai;

ii) jeigu skai¢iai z ir y nuspalvinti skirtingai ir z - y < 8, tai skaicius z - y
turi buti nuspalvintas raudonai.

a) Nurodykite bent du aibés A spalvinius.

b) Raskite visus aibés A spalvinius.
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Sprendimas. Akivaizdu, kad vieng spalvinj gausime visus skaic¢ius nuspalvinda-
mi raudonai. Tuomet taisyklés i) ir ii) niekam netrukdo, nes skirtingai nuspal-
vinty skaiiy tiesiog néra. Tokj spalvinj zymésime R,R,R,R,R,R,R,R. (Raide R
visada naudosime raudonai spalvai zyméti, o raide M — mélynai.)

Tarkime, kad spalvinyje yra bent vienas mélynas skaic¢ius. Jrodysime, kad
skaic¢ius 1 tokiame spalvinyje yra nuspalvintas mélynai. Tarkime priesingai,
kad skai¢ius 1 yra nuspalvintas raudonai, o koks nors skai¢ius z (2 < z < 8) —
melynai. Tada, pagal ii) taisykle, tas pats skai¢ius x = 1 - x yra nuspalvintas
raudonali, priestara.

Toliau nagrinéjame atveji M,2,3,R,5,6,7,8. Pagal 1) taisykle, skai¢ius 3 turi
buti nuspalvintas mélynai (1 + 3 = 4), o skai¢ius 5 taip pat mélynai (kadangi
1 +4 =5). Dabar i$ lygybés 3 +4 = 7 ir i) taisyklés iSplaukia, kad skai¢ius 7
turi buti nuspalvintas mélynai. Vadinasi, visi spalviniai (su bent vienu mélynu
skai¢iumi) gali buti tik tokie: M,2,M,R,M,6,M,8.

Tarkime, kad skaic¢ius 2 nuspalvintas mélynai. Tada i$ 2-4 = 8 ir ii) taisykleés
isplaukia, kad skai¢ius 8 yra nuspalvintas raudonai. Remiantis i) taisykle ir ly-
gybe 2+6 = 8, matome, kad skaicius 6 turi buti nuspalvintas mélynai. Nesunku
isitikinti, kad M,M,M,R,M,M,M R tenkina abi taisykles, taigi yra spalvinys.

Nagrinékime atvejj, kai skaic¢ius 2 yra nuspalvintas raudonai, taigi nagrine-
jamas spalvinys yra toks: M,R,M,R,M,6,M,8. Remiantis lygybe 2 -3 = 6 ir
ii) taisykle, gauname, kad skaicius 6 nuspalvintas raudonai. Nesunku jsiti-
kinti, kad abu skaiciaus 8 spalvinimo variantai R ir M tinka, nes abu variantai
M,R,M,R,M,R,M,R ir M,R,M,R,M,R,M,M nepriestarauja taisykléms i) ir ii),
taigi jie taip pat yra spalviniai.

Atsakymas: R, R,R,R,R,R,R,.R  MM,M.RMMMR M,R,MR,MR,MR
ir M,R,M,R,M,R,M,M.

4 (9-10 klasés). Raskite visas sveikuju skaiciu poras (z,y), tenkinancias lygybe
23 + 32%y = 4y® + 100.

Sprendimas. Pastebékime, kad
100 = 2° + 322y — 4y = (2* — y*) + (32%y — 3y°) =
= (= y)(@® + oy +y°) + 3y(z —y)(z +y) =
= (2 —y)(2* + 4oy + 4y%) = (z — y)(x + 2y)*.
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Kadangi sveikojo skaiciaus kvadratas (z + 2y)? dalija 100, tai jis gali buti lygus
tik 1,4, 25 arba 100. Vadinasi, x 4+ 2y = +1,£2, 45, +10 ir atitinkamai x —y =
= 100, 25,4, 1.

[Snagrinésime visus astuonis atvejus. Jei x 4+ 2y = 1, tai x — y = 100.
Atéme antrajg lygti iS pirmosios, gauname 3y = —99. Vadinasi, y = —33 ir
r = 100 +y = 67. Akivaizdu, kad pora (z,y) = (67,—33) tenkina duotaja
lygybe.

Jei x4+ 2y = —1, tai x — y = 100. Tuomet, atéme antraja lygti iS pirmosios,

gauname 3y = —101. Tai nejmanoma, nes y € Z.
Jei x +2y = 2, tai x —y = 25. Gauname 3y = —23, taigi y ¢ Z. Jei
xr+ 2y = —2, tai x —y = 25. Nesunku jsitikinti, jog is ¢ia gaunama pora

(x,y) = (16, —9) tenkina duotaja lygybe.

Jei x+2y = +£5, tai x —y = 4. Vienintelé is iy dviejy lygciy sistemy gaunama
sveikujy skai¢iy pora yra (z,y) = (1, —3). Ji tenkina duotaja lygybe.

Analogiskai, iSnagrinéje dvi lygéiy sistemas x +2y = £10, x —y = 1, gausime
dar vieng tinkama sveikyju skaiciu pora (x,y) = (4, 3).

Atsakymas: (z,y) = (1,-3), (4,3), (16, —-9) ir (67, —33).

5 (11-12 klasés). Realieji skaiciai aq, as, .. ., ajg tenkina tokias salygas:

ay = az = ... = ap = 0,
(11+CL2<100,

CL3+(I4+"'+CL100<100.

a) Kam lygi didziausia galima af 4+ a3 + - - - + af, reikSme?

b) Raskite visus skai¢iy rinkinius ay, as, . . ., a0, su kuriais ji jgyjama.

Sprendimas. Pazymékime ay = x. Tada x < a; < 100—z (vadinasi, 0 < 2 < 50)
ir a; < x su kiekvienu i = 3,4, ..., 100. Naudodamiesi nelygybémis a? < xa; su
kiekvienu i = 3,4, ...,100, gauname

a3 +aj+ -+ ajyy < zlaz+ag+ -+ ayo) < 100z

Be to,
a2 + a3 < (100 — x)* + 2 = 10000 + 22* — 200z.



Vadinasi,

S=ai+a;+ai+ -+ aly < 10000 + 22 — 200z + 100z =
= 22 — 100z + 10000 = 10000 — 2x(50 — ).

Kadangi 0 < x < 50, tai 2x(50 — x) > 0. Vadinasi, S < 10000.

Reiksme 10000 kvadraty suma S jgyja tada ir tik tada, kai 22(50 — ) = 0,
a; =100 —x, a? = xa; (¢iai = 3,...,100) ir ag+as+- - +aig = 100 (3i salyga
reikalinga tik tuo atveju, kai x # 0).

Turime du atvejus: z = 0 ir x = 50. Pirmuoju atveju, x = 0, gauname
a; = 100, ay = x = 01ir ag = --- = a;g0 = 0. Matome, kad visos reikalingos
lygybés galioja. (Lygybé az+ a4+ - - -+ ajg0 = 100 ¢ia nereikalinga, nes = = 0.)
Vadinasi, reiksme 10000 kvadraty suma S jgyti gali.

Antruoju atveju, r = 50, gauname a; = ay = 50, a? = 50a; (i = 3,...,100)
ir az 4+ a4+ - -+ + a100 = 100. Vadinasi, a; € {0,50} su kiekvienu ¢ = 3, ..., 100.
Kadangi a3 > a4 > ... > ajq0, kiekvienas is Siy skaic¢iy yra lygus arba 50, arba
0, o ju visy suma yra lygi 100, tai vienintelis toks jmanomas rinkinys yra as =

:a4:50,a5:---:a100:().
Atsakymas: a) 10000; b) a; = 100, ag = -++ = ay00 = 0 ir a1 = ay = a3 =
:CL4:50,&5:"':CL100:O.

6 (11-12 klaseés). [ kiekviena lentelés 100 x 100 langelj jrasytas naturalusis
skaic¢ius. Bet kuriy dviejy gretimuose langeliuose esanciy skaiciy skirtumas
yra ne didesnis uz 10. [rodykite, kad bent Sesiuose langeliuose jrasyti vienodi

skaiciai. (Gretimi langeliai turi bendra krastine.)

Sprendimas. Tegul m — maziausias lenteléje jrasytas skaicius, o M — didziausias.
IS bet kurio lentelés langelio i bet kurj kita galima patekti per keleta karty vis
pereinant j gretima langelj. IS viso uzteks padaryti ne daugiau kaip 99 tokius
éjimus vertikaliai ir ne daugiau kaip 99 — horizontaliai. Kadangi bet kuriy

dviejuy gretimuose langeliuose esanciy skaic¢iy skirtumas nevirsija 10, tai
M<m+99-10+99 - 10 = m + 1980.

Vadinasi, lenteléje yra ne daugiau kaip 1981 skirtingas skaicius. Jei kiekvienas
is ju lenteléje buty jrasytas maziau kaip 6 kartus, tai is viso lenteléje buty ne
daugiau kaip 1981 - 5 = 9905 skaiciai, o juy yra 100 - 100 = 10000, priestara.
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7 (11-12 klasés). Raskite visas naturaliyjy skaiciy poras (m,n), su kuriomis

m2918 + n dalijasi i§ mn.

Sprendimas. Jei m = 1, tai 1 +n dalijasi iS n. Vadinasi, n = 1. Akivaizdu, kad
pora (m,n) = (1,1) tenkina uzdavinio salyga.
Tarkime, kad m > 1. Kadangi m|m?*® tai m|n. Tegul k yra didZiausias

naturalusis skai¢ius, su kuriuo m* dalija n, t. y. n = mF*

r, ¢ia r € N nesidalija
is m. Kadangi m**! dalija mn, tai m**! dalija ir m?°'® +n = m2°18 4 mbr. I3
mF|m?18 (ir m > 1) isplaukia, kad k < 2018. Kita vertus, jei k < 2018, tai m**!
dalija m?*8, bet nedalija m*r, todél nedalija ir m?°'8+mPFr, priestara. Vadinasi,
k= 2018, o n = m*¥r. 1§ mn = m?*Yr ir m?°1® 4 n = m?*¥(1 + r) gauname,
kad mr|(1+7r). IS r|(1+r) iSplaukia, kad » = 1. Taigi m|2. Be to, m > 1, todél
m =2, 0 n =m?8r = 22918 Akivaizdu, kad pora (m,n) = (2,2%°!8) tenkina
uzdavinio salyga.
Atsakymas: (m,n) = (1,1) ir (2,2201%).



