PASVALIO KRASTO
20-0JI KOMANDINE MATEMATIKOS OLIMPIADA
PROFESORIAUS BRONIAUS GRIGELIONIO
TAUREI LAIMETI

Pasvalys, 2018 m. lapkricio 23 d.

UZDAVINIY SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

1. Vaikas skaiciavo reiskinio reikSme su skaiciuotuvu, pasirinkes konkrecius nattiraliuosius

skai¢ius @, b ir c. Nezinodamas, kokia tvarka skaiCiuotuvas atlicka sudéties ir dalybos
veiksmus, jis i§ eilés paspaudé klavisus

al. + (bl [ [e] [=

ir pamaté atsakymga 11. Pasitikrindamas jis sukeité vietomis a ir b, paspaudé klavisus
b+ el [ el =

ir labai nustebo, pamates atsakymg 14. Kokig reiskinio a+h

reikSme turéjo gauti vaikas?

Sprendimas. I8 lygybiy a+%:11 ir b+%:14 matyti, kad ¢ #1, o skaiciai b ir a turi

dalytis 1§ c. Pastaroji iSvada reiSkia, kad reiSkinio hi reikSmé yra teigiamas sveikasis
skaiCius, didesnis uz 1.
Sud¢je abi lygybes, gauname lygybe a—+b-(c +1) =25, 18 kurios i$plaukia, kad c+1=5.
C
+b

O tai reitkia, kad aT _5,

Ats.: 5.

2. Naturalusis skaicius a turi 2 skaitmenis, nattiralusis skai¢ius b turi a skaitmeny, o natiiralusis
skaicius C turi b skaitmeny. Kokia yra maziausia € reikSmeé?

Sprendimas. AiSku, kad pasirinkus maZiausig skai¢iy a (taigi a=10) galima rasti
9
maziausig skaiciy b =10°, o tada ir maziausig skaiciy € = 10101

9
Ats.: 10101



3. Raskite 5 naturaliuosius skaicius @, b, ¢, d, e (a <b <c<d <e), kurie tenkina lygybe

Sprendimas. Aisku, kad

1+—+—=1
2
ir
1_ n+1 _ n N 1 _1+ 1
n nin+l) n(h+1) nnh+1) n+1 n(h+1)
Kadangi
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=t =4, = ——=—+——,
6 7 6-7 7 42 42 43 42-43 43 1806
tai
11 1 1 1
—+—+=-+—+—=1
2 3 7 43 1806

Ats.: a=2, b=3, c=7, d=43, e=1806.

4. Jono ir Jauniaus amziy (metais) santykis yra 3:1. Prie§ 3 metus jis buvo 4:1. Po keliy mety Jono
ir Jauniaus amziy santykis bus 2:1?

Sprendimas. Tegu X yra Jauniaus amzius. Tada (pagal uzdavinio sglyga) Jono amzius yra
3X mety.

Kadangi 3x=3 =4, tai x=9.
X-3
Jei ieSkomas atsakymas yra y mety, tai

3)(er:2:>ﬂz2:>y=9.
X+Yy 9+vy

Ats.: Po 9 mety.

5. Jokubas, Alisa ir Vilius nusipirko trijy skirtingy roSiy saldainiy. Jokiibas uZz vieng eurg
nusipirko 4 Sokoladinius saldainius, karamelg ir irisg. Alisa uz 70 euro centy nusipirko 3 irisus,
2 Sokoladinius saldainius ir karamele, o Vilius uz 50 euro centy nusipirtko 2 karameles ir
Sokoladinj saldainj. Kiek kainuoja karamelé?

Sprendimas. Tegu s, k ir i yra atitinkamai Sokoladinio saldainio, karamelés ir iriso kaina
(euro centais).
Remdamiesi salyga, gauname $ias lygtis: 4s+k +i=100, 2s+k+3i=70 ir s+ 2k =50.

Jras¢ s=50—2K j pirma ir antrg lygtj, gauname dviejy lyg¢iy su dviem nezinomaisiais sistemg
-7k +1=-100,
{— 3k +3i =-30.
I§ pirmos lygties gauname, kad i =7k —100. Sig dydZio i i§raigka jrase j antra lygtj, gauname:
-3k +3(7k —100) =-30, 18k =270, k=15.
Taigi karamelés kaina yra 15 euro centy.

Ats.: 15 ct.



6. Keturi moksleiviai A, B, C ir D dalyvavo bégimo varzybose. Moksleivis A pasaké, kad jis
finiSavo pirmas, B — kad jis finiSavo ketvirtas, C — kad finiSavo ne pirmas ir ne ketvirtas, o
D — kad fini$avo ne ketvirtas. Zinoma, kad trys moksleiviai saké tiesa, o vienas — pamelavo.
Kuris moksleivis finiSavo pirmas, o kuris paskutinis?

Sprendimas. Jei C pamelavo, tai jis finiSavo pirmas arba ketvirtas, bet tai reiksty, kad A
arba B taip pat melavo. Vadinasi, moksleivis C saké tiesa.

Jei D pamelavo, tai ieity, kad ir B pamelavo, o melagis tik vienas. Taigi moksleivis D taip
pat saké tiesg.

Jei B buty pamelaves, iSeity, kad né vienas moksleivis nebuvo paskutinis. Vadinasi,
moksleivis B saké tiesg. Jis varzybose buvo paskutinis. Pirmas finiSavo moksleivis D.

Ats.: D — pirmas, B — paskutinis.

7. Kiek yra penkiazenkliy skaiciy, sudaryty i$ skirtingy skaitmeny, tarp kuriy yra skaitmuo 3?

Sprendimas. IS viso yra 9-9-8-7-6 penkiazenkliy skaiiy, kuriy visi skaitmenys skirtingi,
o be skaitmens 3 tokiy skai¢iy yra 8-8-7-6-5. Vadinasi, ieSkomas skaifius yra
9.9.8-7-6-8-8-7-6-5=13776.

Ats.: 13 776.

8. Kiek sveikyjy sprendiniy (a; b; c; d; e) turi lygtis

a®+b%+c%+d%+e? =137

Sprendimas. Aisku, kad |a|, |b|, |c|, |d|, |e|< 3.

Jei vieno nezinomojo reikSmé 3 arba —3, tai likusiy keturiy kvadraty suma 4. O tai reiskia,
kad visy keturiy nezinomyjy reik§més 1 arba vieno reikSmé +2, o likusiy trijy — nuliai.
Suskai¢iave gauname 5-2(2* +4-2) = 240 sprendiniy.

Jei néra nezinomojo, kurio reikSmé biity 3 taj trijy nezinomuyjy reikmés turi bati * 2.
vieno reiksmé 1 ir vieno — nulis. Keisdami skaiGius vietomis gauname 9-4: 2% =320
sprendiniy.

Taigi i3 viso lygtis turi 240+320=360 sveikyjy sprendiniy.

Ats.: 560.

9. Lygiagretainio ABCD krastinés DA tesinyje uz tasko A pazymétas taskas P. Ties¢ PC kerta
atkarpas AB ir BD atitinkamai taSkuose Q ir R. Raskite RC, jei RP =m, RQ =n.

Sprendimas. Trikampiai RBC ir RDP yra panasieji,

C B
RC RB . .. . ..

todel —=——. Trikampiai RB ir RDC irgi
°““" Rr TRD P Q 9 R

RB R
panasieji, todel —:—Q. IS Siy lygybiy iSplaukia, Q

RD RC p

RC RO D A *

kad $=E, todel RC ZﬂRPRQ =/Mmn.

Ats.: v/mn.



10. Staciojo trikampio ABC statiniai AC =5, BC =12. Apskritimas,
kurio centras M yra statinio AC taskas, lieCia statinj BC taske C ir
jzambine AB taSke N. Raskite to apskritimo spindulj.

Sprendimas. Kadangi atkarpa BM yra kampo B pusiaukampiné,
tai statieji trikampiai MCB ir MNB yra lygts, taigi NB=BC =12.
Kadangi jzambiné AB =13, tai AN =1. Statieji trikampiai ANM ir

ACB yra panasieji, todél M = ﬂ IS ¢ia iSplaukia, kad ieSkomasis
CB AC
spindulio ilgis NM = AN-CB _12 2,4,
AC 5

Ats.: 2,4,
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1. PlokStumoje pazyméti 9 taskai: keturios kvadrato virSungs, to kvadrato visy krastiniy vidurio
taskai ir jo istrizainiy susikirtimo taskas. Kiek i§ viso yra trikampiy, kuriy virsiinés yra trys i§ 9
pazymetyjy tasky? Keli i$ jy yra statieji?

Sprendimas. Aisku, kad i§ 9 tasky galima sudaryti
Cd = 9 e
36!

tasky trejetus. Bet tarp jy yra astuoni tasky, esanciy vienoje ties¢je, trejetai,
kurie trikampio nesudaro. Vadinasi, i§ viso yra 84—-8=76 trikampiai.

Staciuosius trikampius galima suskaiciuoti taip:

1) yra 4 statieji trikampiai, kuriy stac¢iojo kampo vir$iiné yra ta pati "
kvadrato vir$iing;

2) yra 5 statieji trikampiai, kuriy stac¢iojo kampo virSiiné yra tas pats kvadrato krastinés
vidurio taskas;

3) yra 8 statieji trikampiai, kuriy stac¢iojo kampo vir§iné yra kvadrato centras.

Todél i§ viso gauname 4-4+5-4+8=44 staCiuosius trikampius.
Ats.: 76; 44.

2. Keturi moksleiviai A, B, C ir D dalyvavo bégimo varzybose. Moksleivis A pasaké, kad jis

finiSavo pirmas, B — kad jis finiSavo ketvirtas, C — kad finiSavo ne pirmas ir ne ketvirtas, o
D — kad fini$avo ne ketvirtas. Zinoma, kad trys moksleiviai saké tiesa, o vienas — pamelavo.
Kuris moksleivis finiSavo pirmas, o kuris paskutinis?

Sprendimas. Jei C pamelavo, tai jis finiSavo pirmas arba ketvirtas, bet tai reiksty, kad A
arba B taip pat melavo. Vadinasi, moksleivis C saké tiesa.

Jei D pamelavo, tai iSeity, kad ir B pamelavo, o melagis tik vienas. Taigi moksleivis D taip
pat saké tiesg.

Jei B buty pamelaves, iSeity, kad né vienas moksleivis nebuvo paskutinis. Vadinasi,
moksleivis B saké tiesg. Jis varzybose buvo paskutinis. Pirmas finisavo moksleivis D.

Ats.: D — pirmas, B — paskutinis.



3. Kiek yra nataraliyjy skaiciy pory (@; b), kurioms esant kvadratinés lygties ax’> —10x+b=0

sprendiniai yra natiiralieji skaiciai?

Sprendimas. Tegu naturalieji skai¢iai m ir n yra kvadratinés lygties sprendiniai. Tada

ax® —10x+b = a(x—m)(x—n) = a(x2 —(M+n)x+mn).

I$ Cia iSplaukia, kad a(m+n)=10 ir b=amn. Kadangi m+n> 2, tai galimos a reik§més yra
1,2ir5.

Jei a=1 tai m+n=10. Todél galimos b reikSmés yra 1-1-9=1.9.1=9,
1.2.8=1-8-2=16, 1-3-7=1-7-3=21, 1.4-6=1-6-4=24 ir 1.5-5=25.

Jei a=2, tai m+n=5 Todé¢l galimos b reikSmés yra 2-1.4=2-4.1=8 ir
2-2-3=2-3-2=12.

Jei a=5, tai m=n=1ir b=5-1.1=5.

Taigi gauname 8 skirtingas nattiraliyjy skai¢iy poras (a; b).

Ats.: 8.

4. Teigiami realieji skaiCiai a ir b tenkina salyga 5 L +— L = E Raskite didziau-
a“+4b+4 b°+4a+4

sig sumos a+b reikSme.

Sprendimas. Kadangi a® +4=(a—2)?+4a ir b +4=(b—2)% +4b, tai

a’+4b+4=(a-2)2+4(a+b)>4@+b) ir b +4a+4=(b-2)2 +4(a+b)>4(a+h).
Todél E =— L +— L < ! .
8 a‘+4b+4 Db +4a+4 2(a+b)
Jei a=b =2, uzdavinio sglyga tenkinama, todél 4 yra didziausia sumos a+b reik§me.
Ats.: 4.

I§ ¢ia gauname, kad a+b <4.

5. Kiek yra sveikyjy skaiéiy pory (X; y), kurios tenkina lygtj X2 + y2 +Xy—X+y=2?

Sprendimas. Lygtj uzrasykime pavidalu
X2 +(y—1)x+(y2 +y—-2)=0

ir spreskime jg neZinomojo X atzvilgiu.

Sios kvadratinés lygties diskriminantas yra

D=(y-1)°-4(y* +y-2)=-3(y* +2y~3) =-3(y +3)(y -).

Salyga D>0 galioja, kai ye[-3;1], todél pakanka i$spresti lygtj Siais atvejais: Yy =-3,
y=-2, y=-1 y=0, y=1

Kai y=-3, tai x=2.

Kai y=-2, tai x=0 arba x=3.

Kai y=-1, xreik§més néra sveikieji skaiciai.

Kai y=0, tai x=—1 arba x=2.

Kai y=1, tai x=0.

Taigi gauname 6 sveikyjy skaiciy poras ((2; —3), (0; -2), (3;-2), (-1;0), (2; 0),(0; 1)),
kurios tenkina lygti.

Ats.: 6.

6. Raskite 5 natiiraliuosius skaicius a, b, ¢, d, e (a<b<c<d <e), kurie tenkina lygybe



Sprendimas. Aisku, kad

1 11 1 n+1 n 1 1 1
—+=-+=-=11ir == = + = + :
2 3 6 n nn+1) n(n+d) nin+l) n+1 n(n+l
.11 1 1 1 1 1 1 1
Kadangi —=—+—=-4+—, —=—+———=—+——,
6 7 6.7 7 42 42 43 42-43 43 1806

.11 1 1 1
tal —+-+-+—+-—==1
2 3 7 43 1806
Ats.: a=2, b=3, c=7, d =43, e=1806.

. Kalédy Senelis siiilo vaikui pasirinkti du teigiamus realiuosius skaicius X ir y ir duoda jam tiek
kilogramy saldainiy, koks yra maziausias i§ skai¢iy X, y+— ir 1 Kokj didziausig saldainiy
X y

kiekj gali gauti vaikas?

Sprendimas. Tegu S yra maziausias i§ skaiciy X, Y + S ir 1
y

I$ nelygybiy X>S ir l28 gauname, kad y+§£§. Taigi S£y+%£§. I$ Sios
y

: . . 2 .
dvigubos nelygybés isplaukia, kad S < 3 Vadinasi, S < \/? :
Kadangi reiksmé S =+/2 yra pasiekiama pasirinkus, pavyzdziui, Xx=+/2 ir y= %, tai

galima daryti i§vada, kad didZiausias saldainiy kiekis, kurj gali gauti vaikas, yra J2 kg.
Ats.: v/2 kg.

Sakykime, kad n yra natiiralusis skaicius, & =n, a, = [%} , 83 = [a—;} ir a, :[%} ; ¢ia [...]

zymi skaiCiaus sveikaja dalj (didziausig sveikaj] skaiCiy, ne didesnj uz ji). Kiek yra natiiraliyjy
skaiciy n aibgje {1; 2; 3; ...; 1000} tokiy, kad né vienas i§ skaiCiy &, a,, as ir a, nesidalija i 3?
Sprendimas. Jei skai¢ius & nesidalija i§ 3, tai a=n=3k+k, L=12 ir

az = |:kl +I§1j| = kl'
Jei a.2 nesidalija 18 3, tai a2 = k]. =3k2 + |2, |2 =1, 2, ir a3 = ‘:kz +|§2:l = k2.

JEi il’ a3 nesidalija 18 3, tai a3 = k2 = 3k3 + |3, |3 :1, 2, ir a4 = |:k3 +|§3} = k3.

O kad skaiCius a, nesidalyty i$ 3, turi biiti ky =3k, +14, 1, =1, 2.
IS ¢ia gausime, kad
n=81k, + 271, + 913 +3l, + 1, =81k, + 15, 15 =271, +9l3+3l, +1;.

Liekany k, I, I3 ir 1, skirtingy rinkiniy (l; 15;13;1;) yra 2-2-2-2=16, maziausia lg
reik§mé yra 27 +9+3+1=40, o didziausia |5 reikSmé yra 27-2+9-2+3-2+2=80.

Galimoms k, reikSméms rasti reikia i§spresti nelygybe 1< 81k, +l5 <1000.

Aisku, kad maziausia k, reikSmé yra 0, o didziausia reikSmé gaunama i§ nelygybés
81k, +40 <1000 (ji lygi 11). Taigi k, =0,1, 2, ...,11.

Gauname 16-12 =192 natiraliyjy skaiciy n, kurie tenkina uzdavinio sglyga.
Ats.: 192.



9.

10.

Taskas D yra lygiasonio trikampio ABC pagrindo AB vidurys, AE yra trikampio ABC
pusiaukampiné. Zinoma, kad AE = 2CD. Raskite trikampio ABC kampy didumus.

Sprendimas. Nubrézkime DF || AE, F eCB. Kadangi atkarpa C
DF yra trikampio AEB viduriné linija, tai DF =0,5AE =CD,
taigi trikampis FCD yra lygiaSonis, todel E
/CEA=/CFD=/DCF =ZACD=90"-ZA Kadangi
Z/ACD=/DCE =/AEC=90"-/A, tai i§ trikampio ACE D
turime 05/A+3(90°-~A)=180". I§ ¢&ia gauname, kad
Z/A=36".
Ats.: 36°, 36°, 108°.

Taskai D ir E yra trikampio ABC krastinése — atitinkamai BC ir AB, tiesés AD ir CE susikerta
taske S. Raskite trikampio ABC plota, jei trikampiy ACS, DCS ir AES plotai yra lygis
atitinkamai 6, 4 ir 3.

Sprendimas. Kadangi trikampiy ASC ir DSC aukstiné y
1§ virStunés C yra bendra, tai jy ploty santykis lygus
kraStiniy AS ir DS santykiui, todél EZQ:E. Analo-
SO 4 2
giskai trikampiy ACS ir AES aukstinés i virStnés A
sutampa, tod¢l Siy trikampiy ploty santykis lygus atkarpy E

CS ir ES santykiui: % = % = 2. Jei trikampiy BSE ir BDS

plotus Zymésime X ir y, tai trikampiy ABS ir BDS plotams !

X+3 ir y gauname lygtj ﬂ:g Analogiskai trikampiy BCS ir BSE plotams y+4 ir x
y

gauname lygtj y+a_ 2. I8 abiejy lyg¢iy randame x=4,5, y =5. Taigi trikampio ABC plotas
X

S=6+4+3+x+Yy=225.
Ats.: 22,5.





