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1 (9-10 klasés). ISspreskite lygti Va2 —1=zyx — a — 1.

Sprendimas. Aisku, kad x > 1, o abi lygties Va2 — 1 + vz — 1 = z\/7 puseés

yra neneigiamos. Pakéle abi puses kvadratu, gauname ekvivalencig lygtj

x2—1+x—1+2\/(x2—1)(x—1):x3

su salyga, kad x > 1. Vadinasi,

2\/(302—1)(30—1)::1:3—352—:16—1—2:(x2—1)(3:—1)+1.

Pazyméje y = (2 — 1)(z — 1), matome, kad y > 0 ir 2,/y = y + 1. Vadinasi,
y+1-2y =LY — 1)2 = 0. Vienintelis Sios lygties sprendinys yra y = 1.
Taigi prading lygtj tenkina visi realieji skaic¢iai x > 1, su kuriais galioja lygybeé
(2 — 1)(z — 1) = 1 ir tik jie. Si lygtis ekvivalenti lygciai

(> -Dz-1-1=2*-2*—2+1-1=2*-2*—a2=0@’—2-1)=0,
1+v5

2

r=0irx = 1_7*/5 yra mazesni uz 1.) Gautasis sprendinys tenkina pradine lygtj,
kadangi atlikome tik ekvivalencius pertvarkymus su salyga, kad = > 1.

1+v5
5

turinciai vienintelj sprendinj x = , ne mazesnj uz 1. (Kiti du jos sprendiniai

Atsakymas: x =

2 (9-12 klaseés). Trikampio ABC krastinéje AB yra taskai K ir L (taskas
K yra atkarpoje AL), o krastinéje AC' — taskas M. Atkarpos CL, CK ir MK
dalija pradinj trikampj j keturis panasius trikampius. Raskite trikampio ABC
kampus.
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Sprendimas. Irodysime, kad KM | AC. Tarkime, kad v = ZAMK # 90°.
Tada Z/CMK = 180° —~v # ZAMK. Taigi, remiantis trikampiy CMK ir
AMK panasumu, ZMAK = 180° —~ arba ZAK M = 180° — . Abiem atvejais
trikampio AM K dviejy kampy suma yra lygi v + 180° — v = 180°, priestara.
Vadinasi, v = 90°. Visiskai tokiu paciu samprotavimu jrodoma, kad CL 1. AB,
taigi ZAMK = /CMK = ZCLK = ZCLB = 90°. Pazymékime /ZMAK = «
ir AIMKA = j3, éia a+ = 90° (zr. brézinj).

A

B

Jei AMKC = a, tai ZCKA = f+a=90°ir ZCKL = 180°— ZCK A = 90°.
Tada trikampis C K L turi du stacius kampus, priestara. Vadinasi, /M KC' = (3,
o tada ZMCK = «. Analogiskai, vienas i$ kampy ZCKL ir ZKCL yra «, o
kitas . Jei ZCKL = «, tai ZKCL = 3. Tada ZLCA = a+ 3 = 90°, taigi
trikampis CAL turi du stacius kampus, vél priestara. Vadinasi, ZCKL = 3 ir
ZKCL = «. I8 lygybés

180° = ZLMKA+ /ZMKC + ZCKL =3+ 3+ 3 =303
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isplaukia, kad g = 60°. Taigi o = 90° — 8 = 30°. Gavome, kad trikampis C' LK
yra statusis, ZCLA = 90°, ZACL = 60° ir ZCAL = 30°. Be to, CK yra sio
trikampio pusiaukampiné ir KM 1 AC. Kadangi visy triju trikampiy AM K,
CMK ir CKL kampai yra 90°,60° ir 30°, tai jie yra panasus.

Q
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h

Q
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Trikampyje C'LB turime ZC'LB = 90°, taigi kiti du kampai turi buti 60° ir
30°. Akivaizdu, kad abu atvejai, /BCL = 30°, ZCBL = 60° ir Z/BCL = 60°,
ZCBL = 30° yra galimi (zr. brézinj). Trikampio ABC kampai yra atitinkamai
90°,60°,30° arba 120°,30°, 30°.

Atsakymas: 90°,60°, 30° arba 120°, 30°, 30°.

3 (9-10 klaseés). Petras pasirinko 5 taisyklingojo 10-kampio virSunes, o Pau-
lius — 13 taisyklingojo 30-kampio virsuniy.
a) Ar as visada galésiu nurodyti tokias 3 virsunes iS Petro pasirinktuju,
kad jos buty lygiasonio trikampio virsunés?
b) Ar as visada galésiu ta patj padaryti su Pauliaus virsunémis?

Sprendimas. Tarkime, kad turime kokias nors tris pazymeétas taisyklingojo pen-
kiakampio virsunes. Aisku, kad bent dvi i$ jy yra gretimos. Kad ir kur bebuty
treCioji pazymeétoji virsuné (o ji uzima viena i$ triju likusiy viety), nesunku
isitikinti, kad trys pazymeétos virsunes visada yra lygiasonio trikampio virSunes.

Irodysime, kad abiem atvejais, a) ir b), as visada galésiu nurodyti tokias 3
virsunes, kad jos buty lygiasonio trikampio virsunés. IS tikryjy, pradéje nuo
bet kurios ir imdami kas antra 10-kampio virSune, mes gausime taisyklingaji
penkiakampj. Likusios penkios 10-kampio virsunés taip pat eis kas antra, taigi
ir jos sudaro taisyklingaji penkiakampj. Bent trys is 5 Petro pasirinktyjy virsu-
niy priklauso vienam is $iy dviejy taisyklingyjy penkiakampiy. Pagal auksciau
irodyta teiginj, jos visada yra yra lygiasonio trikampio virsunés. Lygiai taip
pat ir b) atveju imdami kas SeSta virsune ir po to tai kartodami i$ taisyklingo-
jo 30-kampio sudarome 6 taisyklinguosius penkiakampius. Remiantis Dirichlé
principu, bent 3 iS 13 Pauliaus pasirinktyjy virSuniy priklausys bent vienam is
siy 6 taisyklinguju penkiakampiy. Pagal aukséiau jrodyta teiginj, jos visada yra
lygiasonio trikampio virsuneés.

Atsakymas: a) taip; b) taip.

4 (9-10 klasés). Mokytoja uzdavé mintinai iSmokti kuo didesnio skaiciaus
skaitmenis. Pirmuné Julija dideléje lentoje viena po kito uzrasé visus skaiciaus
42019 gkaitmenis. Isdykélis Juozas visiems nusprendé jrodyti, kad jis yra dar
Saunesnis: jsiminé ir vieng po kito uZrasé visus skaiciaus 252°1 skaitmenis.

Kiek is viso lentoje uzrasyta skaitmeny?
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Sprendimas. Jei Julijos skaic¢ius turi m skaitmeny, tai 10m~! < 42919 < 10™,
Be to, lygybé 10m~! = 42919 pegalima, nes m > 1, taigi kairioji lygybés pusé
dalijasi i$ 5, o desinioji nesidalija. Vadinasi, 10m~! < 42019 < 10™. Analogiskai,
jei Juozo skaiius turi n skaitmeny, tai 107! < 25201 < 10", Sudaugine Sias

nelygybes, gauname
1Om+n—2 < 42019 . 252019 — 1002019 — 104038 < 10m+n

Kadangi m ir n yra naturalieji skaiciai, tai is nelygybiy m+n—2 < 4038 < m+n
isplaukia, kad m + n = 4039.
Atsakymas: 4039 skaitmenys.

5 (11-12 klaseés). Duota lygciy sistema
22—y’ +x+2=0,
2y — 2%y — 14z = 0.

a) Nurodykite bent vieng jos sprendinj (x,y).
b) Raskite visus jos sprendinius.

Sprendimas. IS pirmosios lygties isSplaukia, kad x # 0. Jei y = 0, tai i$ antrosios
lygties gautume x = 0. Vadinasi, y # 0, o duotoji lygciy sistema yra ekvivalenti

tokiai sistemai:

2 2
y_1:x+g7
“=-2_g

y T

Nagrinékime lygciy kvadraty skirtuma:

14)° 2NZ /2 2 4 4
(y2—1)2—<y> :(x+) —(—x) =2’ +dt+ S-S +d-at =8

x x
PaZyméje z = y? ir padaugine abi puses i$ z, gausime
(z—1)%2—8z— 147 = 2* — 22 — 72 — 196 = 0.

Pastebéje, kad z = 7 yra Sios lygties sprendinys, galime isskaidyti kubinj poli-
nomg 2% —22%—72—-196 = (2 —7)(2*+52+28). Kvadratinio trinario 22 +52+28
diskriminantas 5% — 4 - 28 yra neigiamas, todel z? + 5z + 28 > 0 su kiekvienu
realiuoju z. IS ¢ia iSplaukia, kad z = 7 yra vienintelé jmanoma z reiksme, tai-
gi y = /7 artba y = —/7. Abiem atvejais, i§ pirmosios lygties matome, kad
v+ 2 =y?—1=6, taigi 2 — 6z + 2 = 0. I3 ¢ia iSplaukia, kad z = 3+ /7
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arba x = 3 — /7 ir kad visi keturi $ie sprendiniai (3 4 v/7,v7), (3 + V7, —V/7),
(83— V7,v/7), 3= V7,—V7) pirmaja lygti y* — 1 =z + % tenkina.

Kita vertus, remiantis lygybe x—i—% = 6, kai = 34+/7, matome, kad antroji
lygtis tampa tokia:

14 2 14 7
—=——x=0b6—12)—2=6—-20r < y= = .
Y x 7= )@ v Y 6—-2r 33—z

I ¢ia gauname, kad y = —/7, kai ¢ = 3+ /7, ir y = V7, kai z = 3 — /7.
Vadinasi, duotaja lygéiy sistema tenkina tik du sprendiniai (3 + /7, —/7) ir
Atsakymas: (z,y) = (3 + V7, —V/7) ir (3 —V/7,V/7).

6 (11-12 klasés). Eugenijus gavo dovany stebuklinga dézute, kurioje yra
106000 eury ir du mygtukai, geltonas ir zalias. Paspaudus geltonaji mygtuka
eury skaicius dézutéje padvigubéja, o paspaudus zaliaji 17 eury sumazéja. (Jei
spaudziant zaligjj mygtuka dézutéje buvo ne daugiau kaip 17 eury, tai dézuté
tampa tuscia.) Mygtukus Eugenijus gali spaudyti bet kuria tvarka. Ar gali tam
tikru momentu dézutéje pasidaryti lygiai

a) desimt eury?

b) tukstantis eury?

¢) milijonas eury?

d) Raskite visas tokias naturaliasias m reikSmes, kurioms yra jmanoma,

kad tam tikru momentu dézutéje pasidaryty lygiai m eury.

Sprendimas. Skaic¢iuokime moduliu 17. Kadangi
106000 = 53-2-(2-5)* (mod 17) =2°-5° (mod 17) =5 (mod 17),

tai spausdamas geltongjj mygtuka Eugenijus gali gauti tik tokias liekanas mo-

duliu 17:
5,10,3,6,12,7,14,11,5,10,3,6,12,7,14,11, .. ..

Cia tos pacios liekanos i$ aibés
L ={3,5,6,7,10,11,12,14}

vis periodiskai kartojasi kas astunta. Kita vertus, akivaizdu, kad spaudziant

zaliaji mygtuka skaiciaus liekana moduliu 17 nesikeicia.



Nagrinékime tokig naturaliyjy skaiciy aibe:
M={1Tk+¢:¢€ L, k=0,1,2,...}.

Aisku, kad jei x € M, tai 2x € M ir x — 17 € M (kai x > 17). Be to,
106000 € M, taigi bet koks skaic¢ius m, kurj jmanoma gauti po tam tikro skai-
¢iaus mygtuky paspaudimy, arba priklauso aibei M, arba m = 0, jei kazkada
gausime tuscia dézute. (Nuo to laiko dézuté visada bus tusdia.)

Kadangi

1000000 = 2655 (mod 17) =25-8% (mod 17) =9 (mod 17)

ir 9 ¢ L, tai 1000000 ¢ M. Vadinasi, lygiai milijono eury dézutéje gauti
nejmanoma. (Taigi ¢) atveju atsakymas yra ,ne”.)

Irodysime, kad jei m € M, tai lygiai m eury gauti visada yra jmanoma.
Kadangi 10 € M ir 1000 € M (nes 1000 moduliu 17 yra 14 € L), tai i$ Sio
teiginio iSplaukia, kad ir a), ir b) atveju atsakymas yra ,taip”.

Tegul m = 17k + . Cia k = 0,1,2,... ir £ € L = {3,5,6,7,10,11,12,14}.
Zinome, kad skai¢ius 106000 moduliu 17 yra lygus 5. Vadinasi, paspaude gel-
tonaji mygtuka ne daugiau kaip 7 kartus (arba nieko nedarydami, kai ¢ = 5),
is skaiciaus 106000 gausime skaic¢iy 17k; + ¢, kur ky € N. Jei ky > k, tai
belieka paspausti zaliagjj mygtuka ki — k karty, kad gautume reikiama skaiciy
m = 17Tk + £. Jei k; < k, tai, kadangi 28/ = ¢ (mod 17), paspaude geltonaji
mygtukag dar 8 kartus, gausime skaicCiy 17k, + £, kuriame ko > k;. Kartodami
Si procesa, kazkada gausime skaiciy 17k, + ¢ su k, > k. Tada, paspaude zaliajj
mygtuka k, — k karty, gausime reikiamg skaiciy m = 17k + /.

Atsakymas: a) taip; b) taip; ¢) ne; d) m = 17k + ¢; ¢ia k = 0,1,2,..., 0
e {3,5,6,7,10,11,12,14}.

7 (11-12 klasés). Raskite visas pirminiy skaiciy poras (p,q), su kuriomis
lygtis
2> — (6p — 4q)x + 3pg = 0

turi du skirtingus sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Tarkime, kad tie skirtingi sveikieji sprendiniai yra x; ir x,. Pagal
Vijeto teorema, jie tenkina dvi lygtis xyxe = 3pq ir 1 + xo = 6p — 4q. Skaiciai
3,p,q yra pirminiai, o x1,xy € 7Z, todél is lygybés x129 = 3pq iSplaukia, kad

vienas i$ skai¢iy x1, xo gali buti tik 1, —1, 3, =3, p, —p, ¢, —q, o kitas atitinkamai
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3pq, —3pq, pq, —pq, 3q, —3q, 3p, —3p. Kadangi atitinkamy pory suma yra lygi
6p — 4q, tai gaunamos 8 lygtys, kai skaicius 6p — 4q yra lygus

1+ 3pq, —1 —3pq,3 + pq,—3 —pq,p +3q,—p — 3q,q+3p arba —q— 3p.

Pradékime nuo pirmosios lygties 6p — 4g = 1 + 3pg. Kadangi ¢ > 2, tai
14+3pg =2 1+ 6p > 6p > 6p — 4q, todél pirmoji lygtis pirminiy sprendiniy
neturi. Analogiskai, remdamiesi nelygybe p > 2, matome, kad

—1—3pg < —6g < —4qg < 6p — 4q,

taigi ir antroji lygtis neturi pirminiy sprendiniy. Trec¢iaja lygti 6p —4q = 3+ pq
uzrasykime taip:
(p+4)(q—6) = —27.

Ciap+4 >0, todél ¢ <6, t. y. ¢ <5. Beto, ¢ # 2, nes priesingu atveju viena
lygties pusé yra lyginis skaicius, o kita — nelyginis. Taigi ¢ = 3 arba ¢ = 5 ir
atitinkamai p = 5 arba p = 23. Abi poros (p,q) = (5,3) ir (23,5) tikrai yra
pirminiy skaiciy poros ir abiem atvejais kvadratinés lygties sprendiniai 3 ir pq
yra skirtingi sveikieji skaic¢iai. Taigi abi Sios poros tenkina uzdavinio salyga.

Panasiai nagrinésime ir ketvirtaja lygti 6p — 4¢ = —3 — pq. Ja uzrasykime
taip: (p—4)(qg+6) = —27. IS dia p < 3. Be to, p # 2, nes deSinioji lygties pusé
yra nelyginis skaic¢ius. Vadinasi, p = 3 ir todél ¢ = 21, taciau 21 yra sudétinis
skaicius. Vadinasi, kevirtoji lygtis pirminiy sprendiniy neturi.

IS penktosios lygties 6p — 4¢ = p + 3¢ isplaukia lygybé 5p = 7q. Vienintelé
i$ jos gaunama pirminiy skaic¢iy pora (p,q) = (7,5) tenkina uzdavinio salyga,
kadangi kvadratinés lygties sprendiniai p ir 3¢ yra skirtingi sveikieji skaiciai.
Analogiskai, i SeStosios lygties 6p — 4¢g = —p — 3¢ gauname 7p = ¢. Si lygtis
pirminiy sprendiniy neturi, nes i$ 7|q iSplaukia, kad ¢ = 7 ir todél p = 1, taciau
1 néra pirminis skaic¢ius. Septintoji lygtis 6p — 4¢ = g + 3p yra ekvivalenti
lygciai 3p = bq. I8 ¢ia gaunama vienintele pirminiy skaic¢iy pora (p,q) = (5, 3)
jau gavome anksciau ir zinome, kad ji tenkina uzdavinio salyga. Galiausiai,
astuntoji lygtis 6p — 4¢ = —q — 3p yra ekvivalenti lygciai 3p = ¢. Pirminiy
sprendiniy ji neturi, nes i$ 3|q iSplaukia, kad ¢ = 3 ir p = 1, prieStara. Vadinasi,
uzdavinio salyga tenkina trys pirminiy skai¢iy poros (p,q) = (5,3),(7,5) ir
(23,5).

Atsakymas: (p,q) = (5,3), (7,5) ir (23,5).



