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1. Mykolas sugalvojo naturaliyjy skaiciy seka aq, as, as, . . ., o tada apibréze
nauja seka by, bo, bs, . .. tokiomis lygybémis:

b =a1, by=as, b,=a,b,—1-+ b,_s visiems n > 3.

Ar galéjo Mykolas pradine seka aq, as, as, ... parinkti taip, kad kiekvie-
nas is skaiciy by, by, bs3, . .. buty

a) naturaliojo skaic¢iaus kvadratas?

b) naturaliojo skaiciaus kubas?

Sprendimas. Nagrinékime a) P(x) = z%; b) P(z) = 23. Abiem atve-
jais jrodysime, kad galima taip parinkti seka ay, as, as, . .. ir naturaliyjy
skaiCiy seka ¢; < ¢y < ¢3 < ..., kad visiems n € N galioty b, = P(c,).
Vadinasi, abiem atvejais a) ir b) atsakymas teigiamas. (Pastebékime,
kad analogiska teiginj galima jrodyti ir bet kokiam daugianariui su svei-
kaisiais koeficientais P(z) = pgz? + - -+ + po, kur d > 2 ir pg € N.)

Funkcija P(x) — x = z(x — 1) arba (z — 1)z(z + 1) yra neneigiama
ir didéjanti, kai € [1,400). Imkime ¢; = 1, ¢a = 2 ir a; = P(¢y),
as = P(c2). Toliau imkime
P(c,) — P(cp_s9)

P(cn-1)
visiems n > 3. Cia ¢, > P(c,_1) = cn_1, kai n > 3. Be to, a, € N, nes
skirtumas P(c,) — P(c,—2) € N dalijasi i$ ¢, — ¢p—2 = P(c—1) € N.
Belieka jrodyti, kad b, = P(c,) visiems n € N. Remkimés matema-

Cn=P(ch1) +Cno ir a,=

tine indukcija. Indukcijos bazé: b, = a, = P(c,), kain =1irn = 2.

Indukcijos zingsnis: jei by = P(c), kai k =n —1ir k = n, tai

P(Cn) — P(Cnfz)
P(Cn71>

Atsakymas: a) taip; b) taip.

b, = apbp_1 + byp—o = P(Cn_l) + P(Cn_z) = P(Cn)




2. Trikampio ABC' pusiaukampinés kertasi taske I. Taskai M ir N ati-
tinkamai krastines AB ir AC dalija pusiau. Tiesés M N ir C'I kertasi
taske P. Pazymeétas toks taskas @), kad tiesés M N ir PQ) yra statmenos,
o tieses BI ir NQ — lygiagrecios. Raskite kampa tarp tiesiy AC ir 1Q).

Sprendimas. Tiesiy AC ir IQ) sankirta pazymeékime D, o tiesiy Al ir
NQ@ sankirtag — FE (7r. pav.).

C

Kadangi M N||BC, tai ZNCP = £/BCP = ZCPN, trikampis CPN
lygiasonis ir NP = NC = NA. Todél P priklauso apskritimui su
skersmeniu AC, o ZAPC = 90°. Kadangi MN||BC ir BI||NQ, tai
ZCBI = /ZPNQ ir

/ZBAC ZACB

LAIP =180° — LAIC = LCAI + LACT = 2 + 5

_ 180° - ZABC

B 2
Statieji trikampiai AIP ir NQP turi po lygy smailyjj kampa, todél yra
panasieji. Tada ZAIP = /NQP ir ZIAP = ZQNP, o keturkampiai
ANEP ir IQPFE yra jbréztiniai. Vadinasi,

=90° - ZCBI =90° — ZPNQ = ZPQN.

/CID = /PIQ = /PEQ = 180° — /PEN = /PAN =
— /CAP = 90° — ZACP = 90° — /DC1,
/CDI =180° — /CID — /DCIT = 90°.

Atsakymas: 90°.



3

3. Duoti naturalieji skaiciai m ir n. | Saskininky saskrydj atvyko 12m daly-
viy. Jo metu kiekvienas dalyvis sulosé lygiai 3m + 6 Saskiy partijas. Bet
kurie du dalyviai tarpusavyje losé daugiausiai vieng karta. Bet kuriems
dviem sgskrydzio dalyviams A ir B egzistuoja lygiai n kity dalyviy, kurie

losé saskeémis tiek su A, tiek su B. Raskite m ir n.

Sprendimas. Nagrinékime bet kurj viena saskrydzio dalyvi A. Da-
lyviy, su kuriais jis yra loSes saskémis, aibe¢ pazymékime U, o dalyviy,
su kuriais jis néra loses Saskémis, aibe — V. Tada |U| = 3m + 6 ir
Vi=12m—-1—-|U| =9m —T7.

Kiekvienam B € U tie 3m + 6 dalyviai, su kuriais B losé Saskémis,
taip pasiskirsto tarp aibiy: vienas dalyvis A, n dalyviy aibéje U ir like
3m + 5 — n dalyviy aibéje V. Todél tokiy partijy, kurias losé zmogus is
U ir zmogus is V, yra i$ viso (3m + 6)(3m +5 —n).

Kiekvienam C' € V' i§ 3m + 6 dalyviy, su kuriais C' losé Saskémis, n
dalyviy yra aibéje U. Todél tokiy partijy, kurias losé zmogus is U ir
zmogus i8 V| yra i$ viso (9m — 7)n.

Vadinasi, (3m +6)(3m +5—n) = (9Im — 7)n ir

3m? + 11m + 10
 12m—-1
Kadangi skai¢iai 3 ir 12m — 1 yra tarpusavyje pirminiai, tai 12m — 1
dalija skaic¢iy 4 - (3m? 4+ 11m+10) = (12m—1)(m+3) +9m+43, todeél ir
skaiciy 4(9m—+43) = 3(12m—1)+175 bei skaiciy 175 = 52-7. Jeim > 15,
tai 12m — 1 > 179 > 175, o jei 8 < m < 14, tai % < 12m —1 < 175.
Be to, 175 nesidalija is 12m — 1, kai m = 1,2,4,5,6,7. Vadinasi, m = 3
ir tada n = 6.

n=23

Pastaba. Situacija m = 3 ir n = 6 yra jmanoma. Grafy teorijos kalba
tai reiskia, kad egzistuoja stipriai reguliarus grafas srg(36, 15, 6, 6).

Irodyta, kad tokiy skirtingy grafy is viso yra net 32548.

Atsakymas: m = 3, n = 6.

4. Apskritimai wq ir wy kertasi dviejuose taskuose A ir B. Tiesés [ ir [ eina
per B ir kerta apskritimg w; atitinkamai taskuose C' ir F/, o apskritimg
wy — atitinkamai taskuose D ir F' (¢ia C, E, D, F # B). Ties¢ C'F kerta
wy ir wy atitinkamai taskuose P # C' ir ) # F. Lanky BP ir BQ,

atitinkamai esanc¢iy ws ir wy viduje, vidurio taskai atitinkamai pazymeéti



M ir N. [rodykite, kad jei CD = EF, tai taskai C, F', M, N priklauso

vienam apskritimui.

Sprendimas. Kadangi LZADC = ZADB = ZAFB = ZAFFE ir
LACD = LACB = LAEB = ZAEF (jbréztiniai kampai; zr. pav.)
bei CD = EF, tai NACD = AAEF, AD = AF, o trikampis ADF yra

lygiasonis.

Todel
LABC =180° — LZABD = ZAFD = ZADF = ZABF,

o tiese AB dalija ZCBF pusiau. Taskas M dalija lanka BP pusiau,
todél tiese CM dalija ZBCF pusiau. Analogiskai tiesé F'N yra dalija
ZCF B pusiau. Trikampio BC'F' pusiaukampinés kertasi viename taske
1. Pagal susikertanciy stygy teorema,

Cl-IM=AI-IB=FI-IN.

Todél ir atkarpos C'M bei F'N tenkina Sig teorema, o jy galai C', F', M,
N priklauso vienam apskritimui.

. Naturalyji skaic¢iy n vadinsime penkiadaliu, jei jis turi tokius penkis skir-
tingus teigiamus daliklius, kuriy ketvirtyju laipsniy suma lygi n. (Skai-

¢iai 1 ir n taip pat yra skaic¢iaus n dalikliai.)



a) Irodykite, kad penkiadalis skai¢ius visada dalijasi is 5.

b) Nustatykite, ar yra be galo daug penkiadaliy naturaliyju skaiciy.

Sprendimas. a) Tarkime, kad egzistuoja penkiadalis skaiCius n, nesi-
dalijantis i§ 5. Tada n turi tokius skirtingus teigiamus daliklius d;, ds,
ds, dy, ds, kad n = df + dj + di + d} + di. Kadangi n nesidalija i§ 5,
tai ir visi d; nesidalija i$ 5. Remiantis MaZaja Ferma teorema, dj =
(mod 5), kai i = 1,...,5. Tacdiau tada

n=di+dy+dy+di+di=1+1+1+14+1=0 (mod 5)
ir n dalijasi is 5. Gavome priestarg. Vadinasi, visi penkiadaliai skaiciai
dalijasi is 5.

b) Imkime bet kokius penkis skirtingus naturaliuosius skaicius a, b, ¢,
d, e ir apibrézkime n = a*b*c?d*e?(a* 4+ b* + ¢* + d* + ). Tada n dalijasi
is 5 skiringy skai¢iy d, = a’bede, dy = ab?cde, ds = abc?de, dy = abed?e,
ds = abcde?, iv n = df + dj + d3 + dj + d3. Taigi, kiekvienas toks n yra
penkiadalis skaic¢ius. Didindami skai¢ius a, b, ¢, d, e, skai¢iy n galime
padaryti kiek norima didelj, todél penkiadaliy skaiciy yra be galo daug.

Atsakymas: b) penkiadaliy skai¢iy yra be galo daug.

6. Raskite:

a) reiskinio
(1—=z)(1-y)1 —zy)
didziausia galima reikSme, kai z,y € [—1;1].
b) reiskinio
(1=2)1—y)(1 = 2)(1 —zy)(I —y2)(1 — zy2)
didziausia galima reikSme, kai z,y, z € [—1; 1].
Sprendimas. a) Tarkime, kad = € [0;1] ir y € [-1;1]. Tada
1-2)(1l—ay) <A —-2)(1+2)=1-2><1.
ir
(I=2)1-y)(1 —2y) <1 -y <2

Nelygybe (1—2z)(1—y)(1—zy) < 2 teisinga, ir kai z € [-1;1], y € [0;1]
(irodoma analogiskai). Irodysime Sig nelygybe likusiu atveju = € [—1;0)



ir y € [—-1;0). Pastebéje, kad ji virsta lygybe, kai x = —1, y = 0,
gauname, kad ieskoma didziausia reiksmé yra 2.
Imkime bet kokj = € [—1;0) ir nagrinékime kvadratine funkcija
fly) =1 —2)(1—y)(1 —zy)

intervale y € [—1;0]. Aisku, kad Sig funkcija atitinkancios parabolés
virsuné yra taskas (yo; f(yo)), kur yo = (1 + 2)/(2z). Jei yo € [—1;0),
tai x € (—1;—1/3]. Tada

1—=2)® _ (1+]z])°

< = - = <2,
nes
(Jz| = 1)(4|lz] = 1) >0 = 5|z| > 4|z +1 =
8lz| > |2° + 3|2[* + 3|z + 1 = (1 + [2])”.
elygybe _(-zp < 2 galima jrodyti, ir pasinaudojus iSvestine.) Jei
Nelygybe — 152 g

Yo ¢ [—1;0), tai arba f(y) < f(0) =1—=2 <2, arba f(y) < f(—1) =
= 2(1 — 2?) < 2. Vadinasi,

fly) <2
visiems y € [—1;0).

b) Pazymékime P = (1 —x)(1 —y)(1 — 2)(1 — 2y)(1 — y2)(1 — xy=2).
Visi dauginamieji P, =1 -2, P, =1—-y, Ps=1—2, Py =1— 2y,
Py3=1—yzir P o3 =1— xyz priklauso intervalui [0, 2].

Tarkime, kad P35 < Py 2. Remiantis a), Pl PP 5 < 21ir P3Py 5Py 53 <
< 2 (CGia a) dalies reiskinyje imame z vietoj x ir xy vietoj y). Tada

P =P PoPsPoPo3Pio3 < PLPPr o PsPioPio3 <2-2=4.
Analogiskai, kai P o < Py 3, tai
P < PoP3PosPiPysPios <2-2=4.

Vadinasi, visada P < 4. Ieskoma didziausia reiksme ir yra 4, nes P jgyja
sig reiksSme, kai z = z = —1 ir y = 0.
Atsakymas: a) 2; b) 4.



