XXXIV Lietuvos komandiné mokiniy matematikos olimpiada
prof. Jono Kubiliaus taurei laiméti

Atsakymai, sprendimai

Parengé Aivaras Novikas

1. Ats. a = —4.
Lygciy diskriminantai turi buti teigiami: 4 — 4a > 0, a*> — 8 > 0.
Lygéiy 22 + 22 +a = 0 ir 2% + ax + 2 = 0 sprendinius atitinkamai

pazymeékime xq, xo ir x3, 4. Remiantis Vijeto teorema,
2 2 2
]+ a5 = (1 + 22)° — 22119 = 4 — 2a,

LC:Q») + ZIZ’Z = (33'3 + £C4)2 — 21’31’4 = CL2 —4.
Galime perfomuluoti uzdavinj: reikia rasti tokius a, kad
4—4a>0, a*—8>0, 4—2a=a*>—4.

IS pastarosios kvadratinés lygties sprendiniy a = 2 ir a = —4 nelygybes
tenkina tik antrasis.

2. Ats. 30 — 107.

Turime, kad f(z+4) = f((x+2)+2) = —f(z+2) = f(x), kaix € R,
ir f(x) =z, kai x € (0;2). Tada f(z) = f(x —4) = f(x —8) = ... =
= f(x—28), kai x € R, ir, kadangi 10m — 30 = 31,4...—30 € (0;2), tai
F(107) = f(10m — 28) = — f(107 — 30) = 30 — 107.

3
1
a) Kadangi ;,le = Z%l, tai z + 1 = 2zy, kur x # 0, ir

1 y Y
ry z—x+1 2zy—=x

= 2y —r=ay’ | cx#£0 =

2y —1=9y* = y=1, z=2xy—1=2x—1.

Skaiciai y = 1, x = 1+ (x — 1), 2 = x + (r — 1) sudaro aritmetine
progresija, kurios skirtumas yra x — 1.



b) Skaiciai z, y = 1, z = 2z — 1, surasyti tam tikra tvarka, sudaro
geometrine progresija ai, a1q,a;q>. Viduriniojo nario kvadratas lygus
kity dviejuy nariy sandaugai, todél teisinga viena is trijy lygybiy:

?=1-2r—-1), 1*=z2x-1), 2r-1>*=1-x

Siy kvadratiniy lygéiy sprendiniai yra z = 1 (visy trijy lygciy sprendi-
—%, = i. Atitinkamai gauname geometrines progresijas:
1,1,1; —3,1,-2; 1,—3,1. Oz4y+z=a+1+ (22 —1) =3z jgyja

reikSmes 3, —%, %.

nys), r =

4. Ats. (z,y,2) = (3,3,6).

Pastebékime, kad (z +y)(1+ ;-) = (v + ;) + (y + ;). Analogiskai
galime perraSyti ir sistemos antrosios bei treciosios lygciy kairigsias pu-
ses. Pazymékime a = x + i, b=y+ i, c=z+ % Lygciy sistema galime
perrasyti taip:

lavo=" bre=2 cra="}
a = c-3,ca— .

4
Tada
51 99 100 25
= b — (b 12 = —_——):2=—
a=(@+h)+(c+a)—0+e) 2= (G- 1) 2= 1
Analogiskai, b = %, c= %7. Norint rasti x, liko iSspresti lygti
1 25 5 25
-—=— - — 1=0.
T+ 12 T 1230 +
Gauname, kad x = % arba r = % < 1. Tinka tik z = %. Analogiskai
randame y bei z.
5. Remiantis aritmetinio ir harmoninio vidurkiy nelygybe,
1+:E_(x+y+z)—|—x_(m—l—y)+(z+x)> 2 B 2
= = Z 1 i = 1 i
2 2 2 Tt =ty

g1, 1S 4 el L 1S 4 s 1 1 s 4
Todél =ty 2 T Analogiskai, Lty 2ttt 2 oy

Sudéje sias tris nelygybes ir padalije iS 2, gauname duotaja nelygybe.

6. Ats. 134, 136, 140, 142, 148.
Ieskokime tinkamo N < 333. Tada skai¢ius 3N trizenklis. Pazy-
mékime 3N = abc. Skaitmenys a, b, ¢ lyginiai. Kadangi N > 100, tai

3N > 300 ir a > 4. Skaic¢iai 3N ir N tuo mazesni, kuo mazesnis pirmasis



3

skaitmuo a, o kai a duotas — kuo mazesnis skaitmuo b. Todél pirmiau-
siai tikrinkime maziausias galimas reikSmes a = 4 ir b = 0. Skaicius
3N dalijasi is 3, todél ir a + b + ¢ dalijasi iS 3. Tinka ¢ = 2 ir ¢ = 8.
Didesnj skaiciy 3V gausime, imdami a =4, b = 2. Tinka ¢ =0 ir ¢ = 6.
Toliau turime imti a = 4, b = 4, ir tinka ¢ = 4. Gauname maziausias
galimas 3N reiksmes 402, 408, 420, 426, 444 ir atitinkamas maziausias
N reikSmes.

bigskip

7. Ats. 20.
Sesis skai¢ius galima pazymeti daq, das, . . ., dag. Tada skai¢ius

s=a1+a+...+ag=214+2+...46=21

dalija skaiciy 2020 = 20 - 101 = ds. Jei s nesidalija i$ pirminio skaiciaus
101, tai d dalijasi is 101, skaicius 20 : s = d : 101 yra naturalusis ir todél
s < 20 — priestara. Vadinasi, s > 101 ir d = 2020 : s < 20. Reiksme
d = 20 gaunama, imant, pavyzdziui, Sesis skaicius 20, 2- 20, 3-20, 4 - 20,
5-20ir (101 —1—-2—-3—-4—15)-20 =86 20.

8. Ats. 193.

Skaicius 3n® —2019 = (3n®—3) — 2016 dalijasi i$ 2016 tada ir tik tada,
kai skai¢ius 3n® — 3 = 3(n® — 1) dalijasi is 2016. O pastarasis skaiCius
dalijasi i§ 2016 = 3 - 672 tada ir tik tada, kai skaic¢ius n® — 1 dalijasi i3
672 = 2°-3-7 arba kai skaicius n® —1 = (n—1)(n?+n+1) dalijasi i§ 2°,
i$ 3 ir i8 7. Kadangi skaic¢ius n? +n + 1 yra nelyginis, ir kai n lyginis, ir
kai n nelyginis, tai n — 1 turi dalytis i$ 2° = 32. Be to, jei n dalijasi i$ 3
su liekana 0 arba 2, tai n®> —1 = 0—1 arba 2° —1 (mod 3). Todél n®—1
dalijasi i trijy tada ir tik tada, kai n dalijasi iS 3 su liekana 1, t. y. kai
n — 1 dalijasi i 3. Vadinasi, reikia rasti tokj maziausig n, kuriam n — 1
dalijasi i§ 32 - 3 = 96, o n® — 1 dalijasi i$ 7.

IS eilés tikrinkime galimas n reikSmes, tenkinancias pirmaja is Siy
dvieju salygy: n=14+96,n =1+96-2, ... Tada atitinkamai n = —1
(mod 7), n =4 (mod 7), ...irn*> -1 = (-1 -1 = -2 (mod 7),
n*—1=4>-1=0 (mod 7), ... Matome, kad jau antroji reiksme
n=1+96-2 =193 tinka.

9. Ats. a) pavyzdziui, 4488888888; b) 50.



b) (ir kartu a)). Bet kaip sukeitus neiSpasakytojo skai¢iaus skait-
menis, jis turi dalytis iS 4. Todél neiSpasakytasis skaicius negali ture-
ti nelyginio skaitmens: ji padarius paskutiniuoju skaitmeniu, gautasis
skaicius nesidalyty net is 2. Be to, neiSpasakytasis skai¢ius negali tu-
reti skaitmens 2: prieSingu atveju iS to skaiciaus skaitmeny sudarytas

skaicius
“a2:“.4my+ma+2:4-(”-%+5-;>+2

nesidalyty is 4 (¢ia a — priespaskutinis sudarytojo desimtzenklio skai-
¢iaus skaitmuo, jis turi buti lyginis). Analogiskai, neispasakytasis skai-
¢ius negali turéti skaitmens 6.

Vadinasi, neiSpasakytasis skaic¢ius turi tik skaitmenis 4 ir 8. Tada is
jo skaitmeny sudarytas skaicius visada dalijasi iS 4. Kad toks skaicius
dalytysi is 12 = 3-4, dar reikia, kad ty 10 skaitmeny suma dalytusi is 3.
Jei skaitmeny 4 tokiame skaic¢iuje yra a, tai skaitmeny 8 yra 10 — a, o
skaicius 4a + 8(10 — a) = 80 — 4a dalijasi i§ 3. Tinka a = 2, 5 ir 8.

Taigi, desimtzenklis skaic¢ius ajas...a;o yra neiSpasakytasis, jei jis
turi 2, 5 arba 8 skaitmenis 4, atitinkamai 8, 5 arba 2 skaitmenis 8 ir jei
dalijasi is 11. Paskutine salyga uzrasykime kitaip, pritaike dalumo is 11
pozymj: skaic¢ius s = ay —as +ag —ayq+ ...+ ag — ayg turi dalytis is 11.
Kadangi

5| <8—4+8—4+8—4+8—4+8—4=20,

tai vienintelé galima reikSmé yra s = 0 — kai ketverty bei astuonety
skaiciai tarp 5 skaitmeny as, aq, . . . , a1o yra tokie patys, kaip tarp likusiy
5 skaitmeny.

Dabar i$ karto galime atmesti atveji a = 5 (ketverty skaicius turi
buti lyginis). Jei turime a = 2, tai tinka tokie ir tik tokie skaiciai
a1as - - - @19, kur bet kuris vienas is 5 skaitmeny as, ay, ..., a9 yra 4 ir
bet kuris vienas i$ likusiuy 5 skaitmeny yra 4 (o like 8 skaitmenys yra
8). Tokiy neispasakytuyjuy skaiciy yra tiek, keliais budais galime parinkti
tuos skaitmenis, lygius 4, t. y. ju yra 5-5 = 25. Jei turime a = §,
tai gauname analogiska atveji su 10 — a = 2 astuonetais (vietoj dvieju
ketverty). Taip gauname dar 25 skai¢ius. Vadinasi, i$ viso yra 25+ 25 =
= 50 neispasakytyjy skaiciy.



10.

11.

Ats. (2,2).

Yra galimi trys atvejai.

1) Tegu p = q = 2. Tada p?™ + ¢?*' = 42 ir taip gauname tinkama
skaiciy pora (p,q) = (2,2).

2) Tegu p, q # 2. Tada abu skaiéiai p ir ¢ yra nelyginiai, abu rodikliai
g+ 1ir p+1 yra lyginiai, o abu skai¢iai p?** ir ¢P** — nelyginiai tikslieji
kvadratai. Nelyginis tikslusis kvadratas visada dalijasi is 4 su liekana 1,
todel skaicius p?™ + ¢P™' =1+ 1 =2 (mod 4) dalijasi i§ 2, bet ne is 4
ir negali buti tikslusis kvadratas.

3) Toliau nemazindami bendrumo galime laikyti, kad p = 2, ¢ # 2
(atvejis ¢ = 2, p # 2 analogiskas). Tada p?™!4¢P™! = 2971443, Tarkime,
kad &is skaicius lygus tiksliajam kvadratui a?, kur @ > 0. Kadangi
skai¢ius ¢ + 1 lyginis, tai skaic¢ius b = 2% natiiralusis. Gauname @ =
=a’—b? = (a—b)(a+b). Kadangi a+b >0, taia+b > a—b> 0. Abu
skaiciai a — b ir a+b yra skaiciaus ¢ laipsniai su neneigiamais sveikaisiais
rodikliais. Jei abu tie rodikliai teigiami, tai skaiciai a — b ir a + b dalijasi
is ¢. Taciau tada ir skaic¢iy skirtumas 2b = 2% dalijasi is g — priestara.
Vadinasi, bent vienas i rodikliy lygus 0, t. y. mazesnysis skai¢ius a — b
lygus ¢" = 1. Taigi, ¢* — 1= (a—b)(a+b) —1=a+b—1=2b. Taciau
20 yra dvejeto laipsnis (su naturaliuoju rodikliu), o ¢* — 1 dalijasi i$
nelyginio skai¢iaus ¢*> + ¢ + 1 > 1. PrieStara. Vadinasi, $iuo atveju
sprendiniy (p, q) néra.

Ats. a) Taip, jmanoma; b) ne, nejmanoma.

a) I$ skaiciaus 256 lentoje is eilés galima gauti tokius skaic¢ius: 16, 61,
196, 14, 55.

b) Tarkime, kad lentoje uzrasytas naturalusis skaicius n, kuris nesi-
dalija i$ 5 su liekana 1, o ji nutrynus uzrasytas skaic¢ius m. Jei m =1
(mod 5), tai arba n = m? = 12 = 1 (mod 5), arba 3n = m — 13 =
1 —-13=3 (mod 5) ir n =1 (mod 5). Gauname priestara. Vadinasi,
jein # 1 (mod 5), tai m # 1 (mod 5). Kadangi 55 # 1 (mod 5), tai i$
sio skai¢iaus nickada negausime 256 = 1 (mod 5).

Kitas budas. Kiekviena sveikajj skaic¢iy galima uzrasyti pavidalu 2a
arba 2a+1, kur a € Z. Tada kiekviena tikslyji kvadrata galima uzrasyti
kaip 4a®* =0 (mod 4) arba 4(a®* + a) + 1 =1 (mod 4).



12.

13.

Jei lentoje uzrasytas skaic¢ius n = 2 arba 3 (mod 4), tai nutrynus sj
skaiciy, galima uzrasyti tik 3n+13 = 3 arba 2 (mod 4). Kadangi 55 = 3
(mod 4), tai i$ skai¢iaus 55 niekada negausime 256 = 0 (mod 4).

Ats. 4.
Lengva sugalvoti pavyzdj, kur s = 4:
112]3]4
51678
9 |10] 11|12
1314|1516

Tarkime, kad s < 3. Nagrinékime langelj, kuriame jrasytas skaicius 1.
Jam gretimuose langeliuose skaiciai ne didesni nei 14+s = 4. Langeliuose,
gretimuose Siems langeliams, skaiciai ne didesni nei 4 + s = 7. Pagaliau
visuose Siuose langeliuose ir langeliuose, gretimuose jiems, skaic¢iai ne
didesni nei 7 + s = 10. Skaiciai 11,...,16 turi buti jrasyti likusiuose
langeliuose. Perrenkant galimybes jsitikinama, kad jei vieneto langelis
néra kampinis, tai ty likusiy langeliy yra maziau nei 6. Todél vieneto
langelis kampinis.

Nemazindami bendrumo, pazymeékime skaicius, kaip parodyta pa-
veikslélyje:

T3 | Ys
T2 | Y2
1|

Tada x1, 9, 3, x4 < 10 ir y1, Y9, y3 = 11. Vienas is skaiciy xq, x9, T3, T4

ne didesnis uz 7 ir yra gretimuose langeliuose kartu su vienu is skaiciy

Y1,Y2,y3. Vadinasi, s > 11 — 7 = 4. Priestara.

Ats. n — 1.

Po kiekvieny rungtyniy bendras surinkty tasky skaicius padidéja 2
tagkais. Todeél visy surinkty tasky suma lygi 2- C% = 2n(2n — 1). Jei
laiméjusi komanda buty surinkusi daugiausiai 2n — 1 tasky, tai kitos
komandos buty surinkusios po maziau nei 2n — 1 tasky, o visy tasky
suma buty mazesné nei 2n(2n — 1). Vadinasi, laiméjusi komanda su-

rinko maziausiai 2n tasky. Kiekvienose nepralaimétose rungtynése ji
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pelné daugiausiai 2 taskus, todél ji nepralaiméjo maziausiai 2n : 2 =n
rungtyniy, o pralaiméjo daugiausiai (2n — 1) —n = n — 1 rungtyniy.
Situacija, kad laiméjusi komanda pralaiméjo n — 1 rungtyniy, yra
jmanoma. Tai jrodysime, pateikdami pavyzdj. Tarkime, turnyre daly-
vavo komandos A, B, Cy, Cs, ..., C,_1, Dy, Dy, ..., D,,_y. Tarkime,
kad A nugaléjo B, C1, Cs, ..., C,,_1 ir pralaiméjo komandoms Dy, D,
.., Dy_1, kad C; nugaléjo D;, kai i = 1, 2, ..., n — 1, ir kad likusios
rungtynes baigési lygiosiomis. Kiekviena i§ komandy C; ir D; laiméjo
ir pralaimeéjo po vienerias rungtynes, o likusias 2n — 3 rungtyniy baigé
lygiosiomis. Todél $ios komandos surinko po 24+ 0+ (2n —3) =2n — 1
tasky. Komanda B pralaiméjo vienerias rungtynes, o likusias 2n — 2
rungtyniy baigé lygiosiomis ir surinko 2n — 2 tasky. Komanda A laimé-
jo n rungtyniy, pralaiméjo n — 1 rungtyniy ir surinko 2n tasky — daugiau

uz kitas komandas.

Ats. 576.

Dviejy bet kokiais skaiciais uzpildyty 4 x 4 lenteliy suma apibrézkime
kaip 4 x 4 lentele, kurios kiekviename langelyje jrasSyta pradiniy lenteliy
atitinkamy langeliy skaic¢iy suma.

Jei lentelé L tenkina uzdavinio salyga, tai jos kiekvienoje eilutéje yra
arba vienintelis teigiamas skaicius 3, arba du teigiami skaic¢iai 1 ir 2. Tas
pats tinka ir stulpeliams. Jei L trejetus pakeisime vienetais, o dvejetus —
nuliais, tai gausime lentele Lq, kurios kiekvienoje eilutéje ir kiekviename
stulpelyje yra po vieng vieneta ir tris nulius. O jei L trejetus pakeisime
dvejetais, o vienetus — nuliais, tai gausime lentele Lo, kurios kiekvienoje
eilutéje ir kiekviename stulpelyje yra po vieng dvejeta ir tris nulius. Be
to, L = Ly + Ly (remiantis lygybémis 0 =04+0,1=1+40,2=0+2,
3=1+4+2).

Kita vertus, jei turime bet kokia 4 x 4 lentele L, kurios kiekvienoje
eilutéje ir kiekviename stulpelyje yra po vieng vieneta ir tris nulius, ir
bet kokig 4 x 4 lentele Lo, kurios kiekvienoje eilutéje ir kiekviename
stulpelyje yra po vieng dvejeta ir tris nulius, tai lentelé L = L; + Lo
tenkina uzdavinio salyga: jos visose eilutése ir stulpeliuose skai¢iy sumos
lygios 1+ 2 = 3, o visi skaiciai langeliuose neneigiami.

Suskaiciuokime, kiek yra tokiy lenteliy L;. Bet kuri is jy gaunama

taip: jos vienoje eilutéje jrasomas skaicius 1 — bet kuriame is 4 langeliy,
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tada antroje eiluteje skaicius 1 jrasomas viename is 3 langeliy, kurie néra
viename stulpelyje su jau uzpildytuoju, toliau trecioje eilutéje skaicius
1 gali buti jrasytas 2 budais, o ketvirtoje — vieninteliu budu. Gauname
4-3-2-1 = 24 galimas lenteles L ir, analogiskai, 24 galimas lenteles L.

Vadinasi, reikiamy lenteliy L = Ly + Lo yra 24 - 24 = 576. Jos
visos skirtingos: kiekvieng L skai¢iy 0, 1, 2, 3 galima vieninteliu budu
uzrasyti kaip dviejy démeny suma, kur pirmasis démuo yra 0 arba 1, o
antrasis — 0 arba 2.

Pastaba. Jei L tenkina uzdavinio salyga, tai ji tenkins salyga, ir bet
kaip keiciant jos eiluciy ir stulpeliy tvarka. Galima jrodyti, kad tokiu
budu is bet kurios tokios L galima gauti viena is Siy lenteliy:

31010[0(13[{0(0]|0[{3{0(00{[{1]2]0(0]]1/2]0]0
013(0[0(|0[{3][0]0[{0[{1}2/0{{2]1]0(0][2/0][1]0
0(0{3/0(10(0]1|2}/0(2{0/1}]0(0[1/2]/0]1]0|2
010103100 [2]1}{0[0]1/2]{(0|0]2[1]|]0J0]2]1

Siuos penkis atvejus i3 eilés atitinka po 24, 144, 192, 72 ir 144 lenteles L.

Tarkime, kad zirgas gali apeiti visus langelius ir grizti j pradinj.
Kiekvienoje is keturiy lentos eiluciy kas antra langelj pazymékime,

kaip parodyta paveikslélyje (po 8 langelius viena raide):

A A

B B

B B

A A

Kadangi zirgo kelias uzdaras, tai nemazindami bendrumo galime laikyti,

kad zirgas pradzioje stovéjo kairiausiame langelyje A. IS bet kurio lange-
lio A zirgas vienu ¢jimu visada pakliuna j kurj nors langelj B. Langeliy
A ir B yra po lygiai, todél langeliai B, j kuriuos zirgas pateko tiesiai
is langeliy A, ir yra visi jmanomi langeliai B. Kita vertus, j langelj A
imanoma pakliuti tik is langelio B. Vadinasi, zirgo aplankytyjy langeliy
sekoje pries langelj A (jskaitant pradinj, i kurj zirgas grizo) visada yra
langelis B, o pries langelj B — langelis A. Taciau tada langeliy sekoje
raide nepazymety langeliy apskritai néra. Priestara.
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17.

18.

Ats. 3: 2.

IS trijy atkarpy, j kurias padalyta jstrizainé BD, dvi Soninés turi buti
lygios dél simetrijos, todeél viduriniosios ilgj galima pazyméti dx, o ty So-
niniy atkarpy —4z. Statmens is tasko A j atkarpa B D pagrindg pazymeé-
kime E. Sis statmuo dalija statyjj trikampj ABD j du trikampius, kurie
taip pat yra statieji ir turi po bendrg kampg su trikampiu ABD. Vadi-
nasi, trikampiai ABD, FAD, EBA yra panasieji. I$ trikampiy FAD ir
E BA panasumo iSplaukia, kad AE?* = BE - DE = 4z - (4z + 5z) = 362°
ir AE = 6x. Tada trikampiy ABD, EAD, EBA statiniy santykiai lygus
9:6=6:4=3:2 Taiir yra staciakampio ABCD krastiniy ilgiy
santykis (AB : AD arba AD : AB).

Lygiagretainio ABC'D jstrizainiy bendra vidurio taska pazymékime M.
Kadangi I yra kvadrato BDEF' centras, o M yra jo krastinés BD vi-
durio taskas, tai IM L BD ir IM = BD/2. Analogiskai, JM L AC ir
JM = AC/2.

Nagrinekime trikampj AM . Dvi jo krastineés lygios M A = AC/2 ir
MI = BD/2, o kampas tarp ju lygus ZAMB + 90°. Analogiskai ir
trikampis BM J turi tokiy ilgiy dvi krastines bei tokj patj kampa tarp
ju. Vadinasi, ANAMI = ABMJ ir AI = BJ.

Pastaba. Kadangi AB < BC, tai ZAMB < 90° ir 180° > LZAMB +
+4BMI = ZAMI. Priesingu atveju AB > BC uzdavinio teiginys vis
tiek likty teisingas, tik ¢ia turétume ZAMI = ZIMJ+90° = ZBM J.

Ats. 20°.

Kadangi AB = AC, tai ZABC = ZACB = (180°—ZBAC) : 2 = 70°,
/BCK = LACB — LZACK = 40°. Kita vertus, ZCKB = 180° —
— LAKC = /CAK + ZACK =70° ir ZCKL = /BKC — /ZLKB =
= 40° = ZKCL. Vadinasi, trikampis C'K L lygiasonis.

Trikampis BCK taip pat lygiasonis, nes /BKC = 70° = ZCBK.
Gauname, kad CK = CB, Z/CKP = /CBA, KP = KB+BP = KB+
+ AK = BA. Todél ACKP = ACBA (pagal dvi krastines ir kampa
tarp ju). Lygiasoniai trikampiai CKP ir CKL turi bendra pagrinda
CK, ir to pagrindo vidurio statmuo (bendra trikampiuy simetrijos asis)
eina per $iy trikampiy virsunes L ir P bei dalija trikampio C K P kampa
CPK pusiau. Vadinasi, ZAPL = /CPK :2=/CAB : 2 =20°.
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19.

20.

Tiesiy CF ir AD sankirtg pazymékime X, o tiesiy BF ir DM sankirta
- Y. Kadangi BM||K D, tai egzistuoja toks k > 0, kad YB = k- BK
ir YM = k- MD. Kadangi AE = BE, /ZFAX = ZEBC (prieSiniai
kampai), ZAEX = ZBEC (kryzminiai kampai), tai AAXE = ABCE
ir AX = BC. Pritaikykime Menelajo teoremg trikampiams ABF ir
DFY bei tiesei C'E:

_AEF BK FX = BK FA+AX BK BC/2+BC

'=%B KF XA~ ' KF XA KF BC
,_DX FK YM _DAtAX FK k-MD
XF KY MD XA+AF BK+k-BK MD

2BC KF k 2 BK 4 k&

= sl — S o k=1
BC +BC/2 BK k+1 3 KF 3 k+1

Kadangi BM||KD ir YM = MD, tai BM yra trikampio DKY vidurio
linija ir DK = 2BM.

Trikampiy DFK, BDK ir BDM plotus atitinkamai pazymékime Sy,
Sy ir S3. Reikia jrodyti, kad S; = S5 + S5. Trikampiai DFK ir BDK
turi bendra aukstine is virsunés D, todél S; : Sy = KF : BK = % Tri-
kampiy BDK ir BDM aukstinés atitinkamai i$ virsunes B ir is virsunes
D lygios trapecijos BM DK aukstinei, todél Sy : S3 = DK : BM = 2.
Vadinasi, S + S5 = 3% = Sy. Tai ir reikéjo jrodyti.

Trikampio ABC aukstiniy i$ virsuniy A ir B pagrindus atitinkamai pa-
zymeékime A; ir By. Remiantis Simedianos lema, ZAC'S = ZBCM. Sta-
tieji trikampiai C'B1Sy ir C A M, yra panasus, ir ZCSoMy = ZC M, Sy.
Tiesés per taska C, statmenos tiesei C'M, sankirtas su tiesémis per
taskus A ir B, lygiagre¢iomis su tiese C'M, atitinkamai pazymékime X
ir Y. Kadangi AM = BM, tai CX = CY (Talio teorema). Tieses
XY sankirtas su tiesemis AH ir BH atitinkamai pazymeékime A, ir Bs.
Kadangi ZAXBy = ZABBy, ZAA\B = ZAB1B, /BA1Ay = /BY Ay,
tai keturkampiai AB1 X By, ABA1 By, BA1Y Ay yra jbréztiniai. Todél
CX -CBy=CB,-CA=CA,-CB=CY -CAy = CAy, =CB,.
Tiese C'M yra atkarpos A, By vidurio statmuo, ZCM1By = ZC M Ay =
= /(U S3B,, o keturkampis C'By M7 S5 yra jbréztinis. Tada ZM;.S, M,

= /L M;CBy = 90°, ir M55 yra trikampio H M; M, aukstiné. Analogis-
kai, MyS, yra trikampio H M; M,y aukstineé.



