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UiDAVINIU SPRENDIMAI
jaunesniyjy klasiy mokiniams

Sachmaty turnyre dalyvavo studentai ir déstytojai. Kiekvienas dalyvis Zaidé po 1 karta su
kiekvienu kitu turnyro dalyviu. Uz laimétg partija skiriamas 1 taskas, uz lygigsias — 0,5 tasko, o
uz pralaimétg — 0 tasky.

Déstytojai sudare 25 % turnyro dalyviy skaiciaus, o studentai surinko 1,2 karto daugiau tasky
negu déstytojai. Kiek studenty ir kiek déstytojy dalyvavo Siame turnyre?

Sprendimas. Tegu n yra turnyro dalyviy skaicius. Tada 0,25n yra déstytojy skaicius, 0,75n
n(n-1)
2

— studenty skaicius, o — bendras suzaisty partijy (taigi ir bendras surinkty tasky) skaicius.

Aisku, kad skaicCius n turi dalytis 1§ 4.
Tik tarp déstytojy ir tik tarp studenty suzaisty partijy skaicius yra atitinkamai
0,25n(0,25n-1) n(n-4) ir 0,75n(0,75n-1)  3n(3n-4)
2 32 2 32

2
Studentai su déstytojais suzaidé 0,25n-0,75n = 31% partijy.

2
y . L " . ) . i n
Tegu X yra taSky, kuriuos studentai surinko Zaisdami su déstytojais, skaicius. Tada 31_6 - X

2
. . . . VPV . . - 3n
yra déstytojy surinkty taSky skaicius zaidziant su studentais. Aisku, x>0 Ir x< o Be to, X

gali biiti sveikasis skai€ius arba misrusis, kurio trupmeniné dalis 0,5.
Pagal uzdavinio salyga,

2
3n(3n—4)+x=1’2 n(n_4)+3l—x.
32 32 16

IS ¢ia gauname:

2
2% =12 n(n—4)+3n _3n(3n—4),
32 16 32

n(n-4)+6n® 15n(3n—4)

11x=6-
32 32
1x = 3n(12—n)’
32
oy — 3n(12—n).
11-16

Matome, kad 12 yra vienintelé n reikSmé, kuriai esant 2X yra sveikasis skaicius (x =0). Taigi
bendras turnyro dalyviy skaicius buvo 12, o visg dalyviy saraSg sudaré 9 studentai ir 3 déstytojai.

Ats.: 9 studentai ir 3 déstytojai.



2. Jonas lentoje uzragé skaicius 100001°°% 200002°°%°, 300003%°% .. 90000%°%° 10000010000
Ejimo metu leidZiama nutrinti bet kurj lentoje uzraSyta skaiciy X ir vietoj jo uzrasyti skaiciy Jx.
Naujasis skaiCius JX turi biiti sveikasis. Po kurio laiko Jonas nebegaléjo atlikti jokio ¢jimo.
Keliais nuliais baigiasi gautyjy 10 skai¢iy sandauga? Koks yra paskutinis nenulinis tos sandaugos

skaitmuo?
Sprendimas. Sandauga yra
10525.20000%%° - 30000%%° - 200%%° - 50000%%° - 60000%2° - 700008 - 8000062° - 300%2° -100000°%°,
ji baigiasi 625- (1+4+4+2+4+4+4+4+2+5+1) = 21875 nuliais, nenulinis skaitmuo sutampa su

(2-3-6-7-8-3)%2° = (...8)%%° paskutiniu skaitmeniu. Kadangi 8* =...6, tai (...8)%%° baigiasi 8.
Ats.: 21875; 8.

3. Begaliné seka a, a, a3, ... apibréziama taip: a; =1, 0 a,4, kai n=1, 2, 3,..., yra toks maziausias
nattiralusis skaiCius, kad skai¢iy &, ay, ...,a,,1 maziausias bendrasis kartotinis yra didesnis uz
skaiCiy aq, ay,...,a, maziausig bendra kartotinj. ISvardykite visus dviZzenklius skaicius, priklau—
sancius sekai.

Sprendimas. Aisku, kad a, =2. Toliau eina az =3, nes skai¢iy 1 ir 2 maziausias bendrasis
kartotinis yra 2, o skai¢iy 1, 2 ir 3 — skai€ius 6, kuris yra didesnis uz 2. Ketvirtas narys yra a, =4,
penktas — a5 =5. Bet ag =7, nes skaicius 6 netenkina sekos apibrézimo — skaiCiy a =1, a, =2,
a3 =3, a4 =4, a5 =5 maziausias bendrasis kartotinis yra 60, o skai¢iy 1, 2, 3, 4, 5 ir 6 — taip pat
60 (jis néra didesnis uz 60).

Nesunku jsitikinti, kad sekos nariais gali biiti tik pirminiai skaiciai ir jy aukStesni laipsniai
(kvadratai, kubai ir t. t.).

Ats.: Visi pirminiy skai¢iy laipsniai: 11, 13, 16, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 32, 37, 41, 43, 47,
49, 53, 59, 61, 64, 67,71, 73,79, 81, 83, 89, 97.

4. Teigiami realieji skaiCiai a ir b tenkina salyga a+b=6. Kokia yra maziausia sandaugos

[1+ lj [1+ 1] reikSmeé?
a b

Sprendimas. Kadangi

( 1)( 1) a+l b+l ab+a+b+1 ab+7 7 7 7
1+— || 1+—|= . = = =1+—=1+ =1+ =
a b a b ab ab ab a(6-a) 6a—a’

=1+ ! 1+ !

9-(9-6a+a?)  9-(a-3)2’

. : ..o .. 1 16
tai esant a =3 sandaugos reikSmé yra maziausia. Ji lygi 1+ R

Ats.: E.
9



5. Realiyjy skaiciy pora (X; y) tenkina lygybe x+y =12 ir lygybe x3 +y® =36. Raskite x%+y2.

Sprendimas. Kadangi 36 =x3 +y3 = (x+ y)(x%2 = xy + y?) =12(x® —xy + y?), tai
X2 + y2 =3+ Xy.
Toliau:
123 = (x+ y)3 =x3+ y3 +3xy(x+Yy)=36+3xy-12.
I Gia iSplaukia, kad xy=47. Todél x? +y? =50,

Ats.: 50.

6. Penki moksleiviai sédi prie apskrito stalo. Kiekvienas sugalvoja skai¢iy ir pasako ji tyliai
kaimynams, o tada apskaiciuoja suzinoty skaiciy vidurkj ir garsiai paskelbia.

Vieno tokio zaidimo metu pagal laikrodzio rodykle buvo paskelbti skai¢iai 1, 2, 3, 4 ir 5.
Kokj skaiciy sugalvojo moksleivis, kuris paskelbé skaiciy 4?

Sprendimas. Tarkime, kad mokiniai, paskelbg vidurkius 1, 2, 3, 4, 5 sugalvojo skaicius a, b,
c,dire. Tada a+c=4, b+d=6, c+e=8, d+a=10 ir e+b=2. I§ ¢ia gausime, kad c=4-a,
e=8-c=4+a, b=2-e=-2-a, d=6-b=8+a. IS pastarosios lygybés ir lygybés d-+a=10
gauname, kad 8+a=10—a. Vadinasi, a=11ir d =9.

Ats.: 9.

7. Seka xq,X, X3, ... Nusakoma taip:
X, =2017, xo =2018, x3 =—2019,
Xn = Xp_1 — Xp—2 + Xn_3 + N, kai n>3.
Raskite suma xg +Xqq-

Sprendimas. Pagal sekos nariy formule (kai n>3) gauname, kad X, —X,_1 +Xp_2 —Xp_3 =N,

kai n=4,5,6,.... Todél

Xg —X3+Xp —X =4,

X5 —Xg4 + X3 —Xo =5,

Xg — X5 + X4 — X3 =6,

X7 —Xg+Xg—Xq =1,

Xg — X7 + Xg — X5 =8,

Xg —Xg +X7 —Xg =9,

X10 — Xg + Xg — X7 =10.
Sudéje (atskirai kairigsias ir deSinigsias puses) gausime lygybe

— X1 — X3+ Xg + X9 =49,
I$ kurios iSplaukia, jog xg+Xg =49+2017—-2019=47.

Ats.: 47.



10.

Realiyjy skaiciy ay, a,, ...,a, Cezario suma vadinamas skaicius
S1+Sy+...+5,
n

Raskite skaiCiy 1 aj, ay,...,agg Cezario suma, jeigu skaiCiy ay,ay,...,ag9 Cezario suma
lygi 100.

Sprendimas. Skaiciy &, ay, ...,ag9 Cezario suma yra skaicius

ap+(ag +ap)+(ag +ap +ag)+...+(ag +ay +ag+...+agg) 993 +98a, +97a3 +...+ agg

99 99

Kadangi $i suma lygi 100, gauname, kad
993.1 + 983.2 + 973.3 +...+dgg = 9900

Skaic¢iuodami skai¢iy 1, g, ay, ..., agg Cezario sumg, gauname:
1+(I+a)+(I+a +ap)+(l+ag +ay +ag)+...+(L+a; +ap +az +...+agg)
100 -
~ 100+99a; +98ay +97a3 +...+agg _ 100+9900
- 100 ~ 100

, ¢la Sy =ay, Spy=a +...+ay, M=2,..n

=100.

Ats.: 100.

Taskas K yra lygiasonio trikampio ABC, AC =BC, aukstinés CD vidurio C
taskas, ties¢ BK kerta krasting AC taske E. Raskite santykj AE : EC.
Sprendimas. Nubréziame ties¢ DM || BE, M e AC. Kadangi atkarpa E
AB yra duotojo trikampio pagrindas, tai aukstin€ yra ir pusiaukrastine, taigi
taSkas D yra krastinés AB vidurys. Pagal Talio teoremg i§ salygos
AD = DB isplaukia, kad AM =ME =EC, tod¢l AE:EC =2:1. A
Ats.: 2:1.

Lygiagretainio ABCD krastiné AB ir jstrizainé BD yra statmenos, AB=a, AD =b. Raskite
istrizainés AC ilgj.

Sprendimas. Kadangi trikampis ABD statusis, tai jo D
- : C
statinis BD = \/AD2 —ABZ = \/b2 —a?. Sakykime, kad taskas 0
O yra lygiagretainio jstrizainiy sankirtos taskas, tuomet
1 /5 > . A
OB=§\/b ~a®. Statiajam trikampiui AOB taikome B

Pitagoro teoremg ir gauname, kad AO? = AB? +BO? =a? +%(b2 —a2) = %(3a2 + b2). Kadangi

AC =2A0, tai AC =+/3a%+b2.

Ats.: V3a2 +b2.
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Mieste j kiekvieng sankryza sueina 3 gatvés. Kiekviena gatvé nudazyta viena is trijy spalvy taip,
kad j kiekvieng sankryzg sueity visy trijy spalvy gatvés.

IS miesto iSeina 3 gatvés. [rodykite, kad jos yra skirtingy spalvy.

Irodymas. Kiekviena gatve padalykime i dvi pusgatves ir gausime, kad kiekvienos spalvos
pusgatviy skaicius yra lyginis.

Tarkime, kad n yra sankryzy skai¢ius, o m;, i=1, 2,3, yra i-tos spalvos iSoriniy (iSeinanciy
1§ miesto) pusgatviy skaicius. Taigi tos pacios spalvos pusgatviy skaicius yra n+m;, i=12,3.

Kadangi skaiciai n+mj, i=1 2,3, yralyginiai, tai m{, m, ir ms yra vienodo lyginumo. Bet
my+my +mg =3. Vadinasi, m =my, =mg =1. Kitaip sakant, visos trys i§ miesto iSeinancios
gatvés yra skirtingy spalvy.

Parabolés lygties y = ax® +33x = x(ax+33) koeficientas a yra sveikasis skai¢ius. Zinoma, kad jei
(x;¥), xeN, ye N, yra Sios parabolés taskas, tai y yra pirminis skaicius. Raskite skaiciy a.

Sprendimas. Tegu y=ax?+33x=x(ax+33) yra pirminis skai¢ius ir xeN. Vadinasi,
ax+33>0.

Galimi du atvejai: 1) x=1ir 2) ax+33=1.

Jei x=1, tai ax+33 turi biiti pirminis skaiius.

Jei ax+33=1, tai ax=-32. SkaiCius 32 turi tik vieng pirminj daliklj — skai¢iy 2, todél x =2
ir a=-16.

Kadangi —16+33=17 yra pirminis skaicius, tai ieSkomas parabolés lygties koeficientas yra
a=-16.

Ats.: a=-16.

Zinoma, kad skaiGiai a, b yra natiiralieji, o skaidius p<10000 yra pirminis. Lygtis
x2 —p-22x+2° =0 turi du skirtingus natiralivosius sprendinius x. Raskite visas galimas skai—
Ciaus p reikSmes.

Sprendimas. Pagal Vijeto teorema, lygties sprendiniai yra skirtingi dvejeto laipsniai, todél
p=1+2°, kur skai¢ius c natiiralusis. Kai ¢ nelyginis, tai p dalijasii§ 3,ir p=3 (b=2a+1). Jeic
lyginis, randame p=5,17,257 (65 ir 1025 netinka, nes dalijasi i§ 5, o 4097 netinka, nes dalijasi
i$17).

Ats.: 3,5, 17, 257.



4. Sachmaty turnyre dalyvavo studentai ir déstytojai. Kiekvienas dalyvis Zaidé po 1 kartg su
kiekvienu kitu turnyro dalyviu. Uz laiméta partijg skiriamas 1 taskas, uz lygiasias — 0,5 tasko, o
uz pralaiméta — 0 tasky.

Déstytojai sudare 25 % turnyro dalyviy skaiciaus, o studentai surinko 1,2 karto daugiau tasky
negu déstytojai. Kiek studenty ir kiek déstytojy dalyvavo Siame turnyre?

Sprendimas. Tegu n yra turnyro dalyviy skaicius. Tada 0,25n yra déstytojy skaicius, 0,75n
n(n-1)
2

— studenty skaicius, o — bendras suzaisty partijy (taigi ir bendras surinkty tasky) skaicius.

Aisku, kad skaicius n turi dalytis is 4.
Tik tarp déstytojy ir tik tarp studenty suzaisty partijy skaicius yra atitinkamai
0,25n(0,25n-1)  n(n-4) ir 0,75n(0,75n-1)  3n(3n-—4)
2 32 2 32

2
Studentai su déstytojais suzaidé 0,25n-0,75n = 31% partijy.

2

. . oo .. . . .. iy 3n
Tegu X yra taSky, kuriuos studentai surinko Zaisdami su déstytojais, skaicius. Tada 16 X

2
: . . y sy C ey . n
yra déstytojy surinkty tasky skai€ius ZaidZiant su studentais. Aisku, x>0 ir x< 31_6 Be to, x

gali biiti sveikasis skai¢ius arba misrusis, kurio trupmening dalis 0,5.
Pagal uzdavinio salyga,

_ _ 2
3n(3n 4)+x=1,2 n(n 4)+3L—x.
32 32 16

IS ¢ia gauname:

2
2% =12 n(n—4)+3n _3n(3n—4),
32 16 32
2
11XZ€_n(n—4)+6n _15n(3n—4),
32 32
11x — 3n(12—n),
32
oy — 3n(12—n).
11-16

Matome, kad 12 yra vienintelé n reikSmé, kuriai esant 2X yra sveikasis skai¢ius (x =0). Taigi
bendras turnyro dalyviy skai¢ius buvo 12, o visg dalyviy sarasg sudaré 9 studentai ir 3 déstytojai.

Ats.: 9 studentai ir 3 déstytojai.

5. Naturaliyjy skaiciy sekoje &y, ay, ..., ay5 bet kuriy dviejy gretimy skaiciy suma yra arba 100, arba
101. Kiek yra tokiy seky, kur a; =1, ayg =127

Sprendimas. Sekoje &, ag, as, ..., ap5 bet kuriy dviejy gretimy nariy skirtumo modulis yra
ne didesnis uz 1. Cia ag > a;. Jei ag =az—1, tai a5 <2 ir apg <2+1+..+1=12. Todél ag >ag ir
analogiskai ag <a7 <..<ays. Tada nelygybiy sekoje & <az<...<a,gs lygiai viena (bet kuri)
nelygybé virsta lygybe. Pasirinkus i ir lygybe aj =aj,,, Visi a; apibrézZiami vienareik$miskai,
i8skyrus aj,q, kuris gali jgyti dvi skirtingas reikSmes. Taigi i$ viso yra 12-2 =24 sekos.

Ats.: 24.



6.

. . . 1
Raskite r®+-L, jei 3/r+-—=3.
r? Yr

Sprendimas. Keldami kubu, gauname:

3
T N T
27—(\/F %j r 3(\/7 3

I§ Sia isplaukia, kad r+ = =18,
r

Vel keldami kubu, gauname, jog
3
18 :(r+1j =r3 +3(r +l)+i =r3 +i+54.
r

r) 3 3

J+1= r+1+9.
r r

Vadinasi, r3 +i3 -5778
r

Ats.: 5778.

Lentoje yra uzraSyti skaiciai 1, 2,3, ..., 2019. I§ pradziy pasirenkami bet kurie du skaiciai,
sakykim, x ir y ir vietoj jy uzraSomas skirtumo modulis | x—y|. Pavyzdziui, 5 ir 1000 kei¢iami
skai¢iumi |5-1000|=995. Tada vél pasirenkami bet kurie du skaiciai ir jie kei¢iami skirtumo
moduliu. Po 2018 zingsniy lentoje lieka tik vienas skaicius. Irodykite, kad jis yra lyginis.

Irodymas. Lentoje uzraSyty skaiciy 1, 2, 3, ..., 2019 suma

1+2+43+ ...+2019=(1+201—;)'2w’=1010-2019

yra lyginis skaiCius.
Tegu x iry (x>y) yra pasirinkti skai¢iai, kurie kei¢iami skirtumo moduliu | x—y|=x-Yy.
Lentoje buvusiy skai¢iy suma sumazéja dydziu x+y—(x—y) =2y, taigi lyginiu skai¢iumi. Ir taip

bus po kiekvieno Zingsnio.
Vadinasi, po 2018 zingsniy likes lentoje vienintelis skaicius tikrai yra lyginis.

Raskite visas natiiraliyjy skaiciy poras (m; n), kurios tenkina lygybe mn=12m+14n+1.

Sprendimas. Kadangi turi bati
mn-12m-14n—-1=0 ir
mn-12m-14n-1=(mn-14n)—-(12m-12-14)-12-14-1=n(m-14)-12(m-14) -169=
=(m-14)(n-12)-169,
ieSkomoms poroms (m; n) rasti pakanka iSspresti (sveikaisiais skaiciais) lygti
(m-14)(n—-12) =169.
Skaicius 169 yra pirminio skai¢iaus 13 kvadratas, todel galimi tik Sie atvejai:
1) m-14=1 n-12=169
2) m-14=169 n-12=1;
3) m-14=13 n-12=13.
Taigi (m; n) e{(15;181), (18313), (27; 25)}.

Ats.: (m;n) e{(15;,181), (183 13), (27; 25)}.



9.

10.

Atkarpa CH yra trikampio ABC aukstiné, taskas M yra krastinés AC

vidurio taskas. Raskite kampo BAC diduma, jei AM = AH. ¢
Sprendimas. Taskas M yra stadiojo trikampio ACH jzambinés M
AC vidurio taskas, todél AM =MH. IS salygos AM = AH iSplaukia,
kad trikampis AMH yra lygiakrastis, todél ~BAC =60°. A " B

Ats.: 60°,

Taisyklingojo astuonkampio ABCDEFGH jstrizainés DG ir EH susikerta taske Q, atkarpa BP yra
trikampio ABD aukstiné. Raskite trikampiy GQH ir APB ploty santykj.
Sprendimas. Pastebékime, kad duotasis taisyklingasis astuonia-

kampis yra simetriskas jstrizainés DH atzvilgiu, taigi atkarpa DH yra
apie taisyklinggjj astuoniakampj apibrézto apskritimo skersmuo. IS ¢ia
iSplaukia, kad #DAH = ZHGD =90°. Kadangi taisyklingojo aStuonia-

kampio vidaus kampas lygus 135°, tai ~PAB=~/GHE =135° -90° =

45°, I§ ¢ia iSplaukia, kad statieji lygiaSoniai trikampiai ABP ir HQG

yra panasieji, o panasiyjy trikampiy ploty santykis lygus jy atitinkamy
kraStiniy kvadraty santykiui. Taigi ieSkomasis ploty santykis lygus ty
trikampiy statiniy kvadraty santykiui HG?: AP? = AB%: AP? =2,

Ats.: 2.




