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PRATARME

1969-1989 metais veiké Lietuvos jaunyju matematikuy neakivaiz-
diné mokykla, nemazai prisidéjusi prie matematinés kulttiros kélimo.
1998 m. rugséjo ménesj jaunyjy matematiky mokykla buvo atkurta ir vél
s¢kmingai dirba, tgsdama ankstesnés mokyklos tradicijas.

1998 metais i§ 613 moksleiviy atsiuntusiy stojamosios uzduoties
sprendimus, { pirma kursa buvo priimti 563. [stojusieji per dvejus metus
turéjo ivykdyti mokymo programa, t.y. iSspresti septynias uzduotis.
Paskutinigja— baigiamaja uzduotj Vilniaus universiteto Matematikos ir
informatikos fakultete sprendé¢ 230 moksleiviu. Mokyklos baigimo
pazyméjimai buvo jteikti 229 mokiniams. Dabar daugelis i§ ju mokosi
universitetuose bei kitose aukstosiose mokyklose.

Mokyklos taryba sudarydama mokymo programa sieké ne tik
pagilinti moksleiviy mokyklinés matematikos Zinias, bet ir jas iSplésti. [
programa buvo ijtraukta ir temy, nenagriné¢jamy viduringje mokykloje,
pavyzdziui, rekurenciosios sekos, grafy teorijos elementai, sveikoji ir
trupmeniné skaiCiaus dalys.

Siame leidinyje pateikiamos Lietuvos jaunyju matematiky mokyk-
los pirmosios laidos (1998-2000) uzduotys, teoriné medziaga bei uzduo-
¢iy sprendimai. Manome, kad knygelé¢ bus naudinga ir moksleiviams,
besidomintiems matematika, ir mokytojams, vedantiems matematikos
biirelius, rengiantiems moksleivius konkursams, olimpiadoms.

Sudarytojai nuoSirdziai dékoja visiems autoriams uz kruopsty darba
rengiant uzduotis.

Sudarytojai A.Apynis, E.Stankus, J.Sink{inas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

A.Apynis, E.Stankus (Vilniaus universitetas),
J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. IS vietoviy 4 ir B vienas priesais kita vienu metu i$¢jo du turistai ir
susitiko po 3 h 20 min. Per kiek laiko kiekvienas turistas jveiké
atstuma tarp A ir B, jeigu pirmasis turistas | vietovg B atvyko 5 h
véliau negu antrasis atvyko i vietove 4?

. Broliai Rolandas ir Antanas i§ namy kartu i$¢jo i mokykla. Rolando
zingsnis 10 % ilgesnis uz Antano Zingsni, ta¢iau Antanas per ta pati
laika Zengia 10 % daugiau zingsniy negu Rolandas. Kuris brolis {
mokykla ateis anksciau?

. Garsaus pranciizy matematiko, gyvenusio antrajame tiikstantmetyje,

gimimo metai pasizymi Sitokiomis savybémis:

1) gimimo mety skaitmeny suma lygi 21;

2) prie gimimo mety pridéjus skaiciy 5355, gaunamas skaicius,
sudarytas i§ ty paciy skaitmeny kaip ir gimimo metai, tik
parasytas atvirk$cia tvarka.

Kuriais metais gimé $is matematikas? Gal zinote jo pavarde?

. Apskaiciuokite B Lg , jeigu x + ! =3.
X X

. ISspreskite lygti

2
X X
1+ +[ j +
x—1 \x-1

. Raskite reiskinio

Vx2 + 8= 1% +1)% +(6-x)?
maziausia reikSme.



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

Irodykite, kad su bet kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi » reiSkinio
n(n+1)(m+2)(n+3)+1 reikSmé yra natiiraliojo skaiCiaus
kvadratas.

Irodykite, kad

;—ZSinmo =1.

2sin10°
I apskritima ibrézta trapecija, kurios aukstin¢ lygi 4, o Soniné
kraStiné i§ apskritimo centro matoma 60° kampu. Apskaiéiuokite

Sios trapecijos plota.

Ar yra toks trikampis, kurio visos aukstinés trumpesnés uz viena
centimetra, o plotas didesnis uz viena kvadratini metra?

§ .:: Lz



I. KVADRATINIS TRINARIS

J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Trumpai prisiminsime kvadratinio trinario f(x)= ax? +bx +c
(a #0) savybes. Kai kurios i§ jy moksleiviams gali biiti nezinomos.

1. Kvadratinio trinario grafikas — parabolé, kurios virs§tné yra taske

[—;;— 4—) (¢ia D= b? —4ac — kvadratinio trinario diskriminantas),
a 4a
o Sakos nukreiptos i virSy, kai a>0 ir | apacia, kai a<0

(1 pav., 2 pav., 3 pav.).

by 4 b Y a=(
2a
X
D >
4a Za
_2 X1} L) x
4a
b ¥ a<0
2a
I pav. (a>0,D<0) 2pav. (a<0,D<0) 3pav. (D>0)

2. I§ pateikty grafiky matome, kad funkcija f(x)= ax® +bhx+c:

. b . .. D :
1) intervale | —o0;——| mazéja nuo +oo iki ——, o intervale
2a 4a

[—iﬁoo) didéja nuo —42 iki +oo, kai a>0. Taigi Siuo atveju
a a

funkcija taske x = _b igyja maziausia reikSme, lygia — v Funkecijos
a a

e e, . D
reikSmiy aibé yra intervalas —4—;+oo .
a



KVADRATINIS TRINARIS

2) intervale(— oo;—i didéja nuo —oo iki —2, o intervale
2a 4a

[— 2i; + oo) mazéja nuo — 42 iki —oo, kai a < 0. Taigi funkcija taske
a a

x=—2i igyja maksimuma. Funkcijos reikSmiy aibé yra intervalas
a

(2]

3. Kvadratinio trinario ax? + bx + ¢ Saknys yra realios ir skirtingy
zenkly, kai a-c<0.

4. Remiantis grafikais (1-3 pav.), nesunku ijsitikinti tokiy savybiy
teisingumu:

1) su visomis x reikSmémis sandauga a- f(x)=a- (ax2 + bx +c¢)
yra teigiama, kai D <0;

Q)kai D>0, tai a-f(x)>0 su xe(—ooxy)U(xps+0) ir
a-f(x)<0 su xe(xy;xy).

IS pirmosios savybés iSplaukia i§vada: jeigu yra bent vienas skai¢ius
r, su kuriuo

a f(r)= a-(ar2 +br+c)<0,

tai kvadratinio trinario diskriminantas D teigiamas.

1 pavyzdys. Rasime su kuria k& reikSme kvadratinio trinario

fx)= Jor? +2x + 6 didziausia reik§mé intervale {— %; 2-— %} lygi 3.

Sprendimas. Nagrinésime du atvejus:
1) kai k>0, parabolés y= Jr? +2x+6 virslinés abscisé lygi
b

—2—=—;. Ji sutampa su duotojo intervalo kairiuoju galu. Vadinasi,
a

Siuo atveju kvadratinis trinaris intervale {—%;2—%} didéja ir igyja

didziausia reikSmg desiniajame intervalo gale.



I TEMA

Taigi

2
SRLLCE IRE CRPI R
2——|=k|2-——| +2|2-——|+6=4k——+6.
fma"( k k k k

Pagal salyga 4k—%+6=3. IS ¢ia randame kzi. Taigi, kai

k= i , kvadratinio trinario f(x)= oo +2x+6 didziausia reikimé
intervale {—l 2 —l} lygi 3
[ e

2) kai k£ <0, funkcija —1;2—l intervale —1;2—l mazéja
k k k k

ir didZiausia reikSme igyja kairiajame $io intervalo taske. Taigi

E R

Pagal salyga 6—%=3. I§ ¢ia gauname £k =é. Kadangi rastoji k£

reik§me teigiama, tai darome i$vada, kad néra tokiy neigiamy £ reikSmiy,
L e 1 1. e
su kuriomis kvadratinis trinaris intervale {— ;; 2 - ;} igytu didziausia

reikSme, lygia 3.

5. Sprendziant kvadratines lygtis ar nelygybes su parametrais daznai
tenka nustatinéti realiojo skaiiaus r» padéti kvadratinio trinario
ax? +bx +c Sakny xq ir x, (x; < x,) atzvilgiu:

1) Skaic€ius r priklauso intervalui (—oo; x;) (4 pav.) tik tada, kai

af(r)>0,

b
r<——m, 1
Yy ©)
D >0.
2) Skaicius r priklauso intervalui (x;; x5 ) (5 pav.) tik tada, kai

a-f(r)<0 )

10



KVADRATINIS TRINARIS

3) Skaicius r priklauso intervalui (x,; + o) (6 pav.) tik tada, kai

af(r)>0,
b
——<r, (3)
2a
D>0.
g a >() ¥ a >()
b
2la
r X1 I %) x*
a<() a<() a<()
4 pav. 5 pav. 6 pav.

2 pavyzdys. Rasime su kuriomis & reikSmémis kvadratinés lygties
(1+ k)x> = 3kx +4k =0
abu sprendiniai yra didesni uz 1.

Sprendimas. Remsimes (1) salygy sistema:

(1+k)((1+k)-12 —3k-1+4k)>0,

3k
20+ k)’

(3k)? —4(1 + k)4k > 0.

1<

“4)

ISsprendg Sia sistema, gauname:

-—=<k<-1.
7

Taigi, kai & e[— %; — 1) , kvadratinés lygties (1 + k)x2 -3kx+4k=0

sprendiniai yra didesni uz 1.

11



I TEMA

3 pavyzdys. Rasime su kuriomis p reikSmémis skaiCius 5 yra tarp
kvadratinio trinario

x? - 2(p—-15)x+ p2 —4p

Sakny.

Sprendimas. Remsimés (2) nelygybe:

1-(52 —2p-15)-5+p° —4p)<o.

ISsprende nelygybe, gauname: p €(4;10).

6. Nesunku istirti dvieju skai€iy 7 ir s (r<s) i$sidéstyma kvadratinio
trinario Sakny x| ir x, (x <x,) atzvilgiu:

1) x; <r<xy <s (7 pav.) tik tada, kai

a-f(r)<o,
a-f(s)>0.
2) r<x; <xp <s (8 pav.) tik tada, kai
a-f(r)>0,
a-f(s)>0,

b
r<———<sg,
2a

&)

(6)

D2>0.

7 pav. 8 pav.

12



KVADRATINIS TRINARIS

UZduotis. SavarankiSkai raskite salygas, su kuriomis teisingos

nelygybés:
1) x1<xp<r<s, 2) r<x;<s<xp,
3) r<s<x;<x;, 4) x;<r<s<xj.

4 pavyzdys. Rasime su kuriomis m reikSmémis lygties

mx? — (1-2m)x + m=0 sprendiniai tenkina salyga: x; <-5<x, <0.

Sprendimas. Remsimés (5) salygomis:
m-(m-(—S)2 —(1—2m) -(—5) +m) <0,

m-(m-0% = (1=2m)-0+m)>0.
. “ . 5 . .
ISsprende¢ Sig sistema, gauname m € (— E; 0) . Taigi, kai

m e(—E;OJ , nagriné¢jamos lygties abu sprendiniai yra neigiami, o

skaiius —5 yra tarp ju.

5 pavyzdys. Rasime su kuriomis p reikSmémis lygtis ! = !

1/ px x+1
turi vienintelj sprendini.
Sprendimas. Kadangi x+1>0, tai §i lygtis ekvivalenti Sitokiai
sistemai:
(erl)2 =p-x, Ly x2 +2-p)x+1=0,
x+1>0, x>-1
Gauta sistema, o tuo paciu ir duotoji lygtis, gali turéti vienintelj
sprendinj, kai Sios sistemos lygties diskriminantas lygus nuliui arba
vienas sprendinys yra mazesnis, o kitas didesnis uz —1.

1 atvejis. Kai D=(2 - p)2 —4=0, gauname p reikSmes: p=0 ir
p=4.Kadangi p-x>0, tai imsime tik p =4. Sia reik§me jrase { lygti,
gauname x? —2x+1=0. Sios lygties sprendinys: x=1.

2 atvejis. Kadangi skaicius —1 turi buti tarp lygties x? + 2-p)x+
+ 1= 0 sprendiniy, tai remdamiesi (2) nelygybe, gauname:

13



I TEMA

(=17 +(2-p)-(~1) +1) <0. 8 &ia: p<0. Kadangi turi bati
p#0, tai nagrinéjamoji lygtis turi vieninteli sprendini, kai
p (- 0) U4}

6 pavyzdys. Rasime su kuriomis m reikSmémis nelygybé

mx? —4x +3m+1>0 teisinga su visomis teigiamomis x reikSmémis.

Sprendimas.
a) kai m# 0, reikia istirti dvi galimybes:
1) m>0 ir D<0 (9 pav.);

Ay yh
\/ _b
2a
L e
> X

9 pav. 10 pav.
2y m>0ir D>0, —2i<0 ir m- £(0)>0 (10 pav.).
a

m>0,
Pirmuoju atveju sprendziame sistema:
4-m@Bm+1)<0.

Gauname m €(1; + ).

m>0,

4-m@Bm+1)20,

Antruoju atveju gauname sistema: 2 0
PR < ,
m

m(3m+1)>0,

neturincia sprendiniy.
b) kai m=0, gauname nelygybe —4x + 1> 0, kuri teisinga ne su
visomis x >0 reikSmémis.

Ats.: m e(1; + o).

14



KVADRATINIS TRINARIS

PIRMOJI UZDUOTIS

. Raskite skai¢ius a, b ir ¢, kuriy suma lygi 2, o lygtis
ax?> +bx+c¢=0 turi vienintelj sprendinj x = 2.

. Raskite didziausia sumos p + ¢ reikSme, kai kvadratinio trinario

X%+ px +q Sakny skirtumas lygus 5, o Sakny kuby skirtumas 35.

. Raskite funkcijos y =+ x2 +2x+10 reik8§miy sriti.

Su kuria neigiama parametro a reikSme kvadratinio trinario
ax? +2x+7,5 maziausia reikSmé intervale [1——;———} yra

lygi 3,57

. I8 Moléty i Giedraicius i$éjo péstysis, o po 3,5 h i§vaziavo dvirati-
ninkas, kuris péstiji pavijo Giedraic¢iuose. Kita diena vienu metu
dviratininkas i§vyko i§ Moléty, o péstysis i§ Giedraiiy ir po
1 h40 min susitiko. Kiek laiko reikia dviratininkui nuvykti i§
Moléty i Giedraic¢ius (dviratininko ir pésc¢iojo greiciai pastoviis)?

. Du darbininkai turéjo nuSienauti pieva. Jie susitaré nuSienauti po
pus¢ pievos. Pirmasis darbininkas darba pradéjo 2 h 16 min
anksciau uz antraji. Iki 12 valandos jie nuSienavo 40 % pievos, tada
jie pietavo ir ilséjosi 1,5 h. Pirmasis darbininkas darba baigé
19 h 54 min, o antrasis — 20 h 10 min. Kada kiekvienas darbininkas
pradéjo Sienauti pieva?

Sachmaty turnyre dalyvavo du devintokai ir keletas desimtoky. Abu
devintokai kartu surinko 8 taskus, o kiekvienas deSimtokas surinko
po vienoda tasky skai¢iy. Kiek deSimtoky dalyvavo turnyre?

Pastaba. Visi turnyro dalyviai susitiko tarpusavyje po viena karta. Uz laiméta
partija Sachmatininkui skiriamas vienas taskas, uz lygiasias — pusé tasko, o uz
pralaiméta partija — nulis.

15



I TEMA

8. Su kuriomis £ reikSmémis abi kvadratinio trinario

1+ k)x2 —2x+ k —2 Saknys yra teigiamos?

9. Su kuriomis m reik§mémis lygties
(m+2)x> =2Bm+10)x+3(3m+4)=0
sprendiniai yra tarp 0 ir 4?

10. ParaSykite didéjimo tvarka skaiCius xy, x, 0 ir 2, jeigu xp ir xp

yra kvadratinio trinario x? —2ax+2a% —4a+3 Saknys. IStirkite
Siy skaiciy i§sidéstymo priklausomybe nuo parametro @ reikSmiy.

16



II. REKURENCIOSIOS SEKOS

G. Stepanauskas (Vilniaus universitetas)

1. Nagrinékime skaiciy seka
Uy Uy eey Uy s .nn (1)

Sekos, kuriy kiekvienas narys u,, yra kokia nors prie§ ji einanciy

nariy funkcija, vadinamos rekurenciomis sekomis. Jeigu galima surasti k
pastoviy skaiciy ay, a, ..., aj , kuriems lygybé
Upk = 01 Upif—1 TA2 Upyf2 T ... Tay uy (2)

yra teisinga su visais natiiraliaisiais skaiCiais #, tai (1) seka vadinama k-
osios eilés rekurencigja seka.

k-osios eilés rekurenciosios sekos apibrézime slypi indukciné idéja.
Zinodami pirmuosius & nariy i§ (2) lygybés galime surasti k+1-aji nari.
Suradg £+1-aji, jau galime surasti k+2-ajj ir t.t. Norint surasti bet kurj &-
osios eilés rekurenciosios sekos narj, pakanka Zinoti jos pirmuosius k
nariy ir rekurenciaja seka apibréziancia (2) lygybe.

2. Skai¢iy seka by, by, ..., b,,... vadinama geometrine
progresija, jei
bpi1=byq, n=1,2, ... 3)

Cia g yra pastovus skai¢ius ir vadinamas progresijos vardikliu.

IS (3) lygybés matyti, kad geometriné progresija yra 1-osios eilés
rekurencioji seka.

3. Skaiciy seka vy, vy, ..., v, , ... vadinama aritmetine progresija,
jei

Vo1 =V, +d, n=1,2,....

Cia d yra pastovus skaiius ir vadinamas progresijos skirtumu.

Kadangi

V2 =Vpal ¥Ad =V + (Vg1 = V) =200 — vy,

tai aritmetiné progresija yra 2-osios eilés rekurencioji seka.

Aritmetiniy ir geometriniy progresijy savybés moksleiviams turéty
biiti gana gerai zinomos, todél ju detaliau ¢ia nenagrinésime.

17



II TEMA

4. Pereikime prie 2-osios eilés rekurenciosios sekos Fj, F5, ...,
F,, ..., kai jos nt+2-asis narys yra lygus dviejy prie§ ji einaniy nariy
sumai

Foio=F +Fy. 4)

Be to, tegul Fj = F, =1. Si seka vadinama Fibonacio seka, o jos
nariai Fibonacio skaiciais.

IS (4) lygybés, zinodami, kad Fj = F, =1, surandame pirmuosius
Fibonacio skaicius:

R\ B | B3| Fy| Fs | Fo| 7| Fg | Fo |Fio| Fir|Fiz| Fi3|Fia| Fis| Fie| Fi7

1123581321 |34]|55]|89|144|233(377|610({987|1597

Fibonacio skai¢iai yra daug kur sutinkami. Pirmiausia jie taikomi
ivairiose skaiCiy teorijos srityse. Be ju neapsieinama kombinatorikoje.
Zinios apie juos taikomos informatikoje, geometrijoje, losimy teorijoje,
fizikoje ir kitur. Fibonacio skaiciai sutinkami jvairiuose gamtos reiski-
niuose.

5. Panagrinékime vieng kombinatorikos uzdavinélj. Takelis, vedan-
tis prie tvenkinio, padalytas i lygius vienas paskui kita einancius
staciakampius laukelius (takelio plotis lygus laukelio plociui). Takeliu
link vandens Sokuoja varlyté. Varlyté gali Sokti { gretima laukeli arba
viena laukeli perSokti. Keliais skirtingais btidais varlyté gali nuSokuoti n
laukeliy ilgio takelj, t.y. (jeigu laukelius sunumeruosime) patekti i$
pirmojo laukelio i n-3ji? Sokavimo biidai yra laikomi vienodais, jei
Sokuodama varlyté pabuvoja tuose paciuose laukeliuose.

IeSkomaji skai€iy pazymékime x,,. Kadangi varlyté keliong pradeda
i§ pirmojo laukelio, tai x; =1. I$ pirmojo laukelio patekti { antraji gali-
ma vieninteliu budu, taigi ir x, =1. [ treciaji laukeli galima patekti
dviem bidais — tiesiai i§ pirmojo (perSokant antraji) arba pabuvojant ir
antrajame: x3 =2.

Visus biuidus, kuriais galima patekti { n-aji laukeli, suskirstykime {
dvi grupes. Pirmajai grupei priskirkime budus, kai varlyté pabuvoja

18



REKURENCIOSIOS SEKOS

n—1-ajame laukelyje, o antrajam, kai varlyté i n-aji laukeli paklitiva
tiesiai i§ n—2-0jo laukelio, perSokdama n—1-3ji. Gauname, kad
Xy, =X,_1 +X,_>.
Taigi jrodéme, kad skaifiai x, yra lygis Fibonacio skaiCiams:
x,=F,.
6. Fibonacio skaiciai turi idomiy savybiy. Pateiksime keleta iS ju.
Fibonacio skai¢iams yra teisingos tokios lygybés:
K+F+..+F,=F,,,-1,
H+F+ . +F,_ 1 =F,,
B+ +..+ 65, =F,-1,
F2+F}+..+F}=F,F,.,,
Foym=F 1 Fpy + Fy by (0>1).
Irodykime pirmaja. I§ tikryju
R =K-5,
F=F -F;,
Foy=Fo—Fy,
Fy=Fypo—Fuy.
Sudéje panariui visas $ias lygybes, gausime norima lygybg:
P+ +. . +F,=F ,-F=F,,-1.
7. Paimkime atkarpa AB, kurios ilgis lygus 1, ir padalykime i dvi
dalis — ilgesniaja AC ir trumpesniaja CB (Zr. 1 pav.) taip, kad visos
atkarpos ir ilgesniosios jos dalies santykis bty lygus ilgesniosios ir

AB AC
trumpesniosios daliy ilgiy santykiui: — =——. Tegu AC = x, tada
p yiigy y 1C_CB g

1 X
—= arba x?

x 1-x

=1-x.

A C B

1 pav.
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Sios lygties teigiamas sprendinys yra lygus (x/g —1)/2. Pazymékime

12 1+45

1
santyki — raide . Tuomet 0 = — = —— = .
ylx x A5-1 2

Skaicius a yra susije¢s su Fibonacio skaiciais §ia formule:

al’l

F,~—.
n \/g
IS tikryjy o yra vienas labiausiai matematikoje sutinkamu skaiciy ir
zinomas aukso pjivio arba auksinés proporcijos vardu.

8. Auksiné proporcija daznai sutinkama geometrijoje. Pavyzdziui,
ibrézkime | pusapskritimi, kurio spindulys R, kvadrata (Zr. 2 pav.).
Tuomet taskas C yra atkarpos AB aukso pjuvio taskas.

D

C o B
2 pav.

Irodysime tai. Tegu OC =y . Tuomet i§ stataus trikampio OCD
gausime, kad
oc? + cp* = 0D?,
2 2 2
yo+Q@2y)" =R",
y=R/ V5.
Dabar jrodysime, kad
AB  BC
2= (5)
BC AC
Istate pazyméjimus ir atlike ekvivalenCius pertvarkymus gauname, kad
(5) lygybe yra ekvivalenti tokioms lygybéms:
Rty _ 2y
2y  R-y
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(R+)(R=y)=4y%,
R?—y? =4y?,
R>—R%[5=4R%/5,
4R?[5=4R?/s.
Taigi (5) lygybe teisinga. Taskas C yra atkarpos AB aukso pjuvio taskas.

9. Daug auksiniy proporciju galima surasti taisyklingajame
penkiakampyje (zr. 3 pav.). Taskas C yra atkarpos AD aukso pjuvio
taskas, taskas B yra atkarpos AC aukso pjuvio taskas, o atkarpy 4D ir AE
santykis taip pat yra lygus « .

3 pav.

Su rekurenciosiomis sekomis, Fibonacio skaiciais, aukso pjiviu ir
panaSiais dalykais moksleiviai gali placiau susipazinti pateiktoje litera-
tiiroje.
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ANTROJI UZDUOTIS

1. [rodykite, kad natiiraliyju skai¢iy kvadraty seka
uy =12, uy =22, ceey Uy =n2,

yra 3-iosios eilés rekurencioji seka.

2. Begalinés geometrinés progresijos su vardikliu, kurio modulis
mazesnis uz 1, suma yra lygi 12, o pirmyju triju progresijos nariy
suma yra lygi 10,5. Raskite Sios progresijos pirmaji narj ir vardiklj.

3. Trikampio krastiniy ilgiai sudaro didéjanc¢ia geometring progresija.
Ar $ios progresijos vardiklis gali buti didesnis uz 2?

4. Raskite visy trizenkliy skai¢iy, kurie dalijasi i§ 7, suma.

5. Tinklinio pirmenybése dalyvavo 12 komandy. Komandos susitiko
tarpusavyje po viena karta. Uz laiméjima komandai skiriamas
vienas taskas, uz pralaiméjima tasky neskiriama, lygiyjuy tinklinyje
nebiina. Po pirmenybiy paaiSkéjo, kad komandu surinkti taskai
sudaro aritmeting progresija. Kiek tasky surinko paskuting vieta
uzémusi komanda?

6. Duotas grafas (Zr. 4 pav.). [rodykite, kad skirtingy marSruty i$
1-osios virSiings i n-3ja skaicius yra lygus n-ajam Fibonacio skai¢iui
F,, . Galima judéti rodykliy kryptimis.

4 pav.

7. Irodykite, kad Fibonacio skai¢iams F), yra teisinga lygybé
Fl + F3 +"'+F2n—l = an .
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8. Petras paprasé Povilo uzpildyti skaiCiais deSimt eiluciy. [ pirmaja ir

10.

antraja eilutes jraSyti bet kokius natiraliuosius skaiCius, o |
kiekviena kita eilut¢ (pradedant trecigja) — dvieju pries ji esanciy
eiluciy suma. Petras paprasé jam parodyti tik septintaja eilute.
Idémiai | ja pazitréjes jis pasaké kam lygi visy deSimties eiluciy
suma. Kokiu biidu Petras, zinodamas tik septintaja eilute, galéjo
suskaiciuoti visy deSimties eiluciy sumaq?

Jei staciakampio (zr. 5 pav.) krastiniy santykis yra lygus o

D F C

G H

A E B
5 pav.

(a=(01+ NG ) / 2), tai statiakampis vadinamas auksinés proporcijos
staciakampiu. | auksinés proporcijos staciakampi ABCD ibrézkime
kvadrata AEFD (zr. 5 pav.). Irodykite, kad sta¢iakampis EFCB taip
pat yra auksinés proporcijos staciakampis, o jeigu EGHB — kvadra-
tas, tai GHCF — irgi auksinés proporcijos sta¢iakampis.

Irodykite, kad apie taisyklingaji deSimtkampi apibrézto apskritimo
spindulio ir Sio deSimtkampio krasStinés santykis yra lygus o

(a=(1++/5)/2).
-3

! j‘( ;\
Dz )

4
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3 tema. ELEMENTARINES MATEMATIKOS
UZDAVINIU SPRENDIMO METODAI

R. KaSuba (Vilniaus universitetas)
3. 1. KELI ZODZIAI APIE INVARIANTUS

Invariantas, jeigu ji verstume i§ lotyny kalbos — kone visy Europos
ir ne tik jos kalby motinos — reiksty ,,nesikeiciantis®, ,,nekintantis®.

Aplinkui mus visa taip smarkiai nestygsta, juda, kinta, taip nestovi
vietoje, kad galéty atrodyti, kad i§ viso néra nekintanciy dalyky. Taciau,
kita vertus, jeigu esama ne tik daugiau, bet ir maziau bekintanc¢iy dydziy,
todél logiska biity galvoti, kad galéty buti ir visai nekintanciy. [tarimas
yra pagristas ne tik logika, bet kasdiene patirtimi, tokiy visai nekintanciy
dalyky tikrai esama, tik kitas reikalas, kad kartais ne taip paprasta juos
surasti.

Toks nekintantis arba labai patikimas, nes i§ pradiniy uzdavinio
duomeny randamas, dalykas daZznai tampa uZzdavinio sprendimo
pagrindu, paprastai pasitilanciu jo sprendimo biida ar metoda.

Stai zinomas uzdavinys su grybais — i§ ty truputj sunkélesniu.

Svieziuose grybuose yra 90 procenty vandens, o dziovintuose tik 12
procenty. Kiek gautume dziovinty gryby i$ 22 kg Svieziy gryby?

Iprastinis to uzdavinio sprendimas biity toks. Kadangi 22 kilogra-
muose Svieziy grybu yra net 22:0,9 = 19,8 kg vandens, taigi juose yra
vos 22 — 19,8 = 2,2 bevandenés grybienos, kuri visa islieka dziovintuose
grybuose — Stai kas dabar yra miisy invariantas — tik pagal svori jau
sudaro net 88 procentus dziovinty grybu masés (nors ka tik sudaré vos
10 procenty). Kadangi tie 2,2 kg bevandenés grybienos arba 2200 gramy
jau sudaro 88 procentus dziovinty grybuy svorio, tai vienas procentas
dziovinty grybuy sveria 2200 : 88 =25 g. Todél visi dziovinti grybai svers
100 karty daugiau, t.y. 2,5 kg.

Gal ir nelengva ta bevandeng grybiena pripazinti invariantu, nes ja
,atskirai vieng pacia® sunku parodyti — tam tekty visa vandenij i§ grybuy
i$garinti, ta¢iau turime pripazinti, kad né gramas jos neprapuolé ir ji visa
pasiliko dziovintuose grybuose.

Daznai invariantai biina Zymiai pastebimesni, aiSkiai geometriskai
pavaizduojami ar parodomi.
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Isivaizduokime, ,ratuku® suraSéme SeSis skai¢ius 0,0,0,1,0 ir 1
(zinoma, nepamirsdami, kad pirmasis nulis ir paskutinis vienetas taip pat
kaimynai). Leidziama paimti bet kuriuos du gretimus skaiCius ir prie
abiejy pridéti po vieneta. Ar taip darydami kada nors galétume pasi-
girti,kad visi skaiciai pasidaré lygiis?

Padélioj¢ pamatytume, kad nepavyksta, taciau tai dar nieko nereis-
kia, gal tiesiog mes nesugebame tinkamai délioti arba, kitaip tariant,
jeigu Jonavoje, keliose gatvése klausinédami praeiviy ju pavardziy,
neaptikome né vieno JonaiCio, tai tikrai nereiskia, jog JonaiCiy tame
miestelyje néra - gal mums staciai pristigo kantrybés Jonavoje nueiti iki
Joniskio gatvés, kur gal kas antras zmogus yra Jonaitis....

Biity patogu pastebéti koki nors dydi, kuris nekinta prie bet kuriy
dviejy gretimy skaiciy pridedant po vieneta ir igyja vienokia reikSme
pradinéje padétyje, o kitokia reikSme padétyje, kurig siekiame gauti.

AtidZiau pasidaire pastebétume, kad dvieju gretimy skaiciy padidi-
nimas vienetu nekeifia pirmojo, treCiojo ir penktojo skai¢iy bei antrojo,
ketvirtojo ir Sestojo skaiciy sumy skirtumo. Kitaip sakant, kiek tos sumos
skyrési pradzioje, tiek jos visada skirsis.

Taigi tas invariantas (pirmojo, treciojo ir penktojo skaiCiaus bei
antrojo, ketvirtojo ir Sestojo skai¢iy sumy skirtumas) pradzioje lygus 2, o
siekiamoje gauti biisenoje biity 0. Vadinasi, tai yra nepasickiama biisena.

3.2. DIRICHLE PRINCIPAS

Dirichle principu vadiname tai, kas kiekvienam blaiviau mastan-
¢iam zmogui taip akivaizdu, kad tikrai surastume ne viena, kuris su-
dvejoty, ar apskritai toki aiSky dalyka verta iSaukstinti pavadinant
principu. Tai net labai suprantama, nes kiti principai regisi kazkiek
sudétingesni ar jmantriau formuluojami — jeigu pasitaiko aiSkesné
pradzia, tai painesné pabaiga ar atvirk$¢iai — o ¢ia nuo pradzios iki
pabaigos aisku kaip ant delno.

Taip ir jsiskverbia nusistebéjimas, kaip Cia toks paprastas dalykas
praversty galynéjantis su painiais uzdaviniais.

Tikrai, parodykite mums toki, kuriam buty neaisku, kad ant dvieju
Saky 3 obuolius iSvyde ant vienos kurios Sakos bent dvieju obuoliy
nerastume. Ar reg¢jote tiek nesuprantantj, kuris gincyty, jog trylika
zmoniy | kompanija suprasius, joje atsiras nors du ta patj ménesi gime
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zmonés? Arba suraskite mums toki, kuris nesuvokty, kad perpildytoje
Cepkeliy kolegijos ,,Raisto uoga“ spanguoliy technologijos grupéje, i
kuriag po neitikétino konkurso buvo priimti mokytis 38 moksleiviai,
visada atsiras tokie du, kurie yra gimeg viena ir ta pacia ménesio diena.

Negi kam neaisku, kad vilkams 15 lapiy i 7 olas suginus, vienoje i$
ty oly rastume bent 3 laputaites.

Tagiau grizkime i perpildyta Cepkeliy kolegijos klase, kurioje taip
stropiai mokosi 38 mokiniai. Kaip visada ir visur, vieni labiau draugauja
su savo bendraklasiais, kiti — maZiau. Zodziu, kad ir kaip ten besikloty,
kiekvienas moksleivis turi kazkiek draugy savo klaséje. O jei visai
neturi, tai sakysime, kad nors ir nulj draugy, bet vis tiek turi.

Prasome jrodyti, kad visada atsiras du moksleiviai, turintys savo
klaséje vienodai draugy.

Pirmiausia nelabai aisSku, pro kuri plysi i Sio uzdavinio sprendima
galéty ilisti jau truputi paslovintas Dirichlé principas. Jeigu pavyzdziu
imtume draugingiausia pasaulio klasg, kurioje visi su visais draugauja -
be abejonés, tokiy klasiy Dziikijoje nereta — juk dzukai labai draugiski —
tai tada kiekvienas turéty po 37 draugus. Taigi visi po lygiai, o ne tik 2.
Kitas ekstremalus, o Dzukijoje net ir teoriSkai neimanomas, bet vis délto
nagrinétinas atvejis buty, kai niekas su niekuo nedraugauja, t.y.
kiekvienas turi po nulj draugy. Taigi v¢él visi po vienodai, o ne tik du.

Taciau tai pacios kraStinés buisenos (kai daugiausiai, kai ma-
ziausiai...).

ISnagrinékime tarping padéti arba paméginkime isivaizduoti, kad
visi turi po ne tiek pat draugy. Jau suvokéme, kad daugiausiai arba 37
draugus gali turéti su visais draugaujantis, o maziausiai, arba nulj
draugy, turi visy vengiantis mokinys. Taip galimy draugy skaicius,kuris
yra sveikas skaiius, svyruoja tarp 0 ir 37, duodamas 38 galimybes 38
moksleiviams. Kol kas jokio prieStaravimo nematyti. Ak, kad taip nors
vieng galimybg eliminavus — tada tuoj pat turétume 38 paukstelius ant 37
Saky arba ant kurios nors vienos bent 2 betupincius.

Visai §viesu pagalvojus: jeigu visi turéty nevienoda draugy skaiCiy,
tai atsirasty ir Zmogus, turintis 37 draugus, ir Zmogus, turintis 0 draugy
(suprask — ju neturintis). Taciau, jeigu kuris nors turi 37 draugus (drau-
gauja su visais), tai nebus bedraugio zmogaus, nes tas 37-asis draugas
juk ir su juo draugauja. Todél jau turim 38 paukstelius ant 37 Sakeliy ir
nors ant vienos tupi bent du pauksteliai. Taigi kazkurie du moksleiviai
turi po lygiai draugy savo klaséje.
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Panasiai kalba biity pasibaigusi pradéjus kalbéti apie su niekuo
nedraugaujanti (0 draugy turinti) Kolegijos moksleivi.

Mes tiek daug kalbéjome apie Dirichle principo paprastuma ir net
naudojomes juo, kad jau biity pats laikas suformuluoti ji. Viena i$ tokiy
formuluociy tokia:

Jeigu (nk + 1) bata sudétume i k déziy, tai bent | viena dézg paklitity
nemaziau kaip (n + 1) batas.

Tikrai, jeigu to nebiity, t.y., jeigu kiekvienoje dézéje buty dau-
giausiai n baty, tai jose visose terastume daugiausiai nk baty. O tai
priestarauja salygai, kad baty yra nk + 1.

Dirstelékime i toki galvosiiki.

I visus Sachmaty lentos langelius Artiiras turi teisg jrasyti arba —1,
arba 0O,arba 1. Ar galéty jam pasisekti taip, kad visos sumos skai¢iuojant
jas horizontaliai, vertikaliai, bei iSilgai abiejy istrizainiy buty skirtingos?

Aklai pabandzius vél nieko neiSeity. Imkime kur kas mazesng 4x4
matmeny lenta. Norétume dar karta priminti skaitytojui, kad konkretaus
paméginimo nauda yra nejkainuojama — jam mazai kas teprilygsta.
Pacios giliausios ir abstrakciausios teorijos yra pagristos labai konkre-
¢iais méginimais ir pasteb&jimais.

Jeigu formuluotume klausimga filosofiskiau, t.y. klaustume, koks yra
imanomas tokiu sumy ,,diapazonas‘“ — likime su 4x4 matmeny lenta — tai
suprastume beklausia, kokia didZiausia ir kokia maziausia suma, dé-
liodami keturis plius ar minus 1 lygius skaicius, galime gauti. Nereikia
buti Saliamonu, kad suvoktume, jog daugiausiai galima gauti plius 4 (kai
visi démenys yra po plius 1), o maziausiai minus 4 (kai tie démenys yra
po minus vieneta). Taigi, kad ir kaip bedéliotume, tos sumos yra
,»uzsklestos® tarp plius 4 ir minus 4. Tai reiskia, kad didziausias skirtingy
sumuy skai¢ius yra 9. Skaiciuodami horizontaliai, vertikaliai ir iSilgai
abiejy istrizainiy, gautume 10 sumy. Taigi nei§vengiamai bent dvi sumos
kartosis ir visos skirtingos biiti negalés.

Su 8x8 Sachmaty lenta bus absoliuti analogija — i§ 18 sumuy, esanciy
tarp minus 8 ir plius 8, bent dvi vienodos.

Jeigu padraséje vietoj 4x4 ar 8x8 griebtumés nxn matmeny lentos,
tai sunkumo sprendziant nepadaugéty, o jau bitume jveike viena
Lietuvos jaunyjuy matematiky olimpiados uzdavinj, turintj Nr.953, jeigu
laikytumés A. Grinceviciaus ir J. Macio uzdavinyno (Lietuvos jaunyjy
matematiky olimpiady uzdaviniai, Kaunas, ,,Sviesa“, 1990) numeracijos.
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Labai rekomenduotume ta uzdavinyna drasesniam skaitytojui, beje, kaip
ir ankstesnjji, J. Kubiliaus sudarytaji (Olimpiadinis matematikos
uzdavinynas, Kaunas, ,,Sviesa“, 1972). Linkétume skaitytojui sékmés ju
beieskant, nes jie jau seniai yra tape bibliografinémis retenybémis.

Pabaigai sitilytume dar viena nesunky uzdavinij.

Turime 2000 plokstumos tiesiy. Reikia jrodyti, kad atsiras bent dvi
tiesés, kurios turi po tiek pat (gal bit, po nulj) susikirtimo su kitomis tie-
sémis tasky.

Skaitytojau, dar keletas paprasty dalyku.

1. Ar pastebéjote, kad kuo daugiau spieCiuje biCiy, tuo sunkiau ji
»Zganyti“. Tada galima pirmiau imtis mazesnio spieCiaus. Pavyzdziui,
puikiausiai i§ pradziy vietoj 2000 tiesiy tikty ir kokios 4.

2. O kaip buty, jeigu mes atsisakytume salygos, kad tos tiesés yra
vienoje plokstumoje?

3. Gal ¢ia yra kokia analogija tarp ty tiesiy ir vienodo kuriy nors
dviejuy Cepkeliy Kolegijos klasés draugy skaiciaus?

Ar jau radote atsakymus i Siuos i§ paziliros visai paprastus klau-
simus?

Jei dar ne, tai gal dar pasidairykite, nes ir Rastas, ir patirtis byloja,
kad kas iesko, tas randa. Nekalbama tik ar i§ karto, ar ne. Bet Cia jau
zmogiskojo atkaklumo arba paprasto uzsispyrimo sritis.

3. 3. KUR BUNA GEOMETRINES VIETOS?

Turint daikta, pasizyminti kokia nors savybe, labai nattralu biity
paklausti, ar esama daugiau ta savybe turin¢iy daikty? Turint du taskus A4
ir B natiiralu yra pasiteirauti atstumo tarp ju, o, suzinojus ji, vél klausti,
ar dar yra kity tokiy tasky, kuriy atstumas iki tasko 4 biity toks pats, kaip
iki tasko B? Sveikas protas diktuoja, kad tokiy tasky yra daug — tikrai ne
vienas. Tada nattralu paklausti, kiek gi tokiy tasky esama, o suvokus,
kad tokiy tasky, kurie yra nutolg nuo tasko A tiek pat, kaip taskas B,
esama be galo daug, kyla dar vienas klausimas, kaip tokius taSkus ga-
létume pavaizduoti? Taip nattiraliai atsiranda apskritimo apibrézimas,
sakantis, kad apskritimas yra geometriné vieta tasky, vienodai nutolusiy
nuo vieno pasirinktojo tasko (mes pradéjome nuo tasko 4).

28



ELEMENTARINES MATEMATIKOS UZDAVINIU SPRENDIMO METODAI

Cia ir toliau geometrine vieta vadinami visi viena kuria nors savybe
pasizymintys taskai, kitaip sakant, taSkai, priklausantys kuriai nors
,visumai‘. Tai vienas i§ ,,geometrinés tasky vietos* sinonimuy.

Tokiy klasifikuojanciy savybiy biina paciy jvairiausiy. Mes pradé-
jome nuo vienos i§ geriausiai girdéty geometriniy viety — nuo apskritimo.
Jis tiek paplitgs, kad visi zinome ir kitus toje vietoje sakomus zodZius,
pavyzdziui, kad tas taskas A, atstumg iki kurio skai¢iuojame, dazniau
vadinamas apskritimo centru ir beveik visada zymimas raide O, o tasSko
B atstumas iki tasko 4, — apskritimo spinduliu ir daZniausiai Zymimas
raide R.

Kitas girdétas pavyzdys buty toks. Atsitinka, kad vienas daiktas
kokiu nors atzvilgiu yra ,vienodai iSsidéstgs” kity dvieju daikty ar
objekty atzvilgiu, kaip kad, sakysime, Siandiena yra vienodai ,.toli* ir
nuo vakardienos, ir nuo rytdienos.

Geometrijos pasaulyje dieny vieta greitai uzima taskai, tiesés, ploks-
tumos, bet pati id¢ja islieka.

Paklauskime kito panaSaus dalyko. Jeigu turime taska, vienodai nu-
tolusi ne nuo vieno, bet jau nuo dvieju duotyjy tasky A ir B, tai ar dar
esama kity tokia savybe pasizyminéiy tasky?

Visuose geometrijos vadovéliuose atsakymas i $i klausima duoda-
mas teiginiu, kuris sako, kad statmuo, iSkeltas i$ tuos taskus 4 ir B
jungiancios atkarpos vidurio tasko, ir yra visy tokiy tasky, vienodai
nutolusiy nuo duotyjy taSky A4 ir B, geometriné arba ,,gyvenamoji“ vieta.
Niekur kitur, tik tame vidurio statmenyje daugiau tokiy tasky nesama.
Irodymui pakakty pasidaryti brézinj ir viena karta pritaikyti Pitagoro
teorema.

O kur yra geometriné vieta tasky, kurie yra vienodai nutolg ne nuo
dvieju, bet nuo trijy nurodytyju taskuy? Ar juy apskritai esama? Kiek ju
yra? [manoma vaizduotis, kad tokiy tasky skaicius gali priklausyti ir nuo
ty triju pradiniy taSky dislokacijos ar konfigliracijos arba, lietuviskai
kalbant, ,,iSsidéstymo*.

Skaitytojas be vargo prisimins mokykling tiesa, kad apie ,,normaly‘
trikampi visada galima apibrézti apskritima, o tai ir reiSkia, kad geomet-
riné vieta taSky, vienodai nutolusiy nuo trijy duotyjy tasky, ir yra per
tuos taSkus einancio apskritimo centras. Taigi, jokio didelio pasirinkimo
nebeliko. Tai nelabai stebina, nes mes juk visa laika ,,stiprinome* rei-
kalavimus. Juk net ir to vienintelio taSko gali nebiiti, sakykime, kai tie
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trys taskai atsiduria vienoje tiesé¢je. Tuo retu atveju tikrai néra jokio nuo
trijy skirtingy tiesés tasky vienodai nutolusio tasko.

Pakalbésime apie kita atveji, kone vienodai idomy ir fizikai, ir
geometrijai.

Turime ties¢ / ir du vienoje jos puséje esancius taSkus 4 ir B. Reikia
nurodyti toki tiesés / taska M, kad atstumy MA ir MB suma biity pati
maziausia (Zr. 1 pav.).

A

|
+ B
\

h /
H M

\ e
¥ i

i

v
L

1 pav.

Tradicinis sprendimas liepia viena i$ taskuy, tarkime, A ,,atspindéti*
tos tiesés atzvilgiu. Taip atsiranda taskas A', simetriskas taskui 4 tiesés /
atzvilgiu. Taska A4' su tasku B jungianti atkarpa kirs tiesg / taske M. Tas
taskas M ir buty ieSkomas taskas.

Kyla dar ir kitas klausimas. O kaip gi galima ,susiprotéti®, kad
taska A ,,verta® atspindéti tiesés / atzvilgiu? Kol to giliau neperprasime,
tol tas uzdavinys atrodys visai rimtas — autorius ne karta yra sprendes ji
su studentais. Na, o perpratus, kas uz to slypi, uzdavinys nebekelia
problemy guvesniam septintokui.

Tikrai, susivokus pagalvoti apie geometrines vietas, t.y. apie tai, ar
esama ir kur esama tokiy tasky A4', kuriy atstumas iki bet kurio tiesés /
taSko yra toks pats kaip ir taSko A atstumas. Taip neiSvengiamai
»atsiremiame* | tasko 4 veidrodinj atspindj A', t.y. susiduriame su taskui
A simetri§ku taSku A'. Visa kita daugiau negu paprasta.

Taigi jau pajutome, kaip svarbu, susidiirus su kokia nors ijdomesne
objekto savybe, drasiai klausti, ,,0 kas dar turi tokia pat savybe?
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3. 4. KRASTINIO ELEMENTO PRINCIPAS

Susirinkus didesniam zmoniy sambiriui, ten esancius nesunku (kad
ir salyginai) suskirstyti i kraste stovincius ir viduje atsidirusius. Viduje
esanti ,,i§ visu pusiy” supa kiti sambiirieCiai, o kraste esantis tuo pasigirti
negaléty. Kai kada tai gerai - gresiant i§ vidaus kokiam pavojui lengviau
pasprukti. Blogiau biity, jeigu kas grésty i iSorés ir bitent i§ tos puseés,
kurioje jis stovi.

Tiesa sakant, ,,pakrastieCiai* yra i$skirtiniai ne tiek tuo, kad ju esti
maziau negu kity, kiek tuo, kad kokia nors savybe jie pasizymi
,labiausiai“. Pavyzdziui, jeigu minia uzpildo skritulj, tai krastie¢iai i
kity stovinéiyjy iSsiskiria tuo, kad niekas jiems negaléty pasigirti stovis
toliau nuo centro, negu kad jie stovi.

Norétume aiskiai pasakyti, kad kitos savybés atzvilgiu krastiniais,
gali buiti visai kiti tos pacios ,,minios* Zzmonés — kad ir rikiuojant ta pati
sambiir] pagal Gigi.

Spresdami uzdavinius, su tokiais ,,pulkeliais* susiduriame daznai ir
tuomet sprendima (pazintj su ,,pulkeliu) ir pradedame nuo pazinties su
tuo paciu iSskirtiniausiu elementu arba su vienu i§ juy, jeigu tokiy
atsirasty ne vienas. Taip galéty atsitikti, jeigu panorétume, pavyzdziui,
susitikti su paciu auksciausiu minios Zmogumi.

Paprastai kalbant, tai kiek panaSu i tai, kad atéjusi | kokia istaiga
kontrolé pirmiau dairosi virSininko ar bent sekretorés.

Tiek biity paprasty pasamprotavimy, Siek tiek filosofija dvelkianciy,
— kad nuo to tik aiSkiau darytysi.

Pereikime prie pavyzdziu.

Kiekviename Sachmaty lentos langelyje iraSyta po skaiCiy. Leidzia-
ma, pasirinkus bet kuria tos lentos eilutg ar stulpeli, visu tos eilutés ar
stulpelio skaiciy zenklus pakeisti prieSingais. Reikia irodyti, kad
naudojant tokia skaiciy zenkly keitimo schema, visada galima pasiekti,
kad visy eiluciy ir visy stulpeliy skai¢iy sumos biity neneigiamos.

Uzdavinys pabandymui popieriuje jau jdomus pradedant 3x3 mat-
meny lentele. Kompiuteri ijunkite nuo kokio 4x4 skaiciy masyvo.

Aisku, kad Siuo atveju ,,minig“ sudarys lentelés, gaunamos i$§
pradinés visais jmanomais biidais kaitaliojant jos eiluciy ir stulpeliy
zenklus. O kokia bus ta rikiuojancioji savybé?
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Pirmiausia paminésime, kad bet kaip kaitaliojant atskirose eilutése
ir stulpelivose esanciy skai¢iy zenklus, gaunamas baigtinis skirtingy
lenteliy skaicius. Kitaip sakant, miisy stebima "minia" néra begaliné.
(Drasesnis skaitytojas galéty paklausti, o kuo tai galéty kliudyti? Tikrai,
kodél?)

Galimy lenteliy skaicius yra baigtinis todél, kad irasius i pradinés
lentelés langelj x, kad ir kg véliau bedarytume, jame matytume tik x arba
—x. Sakytume, langelis gali biiti tik dviejose ,,blisenose*. Tod¢l skirtingy
lenteliy, gaunamy keiciant eilu¢iy ir stulpeliu Zenklus, negali biti
daugiau kaip 64 dvejety sandauga. Tai skaicius su galybe deSimtainiy
zenkly, taciau vis tiek baigtinis.

O dabar i§ visy tokiy lenteliy ,,pasiSauksime® ta, kurios visy ele-
menty suma yra pati didziausia. Jeigu tokiy atsirasty kelios, tikty bet
kuri.

Patikrinkime visy jos eiluciy ir visy stulpeliy skai¢iy sumas. Jeigu
jos neneigiamos, reikalai baigti. O jeigu kuri nors eiluté ar stulpelis turi
neigiama suma? Kas tada? Ogi tada, pakeite visus tos eilutés ar stulpelio
skaicius prieSingais, turésime lentele su dar didesne visy skai¢iy suma.
Bet mes ,kvietémés“ lentele su pacia didziausia suma, taigi didesnés
negalima gauti. Tai neginijamai rodo, jog imant lentel¢ su pacia
didziausia visy elementy suma, visy jos eiluciy ir visy stulpeliy skai¢iy
sumos turi biiti neneigiamos.

Smalsesniam skaitytojui sitlytume dar keleta graziy uzdaviniy.
Tikimés, jog nepyksite, jeigu ne i§ karto pavykty visiskai susitvarkyti.

1. 2000 plokstumos tasky yra tokie, kad imant bet kurj trikampi su
tuose taskuose esanciomis virSinémis, jo plotas nevirsija 1. [rodykite,
jog tada visi tie taskai ,,sutelpa® i trikampi, kurio plotas lygus 4.

2. Turime bet koki iskilaji briaunaini. [rodykite, kad jame yra bent
dvi sienos, turin¢ios po vienoda krastiniy skaiciu.

3. Turime bet kokj iskilaji daugiakampi. I§ laisvai pasirinktojo tasko
bréziame statmenis | krastines. [rodykite, kad bent vienas statmuo kerta
pacia krasting, o ne jos tgsinj.

3.5. SIS TAS APIE INDUKCIJA

Néra abejonés, kad tiilas skaitytojas, matematiniy knygu pavartgs,
yra ne karta mates praSymy ka nors irodyti vadinamuoju matematinés
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indukcijos metodu ir bus ne syki susimastes net apie filosofines to daly-
ko potekstes.

Pokalbi apie tai, kas yra matematiné indukcija, geriau pradéti, kaip
ir beveik bet kuria teoring $neka, nuo konkreciu pavyzdziy. Visi esame
kazka girdéje apie vadinamaja indukcijos baz¢ arba apie tai, kad reikia
paziiiréti, ar bus gerai, jeigu vietoje n, kuris yra kaip ir kintamasis,
iraSytume 1 (reCiau 2 ar 3), o paskui jau blina per¢jimas nuo didoko &
prie dar truputi didesnio k+ 1, besivadinancio pagrindiniu indukcijos
zingsniu ar panasiai.

Kitaip sakant, tariame, kad su & yra viskas gerai ir stengiamés
patirti, kad ir su k£ + 1 bus lygiai taip pat teisingai.

Pats aiskiausias pasakymas, kokj tik esu girdéjgs apie matematinés
indukcijos principa, skambéjo taip:

Tarkime, jog turime begaling moksleiviy eilg. Jeigu toje eiléje
pirmoji yra panelé ir uz kiekvienos panelés vél stovi panelé, tai eiléje
stovi vien tik panelés.

Tikrai, jeigu eiléje buty berniuky, tai galétume surasti berniuka su
,maziausiu numeriu® — ta garantuoja ta nuostabi natiiraliyjuy skaiciy aibés
savybé, kad bet kuris jos poaibis turi pati maZziausiaji elementa, arba
pirmaji elementa. Taigi tas berniukas su paciu maziausiu numeriu tikrai
néra pats pirmasis, nes pagal salyga pirmoji eiléje yra panelé, tai jo
numeris didesnis, tikrai ne vienetas, o koks nors uz vieneta didesnis 7.
Taciau tada (n — 1)-oje eilés vietoje yra panele, nes tas n-asis moksleivis
yra pats krastinis berniukas. Bet jeigu (n — 1)-o0ji yra panelé, tai pagal
salyga po jos stovi irgi panelé. Taigi n-asis moksleivis yra panelé.

Gautasis prieStaravimas rodo, kad berniukams tokioje eiléje néra
vietos.

Dabar paimkime iprastini, kad ir ne pati lengviausia pavyzdi, kuri
1953 metais antrajame rate sprendé Lietuvos jaunieji matematikai per
savo Olimpiada (zr. Nr. 69 i§ A. Grinceviciaus ir J. Macio anksCiau mi-
néto uzdavinyno).

Reikia jrodyti, kad (72" —48n—1)/ 482 yra sveikasis skaicCius, jeigu
n yra sveikasis skaicius.

Taigi praSome irodyti, kad koki sveika teigiama skaiciy vietoje n i ta
reisSkinj bejraSytume, gautasis skaicius be lickanos dalysis i§ 482, arba
2304.
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Irase vietoje n vieneta, problemy neturime, nes gauname 0.Vietoje n
iras¢ dvejeta, skaitiklyje gautume 7' -48.2-1=2401-96—1=
=2304 = 482 — tai, kas yra vardiklyje. Neturint skai¢iuoklio vietoje n
imti kit skai¢iy jau nesinori, o miisy praso susitvarkyti su visais 7.

Todél esame priversti kazkaip iSprotauti, jog, zinant, kad
(7% 48k — 1) dalijasi is 48> be lickanos, galima jsitikinti, kad ir
(7°%* D _ 48(k + 1) - 1) dalijasi i§ 48> be jokios liekanos.

Tuo jsitikinti pavyksta pamacius, kad

726D 480k + 1) — 1 = 49(7% — 48k — 1) + 482k

Dabar viskas yra suprantama: ir kur mes remiamés k-uoju
indukcijos Zingsniu (ty. tuo, kad 7%~ 48k — 1 dalijasi i§ 48°) ir kokiu
budu i$ to iSgauname (k+1)-0jo Zingsnio teisinguma. Taigi dabar aiSkiai
pakartokime visiems ir sau: kadangi

7%_ 48k — 1 dalijasi i 48°, tai ir

49(72k— 48k — 1), taigi ir visas reiskinys

49(7%— 48k — 1) + 48% = 724D _ 48 (k + 1) — 1, dalijasi i 48°.

Tai liudija, jog jeigu kuris nors i§ tokio ,,kirpimo* skaiciy dalijasi i§
48 be liekanos, tai ir sekantis i§ to skaiCiaus dalijasi be lickanos —
savotiskas dalybos tramplinas.

Taip visa logiskai ir sugula, kad jeigu tik kuris nors dalijasi, tai da-
lijasi ir paskesni arba visi, nes mes patikrinome , kad, kai »n lygus vie-
netui, viskas yra teisinga.

Taigi, jeigu dalijasi pirmasis skaiCius, tai dalijasi ir antrasis, ir tre-
Ciasis, ir dar, ir dar kiti arba visi.

Indukcija savotiskai susiSaukia ir su galé¢jimu uzlipti begalinémis
kopéciomis, jeigu tik isivaizduotume, kad laiko tam nestinga arba su
sugebéjimu (potencialiai) iveikti visus ju laiptelius. Tam uztenka tokiy
dviejy paprasty dalyku:

1. Tu sugebi uzlipti ant pirmojo arba ant bet kurio kito ,,pradinio*
laiptelio.

2. Budamas ant k-ojo laiptelio, esancio auksciau to pradinio, sugebi
pakilti ir ant sekancio, t.y. ant (k + 1)-o0jo laiptelio.

Jeigu tu sugebi tuos du dalykus, tada tu sugebi viska, taigi gali pa-
kilti tomis begalinémis kopéciomis.

Vél imsimés akademiskesniy pavyzdziu.
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Kadangi visi Zinome, kad visy natiiraliyjy skai¢iy nuo 1 iki #» suma
(aritmeting progresija suprantame ir mokame rasti jos n nariy suma)
yra lygi
n(n+1)

1+2+3+...+n=

b

tai ¢ia matematinés indukcijos netaikysime. Pabandysime trumpiau uzra-
Syti visy nattraliyjuy skai¢iy nuo 1 iki n kvadraty suma 12 +22+3% +
t...t+n.
Truputi pamaigius skai¢iuokli ima rodytis, jog
2 n(n+D)(2n+1)
6
V¢l pradésime nuo vadinamosios indukcijos bazes, t.y. patikrinimo,
ar kokiam nors pradiniam # tas teiginys yra teisingas.
Tegu n = 1. Tada ir vienoje, ir kitoje puséje turime ta pati, nes
2=1= 1IA+D2-1+1)
p .
Taigi ant pirmojo laiptelio gebame uzlipti.
Sakykime, kad teiginys yra teisingas su kuriuo nors £, tai yra mes
laiduojame, kad lygybé

1?+22+3%+ ... +n

_k(k+DR2k+1)
6
yra teisinga ir labai norétume, vietoje n jkurding £ + 1, vél gauti teisinga
lygybe.
Natiiralu prie abiejy hipotezinés lygybés pridéti po (k + 1)2, tikintis
kad tada ir kairioji pusé persirikiuos kaip tikimasi. Zitirime, kas iseis:

1P+22+3%+ . +i2=

12+22+32+...+k2+(k+1)2——k(k+1)6(2k+1) +Hk+1)2=
_ (k+DkQCEk+D+3(k+1)) _ (k+1)(2k2+k+6k+6) _
6 6
_ (kDK +D)+ D2k +D+])
P .

Dar karta atkreipiame démesi, jog galéjimas padaryti pirmaji Zings-
ni kartu su gebéjimu, padarius k-aji zingsni, galéti padaryti ir (k + 1)-aji
zingsnj ir reiSkia, jog mes viska galime, t.y. pajégiame atlikti visus
zingsnius.
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Formaliai indukcijos principas neretai formuluojamas taip.

Tarkime, kad turime natiiraliaisiais skaiciais » sunumeruoty teiginiy
seka A(k), pasizymincig tokiomis savybémis:

a) A(1) yra teisingas teiginys;

b) Jeigu teiginys A(k) yra teisingas, tai ir teiginys A(k+1) yra tei-
singas.

Tada visi teiginiai A(n) yra teisingi.

Pastaba. Daznai indukcijos galima ,,iSvengti“ sudedant kelias lygybes ar
nelygybes, nelygu, ka irodinéjame.

Pasizitirékime, kaip tai galima biity atlikti sumuojant pirmyju # na-
tiraliyju skaic¢iy kvadraty suma.

Parasome (n + 1) jokiu abejoniy nekelianciy lygybiu:

n+1)—n>=3n% +3n+1,

P —n-1)>=3m-0% +3(n-1)+1,
n-1°-n-2°=3n-2)> +3(n-2)+1,
(n-2)° (-3 =3n-3) +3(n-3)+1,

23 1P =312 43141,
1°-0%=3-0>+3-0+1.

Pastebime, kad visos eilutés taip susij¢: jeigu kairéje lygybés puséje
turime nari su minusu, tai zemesnéje — lygiai toki pati. ISimtj sudaro tik
pirmas pirmosios ir paskutinis paskutiniosios lygybés narys. Jeigu dabar
,bréztume* briikSnj, tai galétume poeto Antano Baranausko zodziais
pasakyti, kad sudéjus kairéje puséje ,visa prapuolé”, tik (n+ 1)3
,.beliko*.

Toks iSsiprastinimas daznai vadinamas ,,teleskopiniu prastinimusi‘.
Taip ir atsiranda terminai.

Turime

3 _ 2 2 2 2
(n+1)” =31"+2°+3"+.+4n )+ 3(1+2+3+.n)+(n+1)
(pastarasis démuo (n + 1) susidaro i§ paskutiniyjy 1).

Zinodami, kad

_n(n+1)
2

1+2+3+...n
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ir iSreiSke pirmyju n skai¢iy kvadraty suma po visiSkai paprasty
algebriniy veiksmuy gautume ta pacia kvadraty sumos iSraiSka
n(n+1)(2n+1)

p , kuria anksCiau jrodéme ,,indukciskai.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Irodykite, kad i§ 35 dvizenkliy skai¢iy (pirmas skaitmuo nelygus
nuliui) visada galima surasti tris skaiCius su vienoda skaitmeny
suma.

2. Irodykite toki teigini: jeigu turime 88 skirtingus sveikuosius
skaicius, tai visada arba kuris nors i$ ju dalijasi i§ 88 arba keleto iS
ju suma dalijasi i$ 88.

3. Plokstumoje turime iskilaji penkiakampi, kurio virStiniy koordinatés
yra sveikieji skaiciai. [rodykite, kad Sio penkiakampio viduje visada
atsiras toks taskas, kurio koordinatés taip pat yra sveikieji skaiciai.

4. Ant korteliy suraséme sveikuosius skai¢ius nuo 1 iki 99. Po to
korteles uzvertéme, sumaiSéme jas ir veél suraSéme sveikuosius
skaicius nuo 1 iki 99. Ar gali abiejose korteliy pusése paraSyty
skai¢iy skirtumy sandauga biiti nelyginis skaicius?

5. Duota atkarpa AB. Raskite smailiyjy trikampiu ABC virSiniy C
geometring vieta (t.y. plokStumos dalj, kurioje turi buti taskas C,
kad trikampis ABC bty smailusis).

6. PlokStumoje duoti trys vienoje ties¢je nesantys taskai 4, B ir C.
Kiek plokstumoje yra tiesiy, vienodai nutolusiy nuo ty trijuy tasky?

7. Ar galima zvaigzdutes pakeisti pliusais ir minusais taip, kad
gautume lygybe *1*2*3*4*  *1999=2000?
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8. 4, B, C ir D yra plokStumos taSkai. Ar gali atsitikti taip, kad
atstumai tarp poromis imamy tasky biity: 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm,
5cmir 6 cm?

9. Irodykite, kad skaiCius 2" 118n—1 dalijasi i§ 81, kai n
natiiralusis skaicius.

10. Irodykite, kad laisvai pasirinkus 46 skirtingus natiiraliuosius skai-

Cius, tarp ju atsiras tokie 2 skaiciai, kuriy suma, arba skirtumas
dalijasi iS 88.
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IV. FUNKCIJA
A. Skiipas (Vilniaus gamtos, tiksligju ir technikos moksly licéjus)

1. Sakykime, X ir Y yra dvi aibés. Désnis (taisyklé), pagal kurj kiek-
vienam aibés X elementui priskiriamas vienintelis Y aibés elementas,
vadinamas funkcija.

Daznai funkcija Zymima

y=f(x), xeX atbaff X —>7Y.

Aibé X vadinama funkcijos f apibrézimo sritimi (Zymima D(f)),
Y — reikSmiy sritimi.

Dvi funkcijos, nors ir nusakomos tuo paciu désniu, bet turincios
skirtingas apibrézimo sritis, latkomos skirtingomis.

Mokykliniame matematikos kurse paprastai X ir Y yra realiyjy skai-
¢iy aibés, todél ir funkcijos vadinamos skaitinémis funkcijomis. Jos daz-
niausiai apibréziamos formulémis (analiziSkai). Jei apibrézimo sritis
D(f) néra atskirai nurodyta, funkcijos apibrézimo sritimi laikoma reis-
kinio f(x) apibrézimo sritis.

2. Sakykime, kad funkcijos f apibrézimo sritis simetriSka nulio at-
zvilgiu, t. y., jei x € D(f), tai ir —x € D(f") . Funkcija, Sioje apibrézimo
srityje tenkinanti salyga

f(=x)=f(x),
vadinama lygine, o
f(=x)==f(x),
— nelygine.
Pavyzdziui, funkcija

S (x) =[x =1+ [x+1]
yra lyging, nes ji apibréZta visoje realiyjy skai¢iy aibéje R ir
f(=x) =fFx = 1Hx+1|=|x + Hx = 1]= f(x).
Lengva matyti, kad funkcijos f(x)=x" yra lyginés, kai n lyginis,

2 _nei lyginé, nei

ir nelyginés, kai n nelyginis, o funkcija g(x) = X+ x
nelygine.

Nesunku jsitikinti, kad kiekviena funkcija, turinti simetriska apibré-
zimo sritj, yra lyginés ir nelyginés funkcijuy suma. Pakanka patikrinti, kad

funkcija
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ety - LI

yra lyging, o

) - L0

nelyginé. Be to,

g(x) + h(x) = f(x).

3. Funkcija f vadinama periodine, jei yra toks skaic¢ius 7 # 0, kad su
kiekvienu x i§ apibrézimo srities skaiciai x+7 bei x—T taip pat pri-
klauso apibrézimo sriciai ir joje galioja lygybé

Jx+T)=f(x).

Skaicius T vadinamas funkcijos f periodu.

Jei T yra funkcijos fperiodas, tai 27, 37 ir t.t. bei -7, 2T, -3T ir t.t.
taip pat yra jos periodai (pabandykite tai irodyti). Daznai nustatingjant
funkcijos perioda ieSkomas maziausias teigiamas periodas, kuris vadi-
namas pagrindiniu funkcijos periodu.

Irodysime, kad funkcija

f(x)= cos? mx
yra perioding, rasime jos perioda. Funkcija apibrézta visoje realiyjy skai-
¢iy aib¢je R. TeSkome funkcijos periodo, t.y., skai¢iaus T # 0, nepriklau-
sancio nuo x, tokio, kad visoje aibéje D(f) biity teisinga lygybé
cos’ n(x+7T)= cos? mx .
I8 ¢ia iSplaukia, kad
1+cos2m(x+T) 1+cos2mx

2 2
cos2m(x+T)—cos2nx =0,

b

sinn?-sinn(2x+7)=0.
I8 lygties sinn7 =0 gauname
T=k, keZ.
Spresdami lygti
sint(2x+7)=0
T atzvilgiu, gautume tiktai 7, priklausancius nuo x. Jie netenkina periodo
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apibrézimo. Taigi maZiausias teigiamas funkcijos f(x) = cos? mx periodas
yra 1.

Sakykime, periodin¢ funkcija /'su periodu 7 ir periodine funkcija
g, kurios periodas T, turi bendra apibreZimo sritj D. Periodai 7y ir T,
vadinami bendramaciais, jei galima rasti tokius tarpusavyje pirminius
skaiCius m ir n, kad galioty lygybé

mTy =nT,.

Jeigu funkcijy fir g periodai yra bendramaciai, tai $iy funkcijy suma
f + g irsandauga f- g yra periodinés funkcijos.

Nesunku jsitikinti, kad skaiCius 7' =mTy =nT, ir yra funkcijos
f+gir f-g periodas. IS tikryju

S(x+T)+g(x+T)=f(x+mT p)+ g(x+nTy)=f(x)+ g(x),

J(x+T)-g(x+T)=f(x+mT p)-g(x+nTy) = f(x) g(x).

Ne visos periodinés funkcijos turi maziausia teigiama perioda. Pa-

vyzdziui, Dirichlé funkcija
S (x) = {

yra perioding, taciau maziausio teigiamo periodo neturi. [sitikinkite, kad
bet kuris racionalusis skaicius yra Sios funkcijos periodas.

O kaip isitikinti, kad funkcija £, apibrézta srityje D, yra neperiodiné?
Kiekviena periodinés funkcijos reiksmé kartojasi kas periodas, todél kar-
tais pakanka panagrinéti ,,patogias“ funkcijos reikSmes.

1, jeigu x racionalus,

0, jeigu x iracionalus

Pavyzdziui, funkcija f(x)=sin,/| x| néra periodiné. Ji lygi nuliui

taskuose x = +m2k> , k eZ.
Atstumai tarp Siy tasky
2 (k+1)? —n?k? =’ 2k + 1),
didéjant k, pastoviai didéja.

4. Mokykliniame matematikos kurse paprastai sprendziame lygtis,
kuriy sprendiniai yra skaiciai. Taciau kartais tenka spresti lygtis, kuriy
nezinomieji — funkcijos. Pavyzdziui, suformuluokime toki uzdavinj: ras-
kite funkcijas, tenkinancias lygti

J()=f(=x).
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Visos lyginés funkcijos yra Sios lygties sprendiniai. Panasaus pobi-
dzio lygtys vadinamos funkcinémis lygtimis.

I$spresime funkcing lygti

xf(x)+2f(1-x)=x> +6.

Salygoje jokie reikalavimai nezinomai funkcijai f nekeliami, todél
sprendiniy ieSkosime tarp funkcijy, apibrézty visoje realiyjy skaiciy aibé-
je.

Lygtyje vietoj x jras¢ 1—x (lygybé turi biiti teisinga su visomis ar-
gumento x reikSmémis!), turésime

(A=x)f(1-x)+2f(x)=7-2x+x>.
Gauname tiesiniy lygCiy sistema ( f'(x) ir f(1—x) atzvilgiu):

() +2f(1—x)=x> +6,
2f()+(=x)f(1-x)=x% = 2x+7.

Ja i8sprendg, gausime

3
f(x)=

X 4x? 42x+8  x(x? —x+4)+2(x% —x+4)
IS ¢ia

x“—x+4 x2—x+4

f(x)=x+2.

5. Bendrai imant, funkciniy lygéiy sprendimas néra paprastas. Jos
gali turéti ,,negraziy“ sprendiniy, panasiy i minéta Dirichlé funkcija. Kar-
tais, nesprendziant pacios lygties, galima nustatyti tam tikras jos spren-
diniy savybes.

Sakysime a#0, a eR. [rodysime, kad funkcija f(x), apibrézta

lygtimi
f(x+a)= 1+ /() ,
1-f(x)
yra periodiné.
Kadangi
1+ 1+ f(x)

_ B L A C ) B A C N
f(x+2a)=f((x+a)+a)= 1_f(x+a)_1_1+7f(x)_ S

1-7(x)
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tai, du kartus panaudoj¢ §i sarysj, gausime

F(x+4a)= f((x+2a)+2a) = ——

f(x+2a)
Taigi nagrinéjamos funkcijos f(x) periodas yra 4a.

=f(x).

Norintiems daugiau suZzinoti apie funkcines lygtis galima rekomen-
duoti paskaityti J.Macio straipsni ,,Susipazinkite: funkcinés lygtys* ma-
tematikos zurnale ,,Alfa plius omega®, 1999 m. Nr. 1(7), 5-28 psl. bei
G. Alkausko ,,Funkcinés lygtys matematikos olimpiadose™ matematikos
zurnale ,,Alfa plius omega®, 1999 m. Nr. 1(7), 29-42 psl.

KETVIRTOJI UZDUOTIS
1. Raskite funkcijos f(x)=,/6 — ‘xz - 10‘ +4/3 — x apibrézimo sriti.

2. Pazymékime f, (x) = f(f(...f(x))) . Raskite f,(x), kai
n karty

fx)=

X

1+x2

3. Raskite f(x), kai f(ij = x2.
x+1
4. Irodykite, kad funkcija f(x)=1g (x +V1+ xz) yra nelyginé.

5. Funkcija fapibréziama taip:

1
1-—,kai x>0,
f(=1 x
g(x), kaix<O.

Raskite tokia funkcija g, kad f biity nelyginé. ISspreskite lygti
1
xX)=—.
S =3
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6. Duotos funkcijos f(x) =sin X2, g(x)= Jx . Ar funkcija f(g(x))
periodingé?

7. Duotos funkcijos
sin nx
b
X
sin—
n

neN.

fn(x)z

Kurios i$ ju turi perioda 87 ?

8. Irodykite, kad funkcija
f(x)=sinx+sinmx

neperioding.

9. Isspreskite funkcing lygti
xf(x)+%(x+ l)f[l): Phx+2.
x

10. Irodykite, kad kiekviena funkcija, tenkinanti funkcing lygti

f(x+a)=%+\/f(x)—(f(x))2, a0,

apibrézta visoje realiyjy skaiciy aibéje R, yra periodiné.

3

( .7'(.;\
( N 2)
R
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V. SVEIKOJI IR TRUPMENINE
SKAICIAUS DALIS. JU SAVYBES.

FUNKCUIU [f (0], f (Ix]), { f (0}, f ({x})
SAVYBES IR GRAFIKAI

V. Pekarskas (Kauno technologijos universitetas)

I$nagrinésime dvi svarbias skaiciy teorijos funkcijas.

Pirmoji ju vadinama sveikaja realiojo skaiciaus x dalimi ir Zymima
[x] arba E (x).

1 apibréZimas. Sveikaja skaiciaus x dalimi [x] vadinamas didziau-
sias sveikas skaiCius, ne didesnis uz x.

Pavyzdziui, [3]=3, [4,5]=4, [0,13]=0, [-7,28]=-8. Kai x—
sveikasis skai&ius, tai [x]=x. Todél su visais realiaisiais x teisinga ne-

lygybé
[x]Sx<[x]+1.

Nubraizykime funkcijos [x] grafika. Kai —1<x<0, tai [x]z -1;
kai 0<x<1, tai [x]=0; kai 1<x<2, tai [x]=1; kai 2<x<3, tai
[x]: 2 ir t.t. Funkcijos [x] grafika gausime, nubrézg tiesiu y=-I,
y=0,y=1,y=2 ir t.t. atkarpas atitinkamuose x kitimo intervaluose.
Funkcijos [x] grafikas, kai — 1< x <3 pavaizduotas 1 pav.

Y
2 p-——-- T
1
ST N S R
o2 3
-1
1 pav.

Funkcija [x] yra dalimis tolydi funkcija, kuri sveikuose taskuose x

daro Suolj.
[rodysime kelias sveikosios skai¢iaus dalies savybes.
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1 teorema. Su bet kuriais natiiraliaisiais skaiCiais m ir n teisingos
nelygybés:

a) {K]mﬁn;
m

b) ([ﬂﬂ).mm.

Irodymas. Tarkime, kad, padalij¢ i , gauname dalmeni 7 ir lickana
m

s. Tuomet n =mr + s ; ¢ia 0< s <m. Vadinasi,
n s
—=r+—.
m m

Kadangi 0< 24 , tai [i} =r. I§ salygos n=mr+s iSplaukia dvi
m m

savaime aiskios nelygybés

ir

n<mr+m=m(r+1)=mq%}rl}
kurias reikéjo jrodyti.
2 teorema. Sandaugoje n!=1-2-3-4...n yra [%} dauginamuyjuy,
kurie dalijasi i§ m.
Irodymas. Kai m > n, tai {%} =0, kai m=n, tai [%} =1. Taigi

teorema yra teisinga $iais abiem atvejais.
Sakykime, kad m <n. Tuomet i§ m dalijasi tik tie sandaugos n!

. .. . . v 1wy . n
dauginamieji, kuriuos galima isreiksti taip: 1-m, 2-m, 3 - m,...,[—} -m.
m

Kadangi [—:lm <n, tai jie visi tikrai yra sandaugos n! daugina-
m
mieji. Daugiau daliy i§ m dauginamyju sandauga n! neturi, nes skaicius
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{£+l]m>n. Dauginamyju 1-m,2‘m,3~m,...,{l]m skaiCius ir
m m

lygus {i} Teorema jrodyta.
m

3 teorema. Sandauga n! dalijasi i§ pirminio skaiCiaus p, pakelto
laipsniu, lygiu sumai

n n n n

— |+ —2 + —3 +...+ —m 5

p p p p
¢ia p™ <, pm+1 >n.

Irodymas. Sandauga n! turi {ﬁ} dauginamuyju, kurie dalijasi i$ p;
p

analogiskai {%} i$ jy dalijasi i§ p2; i§ pastarujy {%} dalijasi i§ p°
p p
ir t.t. Siy skai¢iy suma ir yra tas laipsnio rodiklis, kuriuo pakeltas skai-
Cius p yra skaiCiaus n! daliklis. Teorema jrodyta.
[rodytos savybés taikomos, sprendziant dalumo uzdavinius.

1 pavyzdys. Raskime didZiausia skaiciaus 7 laipsni, i§ kurio dalijasi
skaicius 400!
Sprendimas. Sio laipsnio rodiklis lygus

[400} 4001, 1400 _ o7\ g1 1-66.
7 72 73

Panaudodami funkcija [x], apibréSime antraja funkcija {x}, kuri va-
dinama trupmenine skaiciaus dalimi.

2 apibrézimas. Trupmenine skaiciaus x dalimi {x} vadinama funk-

cija
b= x—[x].
Pavyzdziui, {3}=0,{4,5}=4,5-4=0,5, {0,13}=0,13-0=0,13,
{-7,28}=-7,28—(-8)=0,72.
Nubraizykime funkcijos {x} grafika. Kai —1<x <0, tai {x}z x+1;
kai 0<x<l1, tai {x}=x—0=x; kai 1<x<2, tai {x}=x—1; kai
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2<x<1, tai {x}: x —2 ir t.t. Funkcijos {x} grafikas intervale [— 2; 3)
pavaizduotas 2 pav. Jis gaunamas, nubraizius tiesiy y=x+2, y=x+l,
y=x, y=x—-1, y=x-2 irtt. dalis atitinkamuose x kitimo interva-

luose.
y

-

-2 -1 |1 2 3

2 pav.

Funkcija {x} yra neneigiama, dalimis tolydi, be to, periodiné. Jos
periodas 7= 1.

2 pavyzdys. Istirkime, ar funkcija
fx)= {x}+ sinx
yra perioding, ar neperioding.
Sprendimas. Tarkime, kad f (x) yra periodiné funkcija ir jos periodas
T. Tuomet turéty galioti lygybé

{x+ T+ sin(x + T)={x}+sinx. (1)
I8 jos, kai x =0, gauname lygybe
{T}+sinT =0,

okai x=-T, lygybe
{-T}-sinT=0.
Sudéjg Sias dvi lygybes, turime
{r}+{r}=0.

Kadangi trupmeniné skaiciaus dalis visada yra neneigiama, tai pastaroji
lygybeé teisinga tik tada, kai {T'}={-T}=0, vadinasi, kai T— sveikasis
skaicius. Tuomet i§ lygybés {T }+ sin7 =0 iSplaukia, kad sin7 =0 ir
T=kn, keZ. Tarp skaiCiu kr sveikasis yra tik skaicius 0. Taigi (1)
lygybé teisinga tik tada, kai 77=0. O tai reiskia, kad funkcija f(x) yra
neperiodine.

3 pavyzdys. [rodykime, kad

sin3 = sin{n}.
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Sprendimas.
sin3 = sin[n] = sin(n — {x}) = sin{x}.
4 pavyzdys. Patikrinkime, ar teisinga nelygybé

sinl >1—l Il
2 (2
Sprendimas. Turime

st =se 3l =3

1
cosx>1—-—ux,
2

Kadangi

kai 0< x <1, tai, panaudoj¢ $ig nelygybe (kad ji yra teisinga, galétumet
isitikinti, nubraize funkcijy y =cosx ir y = 1—%x grafikus atkarpoje
[O; 1]), gauname teisinga nelygybe
i l|=m
CoSe—r>1——3—>.
B

5 pavyzdys. Raskime maziausia natiiralyji skai¢iy m, su kuriuo
0,3< W }< % .

Sprendimas. Pazymékime Jm=k+a; ta keZ ,0<a<1. Tuo-
met i$ salygos turime
03<a< l ;
3
i$ ¢ia
k+ 3 <m <k + 1
10 3’

k2 +§k+i<m<k2 +zk+l.
5 100 3 9

Kai k=1 ir k=2, gauname atitinkamai 1,69 <m <1,77... ir
5,29 <m <5,44.... Siy nelygybiy netenkina né vienas natiiralusis skai-
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¢ius. Kai k=3, gauname nelygybe 10,89 <m <11,11..., kuriai tinka
natiiralusis skaicius m =11.
Atsakymas. m=11.

6 pavyzdys. [rodykime, kad sveikoji skaiciaus

A=(n+\n+1f, neN

dalis yra nelyginis skaiCius.
Sprendimas. Pakélg kvadratu, gauname

A:bﬁ4+2Jn@+0=2n+Luhm2+n>mﬁ4+2J;5=4n+L

Kita vertus,

A=2n+1+Van? +4n <2n+1+Va4n*> +4n+1=4n+2

Vadinasi, [4]=4n+1.

7 pavyzdys. Raskime sveikaja skaiciaus
A=3\/m3 —m+3\/m3 —m+...+\/3 m>—m +
+\/n2 —n+\/n2 —n+...+\n%—n

dalj, kai m ir n — natiiralieji skaiciai, didesni uz 1.
Sprendimas. Aisku, kad

3 3
A<\/m3—m+\/m3—m+...+\/3 m>—m+m +
+\/n2—n+\/n2—n+...+\/n2—n+n =m+n.

Pirmasis démuo yra didesnis uz dydi \/3 m> —m , kuris tenkina nely-

gybe
3\/m3—m>m—§ 2)

Antrasis démuo yra didesnis uz dydi Vn?-n , kuris tenkina nely-
gybe
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\/nz—n>n—§. 3)

Isitikinkite patys, kad (2) ir (3) nelygybés yra teisingos.

Vadinasi,

A>m—l+n—z=m+n—1.
3 3

Taigi
m+n—-1<A<m+n,

todeél turime [A]=m+n—1.
ISspreskime dar viena sudétingesni pavyzdi. Spre¢sdami ji, susipa-
zinsime su dviem jdomiomis nelygybémis, kurios daznai btina naudin-
gos, sprendziant uzdavinius. Tai Bernulio nelygybé
1+x)*>1+ax,

kuri teisinga, kai x > —1, a >1 ir nelygybé

n
(l+l) <e;
n

¢ia e — matematiné konstanta, e ~2,71828....

1

8 pavyzdys. Raskime sveikaja skai¢iaus
1 1 1
+

1900 1901 " 1998

1999
1990

dalj.
Sprendimas. Pazymékime laipsnio rodiklio vardiklj raide p. AiSku,
1998 > ! > 12(9)0 . Toliau pritaikome Ber-

kad 2<p< %9 . Todél

1998 1900 9 P
9 1

nulio nelygybe, jraSydami  ja x = , o
Ygyog, 1rasy 1]a 1900 »

Vadinasi,
1
( 99 ]A 99 1
=|1+—— >l4+———>2
1900 1900 p

Kita vertus,
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1900 1900
99 j9%9(1 99 jl90%9<

( 1900 1900

1
< 1+2 -e=1le<3.
990

1 1998
99 \/» 99 1?85
A=|1+ <|1+ =

“ : 1Y . 1900 . .
Cia panaudojome formulg | 1+—| <e, kai n= 59 Taigi galu-
n

tinai, [4]=2.

FUNKCHJOS [f(x)] GRAFIKAS

Tarkime, kad funkcijos y = f (x) grafikas nubraizytas (Zr. 3 pav.).

Y
1
)4 N
i N
A n+1
AN
cly 5|0 X
3 pav.

Nubrézkime tieses y =n (n ez ) ir iSnagrinékime vieng i$ juosty,
apriboty tiesémis y =n ir y =n+1. Tame x kitimo intervale, kuriame
funkcijos grafiko ordinatés y yra tarp n ir n + 1, turésime y = [f (x) ] =n.
Vadinasi, y =n, kai a < x < b. Taigi funkcijos [f'(x)] grafikas intervale
[a; b) bus atkarpa AB. PanaSiai iSnagrinéjame ir kitas juostas, tarp kuriy
yra funkcijos f'(x) grafikas.
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4 pav. pateiktas funkcijos y =[a” ](a > 1) grafikas, o 5 pav. — funk-
cijos y =[sinx] grafikas.

y
Y;OX
4 1
gt
jjrdus
,/0 1! ;
4 pav.
Y
y=sinx

2
+ X
m 1 1
7 o

5 pav.

FUNKCIJOS f (]x]) GRAFIKAS
Tarkime, kad funkcijos y = f (x) grafikas nubraizytas (Zr. 6 pav.).

y

y=1(x)

g n |n+/!

6 pav.
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Nubrézkime tieses x =n (n eZ ) ir iSnagrinékime juosta, kuria ribo-
jatiesés x=n ir x=n+1.

Intervale [n;n+1) turime [x]=n ir f([x])=f (r). Vadinasi, kai x
kinta tarp »n ir n + 1, tai funkcija f( [x] ) Siame intervale yra pastovi ir
lygi f(n). PanaSiai nagrinéjame ir kitas juostas, tarp kuriy yra funkcijos
f(x) grafikas.

7 pav. pavaizduotas funkcijos y = aflo<a<t grafikas, 8 pav. —

4
|
I
1
I
1
I
1
|
|
< =
—5-2-1 |01 2 g
7 pav.
funkcijos y = sin[x] grafikas.
v
pia | 57T y=sinx
2 2
- - X
0 7 7 73 NF P

8 pav.

FUNKCIJOS {f (x)} GRAFIKAS

Kadangi {f (x)}=f(x)—[f(x)], tai funkcijos {f(x)} grafika gau-
sime atimdami funkcijy f(x) ir [f(x) ] grafikus. Nubraizykime, pavyz-

dziui, funkcijos 2 grafika. Pirmiausia nubraizome funkcijy x? bei

[x2] grafikus (9 pav.). Ju skirtumas intervale [0; 1) lygus x2-0= x2;
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intervale [1; ) jis lygus x? —1; intervale [a; b) jis lygus x? -2 irtt.
Vadinasi nubraize funkcijy y = x? , V= x? - Ly= x? -2 irtt. grafi-

kus ir paémg jy dalis atitinkamuose intervaluose, gausime funkcijos %«2}
grafika (Zr. 10 pav.).

4 Vol )
\m : A/ N/
l 2 N

=7
9 pav. >
=J
10 pav.

FUNKCIJOS £ ({x}) GRAFIKAS

Funkcija f({x}) yra periodiné, jos periodas 7'= 1. Kadangi intervale
[0;1) {x} = x , tai Siame intervale
s (x})= 1 ().
Todél f({x}) grafikas gaunamas iS f'(x) grafiko dalies, atitinkancios
intervala [0; 1), periodiskai ji pratesiant  intervalus [1;2), [2;3) ir t.t.
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11 pav. pavaizduotas funkcijos y = {x}2 grafikas,
12 pav. — funkcijos y = cos{x} grafikas.

LYGCIU IR NELYGYBIU SPRENDIMAS
Lygciy ir nelygybiuy sprendimo biidus pademonstruosime, iSspres-
dami keleta pavyzdziy. Paminésime, kad tokiy lygc¢iy ir nelygybiy ben-
dry sprendimo metody néra. Nagringjant funkcijas [x] ir {x}, kartais
tikslinga tarti, kad x yra tarp dvieju gretimy nattraliyjy skai¢iyn ir n+1,
tuomet [x]= n. Kartais tikslinga pazyméti x=k+a, Cia keZ,
0<a<1.Tuomet [x]=k {x}z o.
1 pavyzdys. ISspreskime lygti
tglx]-tefx}=1.
Sprendimas. Kadangi

¢ [ ] sm[ ] g{x}z sin{x}

cos[x]’ cos{x}’

tai duotaja lygti pakei¢iame lygtimi
sin[x] sin{x} = cos|x] cos{x},

cos([x]+{x})=0,

cosx=0;
N T
18 C1a x=5+nn, neZz.

2 pavyzdys. ISspreskime nelygybe

[x]{x}> 1
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Sprendimas. Kadangi {x}> 0, tai turi bati [x]> 0, todél x > 1. Kita
vertus, x negali biti sveikasis skaiCius, nes tuomet {x}z 0. Vadinasi,
nelygybé turi prasme, kai x>1 ir x¢N. Kai 1<x<2, tai [x]z 1,
0< {x}<1 ir nelygybé vél bus neteisinga. Todél nagrinékime ta atveji,
kai x>2 ir x ¢ N . IS salygos {x}z x —[x] turime

[e]Ge=[x])> 1.
Tarkime, kad n<x<n+1; ¢a n=2,3,4,.... Tuomet [x]=n ir
duotaja nelygybe pertvarkome i nelygybe
n (x - n) >1;
i§¢ia x>n+ l
n
Vadinasi, nelygybés sprendiniai nusakomi salygomis

n+l<x<n+1, neN, n=2.
n
Sia nelygybe galima i§spresti ir grafiskai. Kadangi {x} # 0, tai duo-

toji nelygybé ekvivalenti nelygybei

13 pav.

Toliau nubraizome funkciju [x] ir ﬁ grafikus (13 pav.) ir nustato-
X

. . . . .1
me tuos intervalus, kuriuose funkcijos [x] grafikas yra vir$ funkcijos —

)
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grafiko. Tai bus intervalai (a; 3), (b; 4), (c; 5) ir t.t. TaSka a gausime,

. o1 .1 . .
iSsprendg lygti Y =2, taska b — lygti T3 =3 ir t.t. Bendru atveju
xX— xX—
reikia i$spresti lygti b = n, kuri turi sprendini n + 1 . Vadinasi, duo-
xX—n n

. . . . 1
tosios nelygybés sprendiniai yra intervalai [n +—;n+1), neNn,
n

nx2.
3 pavyzdys. I$spreskime lygti

=l x) lgx
P
Sprendimas. Turime:

EC A i

Taigi lgx =0 arba lgx=-1. Tuomet x =1 arba x =%. Abu skaiciai

yra duotosios lygties sprendiniai.
4 pavyzdys. I$spreskime lygti
t,r_t
[ [«
Sprendimas. Lygtis turi prasme, kai x ¢ (0; 1) ir x ¢ Z, nes i$ saly-
gos x € (0; 1) gauname [x]=0, 0% salygos x e Z — {x}=0.
I$nagrinékime du atvejus.
1. Kai x>1, tai | x| = x ir lygtis tampa tokia
1 1 1

m+x——[)c] ;
2+ [xP = x[x],

(e=[x])? = —x[].

IS jos gauname
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Kai x>1, tai — x[x]< 0, o(x— [x] )2 > 0. Lygtis sprendiniy neturi.
2. Kai x<0, tai | X | = —x ir i§ duotosios lygties gauname
[P -2 = x[x].

Tarkime, kad — (n + 1) <x<-n;c¢ia neN.Tuomet [x] = —(n +1) ir
duotoji lygtis tampa lygtimi
(n+1)2 —x?= —x(n+1).
n+l+ (n + 1)\/§

2

Sios kvadratinés lygties sprendiniai yra X2 =

Kadangi x <0, tai x= n;rl(l—\/g), n=0,12,....

5 pavyzdys. Raskime {x}, kai

[x ﬂ NRER]

Sprendimas. Pazymékime x =k +a; ¢ia ke Z,0<a<1. Tuomet

turime

3

o+—|=|2a].

a+3 | [eo]
Sakykime, o < g ; tuomet gauname lygti [20c] =0, kuri teisinga, kai

1 . 5 . D

o < —. Tarkime, kad o > 3’ tuomet gauname lygti [2(1] =1, kuri teisin-
. 1 L . . 5. . .
ga, kai o >E. Vadinasi, turint galvoje salyga azg, ji teisinga, kai

az>.
8

Atsakymas. {x}= o e {0;%) ) [g;lj .

6 pavyzdys. ISspreskime lygti

[H%}[x]z a2
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Sprendimas. Pirmiausia irodysime, kad su bet kuriuo x € R teisinga
lygybe  [2x]=[x]+ {x + %} . Pazymékime x=k+o; Cia keZ,

0<a<l1.Tuomet
[2x] = 2k + 2] = 2k + [2a], [x]=k,

[x+l}:k4{a+l]
2 2
Belieka jrodyti, kad
La]- {a " l} |
2

Tai nesunku patikrinti tiesiogiai. IS tiesy, kai 0 < a < 5 tal [2(1] =0

ir oc+l :O.Kailﬁa<1,tai [2a]=1ir 0L+l =1.
2 2 2

Panaudodami jrodyta tapatybe, duotaja lygti pakei¢iame lygtimi
b ~[x]-2=0;

i$ Cia [x] =2 arba [x] = —1. Taigi duotosios lygties sprendiniai yra aibiy
sajungos [—1;0) U [2;3) elementai.

PENKTOJI UZDUOTIS
1. Keliais nuliais baigiasi skaicius 600!?

2. Istirkite, ar periodinés yra funkcijos:
a) f(x)= {x}+ cos2x;
b) f(x)={x}+sinmx.
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10.

. Nubraizykite Siy funkcijy grafikus:

a) y:[l}; b) yz[arccosx];
X

©) y=i; d) y = tgfx];
[x]

e) y={2x}; f) y={lgx};

g) y=2"; h y =&}

ISspreskite nelygybe [x] + lg{x} >2.

. Raskite sveikaja skaiciaus

\/6+\/6+\/6+...+\/€ +:{/6+%/6+3\/6+...+%

dalj.

Tx -2
3

?

Kiek sprendiniy turi lygtis [x + %} + [x] =
Isspreskite lygti [x]+ ﬁ = {x}+ ﬁ .
X X

ISspreskite lygti ||x | - [x]| = [| x | - [x]]
Raskite sveikaja skaiciaus

a, = \/1999+\/1999+\/1999+...+\/1999 dalj.
n karty

Raskite [(x/;+x/m+\/m)z} neN.




VI. KOMBINATORIKOS IR TIKIMYBIU
SKAICIAVIMO PRADMENYS

Pr. Survila (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Tikimybiy teorija plati ir sudétinga matematiné teorija, kurios pa-
grindinés paprasciausios savokos Zinotinos ir kiekvienam vidurinio i$si-
lavinimo siekian¢iam jaunuoliui ir merginai. [vykiy tikimybés palyginti
paprastais atvejais randamos naudojant kombinatorika.

Siy nurodymuy tikslas — padéti Lietuvos jaunyjy matematiky mokyk-
los moksleiviams geriau suprasti kombinatorikos uzdaviniy sprendima ir
patiems juos spresti. Jie taip pat skiriami pagrindiniy tikimybiy teorijos
savokuy: ivykis, ivykio tikimybé, atsitiktinis dydis, jo skirstinys aiskini-
mui. Manau, jog kiekvienas i§ jlisy, kuris neskubédamas perskaitys pa-
teikiamus nurodymus, supras ir savarankiskai iSnagrinés pateiktus uzda-
viniy sprendimus, pajégs atlikti ir tas uzduotis, kurios pridedamos sava-
rankiSkam sprendimui. Linkiu kantrybés ir uzsispyrimo — ju déka atsi-
randa mokéjimas ir jgiidziai.

KOMBINATORIKOS TAISYKLES IR J U TAIKYMAI

Junginiais, rinkiniais arba kombinacijomis kombinatorikoje vadina-
mi baigtinés aibés poaibiai turintys viena, du, ..., k elementy, sutvarkyti
arba nesutvarkyti, o taip pat baigtinés sekos, jvairiy tipy elementy (vie-
nas nuo kito nesiskirian¢iy daikty) baigtiniai rinkiniai, kuriuose elementy
tvarka gali buti svarbi arba nesvarbi, o patys elementai gali nesikartoti
arba kartotis. Taigi tam, kad suprastume kombinatorikos savokas ir tai-
sykles, reikia zinoti baigtinés aibés, jos elementy tvarkos, poaibio, su-
tvarkyto poaibio — baigtinés sekos savokas. Taip pat reikia suvokti, ka
reiSkia ,,aibés turi bendry elementy” — ,,aibés kertasi, ir ,,aibés neturi
bendry elementy® — ,,aibés nesikerta“.

Dvi baigtinés aibés A4 ir B neturi bendry elementy — aibés A4 ir B ne-
sikerta, jei aibéje 4 néra elemento, kuris priklausyty aibei B, (aibéje B
néra elemento, kuris priklausyty aibei 4). PrieSingu atveju, kai aibéje 4
yra elementas, kuris priklauso ir aibei B (aibéje B yra elementas, kuris
priklauso ir aibei A4), aibés A ir B turi bendry elementy — aibés 4 ir B
kertasi.
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Pavyzdziui, aibés 4= {1,2,3,4,5,6} ir B={11,12,13,14, 15} ne-
turi bendry elementy; aibés C={a,b,c,d,e, [}, D=1k, l,a,b, g, e}
turi bendrus elementus «, b, e.

Jei aibéje A4; yra m( 4;) elementy, aib&je A, yra m( 4,) elemen-
ty, ..., aibgje A, yram( 4, ) elementy, ir tos aibés poromis nesikerta, tai
parinkti viena elementa, imant jji i§ aibés A4, arba i§ aibés A4, , arba ...,
arba 1§ aibés 4, galima m( A )+m( 4, )+...+m( 4y, ) skirtingy biidy.

Sis teiginys vadinamas kombinatorine (paprastaja) sudéties tai-
sykle. Jos prasmé: m( 4 U 4y L..U A )= m( 4 )Fm( Ay )+... ++m( 4;)
— baigtiniy, poromis neturinciy bendry elementy aibiy sumos (sajungos)
elementy skaicius lygus ty aibiy elementy skaiciy sumai.

Sprendziant kombinatorikos uzdavinius §i taisyklé viena praktiskai
netaikoma. Ji taikoma su kita — kombinatorine daugybos taisykle.

Jei By, By, ..., By —baigtinés aibé¢s, turin¢ios m( By), m( B, ), ...,
m( By ) elementy atitinkamai, tai rinkini by, by, ..., by imant b; i§ By,
by 18 By, ..., 1r b 1§ By galima sudaryti m( By)- m( B, )-...- m( By)
skirtingy budy.

Kadangi aibé, kurios elementai yra kombinacijos (b;,b,, ... , b, ),
by €By, by €B,, ..., by € B; vadinama aibiy B, B,, ..., By Dekar-
to sandauga, tai kombinatorinés daugybos taisyklés prasmé: baigtiniy
aibiy Dekarto sandaugos elementy skaicius lygus ty aibiy elementy skai-
Ciy sandaugai.

Svarbu suvokti, jog sudéties taisyklé taikoma tada, kai rinkinys
(kombinacija, junginys) sudaromas naudojant jungti arba, o aibés, i ku-
riy elementai imami (pasirenkami), poromis nesikerta; daugybos taisyklé

taikoma tada, kai rinkinys (kombinacija, junginys) sudaromas naudojant
jungti ir, o aibés, i§ kuriy imami elementai yra bet kokios (baigtinés).

Pavyzdziai.

1. Mokykloje yra trys aStuntos klasés. 8;klas¢je yra 23 mokiniai,
8, klas¢je — 27 mokiniai, 85 — 25 mokiniai. Pagal mokyklos tradicijas i
mokiniy taryba astuntos klasés deleguoja 2 narius — skirtingy asStunty
klasiy mokinius. Kiek yra skirtingy ty dvieju nariy pasirinkimo biidy?
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Sprendimas. Du mokiniai i$ skirtingy klasiy gali buti parinkti Sitaip:
imant i§ 8; iri§ 8,, arbai§ 8; ir 85, arba i§ 8, ir 85. Kadangi kombi-
nacijos sudaromos panaudojant jungti ,,arba“, tai ju skaiCius randamas
panaudojant sudéties taisykle:

n=nypy +np3+nys3;
¢ia nyp, ny3, npy mokiniy dvejety skirtingy parinkimy i§ atitinka-
my klasiy skaiciai. Jie randami naudojant daugybos taisykle:
np = 2327, ni3 = 2325, 3 = 27-25..
Taigi
n=23-27+23-25+27-25=1871.

2. Kiek yra nemazesniy uz 100 ir mazesniy uz milijona nattraliyju
skaiiy, kuriy skaitmenys skirtingi?

Sprendimas.Natiiralusis skaicius a yra nemazesnis uz 100 ir maZes-
nis uz milijona, jei ,,a yra trizenklis, arba a yra keturzenklis, arba a yra
penkiazenklis, arba a yra SeSiaZenklis“. Todél pagal sudéties taisykle

n=n3+ny+ng+ng..

Cia n > k=3,4,5,6, k-zenkliy natiiraliyjy skaiciy, neturin¢iy vie-
nody skaitmeny, skai¢ius. Randame kiekviena i§ jy. Visus sampro-
tavimus uZraSome skaiiuodami ng. Skaitmeny aibg paZymime raide S.
§=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Skai¢ius a — SeSiazenklis ir neturi vienody skaitmeny, jei
a = c5c4c30pC1C, €5 paimtas i§ aibés S\{0}, kurioje 9 elementai, c4
paimtas i§ aibés S\{cs}, kurioje 9 elementai, c3 paimtas i§ aibés
S\{cs,cq}, kurioje 8 elementai, ¢, paimtas i§ aibés S\{cs, ¢4, c3 }, ku-
rioje 7 elementai, c¢; paimtas i§ aibés S\{cs, ¢4, c3, ¢» }, kurioje 6 ele-
mentai, ir ¢ paimtas i§ aibés S\{ cs, ¢4, c3, ¢3, €] }, kurioje 5 elementai.
Cia S\{0} reiskia skaitmeny aibg, kurioje néra skaitmens 0, S\{cs} —
skaitmeny aibg be skaitmens cs5, S\{cs, ¢4} — skaitmeny aibg be skait-
meny cs ir ¢4 ir t.t. Kadangi junginiai sudaryti panaudojant jungti ,,ir*,
tai ju skaiCiy randame panaudoj¢ daugybos taisykle

ng=9-9-8-7-6-5=136080.

Analogiskai samprotaudami rasime

ns =9-9-8-7-6=27216,
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ng =9-9-8-7=4536,
ny =9-9-8=0648.

Taigi n = n3 + ny + ns + ng = 168480.

Siuose nurodymuose detaliau aptarti junginiu tipus ir tipiniy jungi-
niy skai¢iy radimo formules nejmanoma. Todél patariu pasinaudoti kny-
gomis: Petras Vaskas, Pranas Survila, ,,Pakartokime matematika“. ,,Svie-
sa“, 1997, arba Albertas Steponavi¢ius ,,Matematika®. ,,Sviesa®, 1998.
Be abejo galite naudotis ir bet kuria kita jums prieinama kombinatorikos
ar tikimybiy teorijos knyga.

Panagrinékime uZzdavinius, kuriuos sprendziant vietoje kombina-
torinés daugybos taisyklés galima taikyti tinkama junginiy skaiciaus
formule.

3. Astuonis turistus reikia apgyvendinti dviejuose viesbucio kamba-
rivose taip, kad kiekviename kambaryje blity nemaziau, kaip 3 Zmonés.
Keliais skirtingais biidais galima tai padaryti?

Sprendimas. AStuoniy turisty paskirstymas | kambarius atitiks saly-
ga, jei: pirmame kambaryje apsigyvens 3, o antrame 5 turistai; arba pir-
mame 4, ir antrame 4; arba pirmame 5, o antrame 3. Pagal sudéties tai-
sykle n = n35+ ny4 + ns3. Kadangi { pirmaji kambarj, parinkus 3 turistus,

like 5 eina | antraji, tai n35 = Cg’ — deriniy (poaibiy) i§ 8 elementy po tris

elementus skaicius. Analogiskai:

. 8:7-6-5
M T 5

Todél n=56+70+56 = 182.

4. Jonukas nusipirko loto ,,5 i§ 50 kortelg. Kiek yra laimingy pen-
ketuky, kai laimi kortelé, kurioje teisingai nurodyti bent 3 skaiciai?

=70, ns3=C3 =%=56.

Sprendimas. Kortelé ,,Jaiminga®, jei joje: teisingai nurodyti 3 skai-
¢iai ir neteisingai 2 skaiciai, arba teisingai nurodyti 4 skaiciai ir netei-
singai 1 skaiius, arba teisingai nurodyti 5 skaiCiai. Pagal sudéties tai-
sykle n =n3+ny +ns.

Kombinacija ,.teisingai nurodyti 3 skaiciai ir neteisingai 2 skaiciai
—,,3 skaiciai parinkti i§ 5-iy tirazo skaiciy ir 2 skaiciai i§ 45, nepatekusiy
1 tiraza®. Prisiming deriniy ir ju skai¢iaus formulg bei panaudoj¢ daugy-
bos taisykle, gauname
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ny=C3-Cis = %;-% = 9900,

Kombinacija ,.teisingai nurodyti 4 skaiciai ir neteisingai 1“ — ,4
skaiCiai parinkti i§ 5-iy tirazo skai¢iy ir 1 i$ likusiy 45-iy, nepatekusiy i
tiraza“. Taigi

ng =C4.Cls=5-45=225.

Analogiskai randame: ns = 1. Taigi

n=9900+225+1=10126.

ATSITIKTINIU JVYKIU TIKIMYBIU SKAICIAVIMAS

Jei eksperimento galimas baigtis pazymésime raidémis

e, e, ..., e, tal gausime eksperimento baigciy aibg
E={e,e,..,e,}.

Dwykio A tikimybé P(A) = P(e; )+ P(e;, )+..+P(e;, ) yra tq ivyki su-
daranciy elementariyjy ivykiy tikimybiy suma. Elementariyjy ivykiy ti-
kimybes p; = P(e;), kurios tenkina salygas 0<p; <1, i=12,...,n
(n>2) ir p;+ py+..+p, =1, nustato eksperimentas. Ne visada jos Zi-

nomos.
Kai eksperimento visos baigtys yra vienodai galimos ir ju skaicius
yra n, tai ir jvykio 4 tikimybé iSreiSkiama paprastai formule

P(4) =%.

Joje m 4 — jvyki A sudaranciy elementariyjy jvykiy (palankiy {vy-
kiui 4 eksperimento baig¢iy) skaicius.

Formulés paprastumas yra apgaulingas, kadangi ir gana paprasty
eksperimenty atvejais surasti skaiius » ir m 4 yra nelengva. Tai matosi
ir i§ pateikiamy pavyzdziy.

5. Simetriné moneta metama 6 kartus. [vykis 4 — herbas atvirto 3
kartus. Apskaic¢iuokime P(A4).
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Sprendimas. Eksperimento baigtis (baigties kodas) — SeSiy raidziy
rinkinys a b ¢ d e f; 1§ kuriy kiekviena paimta i$ aibés {s, A}. Tokiy rinki-
niy skai¢iy » randame pagal daugybos taisykle

n=22-2.2.2.2=2°=¢4.

Ivykis ,,herbas atvirs 3 kartus®, kai moneta metama 6 kartus, ivyks,
jei sekoje a b ¢ d e f'bus trys raidés 4. Raidé h gali biti jrasyta i bet kuriy
triju raidziy i§ SeSiy vietas. Taigi tokiy seky yra tiek, kiek bus aibés
{a, b, c, d, e, f} poaibiy (deriniy) po 3 elementus, t.y. m 4 = C63.
Q_20_s

6 64 16
6. Eksperimentas — loto ,,5 i§ 40 tirazas. [vykis 4 — nupirktos korte-

lés 3 uzbraukti skaiCiai sutapo su tirazo penketuko skaiciais. Apskai-
¢iuokime tikimybg P(A) .

Todél P(A4) =

Sprendimas. Tarkime, kad tirazas vykdomas be apgaulés — kiekvie-
nas penketas skaiciy i§ 40 skaiciy yra vienodai galimi. Penkety skaicius
— deriniy i$ 40 po 5 elementus skaiCius yra

= CZO _ 40-39-38-37-36 — 658008,
1-2-3-4.5

Ivykis A — ,,3 uzbraukti skaiciai sutapo su tirazo penketuko skai-
Ciais* — ,,3 skaiciai parinkti i$ tiraZzo penkiy skaiciy ir du skaiciai parinkti
i$ i tiraza nepatekusiy 45 skaiciy®. Pagal daugybos taisykle

my=C3-Cis=10- %—990@

Taigi
P(A) = 2900 _ 275 ~ 0,015.
658008 18278

Pastaba—klausimas. Ar verta pirkti tokios loterijos kortelg, jei tikimybé
laiméti (maziausia priza) tokia maza?

Net ir tais atvejais, kai eksperimento baigtys vienodai galimos (va-
dinamais klasikiniais arba Laplaso bandymais), ivykiy tikimybes apskai-
¢iuoti pasitelkus tik kombinatorika gali bliti sudétinga. Tenka naudotis
tikimybiy teorijos teoremomis apie jvykiui priesingo jvykio, jvykiy (nesu-
taikomu) sumos, jvykiy (nepriklausomy) sandaugos tikimybes, pilnosios
tikimybés formule. Prireikus, ieSkokite ju nurodytose arba kitose knygo-
se.
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Panagrinékime vieng neklasikinj eksperimenta, kad suvoktume, kaip
paprastais atvejais randamos su juo susiety ivykiy tikimybés.

v o o 2 . e

7. Saulys pataiko i taikinj su tikimybe 3 Jis Sauna | taikinj 3 kar-
tus. Sudarykite elementariyjy ivykiy aibg. Apskaiciuokite elementariyjy
ivykiy tikimybes. I8reikskite ivykius 4, B, C, D ir ju prieSingus ivykius
elementariaisiais ir raskite jy tikimybes, kai

A —nepataiké daugiau kaip 2 kartus;

B — pataiké viena karta;

C — pataiké du kartus;

D — pataiké nemaziau kaip 2 kartus.

Sprendimas. Tegu ¢ reiskia ,,Saulys kliudé taikini“, n — ,,Saulys prasové

. . 2 1 . Sy
pro Sali“. Salygoje duota P(¢) = 3 P(n) = 3 Eksperimento baigciy ai-
beé bus Sitokia:
E = {ttt, ttn, tnt, ntt, tnn, ntn, nnt, nnn}.
Kadangi baigtys néra vienodai galimos, tai jy tikimybes apskaiciuo-

sime taikydami nepriklausomy [vykiu sandaugos tikimybés formulg:

222 8
P(ttt) = P(t)- P(¢)- P(¢) = Egg =57
221 4
211 2
P(tnn) = P(ntn) = P(nnt) = 3337
P(nnn) = P(n)- P(n)- Py =~ L. L= L
- 333 277

Visy elementariyju ivykiy tikimybiy suma lygi vienetui:
8 4 2 1
—+3 —+3- —+—=1
27 27 27 27
Dabar jvykius 4, B, C, D isreikSime elementariaisiais ivykiais ir ap-
skai¢iuosime ju tikimybes:
A — ,nepataiké daugiau kaip 2 kartus — nepataike 3 kartus, todel
1
A={nnn} ir P(4)=—;
{nnn} ir P(A) >
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B = {tnn, ntn, nnt} ,
2 2 2 2
P(B) = P(tnn)+ P(ntn)+ P(nnt) = —+—+—=—;
()()()()2727279
C = {ttn, tnt, ntt},
4 4 4 4
P(C) = P(ttn) + P(ntt) + P(tnt) = — + —
()()()()2727279
D — , pataiké nemaziau kaip 2 kartus* — ,,pataiké 2 kartus* arba ,,pa-
taiké 3 kartus®. Taigi D = C U {#tt} . Todél
4 8 20
P(D)=P(C)+ Pfttt} =—+—=—.
(D) = P(C) + P{ut; 0 27"
Ivykiams prieSingy ivykiu tikimybes randame naudodami prieSingo
vykio tikimybés formule:

1 26
P(A)=1-P(A)=1-—==,
(4) (4) 7~ 27
_ 4 5
P(C)=1-==2,
() 9"
— 2 7
P(B)=1-P(4)=1-==",
(B) (4) 59
pDy=1-2_T
27 27

Isreikskime {vykiu 4, B, C, D prieSinguosius ivykius elementa-
riaisiais:

A=E\A= {ttt, ttn, tnt, ntt, tnn, ntn, nnt} ,

B = E\B = {ut, ttn, tnt, ntt, nnn} ,

C=E\C= {ttt, tnn, ntn, nnt, nnn} .

D=E\D= {tnn, ntn, nnt, nnn} .

ASstuntas uzdavinys skiriamas paaiskinti, kaip taikoma bendroji ivy-
kiy sandaugos tikimybés formulé.

8. Dézutéje yra 3 raudoni, 3 balti ir 2 juodi pieStukai. IS jos vienas
po kito iSimama po viena pieStuka. Raskite ivykio 4 — ,juodas piestukas
bus iSimtas pirma balto* tikimybeg.

Sprendimas. Kad suprastume, kaip randama mus dominancio jvykio
tikimybé, turime gerai suvokti, i§ ko jis sudarytas. Juodasis pieStukas bus
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iSimtas pirma balto, kai: ,,pirmasis iSimtas pieStukas bus juodas* arba
,.pirmas i§imtas piestukas bus raudonas, o antrasis juodas®, arba ,,pirmas
iSimtas pieStukas raudonas ir antrasis raudonas, o treciasis juodas* arba
,pirmasis raudonas, antrasis raudonas ir treCiasis raudonas, o ketvirtas
juodas®. UzraSius simboliskai gausime §itokia jvykio israiska:
A= {1 iniy Y innist v innrjal -

Cia {j;} reikia, kad pirmasis i§imtas piestukas bus juodas, {r|j,}— kad
pirmas piestukas — raudonas, o antras — juodas ir pan.

Kadangi démenys yra nesutaikomi jvykiai, tai

P(A4) = P{ji}+ Pinj2} + Pinnjst + P{nnrsjs) .
. . 2 1

Akivaizdu, P{j;} e

Kadangi kiti démenys yra ivykiy sandaugos, tai jy tikimybes apskai-
¢iuosime naudodami jvykiy sandaugos tikimybés bendraja formulg:
P(BD) = P(B)P(D/B).Cia P(D/B) —ivykio D sqlyginé tikimybé, kai

zinoma, jog B ivyko.
Pagal ja turime
32 3
Pi{rjt = P{nt-P{j /r == ==,
{nj2} = Pin-Pijp/n} s 7" o3
nes, kai iStrauktas raudonas piestukas, liko 7 piesStukai, tarp kuriy 2 juodi

piestukai. Toliau
Pinnjsy = Pinnt-Pijs/nn}.

. 2 1 .. . o .
Kadangi P{j;/nn}= . = 3’ nes, kai iStraukti 2 raudoni piestukai,

liko 6 piestukai, tarp kuriy 2 juodi, o

32 3
Pinmt =Pt -Pin /nt==—=—,
{nn}=Pint-Pin/n} s 7" g
tai
31
Pinnjit=— —=—.
{nnJjs} 83 23
Analogiskai skai¢iuodami, turésime
Pinnrsjat = Pinnrst- P{js I nnnt =
3212 1
= P{n\Pir I n P{n /nnt-Plji/nmpnt==-—.—.— = —.
Ny Piny I ntPis I nnt- P{js I nnrs} 2765 140
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Galutinai gauname
+i+i 1 35+415+5+1 56

P4y =1 SOl 00
4 28 28 140 140 140

2
=

9. Yra dvi vienodos dézutés. Vienoje dézutéje yra 3 balti ir 4 juodi
rutuliukai, o kitoje dézutéje 5 balti ir 5 juodi rutuliukai. Atsitiktinai pasi-
rinkus dézute i$ jos iSimamas rutuliukas. Apskaiciuokite tikimybe, kad
jis juodas (ivykis A4), targ, kad abieju dézuciy pasirinkimo tikimybés ly-
gios.

Sprendimas. Pazyméekime A; — juodas rutuliukas iStrauktas i§ pir-
mos dézutés, 4, — juodas rutuliukas iStrauktas i§ antros dézutés, D; —
pasirinkta pirmoji dézuté, D, — pasirinkta antroji dézuté. Kadangi jvykis
A yra ,pasirinkta pirmoji dézuté ir i§ jos iStrauktas juodas rutuliukas,
arba pasirinkta antroji dézuté ir i§ jos iStrauktas juodas rutuliukas®, tai
A=(D14) +(Dyr4;).

Démenys yra nesutaikomi jvykiai, todél
P(A)=P(Dy4;) + P(Dy4) .
Pagal bendraja ivykiy sandaugos tikimybés formule gauname
P(D4)) = P(Dy)P(4,/ Dy),
P(DyAy) = P(Dy)P(Ay 1 Dy).

Taigi gauname israiska

P(4) = P(D))P(A/ D)+ P(Dy)P(A] Ds),
vadinama pilnosios tikimybés formule.

Kadangi pagal salyga P(D;) = P(D,) = %

4 1
Be to P(AI/DI)ZF’ P(Az/Dz)Z%ZETOdCI
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P(A4) _14 11 _8+47_15
27 22 28 28
Susipazinkime su atsitiktinio dydzio tikimybiy skirstinio radimu pa-

prastu atveju.

10. Moksleivis laiko lietuviy kalbos ir matematikos egzaminus. Jo
galimy pazymiy tikimybés yra $itokios

PaZzymys 10 9 8

P Lietuviy kalba 1 1 1
2 4 4

(tikimybés) Matematika 1 1 1
3 3 3

Pazymékime raide X moksleivio gauty pazymiy suma. Kokioms
reik§méms ir su kokiomis tikimybémis lygi pazymiy suma?

Sprendimas. Tegu T; ir T,, — lietuviy kalbos ir matematikos pazy-
miai. Turime X =7;+T,, .

Taigi galimos X reikSmés yra: 16, 17, 18, 19, 20.

Apskaiciuojame tikimybes (ivykiy): P(X =16), P(X =17),
P(X =18), P(X =19), P(X =20), targ, jog vieno egzamino paZymys
nepriklauso nuo kito egzamino rezultato.

Kadangi {X =16} ={T; =8,T,, =8}, tod¢l

11 1

P(X=16)=P(Tl=8)P(Tm ZS)ZZ‘EZE'

ISto, kad {X =17} ={T; =9,T,, =8, U {T; =8,T,, =9}, gauname
P(X=17)=P(1; =9)-P(T,, =8)+P(I; =8)-P(T,,, =9) =
11 11 1 1 1

43 43 12 12 6

Kadangi{X =18} =

={1T; =10,T,, =8 {l; =9,T,, =9y u{l; =8,T,, =10}, tai
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P(X =18) = P(T; =10)- P(T,, =8)+ P(T; =9)- P(T,, =9)+
11 11 11 1
+P(1;,=8)-PT,=10))=——+——+——=—
(T =8) P =100 =5 373747373
Analogiskai {X =19} ={T; =10,T,, =9} u{T; =9.T,, =10}, todél

P(X =19) :ll+ll:l
23 43 4
P(X =20)=P(T; =10)- P(T,, =10) =%%=%.
Atsakyma galime pateikti lentele
X reikSmés X 16 17 18 19 20
Tikimybés Pi 1 1 1 1 1
12 6 3 4 6

Sia lentele apibrézta funkcija vadinama (atsitiktinio) dydzio X tiki-

mybiy skirstiniu. x; — ¢ia yra atsitiktinio dydzio (argumento) reiksmés —

skaiCiai, P; — jvykiy X = x; tikimybés — neneigiami skaiciai, kuriy suma

1 1 1

. - e 1
lygi vienetui. Siame uzdavinyje tai yra —+—+—-+—+—=1.

12 6 3 4 6

SESTOJI UZDUOTIS

. Kiek yra didesniy uz 100, bet mazesniy uz 100 000 natiiraliyjy skai-
¢y, kuriy skaitmenys yra lyginiai ir skirtingi?

. Parduotuvéje yra septynios skirtingy pavadinimy lietuvisky saldai-
niy dézutés, Sesios skirtingy pavadinimy latvisky saldainiy dézutés,
keturios skirtingy pavadinimy vokisky saldainiy dézutés. Kiek skir-
tingy pasirinkimo varianty turi pirkéjas, jei jis nori pirkti: a) viena
dézute saldainiy; b) dvi skirtingas dézutes saldainiy; ¢) dvi dézutes
skirtingy $aliy saldainiy; d) tris skirtingas dézutes saldainiy; e) tris
dézutes skirtingy Saliy saldainiy?
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3. Mokyklos Sventés loterija — ,,6 i§ 30*“. Onuté pirko viena kortelg ir
uzbraukia 6 skai¢ius. Kiek yra ,,nelaimingy“ Sesetuy, jei laimés korte-
1¢, kurioje teisingai nurodyti daugiau kaip du skaiciai?

4. Aibés A poaibis B vadinamas tiesioginiu, jei B# & ir B# A. Kiek
tiesioginiy poaibiu turi aibé {a, b, ¢, d, e} ?

5. Déz¢je 12 vienody detaliy, 3 i$ kuriy brokuotos. IS dézés iStraukia-
ma detalé, patikrinama ir grazinama i déz¢. Po to atsitiktinai iSima-
ma dar viena detalé ir patikrinus grazinama i déze¢. Véliau atsitikti-
nai iSimama dar viena detalé ir patikrinama. Sudarykite elementariy-
ju ivykiuy aibe. Apskaiciuokite elementariyju jvykiy tikimybes.

6. IS 15 berniuky skirtingais vardais, tarp kuriy yra Petras ir Jonas, at-
sitiktinai atrenkami 3 berniukai. Apskaiciuokite tikimybes ivykiu: 4
— Petras ir Jonas yra tarp atrinktyjy; B — Petro ir Jono néra tarp at-
rinktyjy; C — bent vienas i§ jy yra tarp atrinktyjy.

7. Prekeivis pardavinéja keturiy pavadinimy Sokoladukus: ,,Veliuona®,
»Rusné®, ,Lazdynai®, ,,Neris“. Pirkéjas nusipirko septynis Sokola-
dukus juos atsitiktinai pasirinkes i§ pardavinéjamy keturiy pavadi-
nimy Sokoladuky. Raskite tikimybes ivykiu:

A — visi 7 Sokoladukai ,,Veliuona®;

B — 2 Sokoladukai i§ 7 yra ,,Neris®;

C — 18 7 Sokoladuky 2 Sokoladukai ,,Rusné* ir 1 Sokoladukas ,,Laz-
dynai®;

D — tarp 7 Sokoladuky yra nemaziau kaip 4 Sokoladukai ,,Lazdynai‘.

8. Dézéje 3 balti ir 4 juodi rutuliai. Trys vaikai paeiliui ima negraZin-
dami atgal po viena rutulj i§ dézés. Laimi tas, kas pirmas paima bal-
ta rutuli. Apskaiciuokite tikimybes ivykiy: 4 — laimi pirmasis; B —
laimi antrasis; C — laimi treciasis.

9. Seimoje trys dukterys — Alé, Valé, Dalé, kurios visuomet kartu
plauna l¢kstes. Alé vyriausia, todél jai paprastai tenka iSplauti 40 %
visy 1éksciy, o jaunéléms Dalei ir Valei — po 30 %. Tikimybé, jog
Al¢ sudauzys viena lékste, lygi 0,02. Sitokios tikimybés Valei ir Da-
lei yra atitinkamai 0,02 ir 0,03. Viena vakara iSplovus 1ékstes,
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10.

mama rado suduzusia 1ékste. Apskaiciuokite tikimybg, jog nepasi-
seké: a) Alei; b) Valei; c) Dalei.

Dvi futbolo komandos ,,Atletas® ir ,,Zuikis* susitiko tarpusavyje 2
kartus. Laiméjimas suteikia komandai 2 taSkus, lygiosios — 1 taska,
pralaimétos — 0 tasky. Raskite ,,Zuikio™ tasky sumos tikimybiu

skirstini, jei ,,Zuikis* kiekvienas rungtynes laimi su tikimybe 3

suzaidzia lygiomis su tikimybe 7 o rungtyniy rezultatai yra nepri-

klausomi.
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L.Maliaukiené, J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Inzinierius braizo elektros tinklo schemas, istorikas — geneologinius
medzius, chemikas sudarinéja medziagos struktiiros formules, dispeceris
— produkcijos iSveziojimo planus. Kas yra bendra ju veikloje? Visi jie
braizo schemas, sudarytas i$ tasky, kurie sujungti atkarpomis arba
kreivémis.

Grafas yra figiira, sudaryta i§ tasky (vadinamy vir§inémis) ir
atkarpy (vadinamy briaunomis). Kai briauna jungia vir$ting su ja pacia, ji
vadinama kilpa.

Grafas, pavaizduotas la pav., turi 4 vir§tines ir 6 briaunas. Briauny
AC ir BD susikirtimo taskas néra virsiiné. Si grafa galima pavaizduoti ir
kitaip (zr. 1 b pav.).

B < B -

la pav. 1b pav.

Du grafai vadinami izomorfiniais, jeigu jie turi vienoda virStniy
skai¢iy ir vieno grafo dvi vir§iines jungiancia briaung atitinka kito grafo
atitinkamas virSiines jungianti briauna.

1 pav. pavaizduoti grafai yra izomorfiniai, o 2 pav. — ne.

1 &1

2 pav.

Dvi grafo virSinés vadinamos gretimomis, jeigu jas jungia bent
viena briauna.
Grafo, pavaizduoto 3 pav., virSinés B ir C yra gretimos, o C ir E —
néra gretimos. Virs§iiné B yra gretima pati sau.
Vir§unés v laipsniu vadinamas i§ tos virStinés iSeinanciy briauny
skaiCius ir Zymimas deg v.
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Grafo, pavaizduoto 3 pav., virSinés C laipsnis deg C=2, o
deg D=5 irdeg B=4.
Z

L

3 pav.

Vir§uné, kurios laipsnis lygus nuliui, vadinama izoliuota (pvz.,
vir§iné 4 3 pav.).

Grafo keliu (marsrutu) vadinama seka, sudaryta i§ gretimy virStniy
ir jas jungianCiy briauny. Kelias vadinamas ciklu, jei jis prasideda ir
baigiasi ta pacia virSiine.

Grafas vadinamas jungiu, jeigu bet kurias dvi jo virStines galima
sujungti keliu.

Grafas, pavaizduotas 4a pav., yra jungus, o 4b pav. — ne.

4a pav. 4b pav.

Grafy teorijos pradininku laikomas L.Oileris (1707-1783), iSspren-
des gerai zinoma uzdavinj apie Karaliauciaus tiltus.

C 2 >=C: >
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Per Karaliauciaus miesta teka Prégliaus upé, kurioje yra dvi salos: 4
ir B. Sios salos su kairiuoju ir desiniuoju upés krantais K ir D bei tarpu-
savyje sujungtos septyniais tiltais (Zr. 5 pav.). Reikia nustatyti, ar galima
rasti toki marsruta, kuriuo einant biity galima pereiti visus tiltus tik po
viena karta ir grizti i ta pacia vieta.

Spresdamas §i uzdavini, Oileris suformulavo §ias teoremas:

I teorema. Visy grafo virStniy laipsniy suma yra lygi dvigubam
grafo briauny skaiciui, t.y.

S deg i =24,
i
¢ia v; grafo vir§tnés, g— briauny skaicius.
ISvada. Grafo nelyginio laipsnio vir$iiniy skaicius yra lyginis.
Kelias, kurj sudaro visos jungiojo grafo briaunos (jeinancios lygiai
po vieng karta) vadinamas Oilerio keliu. Jei $is kelias prasideda ir bai-
giasi toje pacioje virSunéje, tai jis vadinamas Oilerio ciklu.
2 teorema. Grafas turi Oilerio cikla tik tada, kai visy jo vir§tiniy
laipsniai yra lyginiai.
£

6 pav.

Dabar jau galime nurodyti Karaliauciaus tilty uzdavinio sprendima:
nubrézkime grafa, kurio virSiinés 4, B, K, D yra dvi salos ir upés krantai,
0 briaunos — jas jungiantys tiltai. Kadangi Sis grafas turi virStiniy su
nelyginiais laipsniais, tai, remiantis 2 teorema, jame néra Oilerio ciklo.
Taigi tokio marsruto, kaip suformuluoto uzdavinio salygoje, néra.

Panagrinékime dar viena uzdavini: ar sodu bendrijoje, kurioje yra
35 nariai, galima taip padalyti Zemés sklypus, kad kiekvienas sodininkas
turéty viena, tris arba penkis kaimynus?

Sprendimas. Jeigu taip padalyti buty galima, tai §{ padalinima
atitikty grafas, turintis 35 virStines (sodininkai), ir i§ kiekvienos virstinés
iSeity 1, 3 ar 5 briaunos, rodanc¢ios kaimyny skai¢iy. Taigi turétume
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grafa, kurio visy virSiiniy, kuriy yra nelyginis skaiCius, laipsniai yra
nelyginiai, o tai prieStarauja 1 teoremos iSvadai. Taigi tokiu badu sklypuy
padalyti negalima.

3 teorema. Sakykime, G — jungusis grafas, turintis daugiau kaip dvi
vir§iines su nelyginiais laipsniais. Tuomet grafe G néra Oilerio kelio.

ISvada. Tegu G — jungusis grafas, turintis dvi vir§iines su nelyginiais
laipsniais, tuomet grafe G yra Oilerio kelias, prasidedantis vienoje i§ Siy
vir§iiniy ir pasibaigiantis kitoje.

Remiantis §ia teorema ir jos iSvada, atsakoma | klausima, ar galima
nubrézti figlira, neatitraukiant rasiklio nuo popieriaus lapo ir nekartojant
jau nubrézty liniju (per virStines galima eiti keleta karty).

Pavyzdziui, iStirsime, ar galima 7 pav. pavaizduotas figliras nubrai-
zyti auk§¢iau minétu budu.

Sprendimas. Remiantis 3 teorema, 7a pav. figliros taip nubraizyti
negalima, 7b pav. figlira nurodytu biidu nubraizyti galima (remiantis 3
teoremos iSvada).

7a pav. 7b pav.

Marsrutas gali biiti toks (8 pav.): v; vy v3 V| v4 V5 V3 v4 V)

Vs
N
V3 V4
131 — %)
8 pav.

Kai grafas turi nedaug virStniy ir briauny, Oilerio kelia ar cikla rasti
nesunku. Sudétingesniuose grafuose tai galima atlikti [1] knygoje nuro-
dytais budais.
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Ivairiose mokslo ir gyvenimo srityse naudojami grafai, kuriy briau-
noms priskiriami tam tikri skaiciai (vadinami svoriais), o toks grafas
vadinamas svoriniu grafu. Briauny svoriai gali reiksti atstuma, laika,
iSlaidas ir pan. Svorinio grafo pavyzdziu gali biiti keliuy Zemélapis su
nurodytais atstumais tarp atitinkamy vietoviu.

Svoriniuose grafuose ieSkosime ciklo (marSruto), kuris yra
trumpiausias (pigiausias). Tokie marSrutai vadinami optimaliais.

Jeigu ciklas eina per kiekviena virSiing tik po viena karta, jis vadi-
namas Hamiltono (1805—1865) ciklu. (Sis Hamiltono ciklo apibrézimas
tinka ir nesvoriniams grafams. Ar grafas turi Hamiltono cikla, atsakyti
sunku. Toliau nagrinésime tik tokius grafus, kurie turi Hamiltono ciklus.)
Apie $iuos ciklus pladiau galima pasiskaityti [1] knygoje.

1 pavyzdys. Atstumai (kilometrais) nuo bazés B iki parduotuviy ir
atstumai tarp parduotuviy pazyméti grafe (9 pav.). Pastebésime, kad gra-
fo briauny ilgiai su nurodytais atstumais nieko bendro neturi.

5
7 9
£ *
: 12 A
9 pav.

Sprendimas. Uzrasykime visus Hamiltono ciklus, iSeinancius i$
vir§iinés B ir apskai¢iuokime cikly svoriy suma.

Hamiltono ciklas Ciklo svoris Atvirkstinis ciklas
1. BB PPB 10+9+12+15=46 BRPP,B
2. BAPAPB 15+7+9+8=39 BP,P, BB
3. BBAPB 8+12+7+10=37 BP, A PB

Taigi matome, kad treciasis Hamiltono ciklas, aiSku, ir jam atvirks-
tinis turi mazesnij svorj negu kiti. Prekiy optimaliis iSveziojimy marSru-
tai yra BB P, B arba BRB, P BB .

2 pavyzdys. 10 pav. pavaizduota 3x3,Sachmaty lenta ir joje pasta-
tyti du balti ir du juodi Zirgai. Zirgy éjimai pavaizduoti 10 pav. d).
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IStirsime, ar galima i§ a) padéties Zirgus pastatyti i b) ir ¢) padétis. Jeigu
galima, surasime kokiu maziausiu éjimy skai¢iumi tai atliekama.

a) b) ¢) d)
10 pav.
Sprendimas. Nubraizykime zaidimo padéciy a), b) ir c) grafus
(11 pav.).
. |

. A
"y '
g 7
a) b) c)
11 pav.

Zirgo éjimus lentoje atitinka grafo briaunos. Jeigu eisime viena kryp-
timi, tai kiekvienam Zzirgui reikés padaryti po 4 éjimus, kad visi jie uz-
imty b) padéti. Taip po 16 ¢&jimy i§ a) padéties gauname b) padéti.
Kadangi zirgai gali eiti tik i tusCius langelius, tai i$ situacijos a) negalime
gauti situacijos c).

3 pavyzdys. Ant stalo padéti 5 degtukai. Du zaidéjai paeiliui ima po
viena arba po du degtukus. Laimés tas, kuris paima paskutini (pasku-
tinius) degtuka. Nubraizysime Sio zaidimo grafa ir i$ jo suzinosime kaip
turi zaisti zaidéjas, kad laiméty.

Sprendimas. Nubraizome zaidimo grafa. Toks grafas dar vadinamas
medziu. Medziai taikomi tikimybiy teorijoje skaiCiuojant jvykiy tiki-
mybes.

IS grafo matyti, kad po 1-ojo éjimo ant stalo liks arba 3, arba 4 deg-
tukai. Jeigu pirmasis zaidéjas ant stalo palieka 3 degtukus, tai jis iSlosia,
nes antrasis zaidéjas gali ant stalo palikti arba viena, arba du degtukus,
kuriuos treéiuoju éjimu paims pirmasis zaidéjas. Jeigu pirmasis zaidéjas

81



VII TEMA

......

antrajam zaidéjui) jis praloSia.

I éjimas

IT ¢jimas

III &jimas

IV ¢jimas

Uzduotis. Nubraizykite grafa, kai ant stalo yra 7 degtukai.
Literatiira

P.Tannenbaumas, R..Arnoldas. Kelionés | Siuolaikine matematika.
TEV, Vilnius, 1995.
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GRAFAI

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. a) Nubraizykite grafa, turintj 6 virStnes, kuriy laipsniai lygts 4, o
briaunos nesikerta.
b) Nubraizykite grafa, turinti 6 virSiines, kuriy laipsniai lygits 3 ir bet
kurios 3 briaunos nesudaro trikampio.

2. Arizomorfiniai grafai: 1) A ir B; 2) C ir D?
Jeigu grafai izomorfiniai, sunumeruokite jy atitinkamas virsiines.

i
P

C
3. X apskrityje yra 17 miesteliy, kuriy kiekvienas sujungtas vieskeliais

maziausiai su kitais 8 miesteliais. [rodykite, kad i§ bet kurio
miestelio galima nuvaziuoti vieskeliu i bet kurj kita miestelj.

4. Klaséje yra 25 mokiniai. Ar gali buti, kad kiekvienas i§ 11 mokiniy
turéty po 3 draugus, 8 mokiniai — po 2 draugus ir 6 mokiniai po 5
draugus?

5. Sodo bendrijoje yra 27 nariai. Ar galima suprojektuoti telefono
tinkla taip, kad kiekvienas sodininkas telefono laidu buty sujungtas
su 5 kitais sodininkais?



VII TEMA

6. Nubraizykite Oilerio cikla.
a) b)

L

7. Paveikslélyje pavaizduota upé, kurioje yra dvi salos A4 ir B su
krantais K ir D. Salos su upés krantais bei tarpusavyje sujungtos 8
tiltais.

£

D

a) Ar galima rasti toki pasivaik$Ciojimo marSruta, kuriuo einant
galima biity pereiti visus tiltus po viena karta ir grizti i ta pacia
vieta? (Ar egzistuoja Oilerio ciklas?)

b) Ar galima pasivaikscioti pereinant kiekviena tilta po viena karta?

(Ar egzistuoja Oilerio kelias?) Jeigu taip, tai nurodykite
marsruta.

8.1. Zirgas stovi 3x4 ,Sachmaty lentos“ kairiajame kampe I-ame
langelyje.
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a) Nubraizykite grafa, kurio vir§iinés yra lentos langeliai, o briau-
nos — leistini zirgo &jimai.

b) Nubraizytame grafe raskite Hamiltono kelia, prasidedantj 1-
ame langelyje, t.y. parodykite, kaip turi Sokinéti zZirgas, kad jis,
pradéjes iS 1-ojo langelio, apeity visus lentos langelius lygiai
po viena karta.

8. 2. Nurodykite, kaip zirgu apeiti pavaizduotos ,,Sachmaty lentos‘‘visus

9.

10.

langelius, ten pabuvojus po viena karta, ir grizti | prading padéti.
(Surasti Hamiltono cikla.)

Pastininkas i§ paSto P turi iSvezioti korespondencija abonentams A4,
B, C ir D ir grizti atgal. SugaiStas tam laikas (minutémis)
pavaizduotas schemoje. Raskite optimaly marsruta, t.y. toki, kuriuo
vaziuojant i§ paSto P ir griztant { ji, biity sugaiStama maziausiai
laiko.

Omega planety sistemos kiekvienoje planetoje irengta observatorija
ir astronomas stebi jam artimiausia planeta. Atstumai tarp planety
yra skirtingi. [rodykite, kad vienos planetos niekas nestebi, jeigu
planety yra nelyginis skaicius.
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A.Apynis, E.Stankus (Vilniaus universitetas),
J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

I variantas

Raskite funkcijos y = reikSmiy sritj.

B
\/x2 +6x+13

Raskite visy trizenkliy skaiciu, kurie dalijasi i§ 3, suma.

Trikampio krastiniy ilgiai sudaro aritmeting progresija, kurios
skirtumas lygus 2. Raskite visus galimus trumpiausios krastinés
ilgius, kad trikampis biity smailusis.

Apskaiciuokite £(2), kai f[i}sx.
x+1
Yra keturios atkarpos, kuriy ilgiai 2, 5, 6 ir 10 centimetry. Kokia

tikimybé, kad, atsitiktinai pasirinkus tris atkarpas, i$ ju bus galima
sudeéti trikampi?

I$spreskite lygti 4 sin mx = 4x% —4x+5.

86



Vzduociy
SPrendim al




SPRENDIMAI

1.

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Jeigu antrasis turistas atstuma nueina per x val., tai pirmasis — per
(x+5) val. Sakykime S — atstumas tarp A ir B. Tuomet turisty greiciai
.S .. 10§ 10 S -

ir —. Taigi —- +—-—=S§.I8¢lax=5.

x+5 x 3 x+5 3 «x

Ats.: Antrasis turistas atstuma tarp vietoviy 4 ir B nueina per

5 h, o pirmasis — per 10 h.

yra

Sakykime, Antano Zingsnio ilgis yra x m, o Rolandas iki mokyklos
zengia y zingsniy. Tuomet Rolando zingsnio ilgis 1,1x, o Antanas
per ta patj laika Zengia 1,1y Zingsniy.

Iki mokyklos Rolandas nuéjo 1,1x:y metry, o Antanas per ta
pati laikag —x-1,1y metry. Matome, kad 1,1xy = x-1,1y. Taigi abu
broliai { mokykla atéjo vienu metu.

Ats.: 1 mokykla broliai atéjo vienu metu.

Sakykime, matematiko gimimo metai yra lxyz. Tuomet pagal
salyga:

I+x+y+z=21,
Ixyz+5355=zyxl.

Sios sistemos antraja lygti parasome Sitaip:
1000 +100x +10y + z+5355=2-1000+ 100y +10x + 1
arba
10(10x + y +635) +z+5=10(100z + 10y + x) +1.
I§ ¢ia matome, kad skaiCiaus z+5 paskutinis skaitmuo turi buti
vienetas, t.y. z=6. Tuomet 10x+ y+636=600+10y + x arba
x —y=—4. ISsprendg sistema

x—y=-4,

x+y+6=20
gauname x = 5, y = 9. Taigi matematiko gimimo metai yra 1596. Tai
René Dekartas.

Ats.: Garsus pranciizy matematikas René Dekartas gimé
1596 m.
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4. Lygybe x + 1 =3 pakéle kvadratu, gauname x? + Lz =7. Sia ly-
X X

gybe vél keliame kvadratu: xt +2x? -%+L4=49. Is dia
X X

x4 % =47. Gautaja lygybe pakeliame kvadratu:
X
] 4 1 1 .. 8 1
x° +2x -—4+—8:2209.Isc1ax +—8=2207.
X X x
Ats.: 2207.

5. Pazyméje Ll =t, duotaja lygti pertvarkome $itaip:
X+

1+t+t2(1+t)+t4(1+t)+t6(1+t)=0,

(l+t)-(1+t2+t4+t6)=0.

Antrasis sandaugos narys nelygus nuliui, todél 1+¢=0, t=-1,
X

=-1.I8 ¢ia le.
2

6. Nagrinékime koordinaciy ploksStumoje taskus M(x, y), B(0, 8) ir

C(6, 0). Tuomet BM =+/x° +(8—y)> , MC=+(x-6) +y? ir
a=BM + MC>BC=+64+36=10.
Lygybes zenklas jgyjamas, kai taskas M yra atkarpoje BC (tri-

kampio taisykle), pavyzdziui, kai M(3, 4).
Ats.: 10.
7. n(n+D(n+2)(n+3)+1=n> +3n)(n> +3n+2)+1=
=m? +3n)% +2-(n% +3n) +1=(n? +3n+1)7.

—2sin70° =
2sin10° 2sin10°

3 1 1-4sin10°sin70°
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~ 1-2c0s60° +2c0s80° cos80° sinl0°
2sin10° sin10°  sin10°

1.

9. Turime ZCOD=60°, CE=h. ZCAD =30° kaip ibréztinis i
apskritima kampas, besiremiantis i lanka CD. Tuomet AC = 24 ir
AE? = AC? —CE? =4n* —h? =312,

B c
AEzhx/g. Kita vertus, AE=M.
Todél o
A D
SABCDZ%‘CE:}Z\/E‘}I:\/E}R- E

Ats.: \/Ehz.

10. Nagrin¢kime stac¢iakampi ABCD, kurio krastiné 4B lygi 1 cm, o
AD — 500 m. Trikampis AOD yra ieSkomasis trikampis (¢ia O —
istrizainiy susikirtimo taskas). IS tikryjuy, jo visos aukstinés yra
trumpesnés uz 1 cm, o plotas lygus:

Sas0D =%AD-0E (OELAD).

Kadangi 4D =500 m,

OF = %AB =0,5cm=0,005m,
tai
SAAOD = %500 -0,005=1,25 (Inz) >1 (mz)
Ats.: Yra.
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1. Pagal salyga: a+b+c=2 ir a-22+b-2+¢=0. Kadangi x=2

yra vienintelis lygties ax* +bhx+c=0 sprendinys, tai jos diskrimi-
nantas lygus 0, t.y.

D=b2 —4ac=0.

Gavome lyg¢iy sistema:

a+b+c=2,
4a+2b+c=0,
b% —4ac = 0.

IS antrosios lygties atéme pirmaja lygti, gauname:
3a+b=-2 arba b=-2-3a.
I§ pirmosios lygties randame:
c=2-a-b=2-a+2+3a=4+2a.

[raSe i treCiaja lygti b ir ¢ reikSmes, gauname a?—4a+4=0.1 &a
a=2.Tuomet b=-2-3-2=-8, ¢c=4+2-2=8.
Ats.. a=2,b=-8, c=8.

2. Sakykime, kad x; ir x, yra kvadratinio trinario Saknys. Tuomet
X|—Xxp =5, x13 —x% =35.
Kadangi
3 3 2 2 2 2
Xjp =Xy = (X = 2x)(xf +x1xp +X3) = 3(x] + X120 +x3),
tai
2 2 _ 2 —
X{ +x1xp +x5 =7 ,ty. (X1 +x2)  —x1xp =7.
Pagal Vijeto teorema:x;+x, =—p, Xj-Xp =¢g. Vadinasi,

2
p-—q=T.
« v xp — Xy =5, .
IS lyg€iy sistemos randame xj ir x,:
X +Xp=—p
_S5-p 5+p

X|=—", Xy =—
=" 2
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Tuomet ¢g = _S—Tp SJFTP = —%(25 - pz). I8 lygc¢iu sistemos
2
r - —q=T,

1 2
=——(25-
q 4( p°)

randame parametry p ir q reikSmes: p; =1, pp =-1, ¢ =—6. Taigi
p +q didziausia reikSmé yra 1-6=-5.
Ats.: 5.

3. Pirmiausia funkcija uzrasykime taip:

y=y(x+1)?+9.

Funkcijos g(x) =(x+ 1)2 +9 maziausia reikSmé yra 9. Be to,
g(x) > o, kai x — 400 Taigi funkcijos g(x) reikSmiy sritis yra
[9; + ). Vadinasi, funkcijos y=./g(x) reikSmiy sritis yra
[3; + ).

4. Kadangi a <0, tai kvadratinio trinario grafiko (zr. 1 pav.) Sakos

1
nukreiptos Zemyn. Parabolés virSiinés abscis¢ lygi —— . Taskas
a

1 . 1 1 ..
x =—— yrakairéje intervalo | 1 — —; —— — | puséje.
a a

Taigi kvadratinis trinaris intervale Ay

{1 - 3_ l} mazéja. Maziausia
a 2 a

reikSme jis igyja taske x = % 1 . /
a

Vadinasi, pagal salyga

2
a(z—lj +2(i—l)+7,5=3,3.
2 a 2 a

Pertvarke gauname lygti
9a* +16a—4=0,

1 pav.
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kurios sprendiniai a; =-2, a, = 3 Pagal uzdavinio salyga tinka

tik a=-2.
Ats.: =2

. Sakykime, pésciojo greitis x km/h ir jis kelionéje uztruko ¢ h. Tuo-
met Atstumas tarp Giedrai¢iy ir Moléty — x-# km. Dviratininkas ke-

M km/h. I

liongje uztruko (¢—3,5) h (¢> 3,5 h!) ir jo greitis

b

salygos gauname lygti:

I§ jos randame ¢:

Kadangi ¢> 3,5, tai ¢t = 56 h. Vadinasi, dviratininkas i§ Moléty i

Giedraicius nuvaziuoja per 5% -35= 2% h.

Ats.: 2 h 20 min.

. Sakykime antrasis darbininkas dirbo x valandy. Kadangi pirmasis
darbininkas pradéjo darba 2 h 16 min. anksciau, o ji baigé tik 16
min. anksCiau negu antrasis, tai pirmasis darbininkas dirbo (x+2) h.
Antrasis  darbininkas  po  piety dirbo (20 h 10 min —

2
(12h+1h 30 min) = =6 h 40 min = 6§ h. Kadangi abu darbinin-

kai Sienavo tik po pusg pievos, tai antrasis darbininkas per 1 h atliko

2
1 xX—6—
3 darbo dalj, o pries pietus — 5 3 darbo dali. Pirmasis darbi-
X X
ninkas po piety dirbo

2
19h54min—(12h+1h30min)=6h24min=6§ h,
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o0 pries pietus — (x +2-— 6%) h. Per 1 h pirmasis darbininkas atliko
1

——— darbo dali. Iki pietu pirmasis darbininkas atliko
2(x+2)

x+2—6§
— 2 darbo dalj. Sudarome lygtj:
2(x+2) ¢ Vel

x—6g x+2—6%
3 5 _

+ =
2x 2(x+2)

o 10 o . ..
Jos sprendiniai: x; =10, x, = e Vadinasi, antrasis darbininkas

2
iki piety dirbo 10h-— 65 =3 h20min, todél darba pradéjo

8 h 40 min, o pirmasis — 6 h 24 min.
Ats.: pirmasis 6 h 24 min, antrasis 8 h 40 min.

7. Sakykime, turnyre dalyvavo x deSimtoky (x — naturalusis skai¢ius).
Abu devintokai tarpusavyje zaidé viena partija ir gavo 1 taska. Kitus
7 taskus jie gavo i§ deSimtoky. Su deSimtokais jie suzaidé 2x partiju.
Suzaidus $ias partijas, deSimtokai gavo 2x — 7 taskus. DeSimtokai

x(x—-1)
2

dar gavo tasky, zaisdami tarpusavyje. Vadinasi, deSimto-

_ 2 4
kai i§ viso surinko 2x —7 + x(x—1) _x"+3x-14

tasky. Saky-

kime, kiekvienas deSimtokas surinko po % tasky (y — natiiralusis

skaiCius). Tuomet sudarome lygti:

2 43 ; PIRMOJI UZDUOTIS

2 2
1§ Gia x> +3x—14=yx arba x+3—ﬂ=y. Skaicius 14 yra na-
X X

taralusis, kai x =7 arba x =14 .
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Ats.: Turnyre dalyvavo 7 arba 14 deSimtoky.

8. Kvadratinio trinario ax? +bx + ¢ Saknys yra teigiamos, kai

¥
D >0,
~ b
Za —i>0,
‘ x 2a
a- f(0)>0.
2 pav.

Nagringjamu atveju gauname nelygybiy sistema

- -2)>
1-(1+k)(k-2)20, K2 k-3<0,
L>O, ty. 41+ k>0,
Lk k+1)(k-2)>0
(14 K)(k—2) >0, (k+ 1Dk =2) > 0.
ISsprendg $ia sistema, gauname: k € [2; 1+;/B}.
Ats.: k 6{2; IJM/B}.
2
9. Kvadratinio trinario f(x) = ax? +bx+c Saknys yra tarp 0 ir 4, kai:
D>0, 15m+38>0,
0<—i<4, O<3m+10<4,
2a ty. m+2
a f(0)>0, 3(m+2)(3m+4)>0,
a f(4)>0, (m+2)[16(m+2)—8(3m+10)+3(3m+4)]>0.

Issprende Sia nelygybiy sistema, gauname m>36. Taigi, kai
m € (36; + o) , kvadratinés lygties

(m+2)x* =2 (3m+10)x +3(3m+4)=0
sprendiniai yra tarp O ir 4.
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10.

Ats.. m €(36; + o).
Pastaba. Priimtinas ir atsakymas m €[36;+ ©). Siuo atveju
viena Saknis lygi 4.

Kvadratinis trinaris x> — 2ax + 2a> — 4a + 3 neturi Sakny,
kai D=a’ — (24> —4a+3)=—(a*> +4a+3)<0,
ty., kai a e(—o0; 1)U(3; + ).

Kvadratinio trinario f(x) = ax? +bx +c Sakny xy, x, bei
skaiciy 0 ir 2 galimi iSsidéstymo variantai tokie:

1) x1<xy<0;

2) x120<xp £2;

3) x;<0<2<xy;

4) O0<x;<xy<2;

5) 0<x;£2<xy;

6) 2<x;<x,.

Sie atvejai nusakomi atitinkamai salygomis:

D >0,
0)<0, 0)<0,
1 _i<0’ 2) a f(0) 3 a f(0)
2a a f(2)=0; a f(2)<0;
a f(0)>0;
D=0,
, D>0,
O0<—-——x<2 0)>0,
N i 1
a < U a
a f(0)>0, PIRMOJI UZDUOTIS
a f(2)>0; (=

ISnagrinékime kiekviena atveji atskirai.
1) Siuo atveju teks iSspresti Sitokia nelygybiy sistema:
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—(@*-4a+3)>0,
a<0,

202 —4a+3>0.

Ji sprendiniy neturi.
Sprendiniy taip pat neturi 2) ir 3) sistemos.
4) Siuo atveju turime:

a’? —4a+3<0,
O<a<?2,
2a2—4a+3>0,

a f(2)>0.

4—2x/5)

I$sprendg Sia sistema gauname a € {l;

Kai a=1, turime 0<x; =x, <2, kai ae[l;#}, tai

O<xy<xy<2.
5) Sprendziame nelygybiy sistema
{2612 —4a+3>0,

2a%> —8a+7<0.
Jos sprendiniy aibé — 4_\/E; 4442 . Kai a=4_\/§,turime
2 2 2
O<x1<2ﬁx2.Kaiae(4_2\5; 4+2\/5J,tai0<x132<x2.

6) ISsprende nelygybiy sistema
a? —4a+3<0,
a<?2,
2a> —4a+3>0,

gauname:
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ae[‘”ﬁ; 3]

2

Kai a e(4+\5

3 ; 3}, turime 2<x;<xp,, o kai a=3,
2< X1 =Xp.

Ats.: Kai a e(—o0;1)U(3; + ), kvadratinis trinaris Sakny
4-2

2

neturi; kai a=1, tai O0<x =xy<2; kai l<a<

4-2

2

, tai

O<xy<xp<2; kai a=

(4—@ 4+42
ae ; 5

5 J,tai 0<x;<2<xy; kai a=

O<x1=2<xy;

. [4+\/5
kai a €

, tai 0<x <2<xp; kai

4++2
2

, tai

5 ; 3J,tai2<x1<x2;kaia=3,tai2<x1=x2.
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1. Kadangi
Uy =(n—i—1)2 =n?+2n+1,
tai
Upp1=u, +2n+1. 1)
IS pastarosios formulés, vietoje n istatg n+1, gauname
Upyin =Uy 1 +20n+3. 2)

Dabar i$ (2) lygybés atémeg (1), turésime
Upyp —Upy] =Upqy —Up +2 arba Upyp =2Up g —Uy +2.
Dar karta dabar jau paskutiniojoje lygybéje vietoj n istatykime n+1.
Gausime
Upi3 = 2un+2 ~Upyl +2.
IS dvieju paskutiniyju lygybiu iSplaukia, kad
Upy3 —Upyd =2Up 9 —3upyy +u, arba
Upy3 =3Upip =3y Uy,
Taigi naturaliyjy skai¢iy kvadraty seka yra 3-iosios eilés rekuren-
¢ioji seka.
2. Tegu progresijos vardiklis yra lygus ¢, o pirmasis narys b. Tuomet

s=—t _1,
l-¢g
b+bg+bg® =10,5.

Antraja lyg€iy sistemos lygybe padaling i§ pirmosios gausime

2. 105 7 3 7 3 1 1
l-g)(1+qg+ =——=— arba 1-¢”° =—, =—, g=—.
(I-)A+g+q7) === =5 175 975
IS pirmosios lygties surandame b =6.
1
Ats.. b=6, g=—.
1 2

3. Tegu trikampio krastiniy ilgiai uzrasyti didéjimo tvarka yra lygiis
b, bq, bg® (g>1).
Kadangi bet kuriu dvieju trikampio krastiniy ilgiy suma yra didesné

99



SPRENDIMAI

uz treciaja, tai
b+bg > bg?,
g -q-1<0,
1—J§<q< 1++/5

2 2
Turédami galvoje, kad ¢ > 1, galutinai gauname ¢ ivertinima:

1++/5

1<g< .
=75

Kadangi I+ 5<2,tai g<2.

Ats.: Negali.

4. Visi trizenkliai skaiciai, besidalijantys i§ 7, sudaro aritmeting pro-
gresija. Jos pirmasis narys v; =105, skirtumas d =7, o paskuti-
nysis n-asis narys v,, = 994 . Todél

v +v, - 105+994n.

S, =
2 2
Kadangi v, =vi+(n—1)d, tai 994=105+(n—-1)7 ir n =128, o
S, =70336.
Ats.: 70336.

5. Tegu a — taskuy skaicius, kuriuos gavo paskuting vieta uzémusi ko-
manda, o d— progresijos skirtumas. I§ viso komandos suzaidé
C122 = 66 susitikimus. Taigi

a+(a+d)+..+(a+11d) =66,
12a+(1+2+...+11)d =66,

12a + 66d = 66,
12a =66(1-d),
2a=11(1-d).

Kadangi a >0, d >0 ir abu sveikieji skaiCiai, tai i§ paskutiniosios
lygybés iSplaukia, kad: d =1, a =0.
Ats.: 0.
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6. Tegu skirtingy marSruty i§ 1-osios vir§tinés { n-aja skai€ius yra x,, .
Marsruta pradedame 1-ojoje virSunéje, todél x; =1. IS pirmosios
vir§iinés patekti { antraja galima vieninteliu budu, taigi ir x, =1. [
treciaja virsung galima patekti dviem marSrutais: tiesiai i§ pirmosios
arba pabuvojant ir antrojoje: x3 =2. Visus marSrutus, kuriais gali-
ma patekti i n-aja virSiing, suskirstykime i dvi grupes. Pirmajai gru-
pei priskirkime marSrutus, kai pabuvojama n—1-ojoje vir§iinéje, o
antrajai, kai 1 n-gja virsiing paklitivama tiesiai i§ n—2-osios vir$iines.
Gauname, kad x,, =x,_; +x,_».

Taigi skai€iai x,, yra lygiis Fibonacio skai¢iams: x,, = F,, .

7. I8 Fibonacio skaiCiy apibrézimo turime

FIZFZ’
Fy=F, - F,,
Fs=Fg—F,,

Sudéje panariui visas $ias lygybes gauname reikalinga lygybe:
Fi + F3 + ...+ FZn—l :FZn .

8. Tegu sugalvoti skaiciai yra a ir b. Tuomet

a — 1-0ji eiluté

b — 2-0ji eiluté
a+b — 3-ioji eiluté
a+2b — 4-0ji eiluté
Sa +8b — 7-0ji eiluté

21a +34b  —10-0ji eiluté
55a +88b  — visa suma

Aisku, kad 55a +88b =11(5a +8b) . Taigi visa suma gali biiti gauta
7-aja eilutg padauginus i$ 11.
Ats.: Petras 7-aja eilutg padaugino i§ 11.
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9.

10.

. D .. D .
Kadangi —C= o, 0 AEFD — kvadratas, tai ir —C= o, ir F yra
AD DF

atkarpos DC aukso pjuvio taskas. Taigi ir
DF_ EF_,
FC ' FC

Staciakampis EFCB — auksinés proporcijos sta¢iakampis. Visiskai
analogiskai jrodoma, kad GHCF — irgi auksinés proporcijos stacia-

kampis.

Tegu a — desSimtkampio krasting, o R — apibrézto apskritimo spindu-

J5-1

lys. Tuomet a =2R sin% =2R———.

4
R 2 A5+l
Taigl —=———= =
a
i \/g—l

J5-1 2

Cia pasinaudojome tuo, kad sinﬁ = YR Irodykime tai. Naudo-

dami trigonometrines formules gauname

T . (n = . 4n . 2n 2¢m
cos— =sin| ——— | =sin— = 2sin—cos— =
10 2 10 10 10 10

= 4sin£cosl 1-2sin? I
10 10 10

arba
1 =4sin1 1—2sin2£ .
10 10

Pazymékime sin% = x . Tuomet turésime lygti

8x7 —4x+1=0.
Iiskaide dauginamaisiais gausime (2x — 1)(4x2 +2x— l)z 0,

1 —1+4/5 —1-4/5

Xj==, xp =
12 2 4

s, X3 = 4 .

V-1

Kadangi sinl nelygu l ir yra teigiamas, tai sini—
8 jo CYEN S MYIIER ’ 10 4
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TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Dvizenkliy skai¢iy nuo 10 iki 99 skaitmeny sumos kinta nuo 1 iki
18. Skaitmeny suma 1 ir 18 turi atitinkamai tik skaic¢iai 10 ir 99, o 2
ir 17 — tik du dviZenkliai skaiciai 11 ir 20 bei atitinkamai 89 ir 98.
Todél atsiras maziausiai 29 dvizenkliy skai¢iy grupé su skaitmeny
suma nuo 3 iki 16 (tai ir buty tos 14 ,,déziy", i kurias ,,iSdéliotume*
tuos maziausiai 29 skaiCius). Todél ir atsiras bent trys skaiciai su
vienoda skaitmeny suma.

2. Taip, visada. Surikiuokime juos didé¢jimo tvarka a; <a, <..<agg ir
nagrinékime skaiCius a;, a; +ay, ..., aj+ap +..+agg . Jeigu ku-
ris nors i$ ty ,,naujyju’ 88 skaiciy dalijasi i§ 88, tai uzdavinys baig-
tas. Jei né vienas i$ ju nesidalija i§ 88, tai kuriy nors dvieju ty skai-
¢iy liekanos dalijant i§ 88 (nes liekany téra 87), yra vienodos. Tuo-
met juy skirtumas, kuris pats yra keliy paeiliui einanciy pradiniy
skaiiy suma, dalijasi i§ 88.

3. Jeigu turime iskilyji penkiakampi plokstumoje, kurio vir§tniy koor-
dinatés yra sveikieji skaiCiai, tai to penkiakampio virStiniy arba abi
koordinatés lyginés, arba abi nelyginés, arba pirmoji lyging, o antro-
ji nelyginé arba, atvirksciai, pirmoji nelyginé, o antroji lyginé. Ka-
dangi virStniy yra 5, tai atsiras dvi ,,vienodo lyginumo* vir§iinés (a;
b) ir (c; d). Siuos taskus jungian¢ios atkarpos vidurio tasko koordi-

+c b+d T .
natés (a 5 ¢ ; 5 j yra sveikieji skai¢iai, o pats tas taSkas dél pen-
kiakampio iskilumo tikrai rasis tame penkiakampyje.

4. Jeigu ant abieju 99 korteliy pusiy uzraSytyjy skaitmeny skirtumy
sandauga bty nelyging, tai ir patys tie skirtumai buty nelyginiai
skaiCiai arba, kitaip sakant, kiekviena karta buty atimingjami skir-
tingy ,,lyginumy* skaiciai. Kadangi buvo imami visi skaiciai nuo 1
iki 99, o tarp juy yra 50 nelyginiy ir 49 lyginiai skaiciai, tai bent vie-
nos kortelés abiejose pusése esantieji skaiciai abu yra nelyginiai, to-
dél ju skirtumas, o tuo paciu ir visa sandauga, bus lyginis skaicius.
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5. Apie atkarpa AB, kaip apie skersmeni apibrézkime apskritima, o per
taskus 4 ir B, kaip to skersmens galus, nubrézkime apskritimo lies-
tines (Zr.1 pav.).

IeSkomoji sritis, arba galima vir§iinés C pasi-
rinkimo sritis, yra sudaryta i§ visy tasku, esanciy
toje tarp tu liestiniy esancios juostos viduje, kuri
priklauso apibréztojo apskritimo iSorei.

Tikrai, jeigu taSka C pasirinktume kairiau per
taska A4 iSvestosios liestinés, tai trikampio 4BC
kampas A bty bukas, jeigu deSiniau liestinés per
B, tai bukas buty kampas B. Jei taska C pasi-
rinktume apskritimo viduje, tai bukas biity kampas
C. (Jei C imtume ant srities konttiro, tai vienas kuris i§
ty kampy biity status).

1 pav.

6. Tai 1997 mety Tarptautinio ,,Kengiiros* matematinio konkurso uz-
davinys (nuo 1999 mety Sis konkursas vyksta jau ir lietuviskose
mokyklose).

Jeigu tiesé yra vienodai nutolusi nuo trijy tasky, tai arba ji ,,at-
skiria“ viena taska nuo likusiyju 2, arba visi taskai yra toje pacioje
tiesés pus¢je. Jeigu visi taskai yra vienoje tiesés puséje, tai, budami
vienodai nutolg nuo tos tiesés, jie atsidurty vienoje tieséje.

Jeigu gi tiesé ,atskiria® vieng taska (pvz., 4) nuo likusiyju
dviejy (pvz.: B ir C), tai toji tiesé yra trikampio ABC vidurio linija
(lygiagreti BC).

Taigi toji tiesé yra viena i$ trijy trikampio ABC vidurio linijy.

7. Sis uzdavinys Siek tiek bendresne forma

#1243« .sn=ntl

yra pasitaikes Lietuvos komandinéje matematiky olimpiadoje (atei-

nantj rudeni vyks jau 14-0ji tokia apziiira, prie kurios nuo $iy mety

bus prislieta ir ,,jprastiné* penktu—septinty klasiu moksleiviy olim-

piada).

Galima, pavyzdziui,

—1+2+(3-4-5+6)+(7-8-9+10)+...+ (1995-1996—

1997+1998)+1999 = 2000.

(Panagrinékite ir komandinés olimpiados uzdavini!)
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8.

10.

Taip, taip gali biiti. Pavyzdys pateikiamas bréziniu (,,liniuotés* da-
limi)

0 1 2 3 4 5 6
| | | | | | |

A B C D

Tikriname indukcijos ,,baze“. Jei n=1, tai 20 418-1=81 dalijasi
is 81.
Tarkime, jog k yra toks, kad 267 4+ 18n -1 dalijasi i$ 81. Reikia
irodyti, kad ir pakeitus n  n+1, dalumas i$ 81 isliks.
Tadiau 260D +18(n+1)—1 dalinsis be lickanos i§ 81, jeigu i¥
to skaiciaus dalinsis ju skirtumas
(280D L 18(n+1) 1) —
(2% +18n—-1)= 25" .63+18 = (2% —1) - 63+81.
Dabar pakanka irodyti, kad 26 _1 dalijasi i§ 9. Taciau
26" 1 =(64-1)(64" " +64" 2 4. +64+1)
dalijasi i§ 64 — 1 = 63, taigi ir i§ 9.

Paimkime ir padalykime visus tuos 46 skaicius i$ 88. Jeigu bent dvi
kurios nors liekanos sutampa, tai ty skaiciy skirtumas dalijasi i$ 88.

Jeigu visos liekanos yra skirtingos, tai sugrupuokime visas
Imanomas liekanas taip

(1su87), (2su86), ..., (43suds)

ir atskirai paraSykime lieckanas O ir 44. Turime 45 atvejus (,,dézes)
ir 46 galimas liekanas. Todél i kuria nors viena ,,déz¢* paklius dvi
liekanos ir tada ju suma bus 88, o tai reiskia jog atitinkamy dvieju
skai¢iy suma dalijasi i$ 88.
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1. Salygoje nurodytas reiskinys turi prasme, kai iSpildytos Sios saly-
gos:

6—PZ—NWZQ

3—x2>0.
Spresdami sistemos pirmaja nelygybe, gauname:
|x2-10 6, 4<x?<16, xe[-4;,-2]U[2;4].
Kadangi i§ antrosios sistemos nelygybés i$plaukia, kad x <3, gau-
name
D(f)=[-4-2]U[2;3].
Ats.: D(f)=[-4;-21U[2;3].

2. Pirmiausia pastebékime, kad §i funkcija apibrézta visoje realiyju
skaiciy ties¢je. Tod¢l visoje ties¢je apibréztos ir funkcijos f5, f3 ir
t.t. Rasime funkcijos f, iSraiska:

2
f@=f(fen-—L VXt x
VI (/1) JH 2 A12x?

1+x°

PanaSiai galime rastiir f3:
) =SSN = f(f2(x) =

X

fH(x)  A1e2x®r 0 x

1+ (f(x))? J1+ 2 14322
142x2
Nesunku pastebéti désninguma, pagal kuri turéty biiti

X
fn(x)=m- (+)
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Sios formulés teisinguma su bet kuriuo natiiraliuoju 7 nesunku
irodyti matematinés indukcijos metodu (8is metodas jaunyjy mate-
matiky mokyklos mokiniams pazistamas i§ antrosios uzduoties).

{frodymas. Kad () formulé teisinga su n=1 akivaizdu, nes
S1(x) = f(x).

Sakykime, kad §i formulé teisinga su n =k :

fi( )_;
e _\l1+kx2 ‘

Taciau
X
2
fena(n = f(fel = e 2
\/1+ ¥ letk+Dx
1+ k2

todél formulé () teisinga ir su n=k+1. Tuo formulés (») teisin-
gumas galutinai jrodytas.

X
. Pazymékime 1=t.Tadax=t(x+1),(l—t)xzt,sz

-t

1-¢

2
Ats.: f(x)= (1 i‘x) .

2
Todél f(t)=( ! ) .

. Lengva jsitikinti, kad D(f)=R. Taigi funkcijos apibrézimo sritis
simetriska koordinaciy pradzios tasko atzvilgiu. Be to,

f(_x)_lg(_x+mj_lg(x+m)(x+m)_

X+ 1+x2

-1
=1g;=1g(x+\/l+x2j =—lg(x+ 1+x2)=—f(x).
er\/ler2

Vadinasi, funkcija f— nelyginé.
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5. IS funkcijos fiSraiskos matyti, kad ji apibrézta, kai x # 0. Be to,

1_—1 Jkai— x>0, g(—=x),kaix >0,
f(=x)=1 J-x ty. f(-x)= |
| 1—-—kaix <0.
g(—x), kai—x < 0, \/:

Funkcijos f nelygiskumo salyga f(x)=—f(—x) bus patenkin-

1 1
ta, kai g(x)=—-|1———|=—-1+—— su neigiamomis x reiks-
=X N—x

meémis. Todél

I—L,kaix>0,

Jx
-1+ !
J=x

Spregsdami lygti f(x) = % , turime rasti teigiamus lygties

fx)=

Jkaix < 0.

1

-1
I 2
ir neigiamus lygties

e L1

= 2

. S . 4
sprendinius. Nesunkiai rasime x; =4 ir x, = 3

1
1-— kaix >0,
Jx 1 .
Ats.: f(x)= f(X)=5, kai x; =4,
—1+—kaix <0;
V=X
4
X2=—§.

6. D(g)=[0;+o),todélir f(g(x))= sin(\/; )2 apibrézta tik su nenei-
giamais argumentais. Tokia funkcija periodine biiti negali.
Ats.: Neperiodiné.
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7. Funkcijos, turinCios perioda 87, turi tenkinti salyga
sinnx _ sinn(x + 8m)

.X . x+8m
sin — sin
n n

_ sin nx sin nx

IS ¢ia gauname: = .

.X . x+8m
sin—  sin
n n
Si lygybée bus teisinga su visais x € D(f,,) , kai
. X . x+8n . [(—4n) . (x+4n
sin— —sin =0, 2sin sin =0.
n n n n

Si lygybeé teisinga su visais x € D(f,,), kai sin4—7c =0. I8 ¢ia gau-
n

name n=124.
Ats.: Perioda 8n turi funkcijos f1, f2, f4.

8. Pakanka pastebéti, kad funkcija fj(x)=sinx turi perioda 2w, o
f>(x)=sinnx — perioda 2. Skaicius w, kaip Zinoma, yra iraciona-
lus. Todél Sie periodai néra bendramaciai ir funkcija f néra pe-
riodiné.

9. Laikydami, kad $i lygybé teisinga su visais x # 0, pakeisime joje x

1
1o(1), 1(1 11
Zf(§j+§(§+ljf(x):x_2+§+2'

1—:
X
Padauging Sios lygybés abi puses i$ x2 ir prijunge duotaja lyg-

ti, gauname tiesiniy lygéiy sistema f (x) ir f (l) atzvilgiu:
X
1 1 5
xf(x)+5(x+1)f —|=x"+x+2,
x

£(x+1)f(x)+xf(lj=2x2+x+1.
2 X
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10.

Pirmaja lygti daugindami i$ x, o antraja i§ E(X +1), po to lygtis
atimdami vieng i§ kitos, randame

x(x2+x+2)—%(x+l)(2x2+x+1)

fx)=

2 X 2
x“——(x+1
4( )

Suprasting, gauname f(x) = g
X
Lengva isitikinti, kad $i funkcija tikrai tenkina duotaja lygti.
2
Ats.: f(x)=—

o
Panaudodami duotaja lygti, rasime

f(x+2(11)=f((x+a)+ar)=%+\/f(x+a)—(f(era))2 =

2
=1+J%+,ﬂm—tﬂmf—(%+Lﬂ@—tﬂﬂfj -

2

=%+J%+quy{fu»2—%— S~ — 1)+ (f(x)? =

2
_! 2_ 1.1 R
—2+\/(f(X)) S+ =5+ (f(x) 2} >t

1
xX)——|
S () 5 ‘
I§ funkcinés lygties matyti, kad f(x) 2 % , todél

1 1
f(X+20)=5+f(x)—5=f(X)-
Matome, kad skaicius 2a yra funkcijos f'periodas.
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1. Skaicius, kuris baigiasi n nuliy, dalijasi i§ 10", t. y. i§ 2" -5" . Di-
dziausias skaiCiaus 2 laipsnio rodiklis, i§ kurio dalijasi 600!, lygus

(2] 2} )
{2 {21 e

=300+150+75+37+18+9+4+2+1=596.

Didziausias skaiCiaus 5 laipsnio rodiklis, i§ kurio dalijasi 600!, ly-
gus

[600}+ 600 | 16001 1501 2444-143.
5 52 ] L5

Taigi 600! dalijasi i§ 2°°¢ - 548 = 10148 . 2448
Vadinasi, 600! baigiasi 148 nuliais.

2. Tarkime, kad f'(x) yra periodiné funkcija ir jos periodas yra 7" # 0.
a) Tuomet
{x + T}+ cos2(x + T)= {x}+ CoS2x .

Kai x = 0, gauname lygybe
{T}+cos2T =1,
kai x =-T, lygybe
{~T}+cos2T =1.
Atémg Sias lygybes, gauname {T'}-{~T}=0, t.y. {T}={-T}.

Bet taip biina tik tada, kai T =§, keZ. Tuomet i§ lygybés

{T'}+cos2T =1, isplaukia cosk=1 arba cosk =%. Pirmuoju

. . T
atveju k=2nn, ne Z , o antruoju k = J_r§+2mn, m € Z . Matome,

jog funkcija neperiodiné.
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b) {x+T}+sinn(x+T)={x}+sinnx, (1
{T'}+sinnT =0,
{~T}-sinnT =0
{ri+{-1}=0.

Vadinasi, 7T — sveikasis skaiius. Tuomet sinw7 =0,
nl'=nk, keZ.TaigiT=keZ.
Irase 7=k 1 (1) lygybe, gauname
{x +k}+sinm(x + k) = {x}+sinnx .
Kadangi {x +k}= {x}, kai ke Z , tai

sinmt(x + k)= sinmx,
sin 1tx cos 1tk + sin 7tk cos mx = sin mx
sin mx cos mk = sin 7tx .

Si lygybé teisinga, kai k =2m, meZ. Vadinasi, funkcija yra
periodiné ir jos periodas k =2m, meZ.

4. Nelygybe iSspresime grafiskai, nubraize funkcijy [x] ir 2—lg{x}
grafikus (zr.1 pav.). Nelygybés [x] >2- lg{x} sprendiniai bus inter-
valai [a, 4), [b, 5) ir t.t.

¥

Z-f Z=igis=3
2-igfs=2] ol %—.l’pf'x-i)

[

e [ —
[N
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Taska a gausime, iSsprende lygti 2 —Ig (x - 3)= 3, taska b — lygti
2-1g (x - 4) =4 ir tt. Bendru atveju reikia iSspresti lygti
2-lg(x—n)=n;ClaneN, nx3.

Vadinasi, duotosios nelygybés sprendiniai yra intervalai
(n+10>";n+1), neN, n>3.

5. A<\/6+\/6+\/6+...+\/§ +3\/6+%/6+%/6+...+%/§ =3+2=5.

Kita vertus,

A>\/g+%>4.

Vadinasi, [4] = 4.

6. Pazymékime x=k+a;Cia keZ, 0<a<l.Tuomet duotojilyg-

tis tampa lygtimi
2k+{a+§}= Tk + 70— 2 ’

3
3
3[a+§}=k+7a—2.

Kai oc<g, gauname lygybe k=2-7a; i§ Cia —%Skﬁl Si

nelygybé turi 5 sveikuosius sprendinius, kuriu kiekviena atitinka

vienintelé o reikSmé azT ir vienintelé x reikSmé. Kai

5 .
I>a2 3’ gauname dar du sprendinius.

Ats.: 7 sprendinius.

7. Lygti pertvarkome i lygti

([x]—{xn[l—b%j:o.
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10.

Lygybé [x]—{x}zO teisinga tik tada, kai x=0. Bet tuomet
[x]=0, {x}: 0 ir lygtis neturi prasmés. Vadinasi, [x]— {x};t 0, ir
duotoji lygtis ekvivalenti lygciai [x]{x}zl. Jos sprendiniai yra
n+l, neN, n=2.

n

Kadangi |x|2 x> [x], tai ||x|—[x]|=|x|—[x]. Kadangi [x] — svei-

[l ell= ][] ).

Taigi gauname lygti
[x[=[x]=[] x[]- ],

[x|=[]x[]

Sios lygties sprendiniai yra tokie x, kuriy |x|f sveikasis skai-

kasis skaicius, tai

Cius, taigi pats x — irgi sveikasis skaicius.

Pagal salyga a;=+1999 ir a,,1=41999+a, 1§ Cdia
al, =a,+1999.  Aisku, kad  44<a <45,  tuomet
2043 < a% <2044, t. y. 45<ay, <46, ir apskritai, jei

45 < a; <46, tai 2044<a;%+1 <2045; 18 ¢ia 45<a; . <46.
Vadinasi,

0] 44, kai n=1,
" 45, kai n>1.

Pasinaudokime nelygybe
a+b<\12ia2 +b? ) (a=b).

Tuomet

\/;+\/n+2 <\/2(n+n+2):2\/n+1

ir
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(Vn+nr1+amr2f <9n+9

Irodysime, kad

(Vn+n+1+n+2f >9n+8,

t.y.

n+dn+1+n+2>Jm+8. (1)
Kairéje puséje esanciai sumai pritaikysime Kosi nelygybe
a+b+c> 3%
ir gausime, kad
n+n+1+n+2>38n(n+1)(n+2).
(1) nelygybé bus teisinga, jeigu
3n(n+1)(n+2)>m+8.
Pastaroji nelygybé ekvivalenti nelygybei

243n% —270n-512>0.
Si nelygybé savaime teisinga, kai n >3 . Kain =1, n =2, tai rei-
kiama nelygybé iSplaukia i§ jverciy
V142435 1+4141+1,73 =414 > 17,
N2+ \3+44>14+1,7+2=51>4/26.

Vadinasi,

[(\/;+ n+1+«/ﬁ)2}:9n+8.
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1. Tegu k3 yra trizenkliy skaiciy, kuriy skaitmenys yra lyginiai ir skir-
tingi, kiekis, k4 — tokiy keturzenkliy skaiciy kiekis, o k5 — tokiy
penkiazenkliy skaiciy kiekis.

Pagal kombinatoring sudéties taisykle 1§ viso turime
k3 + k4 + ks skaiCiy, kuriy skaitmenys yra lyginiai ir skirtingi.

Pasinaudoj¢ kombinatorine daugybos taisykle, gauname, jog
ky=4-4-3, nes trizenklio skaiCiaus abc skaitmenys yra Sitokiy
aibiy elementai:

ae{24,68}, be{0,24,68}\{a}, c€{0,2,4,68}\{a,b}.

Analogiskai k4 =4-4-3-2, ks=4-4-3-2-1. Tode¢l mus do-
minan¢iy natiiraliyjy skaiciy yra

4-4-3+4-4-3-2+4-4-3-2=240.

2. a) Kadangi lietuvisky saldainiy yra 7 dézutés, latvisky — 6, vokiskuy
— 7, tai pagal kombinatoring sudéties taisykle pasirinkimo varianty
skaiCius my yra: my=7+4+6=17.

b) Dviejy skirtingy dézuciy pasirinkimo varianty skaicius m,
lygus deriniy i§ 17 elementy po 2 elementus skaiciui:

m,y =Ch =%=136.

c) Dvi dézuteés skirtingy Saliy saldainiy tai ,,dézuté lietuvisky ir
dézuté latvisky“ arba ,,dézuté lietuvisky ir dézuté vokiSky“ arba
»dézuté latvisky ir dézuté vokisky“. Pagal kombinatoring sudéties
taisyklg pasirinkimo varianty skaicius ms yra:

m3 =myy +my3+mp3.
Pagal kombinatoring daugybos taisykle my, =7-6, mj3=7-4,
mo3 = 6-4.
Taigi my =42+28+24=94.

d) Triju skirtingy dézuciy pasirinkimo varianty skaicius my
lygus deriniy i§ 17 elementy po 3 elementus skaiciui:

3 17-16-15
my =C17 =T=680
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e) Tris dézutes skirtingy Saliy saldainiy galime pasirinkti
ms =7-6-4=168 budais. Tai iSplaukia i§ kombinatorinés daugy-
bos taisyklés, nes lietuvisky saldainiy dézute galima pasirinkti 7 bu-
dais, latvisky — 6 buidais, o vokisky — 4 biidais.

. lvykis, jog kortel¢ ,,nelaiminga®, reiskia, kad ,,neteisingai nurodyti 6
skaiCiai“ arba ,neteisingai nurodyti 5 skaiciai ir 1 teisingai“, arba
»heteisingai nurodyti 4 skaiciai ir 2 teisingai®.
Neteisingai nurodyti 6 skai¢ius galima ngq = Cg4 bidais, t.y.
~24.23-22-21-20-19

g0 =134596.
1-2-3-4-5-6
Neteisingai nurodyti 5 skaiCius, o 1 — teisingai galima
ns; =Cs, - C, bidais, ty.
”51:24.23'22.21'20'62255024'
1-2-3-4.5
Neteisingai nurodyti 4 skaiCius, o 2 — teisingai galima
Ny = Cyy - CZ bidais, t.y.
24.23.22-21 6-5:159390.

"MTTU25 12
Pagal kombinatoring sudéties taisykle gausime ,nelaimingy*
SeSety skaiciy z:
n=ngy +ns) +ngp =134596 +255024 +159390 = 549010 .

C% + C52 + Cg + Cg =2%-2=30, nes pagal Niutono binomo for-

mule 25 =(1+1)° =1+Cl+C? +C3 +Cd +1.

. Pazymékime s; — i-aji kartq iStraukta standartiné detale, b; — i-aji

karta iStraukta brokuota detalé; i = 1,2,3 . Gauname elementariyju

ivykiy aibg

E = {515,583, 8152D3, 810353, b1S283, 510203, bisobsy, bibysz, bibybs}.
Elementariyjy ivykiy tikimybes apskai¢iuojame naudodamiesi

nepriklausomy ivykiy sandaugos tikimybés formule:
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P(sy53b3) = P(s1by53)= P(bs353) = %%% 694
P(s1byb3) = P(bysybs) = P(bybys3) = %%% 634

6. Ivykiy 4 ir B tikimybes apskaic¢iuojame naudodami klasikinés tiki-
mybes formulg.

Tris berniukus i§ penkiolikos galima atrinkti n = C13 5 =455
budais. [vyki 4 sudaranc¢iy elementariyjy ivykiy skaicius m =13,
nes Petrui ir Jonui patekus tarp atrinktyjy, treciuoju gali biiti bet ku-

13 1
ris 1§ likusiyjy trylikos berniuky. Todél P(A4) = ——=—.
wu try u D=755"33

Ivyki B  sudaraniy elementariyju ivykiu skaicius
mg = C133 =286 (trys berniukai atrenkami i§ trylikos). Taigi
p(py)- 28622

455 35

Pazymekime 7 — {vyki, jog Petras yra tarp atrinktuyjy, o J — {vy-
ki, jog Jonas yra tarp atrinktyju. Tuomet C =7 U J ir pagal ivykiy
sumos tikimybés formulg gauname

P(C)=P(T UJ)=P(T)+P(J)-P(T"J).

2
Kadangi P(T) = P(J) = C134 _14-13-3 1
C3. 151413 5

15
1 11
P(TmJ)=P(A)=— turésime: P(C)_l 7_1_13
35 35 35 35 35

7. Septyniy Sokoladuky rinkiniy i§ keturiy pavadinimy Sokoladuky
tiek pat kiek yra kartotiniy deriniy po 7 elementus i$ 4 rtsiy elemen-

10-9- 8_120.
1-2-3

tu,ty. Cf =Cq,3=Cjy =
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Kadangi pirkéjas pasirenka 7 Sokoladukus atsitiktinai, tai eks-
perimentas klasikinis ir elementariyjy ivykiy skaicius yra n =120, o
m 4 =1, nes septyniy "Veliuonos" Sokoladuky rinkinys vienintelis.

Taigi P(A4) = L

120
. =5 5 7-6
Toliau mg =C3 =C5 = 12 =21, nes, kai 2 Sokoladukai ,,Neris®,
C . 21 7
tai likusius 5 tenka paimti i§ 3 rasiy. Todel P(B)=
120 40°
v —4 4 . 5 1
Panasiai mg =Cy =C5 =5 ir P(C)=—=—.
€T O=10" %

Ivykis ,tarp 7 Sokoladuky yra nemaziau kaip 4 Sokoladukai ,,laz-
dynai® “ tai ,tarp 7 yra 4 ,, Lazdynai“ ir 3 is trijy rasiy“, arba ,tarp
7yra 5, Lazdynai* ir 2 is 3 rusiy, arba 6 ,, Lazdynai* ir 1 is 3 ri-
Siy“, arba ,,7 ,,Lazdynaz ““ Taigi

mp =C3 +c3 +C1+1=C3+C3+CL+1=10+6+3+1=20 ir
1
P(D)=—=
D)= 120 6
. Pazymékime b; — i-aji karta traukiant iStrauktas baltas rutulys, j, —
k-aji karta traukiant iStrauktas juodas rutulys. Turésime: 4 =,,b; ar-
ba jijpj3bs ", B=, jiby arba jijaj3j4bs™, C=, jijob3*. Pasinau-
doje ivykiu sumos ir ivykiy sandaugos tikimybiy formulémis turé-

sime:
P(A)=P(by) + P(j1j2j3bs) =

=7+P(J1)P(Jz/Jl)P(Js/Jljz)P(b4/11]2J3)=
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P(B) = P(j1by)+ P(j1j273]abs)=P(j1)P(by/ j)+
+ PPy ! j)Ps /! j1j2)Pal j172J3)P(bs/ ji1jaj3ja) =
4343213211(21j_£

76 76543 7 35 7 5) 35
433 6
P(C) = P(ji1jab3)= P(JI)P(]z/JI)P(b3/11J2)——7‘g‘§‘=§-

9. Pazymékime S — suduzo viena plaunama Iéksté. 4 — plové Ale, D —
plové Dalé, V' — plové Valé.
S=8SNn(AuDUV)=(SnA)u(SnD)u(SNT).
Todél
P(S)=P(ANS)+P(DNS)Y+P(V N S) =
= P(A)P(S/A)+ P(D)P(S/D)+P(V)P(S/V)=
=0,4-0,02+0,3-0,03+0,3-0,02 = 0,023.
Tikimybé, kad 1€kste sudauzé Alé yra P(A/S).
Kadangi P(ANS)=P(S)P(A/S), tai
P(ANS) P(AP(S/A) 04-0,02 0,008 8

P(A/S) = = = = =—.
P(S) P(S) 0,023 0,023 23
Analogiskai P(D/S)= 03-003_ 9 , PV/S)= 03-002_6 .
0,023 23 0,023 23

10. Pazymékime X — ,,Zuikio* dviejy rungtyniy taSky suma. Galimos X
reikSmés yra 4, 3, 2, 1, 0. Reikia apskaiciuoti tikimybes
P(X =4),P(X =3),P(X =2),P(X =1),P(X =0).
Tai paprasciausia atlikti sudarius ,,eksperimento* elementariyjy ivy-
kiy aibg, apskai¢iavus elementariyju ivykiy tikimybes ir mus domi-
nancius jvykius iSreiSkus elementariaisiais.
Pazymékime 7;, L;, N; —,Zuikis*“ atitinkamai laimé&jo, suzai-
dé lygiosiomis, pralaiméjo i-gsias rungtynes. Turésime
E={N\N;, N1L2 N1 L1N2 LaLo LT Ny T Ly T T §

Duota P(L;)=—, P(T;)=—, todél
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PNy=1-+_ LT _3
4 3 12 12
(X =0)= N\N;, P(X =0) = P(N})- P(N3) = > = =
12 12 144
Tuomet gauname:
(X =) =(ML)U(LiNy) , PX =1)= [5 1)2=ﬂ;
12 4 144

(X =2)=(L1 L) V(T1Ny) V(N Ty),

OIS N GO ANE "
4 4 (312 144
11 24
X =3)=(LT,)V(1Ly), P(X =3 2=—o;
( )= 1) V(L) , P( )(43j 124
11 16
X=4)=NT, PX=4)=——=—.
( )=10T,, P ) =33 Taa
Tikimybiy skirstinys (lentelé) yra toks:
Xp 0 1 2 3 4

25 30 49 24 16

P(X =xk) —_ _ R _ -
144 144 144 144 144
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1. a) Vienas tokio grafo pavyzdys pavaizduotas 1 pav.

W A

1 pav. 2 pav. 3 pav.

b) Vienas tokio grafo pavyzdys pavaizduotas 2 pav.
Galimi ir kiti variantai, sakykime, kaip 3 pav.

2. 1) Taip.

F N

D

2) Grafai C ir D néra izomorfiniai, nes pirmajame grafe — tik viena
virsiing, kurios laipsnis lygus 4, o grafe D tokiy virStniy yra trys.

. Sakykime, kad X apskrityje yra du miesteliai 4 ir B, kuriy nejungia
vieskelis. Pagal salyga i$ miestelio A4 iSeina maziausiai 8 vieSkeliai,
jungiantys miestelj 4 su 8 skirtingais miesteliais. Analogiskai sam-
protaudami gauname, kad i$ miestelio B taip pat iSeina 8 vieskeliai,
jungiantys 8 skirtingus miestelius. Taigi X apskrityje yra du keliy
tinklai: viename tinkle yra 9 skirtingi miesteliai (jam priklauso
miestelis A) ir kitame tinkle — taip pat 9 skirtingi miesteliai (jam
priklauso miestelis B). Tarp ju néra nei vieno miestelio, priklausan-
¢io abiem keliy tinklams. Jeigu toks miestelis biity, tai i§ miestelio 4
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per $i miesteli biity galima patekti i miesteli B. Vadinasi, X apskrity-
je buty 18 miesteliy. Tai prieStarauja uzdavinio salygai.

Taigi X apskrityje i$ bet kurio miestelio galima nuvaZziuoti i bet
kurj kita miestelj.

. Jeigu klaséje tokia situacija biity, tai jq atitikty grafas, turintis 25

virsiines (klasés mokiniai): vienuolikos vir$tiniy laipsnis — 3 (drau-

gai), aStuoniy laipsnis — 2 ir SeSiy laipsnis — 5. Taigi visy vir§tiniy

laipsniy suma yra nelyginis skaicius:
11-:3+8-2+6-5=33+16+30=179.

Tai prieStarauja pirmajai teoremai.

Vadinasi, klaséje tokios situacijos biiti negali.

. Jeigu tokj telefono tinkla buity galima suprojektuoti, tai ji atitikty
grafas, turintis 27 (sodininkai) virsiines, kuriy kiekvienos laipsnis
yra 5 (telefono linijos). Grafo virStniy laipsniy suma bty 135 — ne-
lyginis skai¢ius. Tai prieStarauja pirmajai teoremai.

. Oilerio ciklas pavaizduotas brézinyje

17 i)
a) 15 12 011 1-52—3—54—>5—-56—57—52—8—9—
3 J06 o5 —10—6—11—-12—10—13—-8—14—
18 o —15—-12—16—17—18—14—1.
14 8
1+ 7
3 4
b) 3 2
4 1 152—-3—24—>1—
—5—56—57—>8—>5—
6 12 —9—10—11-12—
TWH 946121,
% : o
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7. Nubraizykime grafa, kurio virSinés 4, B, K, D — dvi salos ir du
krantai, o briaunos — juos jungiantys tiltai.

a) Kadangi $is grafas turi dvi nelyginio laipsnio
virsiines (4 ir D), tai Oilerio ciklo néra, t.y. negalima
apeiti visy tilty po viena karta ir grizti i ta pacia vie-
tq. A B

b) Oilerio kelias turi prasidéti nelyginio laipsnio
vir§iingje, o baigtis kitoje nelyginio laipsnio vir§iiné-
je. Brézinyje pavaizduotas kelias prasideda taske A, b
o0 baigiasi taske D.

8. 1. a) Grafas, kurio vir§iinés yra lentos langeliai, o briaunos — leistini
zirgo €jimai, pavaizduotas brézinyje.

3 12

b) Hamiltono kelias: 10709020801003050110406012.

8.2. Sunumeruokite ,,Sachmaty lentos* lan- N
gelius taip, kaip parodyta paveikslélyje.
2171105
11{4]1]8
916

Hamiltono ciklas:
15253545556 —57—-58—59—-10—>11—>12—1.

9. Nubraizykime pastininko kelionés marSruty medj (visus Hamiltono
ciklus):
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7 10 6 4
(4 (2) (©) €)
7/ 5 o6 6/ 9 3 9
B (D o e B (D e @
9 11/ s 11/ ¢ 7 7/ 11 11/ ¢

@@0@0@@@9099

6 9 9 5 5 3 7 6 6 7 7

@@QG@@@@G@G@

10 10

QQ?GGGOOG@GG

Taigi maZziausig svorij turi du ciklai: PCBADP ir PDABCP. Jais
keliaudamas pastininkas sugaista 28 minutes.

10. Pasirinkime dvi planetas, 4 ir B, tarp kuriy atstumas maziausias.
Pagal uzdavinio salyga Siu planety astronomai stebi vienas kito pla-
neta. Jeigu bent vienas i$ likusiy n—2 astronomy stebéty planeta 4
arba B, tai viena i§ n—2 planety likty be stebétojo. PrieSingu atveju i§
Siy n—2 planety vél pasirenkame dvi, tarp kuriy atstumas maziausias
ir tesiame analogiska analize. Kai planety skaicius nelyginis, tai ga-
liausiai liks viena nestebima planeta.
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BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

UzZd. Nr. 1 2 3

Ats. (0;0,5] | 165150 | (6; +)

0,5

0,5

Baigiamaja uzduotj skaitytojui siiilome i$spresti savarankiskai.
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