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PRATARME

Sioje desimtojoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos knygeléje
»Jaunajam matematikui“ yra pateikta 2007-2009 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir ju
sprendimai.

Knygelés turini sudaro $ios temos: racionaliosios lygtys (A. Apynis,
E. Stankus), nestandartiniai uzdaviniai (A. Urbonas), trigonometriniy
keitiniy taikymas sprendziant uzdavinius (V. Pekarskas), nelygybés
tekstiniuose uzdaviniuose (A. Apynis), kompleksiniai skaiciai ir ju
taikymas (J. Sinkiinas), kai kurios planimetrijos teoremos ir ju taikymai
(E. Mazétis), Bernulio formulé¢ ir jos taikymas (E. Stankus), briaunainiai
(E. Mazétis). Skaitytojas taip pat ras 2007 mety stojamaja uzduoti ir jos
sprendima bei 2009 mety baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Kad buty lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra idétas ankstesniy devyneriy
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Nuosirdziai dékojame straipsniy autoriams, redaktorei Joanai
Pribusauskaitei ir kolegei Kristinai Lyndienei uz nuosirdy darbg leidziant
knygelg.

Antanas Apynis,
Eugenijus Stankus,
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Naturalieji skai¢iai nuo 1 iki 99999 surasyti i§ eilés. Raskite gauto
skaiciaus-milZino 123... 91011... 99999 skaitmeny suma.

. Nubraukus pirmaji nattoraliojo keturzenklio skaiCiaus skaitmeni,
gaunamas 57 kartus mazesnis trizenklis skaiCius. Raskite §i
keturzenklj skaicCiy.

. Raskite tokius tris pirminius skaicius, i§ kuriy vienas yra lygus kity
dvieju skaic¢iy kuby skirtumui.

. Raskite visas realiyju skaiiy x ir y poras (x;y), tenkinancias
lygybe
X2 —6x+y—4fy+13=0.

. ISspreskite nelygybiy sistema
2
(x-D(x-2) -0,
3-x
2
3—x

>1.

. Rengdamiesi naujametiniam karnavalui, pirmokai Ugné, Naglis ir
Miglé vienodo didumo lapuose piesé snaiges (viename lape galima
nupieSti ne daugiau kaip 5 snaiges). Stropusis Naglis nupiesé
daugiau snaigiy negu Ugné ir Miglé kartu, bet sunaudojo maziau
popieriaus lapy ir uz Ugne, ir uz Migle. Ugné nupie$é maziausiai
snaigiy, bet sunaudojo daugiau popieriaus lapu negu Miglé ir Naglis
kartu. Kiek maziausiai snaigiy galéjo nupiesti Naglis?



STOJAMOJI UZDUOTIS

7.

10.

[ miesto mero posta pretendavo trys kandidatai — Antanaitis, Jonaitis
ir Petraitis. Pasibaigus rinkiminei kampanijai, kiekvienas rinkéjas
galutinai apsisprendé¢ ir tapo kurio nors pretendento Salininku. Jei {
rinkimus biity atvyke visi rinkéjai, tai ju balsai buity pasiskirstg
santykiu 1:2:1. Taciau rinkimuose dalyvavo tik 60 % rinkéju; ju
balsai pasiskirsté santykiu 5:5:6. Kiek procenty kiekvieno kandidato
Salininky nedalyvavo rinkimuose?

Irodykite, kad sin 10° -sin 50° -sin 70° = %

Trikampio ABC krastiniy ilgiai yra: 4B =5, BC=8, AC=7T.
Atkarpos BM ir AE yra §io trikampio pusiaukampinés. Raskite
trikampiy ABC ir BME ploty santyki.

Smailiojo trikampio ABC aukstinés susikerta taSke O. Raskite
kampo C diduma, jei OC = AB.

A

D
AL

\

P
(0 ,(//L.



I. RACIONALIOSIOS LYGTYS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Sprendziant matematikos uzdavinius yra randama jvairiy reiskiniy.
Vienais i§ paprastesniy laikomi sveikieji ir racionalieji reiskiniai.
Sveikuoju reiskiniu yra vadinamas daugianaris
P(x)=a,x" +an_1x"_l +..+ax+ag,
kurio visi koeficientai ir kintamasis x — realieji skai€iai, a, #0;
nattralusis skaiCius n yra vadinamas daugianario laipsniu. Atkreipkime
démesi, kad pirmojo laipsnio daugianaris P(x)=a;x+a vadinamas
tiesiniu reiSkiniu, o antrojo laipsnio daugianaris P(x) = a2x2 +ajx+a
— kvadratiniu trinariu.
P(x)
(x)

Trupmena , kurios skaitiklis P(x) ir vardiklis Q(x) yra
sveikieji reiskiniai, vadinama racionaliuoju reiskiniu.
Lygtys, sudarytos i§ sveikyjuy, ir (arba) racionaliyju reiskiniy
vadinamos racionaliosiomis lygtimis. Pavyzdziui, lygtys
2x-3 1
— 5y =—
x=2 X
yra racionaliosios, taciau pirmoji lygtis dazniau vadinama tiesine lygtimi,
antroji — kvadratine, trecioji — kubine, ir tik ketvirtoji — racionaligja.
Bet kuria racionaliaja lygti galima pertvarkyti | ekvivalencia jai

lygti

2x+5=7x-2, ax2+bx+C=O, 9x3+ax2=b,

P(x)=0 arba @=0;

0(x)
¢ia P(x) irQ(x) yra sveikieji reiskiniai. Prisiminkime, kad dvi lygtys
vadinamos ekvivalenciomis, jei jos turi tuos pacius sprendinius; lygtys,
neturincios sprendiniy — taip pat ekvivalencios.

P . : C
(x; =0 sprendima galima nusakyti taip: i$
X

Racionaliosios lygties

pradziy reikia rasti lygties P(x)=0 sprendinius, o paskui atrinkti tuos,
kurie tenkina nelygybe Q(x) # 0 —jie ir bus Sios lygties sprendiniai.



RACIONALIOSIOS LYGTYS

Kitaip tariant, pradiné lygtis yra pakeiiama sistema
P(x) =0,
O(x)#0.

Zinoma, sunkiausia rasti lygties P(x)=0 sprendinius. Tam tinka
ivairis metodai. Pavyzdziui, tiesinés lygties sprendinius galima apskai-
¢iuoti tiesiogiai, o kvadratinés lygties — pagal kvadratinés lygties spren-
diniy formules. Kvadrating lygti taip pat nesunku iSspresti iSskiriant
pilna dvinario kvadrata arba lygties kairiaja puse¢ iSskaidant tiesiniais
dauginamaisiais. Skaidymo dauginamaisiais metodas yra labai parankus
aukstesnio laipsnio lygtims spresti. Taikant §i metoda daugianaris P(x)

yra iSskaidomas kuriy nors daugianariy P (x), P (x), ..., B (x) sandauga,
o lygtis P(x)=0 pakei¢iama ekvivalencia lygtimi
B (x)-B(x)-...- B (x)=0.

Tuomet lygties P(x)=0 sprendiniy aibé, tarkime, X biity & lygéiy
B(x)=0, P(x)=0, ..., B/(x)=0 sprendiniy aibiy X, X,,..., X}
sgjunga: X =X, UX, U...UX, .

Kartais sprendziant lygti P(x)=0 yra prasminga pakeisti nezino-
mgqji. Taikant nezinomojo keitimo metoda, kuris nors reiSkinys su
nezinomuoju x paZymimas nauju kintamuoju (nezinomuoju) dydziu
(sakykime, ¢, u, v) ir gaunama paprastesné lygtis. ISsprendus Sia lygti,
ieSkomosios nezinomojo x reik§més apskaiciuojamos pagal pasirinkto
keitinio formule.

ISsamiau su racionaliyjy lyg€iy sprendimo biuidais susipazinkime
nagrinédami konkrecius uzdavinius.

1 pavyzdys. Nustatykime, ar ekvivalenCios lygtys X —x=0 ir
2 4
XX o

X
Sprendimas  Lygtys néra ekvivalencios, nes pirmosios lygties
sprendiniy aib¢é yra {-1;0;1}, o antrosios — {—1;1}.
Ats.: Ne.

2 pavyzdys. [$spreskime lygti ax+a = a’ , kurioje x — neZinomasis,
a — parametras.



I TEMA

Sprendimas. Tai — tiesiné lygtis su parametru. Vadinasi, turime rasti
lygties sprendinius su visomis galimomis parametro a reikSmémis:
ax+a=a’ < ax=a’ —a<ax=a(a-1).
Paanalizuokime atskirus atvejus: kai a=0, tai gauname lygti
0-x =0, kurios sprendiniai yra visi realieji skaiCiai; kai a # 0, gauname
x=a-1.
Ats.: Jei a=0, tai x=t, teR; jei a#0, tai x=a-1.

3 pavyzdys. I$spreskime lygti
x 1 5
+ = .
x+2 x-3 (x+2)(x-3)

Sprendimas.
X 1 5 x 1 5

+ = o + - =
x+2 x-3 (x+2)(x-3) x+2 x-3 (x+2)(x-3)
x2-2x-3 {xz—zx_3:0, {xz—larbax:l
g =

&= _
(x+2)(x-3) (x+2)(x=3)#0 x#-2irx#3

=>x=-1.

Ats.: x=-1.

4 pavyzdys. ISspreskime lygti > +4x? —36x 144 =0.

Sprendimas. Si lygtis lengvai sprendziama jos kairiaja puse
i§skaidant dauginamaisiais:

X3 +4x? —36x—144 = (x> = 36x) + (4x% —144) =

= x(x2 =36) +4(x —36) = (x> —=36)(x +4).
Nagrinéjama lygti pakeiskime ekvivalencia lygtimi
(x? —36)(x +4)=0.
Jos sprendiniy aib¢ yra lygciu x?-36=0 ir x+4=0 sprendiniy aibiy
(atitinkamai {-6; 6} ir {—4} sajunga — aibé {-6; —4; 6}.
Ats.: {-6; 6; —4}.
Siame pavyzdyje daugianari P(x)= x> +4x? —36x—144 isskai-
déme grupuodami jo démenis. Taciau ne visada lengva pasirinkti

grupavimo plana. Todél pravartu susipazinti ir su kitomis skaidymo
galimybémis. Viena i§ paprasCiausiy yra daugianario P(x) dalyba

10



RACIONALIOSIOS LYGTYS

kampu 18 dvinario x—a, kai a yra daugianario P(x) S$aknis, t.y.
tenkina salyga P(a)=0. Daugianario P(x) dalyba kampu i§ vienanario
x—a Siek tiek primena gerai zinoma skaiCiy dalyba kampu, todeél
i$samiai ir neaiSkinsime, o apsiribosime pavyzdziais. Padalykime
P(x)=5x>+7x> —13x+1i§ x—1:

53+ 7x% —13x+1 | x—1

5x° —5x2 5x% +12x -1
C12x% —13x+1
12x% —12x
—x+1
—-x+1
0

Matome, kad dalybos liekana yra lygi nuliui, todél P(x) galima
igreiksti dvinario x—1 ir kvadratinio trinario 5x% +12x—1 sandauga:

P(x)=5x>+7x> —13x+1 =(x—1) (5x° +12x —1).

Spresdami  lygti 5x° +7x2 —13x+1= 0, ja galétume pakeisti
ekvivalencia lygtimi (x—1) (5x2 +12x—-1) =0; $ia lygti visai nesunku
—6-+41 —6++/41 }

5 75 '

Atkreipkime démesi, kad ne kickviena daugianari dalijant i§
dvinario gaunama lygi nuliui liekana. Stai pavyzdys. Dalydami

i§spresti — gautume aibe {1;

daugianar] P(x) = x> +4x? +5x -9 i§ dvinario x— 2, gauname:

X0 +4x? +5x-9 | x=2

x3—2x2 x2+6x+17
_6x2 +5x-9
6x% —12x
_17x-9
17x—-34

25

11



I TEMA

Sios dalybos rezultata galima uzrasyti taip:

2
P(x) =2 +4x2 455 -9 = (x=2) (x2 4 6x +17) 2>

Aisku, kad sprendziant lygti X +4x% +5x—9=0 i§ tos dalybos
nebity jokios naudos.

Nesunku irodyti, kad daugianaris P(x) dalijasi i§ vienanario
(x—a) tik tada, kai P(a)=0 (t.y. kai a yra daugianario P(x) Saknis).

5 pavyzdys. I$spreskime racionaliaja lygti

2 Pia-e (1)
x°—4x+10
Sprendimas. 18 pradziy subendravardiklinkime reiskini
ZL —x? +4x— 6, o toliau nagrinékime ekvivalencia lygti
x“—4x+10

xt -8y +32x2 —64x+39

X —4x+10 -

Ji yra ekvivalenti lygciai xt—8x7 +32x%7 —64x+39= 0,
nes x> —4x+10=(x-2)> +6>0.

0.

Spresdami lygti x*—8x% +32x2 —64x+39 = 0, taikykime skaidy-
mo dauginamaisiais metoda. Nesunku isitikinti, kad x =1 yra daugia-
nario P(x)= x* —8x> +32x% — 64x +39 Saknis (nes P(1)=0); todél
P(x) dalykime i$ vienanario (x—1):

Cxt o8 432x% —64x+39 | x—1
P x° —7x% +25x -39

—7x +32x% —64x+39

- 7x3 + 7x2

25x% —64x+39
25x2 —25x

-39x+39
—-39x+39

0

12



RACIONALIOSIOS LYGTYS

Skai¢ius 3 yra daugianario F(x)= x> —7x? +25x -39 Saknis
(£ (3)=0), todé¢l §is daugianaris dalijasi i§ (x—3). Gausime:
x> —7x% +25x-39 | x-3
X —3x? X2 —4x+13
_—4x? +25x-39
—4x? +12x
_13x-39
13x -39
0

Taigi

P(x)=x*—8x> +32x% —64x+39 = (x = )(x = 3)(x> —4x +13).

Lygties x—8x3 +32x% —64x+39=0 sprendiniy aibé sutampa su
lygties (x—1)(x— 3)(x2 —4x+13)=0 sprendiniy aibe {1; 3}.

Ats.: {1; 3}.

Komentaras. Matome, kad daugianario P(x) skaidymas dalijant
P(x) i§ vienanario (x—a) taip pat yra nelengvas, nes reikia atspéti
daugianario Saknj a. Kad buty lengviau, pateiksime dar viena algebros
teigini: jeigu daugianaris

P(x)=x"+ an_lxn_1 +...+ax+a,
su sveikaisiais koeficientais a,_;, ..., ay, ay turi sveikqjq Saknj, tai ji yra
laisvojo nario ay daliklis.

Pagal §j teigini tiek daugianario

P(x)=x* —8x3 +32x% — 64x + 39,
tiek daugianario
PB(x)=x>—7x* +25x -39
pretendentai | sveikasias Saknis yra tie patys skaiciai: +1;+3;+13;+39.

Nezinomyjy keitimo metodas taip pat reikalauja tam tikro
izvalgumo, nes néra aiskiy ,;receptu”. Vis délto kartais pavyksta taip
pakeisti nezinomaji, kad lygties P(x)=0 sprendimas pasidaro gana
paprastas. Grizkime prie (1) lygties, kuria iSsprendéme 5 pavyzdyje.

13



I TEMA

Taigi, taikydami nezinomuyjy keitimo metoda, iSsprgskime lygti
21

2——x2+4x=6. (1)
x“=4x+10
Pazymékime ¢ = X2 —4x+10 ir spreskime gauta lygti
% —t=-4. ()
Ji ekvivalenti sistemai
2 —4t-21=0,
t#0,

kurios sprendiniy aibé yra {-3; 7}.
Kai r=-3, sprendziame kvadrating lygti x2—4x+10=-3; kai

t =7, — kvadrating lygti x?> —4x+10="7. Pirmosios lygties sprendiniy
aibé yra tuscia, o antrosios lygties sprendiniy aibé yra {1; 3}.

Gavome tg patj atsakyma — (1) lygties sprendiniy aibg {1; 3}.

6 pavyzdys. Taikydami nezinomuyjy keitimo metoda, iSspreskime
lygti

2x 13x
3 +— =6. 3)
2x°=5x+3 2x“+x+3

Sprendimas. SkaiCius x=0 néra Sios lygties sprendinys, todél
padalij¢ trupmeny skaitiklius ir vardiklius i§ x turésime ekvivalencia
lygti

2 3t 13 3 =6.
2x-5+— 2x+1+—
X X

Pazymékime ¢ = 2x + 3 ir gausime lygti
X

2B

t-5 t+1
Ji yra ekvivalenti lygciai

2
2t 13t+11:0’ @)

(t=35)(@+1)

o $1 — sistemai

14



RACIONALIOSIOS LYGTYS

262 13t +11=0,
(t=5)(t+1) 0.

Kvadratiné lygtis 262 ~13t+11=0 turi du sprendinius: 1 ir 5,5. Jie
ir sudaro (4) lygties sprendiniy aibg {1; 5,5}.
Toliau sprendziame dvi lygtis: 2x+3 =1 ir 2x +i =5,5. Pirmoji
X X
i ju sprendiniy neturi, o antroji turi du sprendinius: 0,75 ir 2. Taigi (3)
lygtis turi du sprendinius: 0,75 ir 2.
Ats.: {0,75; 2}.

PIRMOJI UZDUOTIS
Isspreskite Sias racionaliasias lygtis:

1. x2(1+x)? +x2 =8(1+x)°.

2 2
5 x+1 +x+1=12 x-=2 ‘
x=2 x—4 x—4
1 2 6

+ = .
x2-3x+3 xZ-3x+4 x%-3x+5
4., (x+D)(x+2)(x+3)(x+4)=3.

s Lo v 11 2
T x+6 x+9 x+7 x+10 20
6 (3 )P 12
(x=2)(x—06) (x=2)(x-6)
7. 18x2+%=16—3x—l.
X X

15



I TEMA

8. (x+3)*+(x+5)*=16.

XX +2  xP+1 2
9. + = .
x+2  x+1 (x+1)(x+2)
2 2
10. x“—6x-9 x"-4x-9

X _x2—6x—9'

D3
I\ \

16



II. NESTANDARTINIAI UZDAVINIAI

Algimantas Urbonas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Sis pavadinimas — salyginis. I§ tikryju néra nestandartiniy uzdavi-
niy, o yra tik netikéti, originaliis (,,nestandartiniai®) ju sprendimo biidai.

Sios uzduoties uzdaviniy sprendimas pareikalaus ne tik mokyklinio
vadovelio Zziniy, bet ir originalesnio sprendimo budo ieskojimo.
Pradzioje, kaip iprasta, pateikiami tokiy uzdaviniy pavyzdziai su spren-
dimais, o po to — uzduotis.

Pavyzdziai.

1. ISspreskime lygti

lx P +x-1P=09. (1)

Sprendimas. Kadangi x ir x —1 keiCia zenklus atitinkamai taskuose
0 ir 1, tai sprendiniy ieSkosime intervaluose (—oo;0), [0; 1] ir (1;+ o).

1) Kai x € (—o0; 0), lygtis yra ekvivalenti lygciai

— —(x=1’=9=2x -3x% +3x+8=0
Nesunkiai atspéj¢ sprendini x = —1, iSskaidome kairiaja lygties pusg:
2x° —3x% +3x+8=(x +1)(2x> - 5x +8).
Kadangi lygtis
2x2 —5x+8=0

sprendiniy neturi, tai nagrinéjamame intervale (1) lygtis turi tik viena
sprendini (x =-1).

2)Kai xe[0;1], tai (1) lygtis yra ekvivalenti lygciai

X - (x— 1)3 =9, arba 3x2 —3x—8=0. Nors §i lygtis turi du sprendinius

3+4/105
6

, bet jie nepriklauso intervalui [0; 1]. Vadinasi, Siame

intervale (1) lygtis sprendiniy neturi.
3) Kai x € (1; + ), tai (1) lygtis ekvivalenti lygciai

2x° =3x? +3x—-10=0.
Viena sprendinj atspésime; tai x=2. Tada dalydami kampu
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II TEMA

(Zr. 1 teorema) daugianarj 2x° —3x% +3x—10 i§ dvinario x—2 gau-
name, kad
2%° =3x% +3x—10= (x—2)(2x2 +x+5).

Lygtis 2x2 +x+5=0 sprendiniy neturi. Taigi (1) lygtis intervale
(1; + o0) turi vieng sprendinj (x=2).

Ats.: {—1;2}.

2. Isspreskime lygti

F—WB+Dx*+3=0.

Sprendimas. Pertvarkome kairigja lygties pusg sugrupuodami

narius:

X3 —x23-x? +3=x2(x—\/§)—(x2 -3)=
=2 (x=3) - (x =B +3) = (x = V3)(x* —~x=/3).

IS ¢ia nustatome, kad lygtis turi tris sprendinius: x| = V3,

N 1-1+44/3 N 14414443
2= > A3 = .
2 2

Pastaba. Reiskinys X3 - (a+ l)x2 +a’ yra i§skaidomas sandauga

(x— a)(x2 —x—a), kai a yra bet kuris realusis skaicius.

o {\/5;1—\/1;4\/5;1+\/1+4\/§}

2
3. I$spreskime lygti
(x% +2x =52 +2(x* +2x-5)-5-x=0. (2)

Sprendimas. Pazyméjus f(x)= X2 42x— 5, sia lygti galima uzraSyti
taip: f(f(x))=x.

Jeigu x; yra lygties f(x)=x sprendinys, tai f(xgp)=xq ir
teisinga lygybé f(f(xp))=xp, kuri rodo, kad x; yra lygties
f(f(x))=0 sprendinys.

—1-421 .
— ir

Lygties x?+2x-5=x sprendiniai yra x; =

18



NESTANDARTINIAI UZDAVINIAI

—1+\/_

Xy = . Siuos sprendinius turi ir (2) lygtis, kuria galima uzrasyti taip:

xtrax® —4x? —17x+10=0.
Dalydami kampu i§ (x—x))(x—x;) = 2 +x-5 isitikiname, kad kairioji
lygties pusé iSskaidoma sandauga
(x2 +x— 5)(x2 +3x-2).
ISsprendg lygti x2+3x-2=0, gauname dar du (2) lygties spren-

. ~3-417 . ~3+417
dinius: x3 = ir x4 ==
s, —3—\/ﬁ.—l—m.—3+\/ﬁ'—l+\/i
B 2 o2 7 2 7 2 |
4. Isspreskime lygti
V3x2 —5x+7+3x2 —Tx+2 =3, 3)

Sprendimas. Sia lygti galima spresti tradiciskai — du kartus pakeliant
kvadratu. Mes ja iSspresime metodu, kuri galima taikyti ir kitokioms
lygtims spresti.

Kadangi

2 2
(\/3x2 —5x+7] —(\sz —7x+2j =2x+5,
tai (3) lygtis yra ekvivalenti lygciai
\/3x2 —5x+7 —x/3x2 -7x+2 =

2x+5

Sudéje Sia lygti su (3) lygtimi, gauname:
2V3x2 —5x+7 = 2x;l4 = 3V3x? —5x+7 =x+7.

Pakéle pastaraja lygti kvadratu, gauname kvadrating lygti, kurios spren-

diniai yra 7 ir 2.
26

Patikring jsitikiname, kad abu Sie skaiciai yra (3) lygties sprendiniai.
Ats.: 7 ;20
26

19
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5. Isspreskime lygti
Y3-x-Yx+4=1. (4)

Sprendimas. Pazyméje¢ u = 13- X, v= Yx+ 4, gauname sistema

u—v=lI,
u4 IRV, g 17.

Kadangi ut vt = (u2 + vz)2 —2u?y? = ((u - v)2 + 2uv)2 -

—2u?y? = 1+ 2z4v)2 - 2(uv)2, tai pazyméjus t=uv, antraja sistemos
lygti galima pakeisti lygtimi
(1+26)% -2¢2 =17.
Sios lygties sprendiniai yra ¢, = —4 ir ¢, =2. Pirmasis netinka, nes
turi biiti £ > 0 (todél, kad u >0 ir v>0).
Toliau sprendziame sistema
u—v=1,
{u v=2.
Gauname du sprendinius: (2;1) ir (—1;—2). Atmete antraji (nes u >0 ir
v > (), gauname vienintelj (4) lygties sprendini: x =-3.

Ats.: 3.

6. IS lygybés
a*-2"=(2a)’. a>0, b0, (5)
dydi a isreikskime dydziu b.
Sprendimas. DydZius a ir b siejancia (5) lygybe pertvarkykime taip:
b b b b b
ab —2b =(\/%)b = ab —2b —ZE-aE =0= aE —ZE-aE—Zb =0.

b b
Pazyméje ¢ =a?, gausime kvadrating lygti 2 -22¢-2"=0. Jos
sprendiniai yra
b

,_220£45)
—
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NESTANDARTINIAI UZDAVINIAI

b
2
Kadangi ¢>0, tai tinka tik tz%%. I lygybeés
y 2
5 22(1+45)
a‘ = 5 gauname

7. Raskime bent viena lygties ad+bt=¢> sprendini, jei nezino-
mieji a, b, c yra nattiralieji skaiciai.

Sprendimas. Sprendinio paieSka natiiralu pradéti nuo atvejo, kai
a=b=c=n. Tada turétume lygti nd+nt =n’ arba n’ (1+n —nz) =0.
Si lygtis natiiraliyju sprendiniy neturi.

Lengva nustatyti, kad visi trys skaiCiai a, b ir ¢ negali biiti nely-
giniai.

Nagrinekime atveji, kai visi trys nezinomieji yra lyginiai skaiciai,
tarkime, dvejeto laipsniai. Tegu

a=2%,p=2% c=2"
Irase i lygti, gausime:
Si lygybé galima, kai 12k—5m=-1 ir 12/-5m=-1. Sprendziame
sistema

12k —5m=-1,
12/ -5m =-1.
Sm—1

IS ¢ia gauname £k =/= T Pasirinkg m =5, turésime sprendini

a= 28, b= 26, c=2°. Jis néra vienintelis — dar tinka, pavyzdziui,
trejetai (228,221, 217), (2%8,2%6,2%) irk.
Ats.: (28’ 26’ 25)’ (228’ 221’ 217), (248, 236, 229)‘
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10.

ANTROJI UZDUOTIS

Brolio ir sesers mety suma lygi 26. Be to, sesers mety skaicius yra
tris kartus mazesnis uz biisima brolio mety skaiciy, kai jiems abiems
kartu bus penkis kartus daugiau mety negu broliui dabar yra. Kiek
mety broliui ir seseriai yra dabar?

Raskite lygties al+b>=c? vieng sprendini, jei a, b ir ¢ —
natiiralieji skaiciai.

Isspreskite nelygybe \/x +2-x% < \/x2 =-3x+2+x

Skai¢iai a ir b (a>0, a#2) susieti lygybe a*b -4t = (2a)b.
Isreikskite b skai¢iumi a.
Irodykite, kad dviejy i$ skaiiy a, b ir ¢ suma yra lygi nuliui, jei Sie

skaiciai tenkina lygybe

1 1 1 1
e
a b ¢ a+b+c

Isspreskite Sias lygtis:
|x ~x-2pP=8;
V3 -Dx? +12=0;

202x2 +5x - 4)? +502x% +5x—4)—x —4=0;

\/3x2+x+5—\/3x2—x—2 =3;

‘\‘/10+x+x2 +‘\t/7—x—x2 =3.
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I11. TRIGONOMETRINIU KEITINIU TAIKYMAS
SPRENDZIANT UZDAVINIUS

Vidmantas Pekarskas
(Kauno technologijos universitetas)

Sprendziant algebros uzdavinius kartais kintamieji (vienas arba keli)
pakeiciami trigonometrinémis funkcijomis. Jeigu i§ salygos aisku, kad

. . C . T T o
|x| <1, tai galima naudoti keitini x=sina, o€ [_E; E} arba keitinj

X =cosa, (xe[O; Tc], nes kai o kinta Siuose intervaluose, funkcijos
sina ir coso igyja reikSmes i§ intervalo [-1; 1]. Kai kintamasis x gali

igyti bet kokias reikSmes, naudojami keitiniai x =tga, o€ (—%; gj
arba x=ctga, o€ (O; rc).

Sprendziant Sios uzduoties uzdavinius, teks panaudoti jvairias
trigonometrijos formules. Jei ju dar nesimokéte, turésite su jomis
susipazinti savarankiskai.

Pazintj su trigonometriniais keitiniais pradésime nuo pavyzdzio.

1 pavyzdys. Raskime didZiausig reiskinio

xy+x\/1—y2 +y\/1—x2 —\/(l—xz)(l—yz) reikSme.

Sprendimas. Kadangi reiSkinys turi prasme¢, kai 1-— X220 ir
1-y?20, tai turi bati x? <1 ir y><1. I§ &a |x|<1 ir |y|<1.

Vadinasi, galime pazyméti

x=sina, y=sinf; ae T Be T
b y 2 2’2 b 272 .
Tada \/l—x2 =\/1—sin20c =\/cos20c =|c0s0c| ir \ll—yz =|cos[3|.
Kai ae —E;E ir Be —E;E , tal cosa>0 ir cosB>0; todél
22 2°2

| cosa | =cosa, | cosf | = cosf}, o nagrinéjamasis reiSkinys tampa toks:

sinasinf} + sinacosf + sinff coso — cos a.cosP =

23



III TEMA

=sin(a+B)—cos(oc+[3):sin(a+[3)sin[g—(owﬁ)J:

a+B- " +a+p 0L+B+§—(oc+[3)

= 2sin cos =
2 2

T T T
=2sin| o +pf—— cos—zx/zsin oa+B——1|
[ P 4j 4 ( P 4j

Sio reiSkinio didziausia reikSmé lygi +/2, nes didziausia

sin(a +B- %) reikSmé lygi 1.

Ats.: \/E

Uzdavini pavyko i$spresti tinkamai parinkus trigonometrini keitinj.
Naudojantis trigonometriniais keitiniais, kintamieji laikomi tam tikromis
trigonometrinémis funkcijomis. Keitinius reikia pasirinkti taip, kad
duotasis reiskinys kiek galima labiau supaprastéty.

Jau isitikinome, kad keitinys x=sino arba x=cosa tinka, kai

reiSkinyje yra $aknis v1— x2.

Bendruoju atveju, kai reiskinyje yra Saknis a® —x? , naudojamas

keitinys x =asina; kai yra Saknis x? —az, tai naudojamas keitinys
a . v . . . ..
x=——; o kai yra Saknis a’ +x2, tai naudojamas keitinys
sina.
x=atga.

2 pavyzdys. I$spreskime lygti 1+ X = (x2 +3x— 1)\/1 ~x?.

Sprendimas. Jeigu sprestume lygti tiesiogiai, keldami abi jos puses

kvadratu, gautume lygti © +3x* 4303 —5x2 —3x+3= 0, kuria i$spresti
ne taip jau lengva. Panaudokime keitini x=sina, oe {—E' E} .

Gauname lygti

3

l+sin” o= (sin2 a+3sino —1)cosoc.

Ja pertvarkome:
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TRIGONOMETRINIU KEITINIU TAIKYMAS SPRENDZIANT UZDAVINIUS

1+sin’ o = (3 sin o, — cos? OL)- cosa,

3 o= 3sinoLcos o —cos” o,

1 +sin
.3 3 a
sin” a,+cos” oo =3sino.cosa—1,
(. .2 . 2 _ .
sina +cosa )|sin” oo —sinocos o, + cos” o J=3sina.cosa —1,

(sino+cosa)(1—sinacosa)=3sinocoso—1. (1)
Pazyméje sina+cosa=z (Cia |z|£\/5, nes sino+cosa =
. T T .
=2sin—cos| ——a |), turime
4 4
2

(sin(x+cosoc)2 =z
2

U . 2 . .
1§ Cla 1+2sinccoso=z“ 1ir sinocoso =

Tuomet (1) lygtis

uzrasoma taip:

z(3—zz)=3(22 —l)—Z,
2 +322-3z-5=0.
Spresdami Sig lygti, jos narius sugrupuojame:
P 4224222422-52-5 =0,
22(z+1)+2z(z+1)-5(z+1)=0,
(z+1)(z2 +2z—5)= 0.
IS¢laz=-1 arba z= —li\/g. Kadangi turi biiti |z | < ﬁ, tai tinka

tik sprendinys z=-1. Gauname lygti sina+cosa=-1, kuri

pertvarkoma 1{ lygti x+yl-x? =—1. ISsprendg S§ia iracionaligja lygti,
gauname sprendinj x =—1.
Ats.: —1.
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3 pavyzdys. I$spreskime lygti x + - 2
21 12

Sprendimas. Kadangi lygtis turi prasme, kai x > 1, tai pazymékime

X =

—, o€ [O;Ej . Tada lygtis tampa tokia:
sino 2

1135

. + - B
sinat coso 12

sinot+cosa. 35
sino.cosa 12

Spresdami Sia lygti, pazymékime: sino+cosa=u (u >0).
2

. Vadinasi,

Tada (sina +cos a)2 =u? ir todél sinocoso =

22 4o f—; Gauname kvadrating lygti 35u% —24u—35= 0, turin¢ia du
u-—1

sprendinius: _3 ir % Bet tinka tik u = g ,nes u>0.

Toliau sprendziame lygti sina +cosa. = % :

sin(x+\/1—sin2a =14,
Vl—sinza =1,4—-sina,
1-sino = (1,4 —sin a)z,

2sin’ o.—2,8sin o+ 0,96 = 0.
Si kvadratiné lygtis turi du sprendinius: 0,6 ir 0,8. Vadinasi,

1 5 1 5

xX=——=— arba x=—=—.

06 3 8 4
Ats.:é;é.
34

Trigonometriniai keitiniai naudojami, kai kintamieji tarpusavyje
susije tam tikrais rySiais.
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TRIGONOMETRINIU KEITINIU TAIKYMAS SPRENDZIANT UZDAVINIUS

1.Kai x>+ y2 =1, tai verta taikyti keitini x=sina, y=cosa
(ae [0; 27:] ).

4 pavyzdys. Nustatykime, kam lygus reiskinys
a* +b* =1, ¢* +d* =1, ac+bd =0.

Sprendimas.

ab+cd, jeigu

Pazymékime a=sina, b=cosa, c=sinp,
d=cosp (ael0;2n],pe[0;2n]). Tuomet i§ salygos ac +bd =0 turime

sinasinf+cosacosp=0, o i§ Cia cos(a — B) =0. JraSe keitinius |
reiskini ab+cd gauname:

ab+cd =sina.cosa +sinf3cosf =%(sin20t+sin2[3)=

=sin(o. +B)cos(a. —B) = 0.
Ats.: 0.

2.Kai x>+ y2 = az, tai gali tikti keitinys x=acosa, y=asina

(oc € [0; 27‘C]).

5 pavyzdys. Raskime tuos lyg¢iy sistemos

x2+y2 =4,
22 +42 =9,
xXt+yz==6

sprendinius (x; y; z;¢), su kuriais reiSkinys x+z igyja didziausia
reikSme.

Sprendimas. Pazymékime
t=3sinf

gauname:

x=2cosa, y=2sina, z=23cosp,

(aef0;2n] Be[0;2n]). Tada i salygos xt+yz=6,

2cosa-3sinfB+2sina-3cosP =6,
cosasinfB+sinacosP =1,
sin(o+pB)=1.
o 5
IS Cia a+[3=g arba oc+[3=—n.
[rase keitinius j reiSkinj x + z, turime

x+z=2cosa+3cosp.
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Kadangi oc+B=§ arba a+[3=57n, tai

s )
x+z=2coso+ 3cos(z—aj =2coso +3sino
arba
5m .
x+z=2cosa+3cos 7—0( =2cosa+3sina.
Vadinasi, turime rasti o reikSme, su kuria reiskinys 2cosa +3sina

igyja didziausia reikSme¢. IS pradziy pertvarkykime reiskini
2coso+3sino:

2coso+3sino = \/_[ COoSOL+ —— smocJ
CNEC

2
—_, ——. Tada
V13 V13

2coso +3sino =\/B(COS(pCOSOL+Sin(pSiHOL)=\/_3008(([) ).

Pazyméje cosp = turésime, jog sinQ =

Sis reiskinys igyja didziausia reikime, kai cos((p—oc)z I; taigi, kai
o—o=2nk,keZ. I§¢a a=0-2nk, keZ,ir

cosa = cos(¢p—2mk)=cos @ =

—] W
G =t

sin o = sin( — 27k ) = sin =

sinf3 = 2 Vadinasi, x

4 6
\/B- s —\/an—\/ﬁa

Toliau: cosf

3
R

9 6
:ﬁ’ tzﬁ.

z

137137 13 7 13
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TRIGONOMETRINIU KEITINIU TAIKYMAS SPRENDZIANT UZDAVINIUS

\S]

2
3.Kai x3 +y3 =1, tai verta taikyti keitinj x=cos’>a, y=sin’a
(ae [0; 2Tc]) .
6 pavyzdys. [rodykime, kad

\/x2+3/x4y2 +\/y2+3/x2y4 -1,

2 2
kai x3 +y3 =1.

Sprendimas. Taikykime keitin] x = cos’ a, y= sin® a.. Tuomet

\/x2+3/x4y2 +\/y2+3/x2y4 _
=\/cos6a+3\/coslzasin6a +\/sin6ot+3\/cos6ocsin12 =

= \/cos6 o +cos? ausin? o +\/sin6 o +cos? asin® o =

= \/0054 Q(COSZ o +sin? oc)+ \/sin4 OL(Sil’lz o+ cos? OL) =

=\/cos4oc+\/sin4oc —cos?a+sino=1.

4.Kai xy+ yz+zx =1, tinka keitiniai x = tg%, y= tg%, z= tg% ;
¢ia o+ +7y=m [rodysime tai.
: 1-
I8 salygos xy+ yz+zx =1 turime z = w24
X+y

Jeigu x=tg%, yztgg (a,Be(—TE; ﬂ)), tai
1- tg—th

2%ty (a+p)

pE
2

tg +tg
Bet a+pP=mn—7v, todél
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o+p L G
ct =ct =tg—.
g > g > g2
Taigi tgg-th+th-tgl+tgl~tgg=1, kai a+B+y=m
2 72 2 72 2 72

7 pavyzdys. ISspreskime lygéiy sistema

xXy+yz+zx =1,

12x(1+y2) =5y +x?),

13y(1+22)=12z(1+ »?).
Sprendimas. Antraja ir treciaja lygtis uzrasykime taip:

X y . y z
N 2, T N 2\
50+x7) 12(0+y9) 12(+y°) 13(1+z%)

“ x: X v z
IS ¢ia N N N
S5(T+x7) 12(0+y°) 13(1+z°)
Taikykime keitinius xztg%, y= tg% ir z=tg% . Tuomet
a o
x th 3 2tg§ _sina
2 - - - b
8 2 8 2
y _sinf
1+y2 2’
z _siny
1422 2

Vadinasi, turime lygciy sistema
sino. _sinf3  siny
5 12 137
IS sinusy teoremos iSplaukia, kad o, B,y — trikampio, kurio kras-

tinés proporcingos skaiciams 5, 12, 13, kampai. Toks trikampis yra statusis
. . 12 .

y:E . Tada smazi, sinff =—. I§ Cia cosazg, cosBzi.

2 13 13 13

Pritaik¢ formule
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TRIGONOMETRINIU KEITINIU TAIKYMAS SPRENDZIANT UZDAVINIUS

o 1—cosa
gl =
2 1+cosa

1
5’

gauname

Taigi radome sistemos sprendini

— w_ll\)

l;z;l. Aisku, kad
53

1 2 . .
- g; — 5; —1| taip pat yra sprendinys.

Ats.: l;g;l, —l;—g;—l.
53 5 3

Trigonometrinius keitinius taip pat galima panaudoti ir jrodant kai
kurias nelygybes.

8 pavyzdys. [rodykime, kad

vab ++cd < \/(a+d)(b+c),
kai a, b, ¢, d — teigiamieji skaiciai.
Sprendimas. Padalij¢ abi puses 1§ ./(a+d)(b+c), gauname

nelygybe
\/ a_. b +\/ c_. d <l.
a+d b+c b+c a+d
. a b d .
Kadangi 0< <l, 0<——x<1, 0< <l, 0<——<1, tai
a+d b+c b+c a+d
galime pazyméti 4 _sin? a, ¢ _sin? B. Tada =cos? o ir
a+d b

a+

= cos? B. Irase Siuos keitinius, turésime ekvivalenc¢ia nelygybe

+c
sinocosP+cosasinP <1,

sin(o+B)<1,
kuri teisinga su visais realiaisiais skaiCiais a ir 3.
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TRECIOJI UZDUOTIS

Isspreskite lygtis
1. ! + 1 = 3—5
X 1— x2 12

Nurodymas: taikykite keitinj x =sina; ae {—%,g}

2. V1-x? =4x3 —3x.

Nurodymas: taikykite keitini x =sina; o€ [—g;—}

3. xzx/l—x2=|x|3—|x|+%.

Nurodymas: taikykite keitini x =sina; o€ {—%,g}

40 AT=2x -(1- 441+ 2x )= 822 1.

Nurodymas: taikykite keitinj 2x =cos2a; o€ [O;g}

3y2 —4xy

X2 +y2

5. Raskite didziausig reiskinio reikSme.

ISspreskite lygciy sistemas

2 2 _
6. X +y2—1
4xy(2y -1)=1.

Nurodymas: taikykite keitinius x =sino; y =cosa; o€ [0;271].
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TRIGONOMETRINIU KEITINIU TAIKYMAS SPRENDZIANT UZDAVINIUS

R e B

xy+yz+zx=1.

x+3y:4y3,
8. y+3z:4z3,
z+3x=4x".

Nurodymas: irodykite, kad x,y,ze[-1;1] ir taikykite keitini
X =cosa, oce[O;n].

9. Irodykite, kad
(E%}/ﬁsum@ (b+c)++f(a—c)(b—c) <2+ ab,
a

kai a, b, ¢ — teigiamieji skaiCiai, ¢ — maziausias i$ ju visy.

Nurodymas: — taikykite  keitinjus < =sin2a, %:sin 28,

o,pe [O; %}

10. Irodykite, kad

%—EMS\/C(CJ—C) +\/c(b—c) S\/E,
a

kai a, b, c — teigiamieji skaiCiai, o ¢ — maZziausias is juy.

o o c ¢
Nurodymas:  taikykite  keitinius —= cos’ a, 3 = cos’ B,

a
o,pe [O; g}

£}
AL

<

Pz
(i .(//L. )\
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IV.NELYGYBES TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Tekstiniais uzdaviniais paprastai yra vadinami tokie uzdaviniai,
kuriuose matematiné problema formuluojama zodziais aprasant situacija
bei sasajas tarp zinomu ir norimy zinoti dydziy. SprendZiant juos
nepakanka mokéti spresti lygtis, nelygybes ir ju sistemas. Kartais labai
reikia gebéjimo isigilinti | uzdavinio salyga, kad galétum issiaiskinti, ka
reikia rasti, taip pat tam tikro sumanumo sudarant matematini modelj,
kad gautaji uzdavini mokétum isspresti.

Mokyklinés matematikos vadovéliuose bei uzdavinynuose yra daug
vairiu tekstiniy uzdaviniy, kuriuose sasajas tarp zinomy ir ieSkomuy
dydziy galima iSreiksti lygtimis bei lygciy sistemomis. Reciau pasitaiko
uzdaviniy, kuriy salygose slypi tiesinés, kvadratinés bei kitokios nely-
gybés. Tokie uzdaviniai néra nei sunkesni, nei lengvesni — jie yra tiesiog
ne tokie ,kasdieniski kaip ,,tradiciniai* tekstiniai uzdaviniai. Tai aiSkiai
matyti ir i§ Cia apraSomy pavyzdziy. Nagrinédami juos (taip pat ir
spresdami uzdavinius) atkreipkime démesj i tai, kad nezinomy dydziy
reikSméms rasti reikia remtis ne tik tiesiogiai suformuluotomis sasajomis
tarp dydziy, bet ir visomis kitomis uzdavinyje slypin¢iomis netiesio-
ginémis salygomis. Pavyzdziui, paprastai neraSoma, kad ieSkomy dydziy
reikSmés gali buti tik teigiami ar sveikieji skaiciai, jeigu tai savaime
suprantama i§ pacios uzdavinio salygos.

Pateikdami tekstinius uzdavinius, kuriy matematiniuose modeliuose
yra nelygybiy, §i karta nesileisime { teoring ju analizg; taip pat
neklasifikuosime uzdaviniy pagal kokius nors pozymius. Apsiribosime
keliais uzdaviniy pavyzdziais ir ju sprendimo aiskinimu.

1 pavyzdys. Vienoje sodyboje buvo pasodinta daugiau kaip 14 me-
dziy — berzy ir liepu. Berzu pasodinta maziau negu liepy — net dvigubas
berzu skai¢ius mazesnis uz liepu skaiCiy. Taciau pridéje prie berzuy
skai¢iaus 18, gautume daugiau negu padvigubing liepu skaiciy. Kiek
berzy ir kiek liepy buvo pasodinta?

Sprendimas. Tegu x yra pasodinty berzy skaicius, o y — liepy skai—
Cius. Pagal salyga galioja tokie sarySiai:

x+y>14, 2x<y ir x+18>2y.
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IS jy gauname:

2x<y,
x+18>2y

x+y>14,
2){ Y
x <

= x+18>2y>4x = x+18>4x = x<6;
> l4<x+y<y+6 = y+6>14 = y>§;

x+18>2y,
= 2y<x+18<6+18=24 = 2y<24 = y<12;

x<6

Taigi x<6, 8§<y<I12.

Toliau tikriname, ar skaiciy x € {1;2;3;4;5} ir y€{9;10;11} poros
(x; y) tenkina salygas x+y>14, 2x<y ir x+18>2y. Gauname
vienintelg pora (5;11).

Ats.: 5 berzai ir 11 liepu.

2 pavyzdys. Trupmenos M vardiklis yra vienetu mazesnis uzZ jos

n

skaitiklio kvadrata. Pridéjus po 2 ir prie skaitiklio, ir prie vardiklio,

: .o 1 A e
gaunama trupmena didesné uz Z; o atémus po 3 (ir i§ skaitiklio, ir i$

o1 1 .
vardiklio) — maZesné uz 0 Raskime trupmena sy
n

Sprendimas. Pagal uzdavinio salyga turi galioti Sie sarySiai:

Dnemior 2y M2 Lo gym=3 1
n+2 4 n-=3 10
I abi nelygybes iraSykime n = m? -1 ir i§spreskime sistema
n=m> -1,
m+2 1
>,
m?+1 4 (1
m-3 1
m>—4 10
Gausime:
2 1 2 _4m -
1 m2+2 1 m2+ oo m 24m 7<0:>
m-+1 4 m 41 4 m” +1
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= m?—4m-7<0= (m-2)>-11<0 = (m-2)> <11 =

= — ll<m—2<\/ﬁ:> 2—\/ﬁ<m<2+\/ﬁ;

— — 2_
2) n12 3 <i:> mz 3 —L<0:>—m 120m+26>0:>
m-—4 10 m- -4 10 m- -4
2
:>W>O:>m2—4>0:>(m—2)(m+2)>0:>
m-—4

= m< -2 arba m>?2.
Toliau nagrinéjame sistema

n=m2—1,

2-Jll<m<2+ W11, 2)

m<-2 arba m>?2

ir gauname, kad ji ekvivalenti sistemai

2
n=m" -1,
(3)
2<m<2+\/ﬁ.

Intervale (2;2+\/ﬁ) yra trys sveikieji skaiCiai: 3, 4 ir 5; todél
gauname tris skai¢iy m ir n poras (m;n), kurios tenkina (3) sistema:
(3;8), (4;15) ir (5;24). Sios skai¢iy poros kartu yra (2) bei (1) sistemy
sprendiniai.

4 5

Ats.: ; .
15" 24

b

oo | W

3 pavyzdys. I§ vietovés 4 | vietove B vienu metu iSvaziavo du
automobiliai. Pirmasis automobilis pusg kelionés laiko vaziavo grei¢iu a
(km/h), o antra pusg laiko — greic¢iu b (km/h). Antrasis automobilis pirma
kelio puse vaziavo greiciu b, o antra kelio pusg — grei¢iu a. Nustatykime,
kuris automobilis greiciau pasieké vietove B, kai a # b.

Sprendimas. Tegu S yra atstumas (kilometrais) tarp vietoviy 4 ir B,
t; — pirmojo automobilio kelionés laikas (valandomis), o #, — antrojo

automobilio kelionés laikas (valandomis).
Pagal informacija apie pirmojo automobilio keliong galima uzrasyti
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4 _(at+b)y
2 2
aprasymo gauname lygybe

lygybe S=a-%+b- , 0 1§ antrojo automobilio kelionés

S, S _(ath)s

ty =—
272 2a 2ab
Spresdami lygciy sistema
5 (a+b)y ’
2
(a+b)S
Iy=—""—"",
2ab
S
gauname f| = . Tada
a+b
f 25 (ath)s _ 4abS—(a+b)*S
27000 2ab 2ab(a+b)
_ (4ab-a*-2ab-b*)S  (a-b)*S <0
2ab(a+b) 2ab(a+b)

(nes a#b,a>0,b>0).
Talgl Hh—-1< 0= H<t.
Ats.: pirmasis automobilis atvyko anksc¢iau uz antrajj.

4 pavyzdys. Rengiant dviejy komandy 4 ir B Saskiy varzybas buvo
numatyta, kad kiekvienas vienos komandos narys suzais po vieng partija
su kiekvienu kitos komandos nariu. Zinoma, kad komandos A nariy
skai¢ius mazesnis uz komandos B nariy skaifiy, o planuoty partiju
skaiCius 4 kartus didesnis uz bendra abieju komanduy nariy skaiciy.
Taciau du SasSkininkai susirgo ir neatvyko i varZybas; tod¢l bendras
suzaisty partiju skai¢ius buvo 17 mazesnis uz planuotg ju skaiciu.
Raskite varzybose dalyvavusiy komandos 4 nariy skaiciy.

Sprendimas. Komandos A4 nariy skaiiy pazZymékime m, o
komandos B nariy skai¢iy — n. Pagal uzdavinio salyga Siuos skaiCius
sieja nelygybe m < n ir lygybé m-n=4 (m+n).

Tegu x yra atvykusiy { varzybas komandos 4 nariy skaicius, o y —
atvykusiy | varzybas komandos B nariy skaicius. Pagal uzdavinio salyga
x+y=m+n-2ir xy=mn—17.
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Taigi turime tokia salygy sistema:

mn=4(m+n), M
X+y=m+n-2, 2)
xy=mn-—17, 3)
m<n. (4)

Sprendziant §ia sistema nesunku jsivelti | painius ir klampius
skaiciavimus. Todél neskubékime ieskoti formulés dydzio x reikSméms
skai¢iuoti, o sukoncentruokime démes;j i fakta, kad neatvyko du zaidéjai.
Yra tik trys galimybés: 1) x=m, y=n-2; 2) x=m-2, y=n;
3) x=m-1, y=n-1.

Pirmuoju atveju i§ (3) lygties gauname:

mn=2)=mn—-17=2m=17T=>meN;
taigi atvejis nejmanomas.

Antruoju atveju analogiskai gauname, jog turéty galioti lygybé
2n =17 . Ir Sis atvejis yra nejmanomas.

Kai x=m-1, y=n-1, i§ (3) lygties gauname lygybe m+n=18.
Kartu su ja turi galioti ir (1) lygybé; todél sprendziame lygcCiy sistema
m+n=18,
{m n=4(m+n)
ir gauname:
m=18—n, {m=18—n,

{ = 2 =
(18-—n)n=4-18 n®—18n+72=0

m=18—n, {m:18—n, {mzlS—n,
= 5 = =
(m-9)"-9=0 [(m=9%3 me {6;12}.
Atsizvelge 1 (4) nelygybe, turésime vieninteli (1)—(4) sistemos

sprendini: m=6, n=12, x=5, y=11.
Ats.: 5.
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KETVIRTOJI UZDUOTIS

. Jeigu keliautojas per diena nuvaZziuoty 20 km daugiau, negu jis i$
tikryju nuvaziuoja, tai per 8 dienas nuvaziuoty maziau negu 1000

km. O jeigu sulétinty kelionés tempa 15% km per diena, tai per 12

dieny jis iveikty daugiau kaip 1000 km. Ivertinkite keliautojo
vidutinj greitj (km per diena), t. y. raskite jo kitimo ribas.

. I8 pradziy motoriné valtis plaukia 10 kilometry pasroviui, o paskui 6
kilometrus plaukia atgal (prie$ srove). Upés tékmés greitis lygus
1 km/h. Raskite pacios valties vidutinio greicio ribas (km/h), kad
visa kelioné uztrukty tarp 3 ir 4 valanduy.

. Plaustas, neSamas upés srovés, i§ punkto 4 | punkta B nuplaukia per
24 valandas, o kateris, nekeisdamas savo greicio, visa kelia nuo 4
iki B ir atgal jveikia per 10 valandy. Jei katerio greitis biity 40 %
didesnis, tai tam paciam keliui jveikti jis sugaistu ne daugiau kaip
7 valandas. Raskite laika, per kurj kateris nuplaukia i§ punkto B i
punkta A (plaukdamas pries srove).

. Deimanto kaina yra proporcinga jo svorio kvadratui. Nustatykite,
kuriuo atveju tekty iSleisti daugiau pinigy — perkant visa deimanto
gabala ar padalijus ji i tris mazesnius gabalus ir mokant uz
kiekvieng atskirai.

. Dvieju nattraliyjy skai¢iy suma lygi 119, o ju bendrasis didziausias
daliklis yra 7. Raskite tuos du natiiraliuosius skaiCius, tenkinancius
Sias salygas, kuriy sandauga yra pati didziausia.

. Statant kédes { 13 vienodo ilgio eiliy, paskutinei eilei pritriko keliu
kédziu. Perstumdant kédes | 27 vienodo ilgio eiles, jos sutrumpéjo
7 kédémis; taCiau paskutinei eilei pritritko 3 kédziy. Raskite kédziy
skaiciy.

. Dviejuose krepSiuose yra daugiau kaip 27 grybai. Jei pirmame

krepSyje butu 24 grybais daugiau, tai grybu skaiCius jame bty
dvigubai didesnis negu antrame. O jeigu pirmame krepSyje buty 10
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10.

gryby maziau, tai gryby skaiCius antrame krepSyje biity daugiau
kaip 9 kartus didesnis negu pirmame. Kiek gryby yra pirmame
krepSyje ir kiek — antrame?

Mama nupirko vaikams raudony ir mélyny pieStuky, sudéty i
dézutes (kiekvienoje dézutéje — po vienodai tos pacios spalvos
piestuky). Kiekvienoje dézutéje raudony piestuky yra daugiau kaip
trimis maziau negu mélyny pieStuky. Jeigu kiekvienoje dézutéje
mélynu piestuky bty trigubai daugiau, o raudonuy pieStuky —
dvigubai daugiau negu yra, tai skirtumas tarp mélyny ir raudony
piestuky skaiciaus dézutéje buty ne didesnis kaip 16; tada bendras
nupirkty piestuky skaicius buty lygus 81. Raskite mélyny ir raudony
piestuky skaiCiy dézutéje; taip pat nustatykite, kelias pieStuky
dézutes mama nupirko.

Egzaming laiké 30 studenty grupé ir gavo tokius jvertinimus: 4, 6, 8
ir 10. SeSetus gavusiy studenty skaiGius didesnis uz desimtukus
gavusiy, bet mazesnis uz aStuonetus gavusiy studenty skaiciy.
Desimtuky skaicius yra lyginis, o astuntuky — dalijasi i§ 10. Bendra
visy studenty jvertinimy suma yra lygi 186. Nustatykite, keli
studentai gavo 10 baly, keli 8, 6 bei 4 balus.

Sachmatininky atrankos turnyre dalyvavo 24 mokiniai — kiekvienas
mokinys turéjo suZzaisti po viena partija su kiekvienu varzovu.
Skaiciuojant rezultatus, uz pergalg skiriamas vienas taSkas, uz
lygiasias — 0,5 tasko, o pralaiméjus partija taskai neskiriami. Pagal
nuostatus i mokyklos komanda kviec¢iami tik ne maziau kaip 14,5
tasky surinke mokiniai. Nustatykite, kiek daugiausiai mokiniy
galéjo buti pakviesta | komanda.

E

A

—~3

\ﬁ,‘ \
Ve
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V. KOMPLEKSINIAI SKAICIAI IR JU TAIKYMAS

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. KOMPLEKSINIAI SKAICTAI IR VEIKSMAI SU JAIS

Visiems gerai Zinoma natiraliyjy skai¢iy aibé N. Sioje aibéje galima
atlikti du veiksmus — sudéti ir daugyba. Taciau atvirkstiniai veiksmai —
atimtis ir dalyba — ne visada galimi. Jeigu prie natiraliyjy skaiciy
prijungsime nulj ir sveikuosius neigiamus skaicius, tai gausime sveikyju
skaiCiy aibe Z, kurioje jau galima atlikti atimties veiksma. Taciau aibgje
Z dalyba ne visada galima. Sveikyjy skai¢iy aibe¢ papild¢ trupmeniniais
skaiCiais, gauname racionaliyjy skaiciy aibe @, kurioje galimi keturi
veiksmai: sudétis, atimtis, daugyba ir dalyba i$ nelygaus nuliui skaiciaus.
Racionaliyjy skaiciy aibéje yra iSsprendziamos pirmojo laipsnio
algebrinés lygtys ax+b=0, a,be Q. Bet jau paprasciausia kvadratiné

lygtis x2-2=0 racionaliyjy skaiCiy aibéje neturi sprenkdiniy, t. y. néra
tokio racionaliojo skaiiaus, kurio kvadratas biity lygus 2. Yra zinoma,
kad \/E yra iracionalusis skaiCius. Prie racionaliyju skai¢iy aibés
prijunge iracionaliuosius skai¢ius, gauname realiyju skaiciy aibe¢ R. Vis
délto ir realiyju skai¢iy aibéje ne visos algebrinés lygtys yra
i8sprendziamos. Pavyzdziui, kvadratinés lygtys, kuriy diskriminantai yra
neigiami, neturi realiyjy sprendiniu. Taigi reikia praplésti ir realiyju
skaiciy aibes. Realiyjy skaiCiy aibe praplésime iki kompleksiniu skai¢iuy
aibes.

Kompleksiniai skai¢iai (menamieji dydziai) buvo ivesti formaliai —
sprendziant kubines ir kvadratines lygtis. Pavyzdziui, kvadratinés lygties
x2—4x+20=0 sprendiniai buvo uzrasomi taip:

X1 =24A-16=2+4-N-1, xp =2-4-4-1;
ka reiskia simboliai +/—1, 4-+/—1 — neaiSkinama.
Pranclizy matematikas R. Dekartas (René Descartes, 1596-1650,

pranciizy filosofas, matematikas ir fizikas) simboli V-1 pasiiilé vadinti
menamuoju vienetu, o L. Oileris (Leonhard Euler, 1703—1783, Sveicary
matematikas) $i simboli pasitilé zyméti pranciizisko Zzodzio imaginaire
(menamas, isivaizduojamas) pirmaja raide. F. Gausas (Carl Friedrich
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Gauss, 1777-1855, vokieCiy matematikas) reiskini x+iy, x,yeR,
pavadino kompleksiniu skaiciumi. Mes kompleksinius skaiCius apibré—
Sime kitaip.

Kompleksiniu skaic¢iumi z vadinama realiyjy skaiciy x ir y sutvarkyta
pora (x;y). Sios poros pirmasis skai¢ius x vadinamas kompleksinio

skaiCiaus z realigja dalimi, o antrasis skai¢ius y — menamqgja dalimi arba
menamosios dalies koeficientu. Zymima: x=Rez, y=Imz Kai y=0,

kompleksinis skai¢ius z =(x;0) sutapatinamas su realiuoju skai¢iumi x.
Kai x=0, kompleksinis skaicius z=(0; y) vadinamas menamuoju
skai¢iumi. Skaiciai (0;0)=0, (1;0)=1 ir (0;1)=i vadinami nuliu,
vienetu ir menamuoju vienetu.

Du kompleksiniai skai¢iai z; =(xq, y1) ir z5 =(xp, y») vadinami
lygiais, jeigu

x| =Xy, VI =2 (1

Dvieju kompleksiniy skaiCiy z; =(xy, y1) it zp =(xp, ¥y) Suma

vadinamas kompleksinis skai¢ius

71+ 23 = (g +x23 Y1 +12), 2)
o $iy skai¢iy sandauga — kompleksinis skaicius
zy-zp = (X X2 =Yy Y23 X V2 + X0 1) 3)

Akivaizdu, kad z+0=2z, z-0=0, z-1=z, ii=i%= O;D-(0; D) =
=—1. Taigi kompleksinij skaiCiy z = (x; y) galima uZzrasyti taip:

z=(x )= (x0)+(0; ) =(x;0) + (0; 1)(y; 0) = x + iy.

Vadinasi, kompleksinis skai¢iy z =(x; y) galima Zyméti simboliu
x+iy (taip pat ir z=x+yi). Si iSraiska vadinama kompleksinio
skaiCiaus algebrine forma.

Atkreipiame démesi i tai, kad (3) formulés isiminti nereikia. Ja
galima gauti formaliai dauginant dvinari x; + iy ir dvinari x, +iy, bei
pasinaudojant lygybe i =—-1. Nesunku isitikinti, kad i’ = —i, i* = 1 ..,
i*+P =P keN, p=1,2,3.

Kompleksiniy skai¢iy aib¢ Zymésime raide C. Realiyju skaiCiy aibé
R yra kompleksiniy skaiciy aibés C poaibis (kiekvienas realusis skai¢ius
yra ir kompleksinis skaicius, kurio menamoji dalis lygi nuliui).
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Dviejy kompleksiniy skaiCiy z;=x;+iy; it zp =xy +iy)
skirtumas yra kompleksinis skaiCius z=x+iy, tenkinantis lygybe
zy+z=2z.I§ Cia

z=z1 =23 = (X = X2; Y1 = 2)- 4)

Kompleksinis  skai¢ius z=x—iy vadinamas kompleksinio

skaiiaus z =x + iy jungtiniu skai¢iumi.

Nesunku jsitikinti, kad Z=z, zj+2z, =z(+2y, 22y =212y,
z4+z=2x, z—z=2iy, zz=x7 +y2 > 0. Dviejuy skaiCiy, z; =x; + i)y
ir zy=xy+iyy (2 #20), dalmeniu vadinamas toks kompleksinis
skaicius z =x+1iy, su kuriuo z, -z =2z. I§ ¢ia

z) Xty (g +iy) (p—in) _

ZzZ=—= = =
zp  Xp+iyy (v +iyp) (% —iv2)

B B N M. e i (5)
2., .2 2, .2
Xty Xty

Taigi dalijant kompleksinj skaiCiy i§ nelygaus nuliui kompleksinio
skaiCiaus, reikia trupmenos skaitiklj ir vardikli padauginti i§ vardiklio
jungtinio kompleksinio skaiciaus ir atlikti veiksmus.

1 pavyzdys. Rasime  kompleksiniy  skai¢iy  z; =3-4i ir
zp =—14+5i suma z;+2z,, skirtuma z;—z,, sandauga z;-z, ir dal

.
menj — .

2
Sprendimas. Remdamiesi (2), (4), (3), ir (5) formulémis, gauname:
21+2p =B -4+ (-1+5) =GB+ (-1)+i(-4+5)=2+1;
21—2p=03-4))—-(-1+5)=0B-(-1)—-i(-4-5)=4-9i
2129 =(3—4i)-(-1+5)=-3+15i+4i+20=17+19i;
71 3-4  (B-4)(=1-5)  (3-4)(1+50) _

zy  —1+5i (=1+5i)(-1-5i) 1425
_ 2+l 23 11
26 26 26
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2 pavyzdys. Rasime, su kuriomis x ir y reikSmémis teisinga lygybé
x—=2+(y-3)i o3
1+i
Sprendimas. Lygybe padauging i§ 1+i, gauname:
x=2+(-3)i=(1-3)1+i) = x-2+i(y-3)=4-2i.
Pagal (1) formulg x—2=4, y—-3=-2; tod¢l x=6, y=1.
Ats.: x=6, y=1.

2. KOMPLEKSINIU SKAICITY GEOMETRINIS VAIZDAVIMAS.
MODULIS IR ARGUMENTAS

Sakykime, kad plokStumoje pasirinkta Dekarto koordinaciy sistema
x0Oy (1 pav.). Tada kiekvienam kompleksiniam skai¢iui z = x + iy galima

priskirti plokStumos taSka M (x;y)ir atvirkSCiai. 4

Jungtinj kompleksini skai¢iy z=x-iy atitinka Mxy)
taskas  N(x;—y). Skaiiai z=x+0-i yra
vaizduojami abscisiy asies (realiosios asies Rez) 1

o N . . - ° > X
taskais, o skaiCiai z=0+iy — ordinaliy aSies (me O\!
namosios aSies Imz) taSkais. Kompleksini skai¢iy

N *N(x,-y)

z=x+iy galima pavaizduoti ir vektoriumi OM . 1 pav.

4)
Skaiius z=x+iy vadinamas tasko M arba vektoriaus OM

kompleksine koordinate. RaSome: M (z), Imz
————— A(2+30)

07\)4(2) . 2 paveiksle pavaizduoti taskai
AQ2+3i), B(2-3i), C(-2+3i), E.5)

D(-2-3i), E(-5), F(-50).
Kompleksinio skaiCiaus z=x+1iy

Rez

moduliu  vadinamas ji vaizduojancio 23 -—qT B(2-3i)
vektoriaus ilgis. Modulis yra Zzymimas
| z|. Taigi

. 2 2
|z|= x+iy|=+/x"+y~. (6)
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Aisku, kad skaiCiaus z =x +1iy ir jam jungtinio skaiiaus z =x —iy
moduliai yra lygiis: Mz A Imz
|zI=Z].
Orientuoto kampo ¢, kuri sudaro vektorius

N
OM su teigiamaja pusase Rez (tikslumu iki %ez
démens 2km, keZ), didumas vadinamas skai- ]

Claus z=x+iy argumentu ir Zymimas Argz

(3 pav.). Nz)

Intervalui (—m; ] priklausanti kampo ¢ reiks- 3 pav.

mé vadinama pagrindine argumento reik§me ir Zymima @ = argz. Taigi
Argz =argz+2krn, ke Z. (7
Akivaizdu, kad
argz =—argz.

Pastaba. Kartais pagrindine argumento reikSme vadinamas kampas
i§ intervalo [0; 2T).

Skai¢iaus z=0 argumentas yra neapibréztas, o modulis lygus
nuliui.

IS kompleksinio skai¢iaus modulio ir argumento apibrézimy i$plau-
kia, kad

x=|z|cose, y=|z|sing. (8)
IS ¢ia
coscpz;, sin(sz, 9)
xX“+y x2+y2
tgp==. (10)
X

Taigi kompleksini skaiiy galima uZzraSyti vadinamaja frigono-
metrine forma
z=|z|(cos@+isinQ). (11)
Priklausomai nuo tasko M (z) padéties koordinaCiy sistemoje
skaiCiaus z=x+iy argumento pagrindiné reikSmé ¢, apskai¢iuojama
taip:
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arctgl, kai x > 0 (Iir IVKketvir¢iai),
X

arctgZ +m, kai x <0, y > 0 (Il ketvirtis),
X
0o =argz ={arctg> —m, kai x <0, y < 0 (Il ketvirtis),  (12)
X

g, kaix=0,y>0,

‘§= kai x=0, y <0.

3 pavyzdys. Skaicius:

1) z=1-i3; 2)z==3+i; 3)z=-2-2i
uzras§ykime trigonometrine forma (imdami tik pagrinding argumento
reikSmg).

Sprendimas. 1)Cia x=1, y= —\/g; todél |z|= Vi+43= 2,
tgp = —3. Kadangi z yra ketvirtame ketvirtyje, tai
T

o =_§

ir

2) Kadangi |z|=+3+i =2, tgp= —% ir z yra antrame ketvirtyje,

tai

T 5w

1
=arctg| ——= |+ T=——+T=—-.
Po g( \/gj n 6 n 6

( S0 .. 5m
z=2|cos—+isin— |
6 6

3) Turime: |z|=44+4 = 242 , tgp=1. Kadangi z yra treCiajame
ketvirtyje, tai

Taigi
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(po=arctg1—n=£—n=—3—7E
4 4

G|

Kai kompleksiniai skai¢iai vaizduojami vektoriais, tai skaiciy sudéti
ir atimtj galima atlikti pagal vektoriy sudéties ir atimties taisykles.

ir

%
Sakykime, kad z; =x;+iy; vaizduojamas vektoriumi OM;, o

%
zp =Xy +iy, — vektoriumi OM,. Siy Imz M(2)

skai¢iy suma z=z;+2z, vaizduojama

. . g - - MZ (ZZ) Ml (Z 1)
vektoriumi OM =OM;+OM, (4 pav.), o \

|7, | AN _
ju skirtumas z=2z -z, — vektoriumi 0‘ Rez
- - -
ON =OM;—OM, (5 pav.). 4 pav.
I§ trikampio nelygybés iSplaukia, kad
lz1+ 22 ||z | +] 2] (13)

%
Lygyb¢ galima tik tada, kai argz; =argz,, t.y. kai vektoriai OM;

H
ir OM, yrakolinearis ir vienakrypciai.

Vektoriaus M) Im z
— - - - 272 —~
ON = OM,— OM , = MM, 242,
ilgis reiskia atstumg tarp tasky My(z;) ir M (z)

M, (zp). Taigi lygtis |z—zg|=a, a>0,

»Rez

reiSkia, kad kompleksiniy skaiiy z 0
vaizdai sudaro apskritima, kurio centras Nz -z,)
taSke z(, o spindulys a. AiSku, kad nely- 5 pav.

gybe |z -z |<a tenkina kompleksiniai skaiciai, kuriy vaizdai priklauso
skrituliui su centru z ir spinduliu a.
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4 pavyzdys. Pavaizduokime plokStumos sriti, apibrézta nelygy-

bémis: a) |z+1-i|<3, Rez<1; b) %Sargzﬁ%, 1<Imz<3.

Sprendimas. a) Kadangi |z+1—i|=z—(—1+1)|<3, tai $ia nelygybe

tenkina kompleksiniai skaiciai, vaiz-
duojami  skrituliu, kurio centras
zg=—1+1i, o spindulys a (be kon-
tiro). Kadangi Rez=x, tai nelygybe
Rez<1 tenkina visi plokStumos
taskai, kuriy realiosios dalys ne
didesnés uz 1. leSkomoji sritis yra
abiejuy sri¢iy bendroji dalis. Ji pa-
vaizduota 6 paveiksle (uzbruk$niuota
du kartus).

b) Kompleksiniy skai¢iy z , kuriy

3

)

R
>
3

5052

X
N
X
N
N

2
R
=
SN
2
SESY
R

S
X
S
N
R
R

S
R
=
3

R
S
R

2R

N
N

R
R
S

o~

SR
R
R

X
S
&
R
.
R
X
o
R
\\\-'

S
SR

>
~\
X
N
=N
R

3
2
R
2
XX
S
N
K
PSR
N
N
XX
XX
2
N
S
™
R

&
R
R

\‘\\\\*‘s 2

>

N
R

XY

R
R
R

:\\\
SO
R
R
™
N

R

R
R
R
R
X
R
R
R
S
R
R
2
2
R

N
R

o
N

N
X

&
Rz
-~

X
N
R
2
AN
R
R
R

N
3

D

R
R

S5

X2

RS

S
R
X

X
X
R
\\\
o~
R
R
R
R

2
N
X
XX
X

S
D
RS
P

R
R
gz

S O

R
X

N
N
R
XN
\‘.

o
R
R
R
R
X

X

%
%
NZ-2

R

[
™

v

X

6 pav.

T C . . I .
argz=g, vaizdai yra spindulyje, su Rez asSimi sudaranCiame kampa

% ; 0 kompleksiniy skai¢iy, kuriy argz =

Rez aSimi sudaranCiame kampa
3% . Nelygybe 1<Imz<3 tenkina

taskai z=x+iy, esantys juostoje
tarp tiesiy y =1 ir y =3. Sritis, ten-
kinanti abi salygas, pavaizduota
7 paveiksle.

Remdamiesi kompleksinio skai-

%, vaizdai yra spindulyje, su

2
2
>

7 pav.

¢laus trigonometrine forma (11), iSsiaiSkinkime kompleksiniy skaiciy

daugybos geometring prasme.

Jeigu z = z; [ (cos @) +isin@y) ir zp =[z; | (cos @, +isin@y), tai

z1+2p = z1 ]+ z3 [ (cos @, +isin@y)-(cosQ, +ising,)=

=(Cos @, CoSQy —sin @ sin@;)+i (cosP, sin@y +

+isingycos@y) =]z || 23 [[cos(p; +@y) +isin(py +¢3)]. (14)
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Matome, kad dauginant du kompleksinius skaicius, ju moduliai
sudauginami, o argumentai sudedami:

M(z) Im z
Z1*Zy Fz1|" | 2 z
|21z H 21 -] 22| M)

Arg(z;-zp) = Argz; + Argz,. (15)

— 2 Mz(zz)
Vektorius OM, kuris vaizduoja sandauga ) @
. . - ' 0| RE:
z1-zp, gaunamas i§ vektoriaus OM;, vaiz-
8 pav.

duojancio skaiCiy z;, pasukant ji kampu

¢, =argz,, ojoilgi padidinanti§ |z, | (8 pav.).
H
Pavyzdziui, kompleksinj skaic¢iy z dauginant i$ i, vektorius OM (z)

pasukamas kampu g (prie§ laikrodzio rodyklg), nes argizg.

H
Vektoriaus OM 1ilgis nesikeicia, nes |i|=1.
9 paveiksle pavaizduota kompleksinio skaiCiaus z, —z; sandauga i§ i.
Kompleksinis skaicius (z5 —z;)i Im =
L RV M My(e)
vaizduojamas vektoriumi MM, !

_)
. - . M,
2
kuris gautas 1§ vektoriaus MM, M ()
s . >
pasukto kampu 7 Vektoriy 0 Re z
N - 9 pav.

MM, ir M1M2 moduliai yra

lygts. Daugindami kompleksini skaiiy z, —z; i§ cosa+isina,
%

vektoriy MM, pasukame kampu o.

Dalydami du kompleksinius skai¢ius, iSreikStus trigonometrine
forma, gauname:

z1 _ |z [(cos@y+isingy) _ |z|

2 |z |(cospy +isingy) |z

(cos @y +isin@q)(cospy —ising,) =
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|| ;|[C°S((P1 ¢2) +isin(e — @3] (19

Taigi dalijant kompleksini skai¢iy z; i§ skaiiaus z, (z, #0),
reikia skaiCiaus z; moduli padalyti i§ skaiCiaus z, modulio ir i§

skaiCiaus z; argumento atimti skaiCiaus z, argumenta:

| 1| Arg =Argz; — Argz,. (17)
)

3. KELIMAS LAIPSNIU IR SAKNIES TRAUKIMAS

Sudauginkime n kompleksiniy skai¢iy z;, k=1,2,...,n, isreikSty
trigonometrine forma. Jeigu z; =|zj |(cos@y +isingy), k=1,2,...n
tai

b

212y ez = 21| 2 | e 2 | (COS(P) + 0+ +0,,) +
+isin(Q) + @y +...+¢,)). (18)
Kai z; =z =...=z, =z, gauname vadinama Muavro (Abraham de
Moivre, 1667—1754, pranctizy matematikas) formule:
z" = z|" (cosng+isinne). (19)
Vadinasi,
2" =|z[", Argz" =nArgz. (20)

1+i\/§

0
5 pavyzdys. Reiskini w=| —————=| uzrasykime algebrine forma.
V2-i2

Sprendimas. Pertvarkydami reiSkinj, gauname:

40 2 cosﬁﬂ'sinE
_[ 1+iV3 j ~ 3 3
2(

40 40
T T . (mom m .. Tn
=|cos| —+— |+isin| —+— =| cos—+isin— =
{ (3 4] [3 4)} [ 12 12}
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=cos7'40n+isin7'40n=cos 227r+ﬂ +isin 22TC+4—TC =
12 12 3 3

4t .. 4m i . T
=COoS— +isin— =cos| T+— |+isin| T+— |=
3 3 3 3

Kompleksinio skaifiaus z n-ojo laipsnio Saknimi (zZym. Yz )
vadinamas toks kompleksinis skai¢ius w, kurio n-asis laipsnis lygus z,

t.y. W_zw,jei wh=z.
Jeigu z =|z |(cos@q +isin@), tai

w=§/|z|(cos<p0 +isingQ) =
=1”/|z|[cosM+isinMJ, keZ. (21)
n n

D¢l sinuso ir kosinuso periodiskumo gauname n skirtingy Saknies
reikSmiy:

wi =% z| (cos (o + 2km +isin 20 + 2kn j, (22)
n

n
k=0,1,2,...,n-1.

Realusis skaicius ¥/| z| 20 vadinamas aritmetine Saknies reikSme.

6 pavyzdys. Raskime visas kompleksinio skaiiaus z =1 Saknies

N reikimes ir jas pavaizduokime geometriskai.

Sprendimas. Pagal (22) formule gauname:
Q/_ = «6/(:050 +isin0 = Q/I(cos 0 +62kn +isin 0 +62knj = cos% + isin%,

k=0,1,2,3,4,5.
Taigi turime $eSias reikSmes:
wy =cos0+isin0=1,
2 1 A3

2n .. .
W) =cos—+isin—=—+i—,
6 6 2

2

51



V TEMA

4n . 4n 1 A3 Imza
Wy =CoS—+isin—=——+i—,
6 6 2 2 -

ébn .. 6T
w3 =cos— +isin—=—1,
6 6

st 1 A3 w3

8n
Wy =CO0S—+isin—=———j—,
6 6 2 2

o 1 3

W5 =COS——+isin—=——i—.
6 6 2 2 i Ws
. v v v . Q/_ v
Visos Sesios Saknies /1 reiks-
més pavaizduotos 10 paveiksle. 10 pav.
7 pavyzdys. Raskime visas skirtingy kompleksiniy skailiy poras,
kuriy kiekvienas skaiCius lygus kito skai¢iaus kvadratui.

Sprendimas. Sakykime, kad (zy, zp) — salygoje nurodyta komplek-
siniy skaiCiy pora, t. y. tenkinanti salygas: z; #z,, z; = z%, Zy = 212 .

Sprendziame §ia lygciy sistema
{Zl = Z%,
2
Zy =21 .
SkaiCiaus z, iSraiSka jras¢ i pirmaja lygti, gauname:
214 -7 =0:(213 -z1)-z1 =0.
IS Cia
2km
(z ) =31 =3/cos0+isin0 —cosT+zs1 = k=0,1,2 ir (z), =0.

Todél (z1), =1,

2t .. 2® 1 .43
(zl)lzcos—+zsm—=——+z—,
3 3 2 2
4n . 4n 1 A3
(zl)zzcos—ﬂsm—:———z—,
3 3 2 2

(21 )3 =0.

IS lygties z, = 212 gauname:
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Taigi lygciy sistemos sprendiniai tokie:

(1;1), (—%Hﬁ; —l—iﬁ} {—l—iﬁ' —%néj ir (0;0).

s

2 2 2 2 2
Salyga z; # z, tenkina tik pora [— % + i%; —%— l?}

Ats.:( 1+i\/§' ! lﬁJ

4. KOMPLEKSINIU SMICIU TAIKYMAI
1. Kompleksiniai skaiciai algebroje

7 pavyzdys. Remdamiesi kompleksiniy skai¢iy z; ir z, sandaugos
modulio (15) savybe, raskime bent vieng lygties
x2+y2 =21125
natiiralyji sprendinj.

Sprendimas. Kadangi 21125 = 53.13% ir

5=|2+i[ =|@+i)-(2+i) °

, 13=[3+2i|" = [(3+2i)-(3+2i)

2

tai
21125 =|(2+i)-2+D)[ | B+2)-B+2i)* =
—[@+i)-(2+0)-Q+i)-(B+2i)-(3+2i) =|79i—122[* = 1222 + 792,
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Taigi x=122, y="79.
Ats.: (1225 79).

2. Kompleksiniai skaiciai trigonometrijoje

8 pavyzdys. Funkcijas sin3x ir cos3x iSreikSkime funkcijomis
sinx ir cosx.

Sprendimas. Pagal (19) formule (cosx+i sinx)3 = cos3x+isin3x.
Kadangi

3

3 x+3cos% x-sinx-i—3cosx-sin® x-i—isin> x =

(cosx+isin x)3 = cos
_ 3 -2 . 2 : -3
=cos” x—3cosx-sin” x+i(3cos” x-sin x —sin” x),
tai
.. _ 3 .2 . 2 . -3
cos3x+isin3x = cos” x—3cosx-sin” x+i(3cos” x-sinx—sin” x).
IS ¢ia gauname formules:
c0s3x = cos> x —3cos x - sin> X,
sin3x =3cos” x-sinx —sin" x.
9 pavyzdys. Apskaiciuokime sumas:
S] =cosx+cos2x+...+cosnx
ir
S5 =sinx+sin2x +...+sin nx,

kai x#2kn, ke N, ne N.

Sprendimas. Abi §Sias sumas apskai¢iuokime kartu. Jei kompleksini
skai¢iy cosx-+isinx pazymésime z, tai taikydami Muavro ir baigtinés
geometrinés progresijos nariy sumos formulg gausime

S1+i85 = (cosx+isinx)+(cos2x+isin2x) +...+(cosnx +isinnx) =

5 Z_Zn+1
=z+z°4+.+2" =
-z
Tada: z—z"1 _cosx+isinx—[cos(n+1)x+isin(n+1)x]
R 1—cosx—isinx
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_cosx—cos(n+1)x+i[sinx—sin(n+1)x]
= > =
2sin ¥ —2isin > -cos

2 2 2

n+2

. n+2 . onx . nx
2sin X-sin— —i-2sin— -cos X

Cox( . ox . X
2sin—| sin——icos—
2( 2 2}

.onx( . n+2 . n+2
2sin—| sin X —icos
2 2

Zsm(sm—zcosJ
2
. nx 37: n+2
2sin— | cos +isin X
2 e T4 e esn( 47
2sin — cos( j+zsm( j
2

nx

s n+2 1) . (n+2 1
= -| COS —— [Xx+1SImn —— X |=
.X 2 2 2 2

sin—
2
sin "™
B [ n+l .. n+l }
= -| cos X +isin x|.
X 2
sin —
2
nx n+l1 nx n+l1
sin—-cos———Xx sin— -sin——x
Vadinasi, §; = —2 2 5= 2 2
X . X
sin — sin =
2 2

3. Kompleksiniai skaiciai geometrijoje

Remdamiesi kompleksiniais skaiCiais, iSnagrinékime keleta geo-
metriniy teiginiy.
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a) Vektoriy statmenumas, kolinearumas. Trijy tasky priklausymas
tiesei.
11 paveiksle pavaizduoti du vektoriai

Imz
> > . - L B(zy)
0OA ir OB, kuriy kompleksinés koordinatés
atitinkamai yra z4 ir zg. Simboliu Az,
- -
Z(04, OB) pazymékime kampa tarp vektoriy 0 RS
- -
OA ir OB . Akivaizdu, kad 11 pav.
> > z
¢0=/4(04,0B)=argzp —argz, = arg—L.
Z4

Kampas ¢ lygus nuliui arba = tik tada, kai ZB yra realusis skaicius.
Z4
- -
Taigi vektoriai OA4 ir OB yra kolinearis (taskai O, 4 ir B yra vienoje

Y . . Z . ey
tieséje) tik tada, kai —£ yra realusis skaiius.

Z4
. T . Zp : - L
Kai (p=5, (kai == yra menamasis skaicius), vektoriai O4 ir OB
Z4

yra statmeni.
Trys taSkai A(z4), B(zpg) ir C(z¢) yra vienoje ties¢je tik tada, kai

- -
vektoriai AC ir AB yra kolineards. y
Pavyzdziui, taskai A(2+5i), B(+3i) ir B
C(?) yra vienoje ties¢je, nes
Ze—zy _ 1-2-51  _ -2-4 _9eR
Zp—Zy4 1+3i—2-5i —-1-2i D
c

b) Keturiy tasky priklausymas apskritimui.
Sakykime, taSkai 4(z4), B(zp), C(z¢) ir
D(zp) priklauso apskritimui (12 pav.). Tada LACB=/ZA4DB, t.y.

12 pav.

z Zg—Zz Zg—Zz .
arg = arg , arba arg 4_°B .arg 4_°D yra realusis

Zp —ZC Zp —zcC Zp—ZC ZB 72D
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skaiCius. Teisingas ir atvirkscias teiginys.
Pavyzdziui, taskai
A(4—1i), B(=i), C(2-232)+i) it D(A+~3+i(2+4/3)
priklauso apskritimui, nes
ZA—ZC_2+\/§ ~ Z4—Zp \/_
Zp—zc 2 Zp—2zp

(+1)

(1+19),
ir
ZJ4—ZR .Z4—ZDp _ 2+'\/_
ZB_ZC.ZB_ZD 3— \/_

10 pavyzdys. 13 paveiksle pavaizduoti keturi taskai: 4, B, C ir D.
Be to, AC=CB=CD ir DC 1 AB. Raskime tasko D kompleksing

koordinatg, jeigu tasky 4 ir B kompleksinés koordinatés yra z 4 ir zg.
Sprendimas. Vektoriaus OC kompleksiné b

%
mas. ) .. B
. Z 4z ) - c
koordinaté¢ yra zo = 4 5 B vektorius CD Im z >/
A

%
yra gaunamas vektoriy CB pasukus g kampu. j_, Re z

ﬁ
Kadangi vektoriaus CB kompleksiné koordinaté 13 pav.
Zp—z ) . i o Zp—z
yra zg—zc = B~ 24 ' tai vektoriaus CD koordinaté yra i -BTA. Is

> o >

lygybés OD = OC+ CD randame zp, :

1 .Zp—Z
Zp :E(ZA +ZB)+Z%.

1 Zp—z
Ats.: zp =E(ZA +zp)+i-L 5 4
11 pavyzdys. Trikampio ABC iSoré¢je nubrézti kvadratai ABDE,
CBFG ir CKLA (14 pav.). Ju centrai atitinkamai yra M, N ir P.
Irodykime, kad NP=CM ir NP L CM.

Sprendimas. Sakykime, kad tasky 4, B ir C koordinatés yra z 4, zp

ir z¢ . Tada pagal 10 pavyzdi

57



V TEMA

Zc+ZA+l,ZC—ZA N:ZB+ZC+iZB_ZC

Zp = , Z
r 2 2 2 2
bei
Zytzp .Z4—ZpR K G
ZM— 1
2 2 . F
ir P N
Z4—z 22—z 4—2 9
2p—zy=lA"ZB | ZECTIAT IR A B
2 2
—2zr+z4+2z Z4 -z M
Zy —Zc = c 4 B+l 4 B.
2 2
Matome, kad z;; —z¢c =i(zp—zy). Taigi £ D
14 pav.

H
vektoriy NP pasukus g kampu gauname

_)
vektoriy CM . Vadinasi, CM = NP ir NP L. CM.

PASITRENIRUOKITE

Siy uzdaviniy sprendimy nereikia siysti patikrinti.

1. Kompleksini skaic¢iy _S*E uzrasSykite algebrine forma.
1+)(2-30)
Ats.: 2+ii.
13 13
2. Apskaitiuokite 1+i+i2 +...+i°%.
Ats.: 1+1.

_)
3. Raskite vektoriy, i kuri pereis vektorius a(3+4i), du kartus

pailgintas ir pasuktas 120° kampu.

Ats.: —3-4\3 +i(3\3 - 4).
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4. Isspreskite lygti | z|—z=1+2i.

Ats.: E —2i.
2

_)
5. Kokiu kampu reikia pasukti vektoriy a (3\/5 +i242 ), kad gautume

N
vektoriy b(—5+i)?

Ats.: 3_7t
4

6. Pavaizduokite plokstumos tasky, kuriy koordinatés tenkina

nelygybes | z|>1, |z+1|<2, —%Sargzg%, aibe.

7. Apskaiciuokite sumas:

a) Sy =cosx+cos3x+...+cos(2n—1)x,
Sy =sinx +sin3x+...+sin(2n —1)x;
b) S; =sinx —sin2x+sin3x—...+sin99x,

Sy =cosx—cos2x+cos3x—...+cos99x.

. .2
Ats.: a) §; = sm-?_nx , Sy =20 MY yai sinx #0;
2sinx 2sinx
b) S, = sin 50x-cos49,5x’ S, = c0s50x-cos49,5x ’
cos0,5x cos0,5x

kai c0s0,5x = 0.

3

8. ISspreskite lygti P+t 422+ z41=0.

3 143 1 3

Ats.: z —l-i-l— Zy=——+i—, z3=-1, z4 =———i—

R TS T S T e T
1 3
Zg=——I—.
2 2
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9.

10.

11.

12.

13.

ISspreskite lygti (z+ i)4 —(z—- i)4 =0.

. .. . . . +
Nurodymas. Lygti padalykite i§ (z —i)4 ir raskite visas — l
zZ—1

reikSmes.
Ats.: 0; 1; —1.

Jeigu w=—%+i%, tai taSkai A(zy), B(wzg) ir C(wzzo) yra

lygiakrascio trikampio virSings (Cia zy # 0). [rodykite.

Trikampio ABC virS§uniy koordinatés yra z4, zp ir zo. Raskite

salyga, kad trikampis 4BC bity: a) statusis lygiaSonis su ZC =90°;
b) lygiakrastis.

Ats.; a)zp—z4=i(z¢ —zp); b)ze -2y =[%+i§}(zc—23).

Trikampio ABC krastinés AC ir BC pasuktos atitinkamai +§ ir

—% kampais apie taskus A ir B ir uzima AM ir BN padéti. [rodykite,
kad PA=PB ir PA L PB, jei taskas P yra atkarpos MN vidurys.

Vienoje atkarpos AB, kurios ilgis a+b, puséje nubrézti kvadratai
ACDE ir CBFG, kuriy krastinés AC =a ir CB=b. Siy kvadraty
centrai O; ir O, atkarpomis sujungti su atkarpos 4B vidurio tasku
P. Apskaiciuokite kampo O, PO, diduma.

Nurodymas. Koordinaciy sistema pasirinkite taip, kad atkarpa
AB biity realiojoje aSyje, o atkarpa CG — menamojoje aSyje.
Apskaiciuokite tasky O;, O, ir P koordinates, kai zg=>0 ir

Zyg=-—q.

Ats.: ZO,PO, :g.

60



KOMPLEKSINIAI SKAICIAI IR JU TAIKYMAS

14.

15.

2. Raskite Re w, Im w, arg w, kai w =(

Trys lygiakras€iai trikampiai OAA', OBB', OCC', turintys tik
viena bendra taska O, yra iSdéstyti prie§ laikrodzio rodykle.
Irodykite, kad atkarpy 4'B, B'C ir C'A vidurio taskai M, N ir P
yra lygiakrascio trikampio vir§tnés.

Nurodymas. Sakykime, kad taskuy 4, B ir C koordinatés yra
z4, zp ir z¢ . Raskite taSky M, N ir P koordinates ir jrodykite, kad

- -
vektorius PN yra gaunamas i§ vektoriaus PM, pasukto ji kampu

T

3
a) Irodykite, kad kompleksiniai skaitiai z =(5—i)*(1+i) ir

z5 =956 —4i yra lygis;

b) Sakykime, kad tga = %, tgp = ﬁ, o,PBe [O; g] Remdamiesi

irodyta lygybe z; = z,, apskaiCiuokite 4o —f reikSme.
Nurodymas. Raskite skaiCiy z; ir z, argumentus.
T
Ats.: 4o —B=—.
g 4

Pastaba. Remdamasis $ia lygybe, Dz. Masenas (John Machin,
1680—-1751, angly matematikas) 1706 metais apskaiciavo skaiCiaus
7 100 tiksliy skaitmeny po kablelio.

PENKTOJI UZDUOTIS

. Su kuriomis x ir y reikSmémis kompleksiniai skaiciai

6 .
7 =(x+y)2 ———Xx ir zp =—y—1+5i(x+y) yralygts?
1

20
1+i¢§J

—1+i
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V TEMA

10.

%
Kokiu kampu reikia pasukti vektoriu a(4-3i), kad gautume

ﬁ
vektoriy b (—L +lij?

V2 W2
Pavaizduokite plokStumos taskuy, kuriy kompleksinés koordinatés
tenkina nelygybes: |z-1+i|<4, —% <argz < g, Im z>-2, aibe.
Su kuriomis n reik§mémis teisinga lygybé (1+7)" = (1-i)"?

Raskite skirtingy kompleksiniy skaiciy poras, kuriy kiekvienas
skaicius lygus kito skai¢iaus kubui.

. Raskite bent viena lygties X2+ y2 =32 045 natiiralyji sprendini.

Funkcijas sin4x ir cos4x iSreikskite funkcijomis sinx ir cosx.

999 666

Apskaiciuokite reiSkinio o’ +4a”" + 50,50 +1998 reikSme, jei
a yra lygties 22 +z+41=0 sprendinys.
Trikampio ABC iSoréje nubrézti kvadratai ACFG ir AEDB.

Irodykite, kad trikampio pusiaukrastiné AM yra statmena EG ir
AM =1EG.
2
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VI. KAI KURIOS PLANIMETRIJOS TEOREMOS IR
JU TAIKYMAI

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Matematikos pamokose suzinojote, kad trikampio pusiaukrastinés
susikerta viename taske; tokia pacia savybe pasizymi ir trikampio
pusiaukampinés bei aukstinés. Minétos savybes yra bendresniy teoremuy,
su kuriomis susipazinsite atlikdami §ia uzduoti, atskiri atvejai.

Sakykime, kad pasirinkta atkarpa AB ir teigiamas skaiCius k.
Irodykite, kad atkarpoje AB egzistuoja vienintelis taSkas C, kad
AC:CB=k. Kadangi i§ salygos AC:CB=k isplaukia vektoriné

- - - > > - -
lygybé AC=kCB, tai AC=k(AB—-AC), atba (1+k)AC=kAB ir
- kK
AC = WAB. Taigi tasko C egzistavimas jrodytas. Tarkime, kad
+
atkarpoje 4B yra kitas taSkas D — toks, kad AD:DB=k. Tuomet
- -
AD =k DB ir
- > o - - > >
CD = AD—- AC = kDB-kCB =k(DB-CB) =
> o - > o
=—k(BD-BC)=—-kCD, t.y. 1+k)CD=0.
> o
Kadangi £>0,tai 1+ k=0 ir CD= 0 ,t.y. taSkai C ir D sutampa.

Cevos teorema (Giovanni Ceva, 1648—1734, italy matematikas ir
inzinierius). Trikampio ABC krastinése AB, BC ir CA atitinkamai
pazyméti taSkai C), 4;, Bj. Atkarpos A4, BB;, CC; susikerta viena-

me taske tada ir tik tada, kai A—Cl . % . % =1.
C\B 4C B4

[rodymas. Bitinumas. Sakykime, kad tiesés A4, BB) ir CC;
susikerta taSke M; h; ir h, — atstumai nuo taSky A4 ir B iki tiesés CM

1 1 .
(I pav.). Tuomet  Sxymc =§CM-h1, SaBMC =ECM-h2 Ir
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VI TEMA

SAA_MCZE. IS trikampiy AH,C) ir BH,C| panaSumo turime lygybeg
Sasmc

ﬂ:A—Cl. Taigi SAA—MC:ﬂ AnalogiSkai isitikiname, kad
hy B Sasmc  C1B

Sauc _ B SaBA = BAI. IS gautyjy lygybiy iSplaukia, kad

Sasma  BAT Spamc  A4C

1 pav. 2 pav.

Pakankamumas.  Sakykime, kad yra teisinga lygybé

-——-——=1, atkarpos A4, ir BB, susikerta taske M, bet
CiB 4C B4

ties¢ CC) neina per taSka M (2 pav.). Jei ties¢ CM kerta trikampio
krasting 4B taske C,, tai (kaip jrodéme) yra teisinga lygybé
AC, B4 CB =1. I§ Siy lygybiu gauname, kad A—szA—C1
C,B 4C B4 C,B (B
Kadangi atkarpoje AB yra tik vienas taskas, dalijantis ja duotuoju
santykiu, tai i§ Cia iSplaukia, kad taskai C; ir C, sutampa, t.y. atkarpa

CC; eina per taska M.

Atkreipkime démesi { tai, kad Cevos teorema yra teisinga ir tada, kai
vienas i§ taSky 4;, B; ir C; yra trikampio kraStinéje, o kiti du —
krastiniy tgsiniuose. I[rodymas §iuo atveju analogiskas.

Taikant jrodytaja teorema uzdaviniams sprgsti, svarbu teisingai
uzrasyti atkarpy santykius. Galima naudoti paprasta taisykle: pradéti nuo
bet kurios trikampio vir§unés (pvz., A), eiti iki trikampio kraStinéje
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KAI KURIOS PLANIMETRIJOS TEOREMOS IR JU TAIKYMAI

esancio tasko Cj, po to ta pacia kryptimi eiti iki kitos vir§iinés B, vél iki
krastinéje esancio taSko A4 irt. t., iki grizimo { vir$ing 4.

1 pavyzdys. [rodysime, kad visos trys trikampio pusiaukrastinés
susikerta viename taSke. Toks pat teiginys galioja trikampio pusiau-
kampinéms ir aukstinéms.

Jei A4, BB, ir CC; yra trikampio ABC pusiaukraStinés, tai
AC, _ B4 _CBy _
B 4C BlA
Tada pagal Cevos teorema trikampio pusiaukrastinés susikerta viename
taske; Sis taskas vadinamas trikampio sunkio centru.

Jei A4;, BBy, CCy yra trikampio ABC pusiaukampinés, tai, kaip

ACI = CIB, BAI = AIC ir CBI = BlA, todél

AC;  AC BAl BA CBl CB Cl B4, CBI
zinome, —— = —— , todél —_—
B CB’ A1C AC BIA BA’ B 4C BIA

_AC BA CB

= . =2 =1, Taigi (pagal Cevos teorema) trikampio pusiaukam-
=B AC BA gi (pag a) pio p

pinés susikerta viename taske; Sis taskas yra i trikampi ibrézto apskritimo
centras.
Jei A4, BBy, CCj yra trikampio ABC aukstines (3 pav.), tai

AC, = CCyetg /A, C1B = CCrotg /B ir 2L _ 824
C\B ctgsB
Analogiskai
%: ctg /B B
A4C  ctgsC’ A,
CB; _ctg LC' C,
B4 ctgZA
Taigi 4 B, C
AC, B4 CB 1 3 pav.
C\B A4C BA

Pagal Cevos teorema trikampio aukstinés susikerta viename taske;
Sis taskas vadinamas trikampio ortocentru.

2 pavyzdys. Sakykime, kad taskai 4;, B, C; yra trikampio
krastinese BC, CA ir AB; jie dalija trikampio perimetra pusiau, t.Yy.
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AB+BA = A/C+CA, BC+CBj = BjA+AB, CA+AC =CB+BC.
Irodysime, kad tiesés A4, BB;, CC; susikerta viename taske.

[rodymas. Pazymékime B4;=x, CBj=y, AC, =z (4pav.).
Tuomet 4/ C=a-x, BjA=b—-y, C;B=c—z. Jei p — trikampio 4BC
pusperimetris, tai AB+BA;=p, t.y. x=BA =p—c. Analogiskai
y=p—a, z=p-b. Todél

1
AC,  z  p-b §(a+c—b)

B _a+c-b
CB c-z c—(p-b) l(c+b—a) c+b—a’
2

B4 x _a+b-c

= = , B
AC a-x a+c-b
X
CB b+c—a
BiA b-y a+b-c z
. AC, BA, CB . 4 C
Kadangi G B4 C L_1, tai tiesés By
C\B A4,C B4 4
pav.

A4y, BB, ir CCj susikerta viename taSke.

3 pavyzdys. [rodysime, kad ibrézto i apskritima S$eSiakampio
ABCDEF ijstrizainés AD, BE ir CF susikerta viename taske tada ir tik
tada, kai AB-CD-EF = BC-DE - FA.

[rodymas. Sakykime, kad tiesés EB ir AC susikerta taske Ej, tiesés

AD ir EC — taS8ke A, o tiesés CF ir AE

B
susikerta taSke C; (5 pav.). Pagal sinusy A
teorema
ABsin £ ABE F £, C
== 5 &)
sin £ AE\B \ P
i E
g, BCsin L EBC. &
sin ZCEB D
Kadangi /AEB+Z/CEB=180°, tai 5 pav.
. . . AEy ABsin £ ABE oy
sinZAE;B=sin ZCE|B ir L _ 478 . Analogiskai

E,C  BCsin Z EBC
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C4, CDsin /CDA
AE  EDsin ZEDA’
EC, _EFsin ZEFC
CiA  FAsin LAFC’
Kadangi £ ABE = Z/ EDA, £EBC = /EFC, £CDA=/AFC, tai
AE, C4 EC, AB-CD-EF
EC AE CA BC-ED-FA'

Taikydami Cevos teorema trikampiui ACE, gauname, kad tiesés A4,

CCy ir EE; (o jose ir yra jstrizainés AD, CF ir BE) susikerta viename
AB-CD-EF _
BC-ED-FA
AB-CD-EF =BC-ED-FA.

Menelajo teorema (Menelajas Aleksandrietis — I a. graiky moksli-
ninkas). Sakykime, kad tiesése BC, AC ir AB, kuriose yra trikampio ABC
kraStinés, pazyméti taskai 4;, B; ir Cj; be to, arba visi jie yra trikampio
krastiniy tegsiniuose, arba du i§ ju yra trikampio krastinése, o treciasis —
kraStinés tgsinyje. TaSkai 4, B;, C; yra vienoje ties¢je tada ir tik tada,

taske tada ir tada, kai 1. I$ ¢ia ir gauname salyga

kai ——L. 27 =21

[rodymas. Bitinumas. Sakykime, kad tiesé / kerta trikampio ABC
krastines AB ir BC taskuose Cj ir 4;, o kraStinés AC tgsinj — taSke B

(6 pav.). I8 trikampio virStiniy nubrézkime statmenis 44,, BB, ir CC,

. AC, AA
i tiese [. Kadangi trikampiai A4,C; ir BB,C; panasis, tai i Wi
Ltese g p 24 201 P C\B BB,
Analogiskai 1§ trikampiy BA4;B, ir C4;C, panaSumo turime lygybeg
B4, BB, o . . .
——=—>=_ o 1§ trikampiy ABjA, ir CB;,C anaSumo lygyb
4C G, p1y 142 1©2 P ygyob&
B = & I§ ¢ia gauname, kad
B4  AA
AC, B4, CB; _
CB 4C B4
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Pakankamumas. Sakykime, kad yra teisinga lygybé

GB 4C B4
bet taskai 4;, By, C; néra vienoje ties¢je (7 pav.). Tegu ties¢ 4B

9

kerta trikampio krasting 4B taske C, . Kadangi 4;, B; ir C, yra vienos
AC, B4; CB 1

tiesés taskai, tai (kaip jau jrodéme) galioja lygybé =1.
(kaip jau { ) galioja lygy o8 4,C BA

AC;  AC .. . .
Tuomet —L = Z=2 - tajgj taskai C; ir C, sutampa.

GB G
Menelajo teoremos {rodymas nesikeicia, kai visi taskai 4;, B;, C;
yra trikampio krastiniy tgsiniuose. Norédami teisingai surasyti atkarpy
santykius, galime taikyti ta pacia taisykle kaip ir Cevos teoremos atveju.

6 pav. 7 pav.

4 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastinése AD ir CD yra taskai
M ir N; be to, AM :MD = p, DN:NC =gq, o tiesés BM ir AN susikerta

taske S. Raskime santyki AS:SN (8 pav.).

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés BM ir CD susikerta taske E.
Trikampiui AND ir trims tiesés taskams E, S, M taikydami Menelajo
teorema (atkreipiame démesi, kad taskai S ir M yra trikampio krastinése,

o taskas £ — krastinés tesinyje), gauname lygybe 2

I§ trikampiy ABM ir DEM panaSumo iSplaukia, A4
kad
ED_MD

1
AB_AM_p’ 8 pav.
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ED:lAB:lCD.
p p
Kadangi DN =—9—DC, tai EN =ED+DN = | —4—+L|cD. Taigi
l+g¢g 1+q p
q 1
E_l+q p _l+g+pq
ED 1 l+q
p
Kadangi DM :l’ tai ﬁwlzl,tode] ﬂ:M
D SN I+gqg p SN 1+qg+ pg

5 pavyzdys. Plokstumoje yra trys skirtingu spinduliy apskritimai, i§
kuriy nei vienas néra kito viduje, o centrai O;, O,, O3 néra vienoje
tieséje. Apskritimy, kuriy centrai O; ir O,, iSorinés liestinés susikerta
taSke A4, apskritimy su centrais O; ir O3 — taSke B, o apskritimy su
centrais O, ir Oy — taSke C (9 pav.). [rodysime, kad taSkai 4, B ir C yra
vienoje tieséje.

[rodymas.  Sakyki- C
me, kad r, r, r3 —ati-
tinkamy apskritimy spin-
duliai. Nubrézkime stat-
menis OM ir O)N |
bendra apskritimy su cent-
rais O; ir O, iSoring lies-
ting (9 pav.). I§ trikampiy
OAM ir OyAN pana-
Sumo gauname lygybe

04 _n
[OYars
OC _n OB 15 9 pav.
0;C 5 OB n

Nagrinéjame trikampi O;0,05 ir jo kraStiniy tgsiniuose esancius

Analogiskai
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0,4 0,C O3B
40, CO; BO,
teorema taskai A, B ir C yra vienoje tieséje.

6 pavyzdys. Apie trikampi ABC apibréztame apskritime pasirin-
kime taska M ir i§ jo nuleiskime statmenis MA4;, MB;, MC; itieses BC,
AC, AB. [rodysime, kad taskai 4;, By, C; yra vienoje ties¢je.

Sprendimas. Sakykime, kad taskas M yra lanke BC (10 pav.).
Tuomet i$ staciyjy trikampiy AB/M ir CB;M gauname, kad

ABy  AM cos LMAC
BIC CM cos/MCA’
Analogiskai gauname lygybes
C4y CMcosZMCB BC; BM cos ZMBC;
4B  BMcosZMBC' CiA AM cos/MAB’
Kadangi £LMAC = ZMBC,

ZMCA=180° — LMBA= ZMBC(,,
£LMCB = ZMAB,

taskus A4, B, C. Kadangi

1, tai pagal Menelajo

tai — ——- =1. Pagal Menelajo teorema

taskai 4, By, C| yra vienoje tieséje. Si tiesé yra
vadinama Simsono tiese (Robert Simson, 1687— 10 pav.
1768, angly matematikas).

7 pavyzdys. Trikampiai ABC ir A'B'C" yra tokie, kad ju atitinka-
mos krastinés nelygiagrecios, o tiesés 44, BB' ir CC’ eina per vieng
taska. [rodysime, kad ju atitinkamuy krastiniy susikirtimo taskai yra
vienoje tieséje.

[rodymas. Sakykime, kad tiesés A4, BB' ir CC' susikerta taske O,
tiesés AB ir A'B’ susikerta taske P, tiesés AC ir A'C" — taSke Q, o tiesés
BC ir B'C' — taske R (11 pav.). Trikampiui OBC ir jo kraStiniy te-
siniuose esantiems tiesés taSkams B’, C' ir R taikome Menelajo teorema

OC' CR BB

ir gauname lygybe ——-——-——=1. Analogiskai trikampiui OAB ir
g ygybe CC RB BO g p

70



KAI KURIOS PLANIMETRIJOS TEOREMOS IR JU TAIKYMAI

y P OA'" AP BB’ . .
taSkams A', B’, P gauname lygybe 44 PE B0 1, o trikampiui
OAC ir taskams A', C', O — lygybe
O—AI-Q-C—C,:L IS antros lygybés gau-
A'4 QC C"O
ta lygbe A_,AE&

0A" AP BB’
su pirmaja ir trecigja. Suprasting gauname

lygybe QEQ:I Pagal Menelajo

=1 sudauginame

teorema (taikant ja trikampiui ABC ir jo
krastiniy tesiniuose esantiems taSkams P,
0O, R) iSplaukia, kad taskai P, O, R yra
vienoje tieséje.

[rodytasis teiginys yra Dezargo teorema; ji taip vadinama pranciizy
matematiko Zeraro Dezargo (Gerard Desargues, 1593-1662), vieno i3
projektyvinés geometrijos kuiréju, garbei.

Van Obelio (Henriais Hubertus van
Aubel, 1830-1906, olandy matemati- B
kas) teorema. Trikampio ABC krastinése A
AB, AC ir BC yra taskai C;, By, 4, ©

atkarpos A4;, BB; ir CC; kertasi taske M.

A C
AB; A
Tuomet AM. _ 4B, + G (12 pav.). By
MA] BIC CIB 12 pav.
Irodymas. Pagal Cevos teorema ﬂ%B—Cl:l IS dia
BC 4B CGA
C4y  AC,  AB

4B CB BC’
Trikampiui A44,C ir trims tiesés taSkams B, M, B pritaikg

Menelajo teorema gauname lygybe ——-——-——=1. Kadangi
1 ag ygy QMAl BC B4 g
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AB,  AG
BC AlB + AIC AIC BIC CIB
= = 1 —+ = ,
AIB AIB AIB ABl
B,C

tai
AM _ BC AB; _ 4B ACl
M4 4B CB, BC B
Taikant van Obelio teorema galima jrodyti trikampio
pusiaukrastiniy savybg: jei 4y, B, C; yra trikampio ABC kraStiniy

vidurio taSkai, M — pusiaukrastiniy susikirtimo taskas, tai
AM BM M
M4, MBl MCI

=2. Kadangi AC =CB, AB =BC, tai

AC,  AB )
——=——=1. Tada pagal van Obelio teorema gauname lygyb
CB BC pag a g ygyoe
AM _ 4B ACI =2. Analogiskai jrodoma, M
M4, BlC C\B

BM CM
kad —=2 ir =2. R

MB, MC, B C

8 pavyzdys. Trapecijos ABCD  Soninés p Q
krastinés AB ir CD susikerta taSke M, istrizainés A D
susikerta taske N, o ties¢ MN pagrindus 4D ir Q

BC kerta atitinkamai taskuose Q ir R (13 pav.). 13 pav.

Raskime trapecijos pagrindy santyki, jei taskas N yra atkarpos MQ
vidurio taskas.

Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos pagrindy ilgiai AD =m,
BC=n. 1§ trikampiy BMC ir AMD panaSumo iSplaukia, kad

AM _AD _m $ Sia MB+AB m AB m-n oy
=—0=—_1I8 ——=—; tod¢l —= . Analogiskai
MB  BC n MB n MB n
gauname, kad C—IZ S . Pagal van Obelio teorema
n

MN MB MC n N n 2n

= + = .
NQO BA CD m-n m—-n m-—n
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Kadangi N yra atkarpos MQ vidurio taskas, tai MN =1; todél 2n =1.
NQ m—n
I3 ¢ia =3,
n
Pastebékime, kad pagal Cevos teorema 40 DC MB =1.]3ia
OD CM BA

lyaybe irase CD _m-n , MB _n

CM n BA m-n
taskas O yra pagrindo AD vidurio taSkas. IS trikampiy panasumo lengvai
gauname, kad taSkas R yra pagrindo BC vidurio taskas. Taigi trapecijos
pagrindy vidurio taskai, jos istrizainiy susikirtimo taSkas ir Soniniy
krastiniy susikirtimo taSkas yra vienoje tieséje.

, gauname Q:I. Taigi
oD

SESTOJI UZDUOTIS

1. Trikampio ABC krastinése AB ir AC yra taskai M ir N; be to,
AM :MB=2:1, AN:NC=4:5. Per tiesiy CM ir BN susikirtimo
taska P ir virSiing 4 nubrézta tiesé, kertanti kraSting BC taske R.
Raskite santyki BR: RC.

2. [bréztas i trikampi ABC apskritimas lieCia krastines 4B, BC ir CA
atitinkamai taskuose Cj, 4, B.Irodykite, kad tiesés 44;, BB ir
CC susikerta viename taske (Zergono taskas; Jozefas Zergonas
(Joseph Diaz Gergonne, 1771-1859, pranciizy matematikas).

3. Apskritimas kerta trikampio ABC kraSting BC taSkuose 4 ir A4,
krasting AC — taSkuose B; ir B,, o kraSting BA — taSkuose Cj ir
C,. Jei tieses A4;, BB; ir CC; susikerta viename taske, tai ir
tiesés A4y, BB, ir CC, susikerta viename taSke. [rodykite.

4. Trikampio ABC pusiaukrastinégje AD yra toks taskas K, kad
AK : KD =3:1. Kokiu santykiu ties¢ BK dalija trikampio plota?
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10.

Trikampio ABC krastinéje AB yra toks taSkas D, kad
AD:DB=3:2, o krastingje BC yra tokie taskai F ir F, kad,
BE:EC=1:3 ir BF:FC=4:1. Kokiu santykiu ties¢ AF dalija
atkarpa DF?

Trikampio ABC pusiaukampiné 4D dalija krasting BC santykiu
BD:DC=2:1. Kokiu santykiu pusiaukrastine CE dalija
pusiaukamping 4D?

Tiesé / kerta trikampio ABC krastines AB ir BC taskuose D ir E, o
krastinés AC tesini — taske F. [rodykite, kad atkarpy AE, BF ir CD
vidurio taskai yra vienoje tieséje (ta ties¢ vadinama Gauso tiese;
Karlas Fridrichas Gausas (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855,
vokie¢iy matematikas).

Keturkampio ABCD krastiniy BC ir AD tgsiniai susikerta taske P,
krastiniy AB ir CD tesiniai susikerta taske R, o istrizainés AC ir BD
— taske Q. Tiesiy BC ir QR susikirtimo taSkas, tiesiy CA ir PR
susikirtimo taSkas, tiesiy 4B ir PQ susikirtimo taskas yra vienoje
ties¢je. Irodykite.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai yra BC=a, AC=b, AB=c.
Kokiu santykiu pusiaukampiniy susikirtimo taskas M dalija pusiau-

kamping AD?

Trikampio ABC aukstiniy susikirtimo taskas M auksting AH dalija
pusiau. [rodykite, kad cos £A4=cos £B-cos ZLC.

QD
AL

Pz
(7 ,(//L. )\
A%}

S
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Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Sioje temoje kalbama apie viena tikimybiy teorijos formulg, jrodyta
Sveicary matematiko Bernulio (Jacob Bernoulli, 1654—1705), naudinga
skaiciuojant tikimybes, susijusias su daugkartiniais bandymais. Nesunku
apskaicCiuoti tikimybe, kad moneta atsivers herbu, ja metus viena karta (81
tikimybé lygi 0,5). Tafiau daug sudétingiau rasti tikimybe¢ atsiversti
monetai herbu 7 kartus, kai ji mesta, pavyzdziui, 20 karty. Naudodamiesi
Bernulio formule, galésime tai padaryti. Taip pat iSmoksime rasti ir
sudétingesniy ivykiy tikimybes.

Priminsime pagrindines tikimybiuy teorijos savokas ir kai kurias
tikimybiy skaic¢iavimo formules, reikalingas tolesniam temos plétojimui.

Bandymas. [vykis. Bandymu, arba eksperimentu, vadinama salygu,
sudaranciy galimybe {vykti stebimajam jvykiui, visuma. Stebimasis
ivykis gali ir nejvykti — apie tokius jvykius sakoma, kad jie yra
atsitiktiniai. Zinoma, kad ne visi jvykiai — atsitiktiniai. Pavyzdziui,
ivykis, kad po nakties iSaus diena, bitinai ivyks (bitinasis jvykis), o
ivykis, kad rytoj saulé pakils i§ vakary, tikrai nejvyks (negalimasis
ivykis). Tikimybiu teorija tiria atsitiktiniy jvykiy désningumus.
Remiantis Sia teorija negalima nustatyti, ar jvyks mus dominantis ivykis
konkreciu atveju, taCiau galima jvertinti Sio jvykio jvykimo galimybeg,
t. y. apskaiciuoti jo tikimybe.

Kad galétume tirti atsitiktinius jvykius, reikia sukurti tam tikra
matematinj modelj. Pirmiausia jvykius reikia uzraSyti matematine kalba,
0 po to jvesti ir tam tikrag mata, kuriuo bty galima matuoti ivykio
ivykimo galimybe.

Atliekant bandyma neaisku, ar jvyks laukiamas atsitiktinis jvykis,
tatiau daznai galima nustatyti bandymo baigciy aibe. Klasikinis
pavyzdys — loimo kauliuko metimas. Cia galimos $eSios baigtys: e;,
i=12,..,6 (gali atsiversti bet kuri i§ Sesiy lo§imo kauliuko sieneliy).
Taigi su Siuo bandymu susiejame baig¢iy aibg Q = {ej;e;; e3;e4; es; €4}
Atkreipkime démesi, kad Sios baigtys yra vienodai galimos. Su Siuo
bandymu susijusius jvykius galima apibiidinti aibés € poaibiais.
Pavyzdziui, ivyki A, kad loSimo kauliukas atsivers lyginiu akuciy
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skai¢iumi, galima uzraSyti poaibiu A = {ey; e4; es}, ivykis, kad atsiverte
nelyginis akuciy skaiCius yra poaibis B ={ej;e3;es}, o ivykis C, kad
atsivers SeSios akutés yra sudarytas tik i§ vienos baigties, todél C = {eg}.

Baigtys, priklausancios aibéms A4, B, C vadinamos atitinkamai {vy-
kiams A, B, C palankiomis baigtimis. [vykiai, kuriems palanki tik viena
baigtis, vadinami elementariaisiais jvykiais. Pavyzdziui, C yra elemen-
tarusis ivykis. Elementarieji ivykiai paprastai zymimi E;, i=1,2,...,n;
¢ia n baigciy skaicius aibéje Q.

Ivykis Q yra bitinasis, o tuS¢ios aibés simboliu & Zymimas
negalimasis ivyKis.

Ivykiy sajunga, sankirta ir skirtumas. Kadangi ivykiai tapatinami
su baigéiy aibémis, tai su jais, kaip ir su bet kokiomis aibémis, galima
atlikti veiksmus. Priminsime tik sajungos, sankirtos ir skirtumo savokas.

Dvieju ivykiu, 4 ir B, sqjunga (zymima AU B) yra jvykis, kuri
sudaro baigtys, palankios bent vienam i§ jvykiu 4 ir B.

Dvieju ivykiu, 4 ir B, sankirta (Zzymima AN B) yra ivykis, kuri
sudaro baigtys, palankios abiem jvykiams.

Ivykiy 4 ir B skirtumas (zymima A4\B) yra ivykis, kuri sudaro
baigtys, palankios ivykiui 4, bet nepalankios ivykiui B.

Du ivykiai, 4 ir B, vadinami nesutaikomaisiais, jei AN B = (abu
ivykiai negali {vykti kartu).

Ivykis 4 = Q- A vadinamas priesinguoju ivykiui 4.

Ivykio tikimybé. [vykio tikimybe apibréSime paprascéiausiu — kla-
sikiniu — atveju, kai bandymo baigtys yra vienodai galimos, — to mums
visiSkai uzteks tolesniam déstymui. Apskritai tikimybiy teorijoje tiki-
mybé apibréziama nereikalaujant bandymo baigéiy vienodo galimumo.

Klasikinis tikimybés apibrézimas. Tarkime, bandymo baigéiy aibé
Q) yra sudaryta i§ » vienodai galimy baigciu ¢;, i=1,2,...,n [vykio
A={e;ey;...e,} (sudaryto i§ m Siam {jvykiui palankiy baigciy)

tikimybe vadinamas skaiCius P(A4) = n
n

Skaiciuojant tikimybe pagal klasikini apibrézima ypac¢ svarbu
isitikinti baig€iy vienodu galimumu.

Taikant klasikinj apibrézima gaunama tokia nesutaikomy jvykiy 4 ir
B sajungos tikimybés formulé:
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P(AvU B)=P(A)+ P(B). (D

Ivykiy nepriklausomumas ir priklausomumas. Sios tikimybinés
savokos visiSkai atitinka gyvenimiska nepriklausomumo ir priklauso-
mumo samprata. Jei vieno jvykio ivykimas nedaro itakos kito jvykimui,
o tiksliau — vieno i§ ju tikimybé nepriklauso nuo to, ar jvyko, ar ne kitas
vykis, tai jie vadinami nepriklausomais. Jeigu taip néra, tai jie yra
priklausomi. Taciau kaip nustatyti, ar du konkretiis jvykiai yra
priklausomi, ar nepriklausomi? Cia turime prisiminti salyginés tikimybés
savoka.

Ivykio 4 sqlyginé tikimybé su salyga, kad ivykis B ivykes (ji
zymima P(A| B)), yra skai¢ius

P4 By =LEUCB) i Py 20, )
P(B)

Pastargja formule salyginé tikimybé isreiksta ,,besalyginémis®
tikimybémis. Tai visai natiiralu, nes $iuo atveju skaifiuojant jvykio A
tikimybe, baig€iy aib¢ sudaro tik jvykiui B palankios baigtys, o ivykiui 4
i8 ju palankios tik tos, kurios priklauso $iy jvykiy sankirtai.

Jeigu P(A|B)=P(A), tai ivykiai 4 ir B yra nepriklausomi. Tuomet
18 (2) formulés iSplaukia, kad

P(ANnB)=P(A)- P(B). 3)

Ivykiai 4 ir B, kuriems galioja §i lygybé, vadinami nepriklausomais
ivkiais.

Galima jrodyti toki teigini: jei viena i$ jvykiy pory 4 ir B, A4 ir B,
A ir B, A ir B vyra nepriklausomi, tai ir kity pory ivykiai yra
nepriklausomi.

Nepriklausomy bandymy Kkartojimas. Metus simetrini lo§imo
kauliuka viena karta, tikimybé, kad jis atsivers SeSiomis akutémis, lygi

1 . : 5
g , 0 kad neatsivers $eSios akutés — g
galima rasti tikimybes p,(0) (ivykio, kad SeSios akutés neatsivers né

karto), p,(1) (ivykio, kad SeSios akutés atsivers viena karta) ir p,(2)

(ivykio, kad Sesios akutés atsivers du kartus). Tuomet tekty suskaiciuoti,
kiek i§ 36 vienodai galimy baigciu yra palankiy minétiems ivykiams.
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y 25 1510 1
Sios tikimybés yra: 0)=—, =2-—==— =—.
ybes yra: p,(0) 36 pr() = 5 36 p2(2) 36

Losimo kauliuko metimo du bandymus visai pagristai galima
vadinti nepriklausomais bandymais, nes kad ir koks biity pirmojo
metimo rezultatas, nuo jo nepriklauso antrojo metimo rezultaty tiki-
mybés. Apskritai, bandymai vadinami nepriklausomais, jeigu kiekvieno
18 ju rezultato tikimybé nepriklauso nuo kity bandymy rezultaty.

Minétasias lo§imo kauliuko dviejy metimy tikimybes p,(0), p,o(1)
ir py(2) apskai¢iuokime kitaip — remdamiesi bandymu nepriklau-
somumu. Tegu 4 — jvykis, kad viename bandyme atsivers S$esios akutés.

. 1 _
Jo tikimybé p=P(A)=g, o priesingojo {vykio tikimybé yra

g=PA)=1-p=1 —% = % Pazymékime dviejy metimy bandymo gali-

mus jvykius: A4 — jvykis 4 jvyksta abiejuose bandymuose, 44 — pir-
mame jvyksta, antrame — ne, A4 — pirmame nejvyksta, antrame —

vyksta, A4 — abiejuose nejvyksta. Kadangi bandymai yra nepriklau-
somi, tai skai¢iuodami tikimybes, gausime:

P(AA)_ll 1 p(AA)_l ézi,
6 6 36 6 6 36
p(AA)_i l:i, p(ZZ)_E 222
6 6 36 6 6 36
Tada
—-— 25
0) = P(44) =2,
P2(0) = P(A4) ==
15 10
1IZI0E P(AAUAA) P(AA)+P(AA) 2gg=£

1
P2(2) = P(A4) 36"
Sis tikimybiy skai¢iavimo biidas, nors ir atrodo sudétingas, yra
Zymiai universalesnis, nes gali biti naudojamas ir bet kurio skaiciaus »
(n € N) nepriklausomy bandymy atveju.
Nagrinékime bandyma, sudaryta i$ triju nepriklausomy bandymu
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(n=3), kuriy kiekviename ivykio A tikimybé lygi p (P(4)=p), o
priesingojo jvykio — ¢ = P(4)=1- p.

Tuomet apskaiciave tikimybes, kad ivykis 4 ivyks 0, 1, 2 ir 3
kartus, gausime: p3(0)= q3, p3(H)=3-p- qz, p3(2)=3- p2 -q,
p3(3)=p°. Atkreipkime démesi, kad visy 8iy tikimybiy suma lygi 1:

3 2 2 3 3
30+ p3s(D+ p3(2)+ p3(3)=¢q” +3p~q+3pg~ + p~ =(q+p)” =1,
nes p+q=1.

Prisiminkime formulg deriniy skai¢iui C,' i§ n elementy po m
elementy rasti:

Cm_n(n—l)-...-(n—m+l)_ n!
" m-(m—1)-...-1 m!(n—m)!

(4)

(0!=1).
Nesunku matyti, kad tikimybiy p,(k),k=0,1,2, ir p3(k),
k=0,1,2,3 israiSkose esancius koeficientus galima uzrasyti taip:

pa(k)=CEp*g"*, k=0,1,2, ir p3(k)=CEp*q"*, k=0,1,2,3.

Bernulio formulé. Atlickant # nepriklausomy bandymy, kuriy kiek-
viename P(A)=p ir P(A)=1-p=gq, tikimybé¢ p,(k), kad ivykis 4
ivyks k karty, lygi

pa()=Ckpkg"* k=0,1,...,n. (5)

Si formulé vadinama Bernulio formule.

Bernulio formulés jrodyma galima rasti vadovélyje Matematika, 12,
I dalis: ISpléstinis kursas, Vilnius: TEV, 2003, p. 162—165.

1 pavyzdys. Apskai¢iuokime tikimybe, kad 5 kartus metus taisyk-
linga loSimo kauliuka: a) 2 kartus atsivers SeSios akutés; b) 3 kartus
atsivers ne maziau kaip 5 akutés; c) 4 kartus atsivers lyginis akuciy
skaicius.

Sprendimas. a) Ivykio A, kad viename bandyme atsivers SeSios

o 1 . .
akutés, tikimybé lygi P I Bernulio formulg iraSome n=35, k=2,

5.
p=—,q= o ir gauname

1
63
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2 3 3
1V(5) 5.4 5° 625
Nn=c3 |12 =——.—_=—"x0,161.
ps(2) 5(6j (6j 1-2 65 3888

b) Ivykio 4, kad viename bandyme atsivers ne maziau kaip 5 aku-

tes, tikimybe lygi %z% Pagal Bernulio formulg (iraS¢ n=5, k=3,

_L —2) auname
P 3,q 3 g

3 2 2
V(2 5.4.3 22 40
HN=CI=| |2 =222 2= ~0,165.
P50 5(3) (3) 1.2-3 35 243

¢) Ivykio 4, kad viename bandyme atsivers lyginis akuciy skaicius,

tikimybé lygi %: % Todél pagal Bernulio formulg gauname

4
af 1 1 1 5
ps(4) 5(2j ) 25 32

2 pavyzdys. Tikimybé¢ atsitiktinai pasirinkti kokybiska preke lygi
0,9. Apskaiciuokime tikimybe, kad tarp 10 taip pasirinkty prekiy bus ne
daugiau kaip viena nekokybiska (ivykis B).

Sprendimas. Tegu A — ivykis, kad atsitiktinai paimta preké yra
nekokybiska. Tuomet p=P(A4)=0,1, ¢=0,9, n=10; todél
P(B) = p1o(0)+ p1o(1) =0,9'" + C50,1-0,9° ~ 0,3487 +0,3874 ~ 0,7361.

Ats.: 0,7361.

Tikimybé jvykiui jvykti bent karta Nesunku apskaiciuoti
tikimybe, kad ivykis 4 ivyks bent vieng karta atlikus » nepriklausomy
bandymu. Jei P(A4)=p, tai §i tikimybe (pazymékime ja R,(1)) lygi
1-¢", g=1-p. Taigi

R,(1)=1-q". (7

Dabar galime atsakyti ir { klausima — kiek maZiausiai bandymy
reikia atlikti, kad esant tikimybei ne maZesnei kaip P, galétume teigti,
kad ivykis 4 ivyks bent vieng karta? Tuo tikslu turime i$sprgsti nelygybe

1-¢" > P nezinomojo n atzvilgiu:
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1-¢">P :>q"Sl—P:>nlnq£ln(1—P):>n21n(ll—_P).
ng

Taigi maziausias bandymy skai¢ius yra

Nz{ln(l—_P)}H. (8)
Ing

. . In1-P o ) Y.
Pastaba. Jeigu skailius % yra sveikasis, tai maZiausias
ng

In(1-P)
Ing
3 pavyzdys. Apskaiciuokime, kiek maziausiai karty turime mesti
taisyklinga loSimo kauliuka, kad SeSios akutés atsiversty bent vieng karta
esant tikimybei 0,95.

bandymy skaicius, kad galioty nelygybe R, (1)= P, yra N =

Sprendimas. Pagal salyga ¢ = %, P =0,95 . Tuomet

In(1-P)  In005  -299 2996
Ing  In5-In6 1,609-1,792 0,183
Gauname N =[16,372]+1=16+1=17.
Ats.: 17.

=16,372.

Tikimybé jvykiui pirma karta jvykti k-ajame bandyme.
Tarkime, atliekami nepriklausomi bandymai, kuriy ivykio 4 ivykimo
viename bandyme tikimybé yra P(A)=p ir P(A)=qg=1-p. Tegu k
yra bandymo, kuriame jvykis A4 ivyksta pirma karta, numeris. Aisku,
galimos k reik§més yra 1, 2, 3, .... Tuomet tikimybé, kad 4 pirma karta
ivyks k-ajame bandyme, lygi:

P(k)=q""p. )
Si formulé i$plaukia i§ to, kad kiekvieno i§ pirmyju (k —1) bandy-

my rezultatas turi biiti ivykis A4, o k-ajame bandyme jvykis A4 turi ivykti.
Kadangi bandymai yra nepriklausomi, tai $io ijvykio tikimybé
iSreiSkiama atitinkamy tikimybiy sandauga, t. y. (9) formule.

4 pavyzdys. Apskaic¢iuokime tikimybg, kad métant taisyklinga loSi-
mo kauliuka, jis SeSiomis akutémis pirma karta atsivers metant penkta
karta.
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4
Sprendimas. P(5)=q"p = (gj % ~0,08.

Tikétiniausias jvykiy skai€ius.

5 pavyzdys. Tarkime, tikimybé, kad baty parduotuvéje pirkéjas
nupirks 42 dydzio batus, lygi 0,25. IS pirmyju 8 pirkéju né vienas gali
nenupirkti tokio dydzio baty, gali nupirkti vienas pirkéjas, gali nupirkti
du pirkéjai, ir t.t., visi aStuoni pirkéjai. Pagal Bernulio formulg
apskaiciuokime visy $iy ivykiy tikimybes. Gausime:

pg(0)~0,1001, pg(l)=0,2670, pg(2)~0,3115,

p3(3) = 0,2076, pg(4)=0,0865, pg(5)=~0,0231,

pg(6)=0,0038, pg(7)=0,0004, pg(8)=0,000015
(patikrinkite!). Matome, kad kintant & reikSmei nuo 0 iki 8, tikimybé¢ i§
pradziy did¢ja, ji igyja didziausia reikSme, kai £ =2, o po to — mazéja
(zr. 1 pav. — Sis grafikas vadinamas tikimybiy daugiakampiu). Taigi
labiausiai tikétina, kad 42 dydzio batus nusipirks du pirkéjai.

6 pavyzdys. Apskaic¢iuokime tikimybes p,(k), k=0,1,...,9,
n=9, P(A)=0,5 ir raskime tikétiniausia jvykio 4 ivykimo skaiciu.

Kadangi P(A4)=0,5, tai §i uzdavini galétume suformuluoti ir taip:
kiek karty labiausiai tikétinas monetos atsivertimas herbu po 9 metimy?

Pagal Bernulio formulg apskaiciuotas tikimybes (jas suapvaling iki
trijuy zenkly po kablelio) surasykime i lentelg:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Do (k) [0,002/0,018]0,07110,1640,245/0,24510,164|0,071]0,01810,002

Sias tikimybes taip pat pavaizduokime grafiskai (zr.2 pav.).
Atkreipiame démesi, kad tikimybiy daugiakampis yra lauzté, simetriné
tiesés x = 4,5 atzvilgiu, o didZiausios tikimybés reik§més yra dvi: 4 ir 5.

Kyla klausimas, ar tikétiniausiam jvykio jvykimo skai¢iui ky po n
nepriklausomy bandymuy rasti butina apskaiciuoti visas tikimybes
pn(k), kai k=0,1,...,n? [ §i klausimgq galima atsakyti analizuojant

P (k)
Pp(k=1)
tikimybés yra lygios, kai santykis didesnis uz 1 ar mazesnis uz 1 —

tikimybiy santykius . Jei §is santykis lygus 1, tai ,,.kaimyninés*
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paskesnioji tikimybé yra atitinkamai didesné arba mazesné uz ,,kaimyng*
i§ kairés. ISsamiy skaiciavimy ¢ia nepateiksime — suformuluosime tik

rezultata.

tikimybés

tikimybés

00
0 1 2 3 4 5 6 7 8
k
1 pav.
3
2
1
0,0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
k
2 pav.

Jeigu skaicius k=m+1)p néra sveikasis, tuomet egzistuoja

vienintelé

tikétiniausia reiksmé, apskaiciuojama pagal formule
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ko = [(n +1) p] ; Cia simbolis [x] Zymi skaiciaus x sveikqjq dalj, t. y.
didziausiq sveikqji skaiciy, nevirsijantj x.

Jeigu skaicius k=(n+1)p yra sveikasis, tuomet egzistuoja dvi
tikétiniausios reiksmés ko =(n+1)p ir ky—1.

Miisy nagrinétame 3 pavyzdyje k= [(8+1)-0,25]= [2,25]=2, 0 4
pavyzdyje ky =(9+1)-0,5=35; taigi 5 ir 4 yra tikétiniausios reikSmes.

7 pavyzdys. Raskime, koks tikétiniausias taisyklingo loSimo
kauliuko Sesiy akuciy atsivertimo skaicius, jeigu ji mesime: a) 100 karty;
b) 119 karty.

Sprendimas. Apskaiciuojame:

a) (n+1)p=101%z16,83;

b) (n+1)p=120%=20.

Vadinasi, atveju a) SeSiy akuciy tikétiniausias atsivertimo skaicius
lygus [16,83] =16, o atveju b) yra dvi tikétiniausios reikSmes: 19 ir 20.

Ats.: a) 16; b) 19, 20.

Muavro ir Laplaso lokalioji teorema. 1§ pateikty pavyzdziy mato-
me, kad tikimybés p,(k) nesunkiai apskai¢iuojamos pagal Bernulio
formulg, kai n ir k yra nedideli skaiciai. Taciau jei bandymy skaicius,
pavyzdziui, yra 300, p=0,4, tai apskaiCiuoti tikimybg p3,((100)=

= 3188 -0,4190.0,62% nera lengva. Tokioms tikimybéms rasti taikoma

lokalioji Muavro ir Laplaso (Pierre-Simon Laplace, 1749-1827,
pranciizy matematikas) teorema.
Tarkime, n karty atliekami nepriklausomi bandymai, kuriy jvykio A

ivykimo viename bandyme tikimybé yra p(A)=p ir P(A)=q=1-p.
Tuomet
X
pn(k) = 24 ), (10)
\hnpq

1 —

e 2,
Jan

l\)‘}'ﬁ\,

kai bandymy skaicius yra pakankamai didelis. Cia f(x) =
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_k—mnp

Jnpg

Pastaba. Funkcijos f(x) reikSmes galima apskaiciuoti su skai¢iuo-

tuvu, tac¢iau daznai naudojamos ir Sios funkcijos reikSmiy lentelés, kurios
pateikiamos  platesnivose  vadovéliuose, pavyzdziui, Zr. knygos
A. Apynis, E. Stankus, Matematika, Vilnius: TEV, 2001, p. 351.

8 pavyzdys. Berniuko gimimo tikimybé lygi 0,515. Apskaiciuo-
kime tikimybe, kad i§ 200 naujagimiy gims lygiai 95 mergaités.

Sprendimas. Pazymékime A4 ivyki, kad gims mergaité. Tuomet
p=P(A4)=1-0,515=0,485, ¢=0,515, n=200, k=95,

o 95-200-0,485 -2

/200-0,485-0,515  7,0679

2
X

Kadangi e 2 ~0,9607, kai x=-0,283 ir

~—0,283.

1
—-0,283) ~ ———-0,9607 ~ 0,3833, 4/200-0,485-0,515 = 7,0679,
A ) 1/6,2832 \/
tai pagal (10) formulg
pago(95) = ——L 028 03833654

J200-0,485-0,515  7,0679
Ats.: 0,0542.
Bernulio formulé taikoma tiek pacioje tikimybiuy teorijoje, tiek
tiriant jvairius masinius reisSkinius.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Du Sachmatininkai Antanas ir Juozas yra vienodo pajégumo —
kiekvieno tikimybé laiméti Sachmaty partija prie§ kita yra 0,5
(lygiosios negalimos). Kuri tikimybé yra didesné: ar Antanui laiméti
prie$ Juoza tris partijas i§ keturiy, ar Juozui laiméti prie§ Antang
penkias partijas i§ aStuoniy?

2. Kuri tikimybé maZzesné: ar kad i§ 4 monetos metimu herbas atsivers
ne maziau kaip 3 kartus, ar kad i§ 8 metimy herbas atsivers ne
maziau kaip 5 kartus?
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10.

Tikimyb¢, kad televizoriui per garantinj laikotarpi prireiks remonto,
lygi 0,2. Apskaiciuokite tikimybg, kad i§ 6 tokiy televizoriy per
garantini laikotarpi remonto prireiks: a) ne daugiau kaip vienam
televizoriui; b) bent vienam televizoriui.

Krep$ininko baudos metimo pataikymo tikimybé lygi 0,8.
Apskaic¢iuokite, kiek maziausiai karty krepSininkas turi mesti |
krepsi, kad tikimybé pataikyti bent viena metima biity lygi 0,97.

Kokia tikimybé, kad métant moneta herbas pirma karta atsivers
SeStuoju metimu?

Tikimybeé, kad keleivis pavéluos i traukini, lygi 0,02. Koks tikéti-
niausias pavélavusiy i traukini keleiviy skaicius i§ 855 keleiviy?

I§ sandélio kasdien tiekiamos prekés dvylikai parduotuviy pagal ju
paraiskas. Tikimybe, kad i§ kiekvienos parduotuvés bus gauta
paraiska atvezti prekiuy, lygi 0,3. Koks tikétiniausias paraisky
skaiCius rytoj? Apskaiciuokite tikimybe gauti tikétiniausia skaiciy
paraiskuy.

Tikimybé, kad kavos automatas tvarkingai atliks savo uzduoti
(,,duos® kavos), lygi 0,97. Kiek karty reikia pasinaudoti kavos
aparatu, kad tikétiniausias automato tvarkingai atlikty uzduociy
skaicius baty 100?

Tikimybé, kad mokinys sékmingai iSlaikys egzamina, lygi 0,7.
Kokia tikimybé, kad i§ 300 mokiniy lygiai 149 sékmingai islaikys
egzaming?

Tikimybé, kad apdraustas automobilis patirs avarija, lygi 0,1.

Apskaiciuokite tikimybeg, kad lygiai pusé i§ 220 apdrausty
automobiliy patirs avarija.

i\ﬁ
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VIII. BRIAUNAINIAI

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Briaunainiu vadinama geometriné figtira, sudaryta i§ baigtinio
skaiciaus ploks¢iyju daugiakampiy, vadinamu briaunainio sienomis.
Kiekvienos sienos kiekviena krastiné yra dar vienos ir tik vienos sienos
krasting; tokios dvi sienos vadinamos gretimomis. Bet kurios dvi
gretimos sienos néra vienoje plokStumoje. Jei o ir B néra gretimos

briaunainio sienos, tai egzistuoja tokios sienos o, as, ..., a,, kad a
ir a; yra gretimos sienos, a; iro, yra gretimos sienos, ir t.t. a, ir B
yra gretimos sienos. Jei sienos o ir B turi bendra vir§iing A, tai minétas
sienas o, Oj,..., o, galima parinkti taip, kad visos jos turéty bendra

vir§sing A. Briaunainio sieny krastinés yra vadinamos briaunainio
briaunomis, o jo sieny vir§tinés briaunainio virsiunémis. Kiekviena briau-
nainio briauna yra dvieju jo sieny krastiné, kiekviena briaunainio virstiné
yra bent triju briaunainio sieny virStiné. Atkarpa, jungianti dvi
briaunainio virSiines, nepriklausan¢ias tai paciai sienai, vadinama
briaunainio {strizaine. Dvisieniai kampai, kuriuos sudaro dvi gretimos
briaunainio sienos, yra vadinami briaunainio ploksciaisiais kampais.
Nagrinésime tik iSkiluosius briaunainius, t.y. tokius briaunainius, kurie
yra kiekvienos briaunainio sienos plokStumos vienoje puséje.

Visy briaunainio sieny ploty suma yra vadinama briaunainio
pavirsiaus plotu. Kiekvienas briaunainis turi tizrj, iSreiSkiama turio
matavimo vienetu. Tiirio matavimo vienetas — tai kubo, kurio krastiné
lygi ilgio matavimo vienetui, turis.

2. Sakykime, kad lygiagreciose ploks-
tumose o ir B, yra du lygis lygiagretainiai
ABCD ir A4B;C\Dy, kuriy krastinés 4B ir
A;B; yra lygiagrecios ir vienakryptés,
kraStinés BC ir B|C; taip pat lygiagrecios ir
vienakryptés (1 pav.). Tuomet tiesés A4, ir

BB, yra lygiagre€ios, nes keturkampio
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ABB4; krastines AB ir A4 B; lygios ir lygiagreCios. AnalogiSkai
AA1||BBI||CC1||DD1. Taigi turime briaunainj ABCDA,B,;C,D,, sudarytg i§
Sesiy lygiagretainiy. Po du i§ juy yra lygiagreciose plokStumose ir lygiis
(ABCD ir AlBlchl’ ABBlAl ir DCClDl, ADD]A] ir BCC]B] ) Toks
briaunainis vadinamas gretasieniu. Gretasienis turi 6 sienas, 8 virsiines,
12 briauny ir 4 istrizaines. Lygios ir lygiagrecios gretasienio sienos yra
vadinamos priesingosiomis sienomis. Daznai dvi prieSingosios sienos yra
vadinamos gretasienio pagrindais. Tuomet kitos 4 sienos vadinamos
gretasienio Soninémis sienomis; ju ploty suma vadinama gretasienio
Soninio pavirSiaus plotu. Statmuo, nuleistas i§ gretasienio vir§iinés i
viena per ta vir§ing neinancig gretasienio sieng, vadinamas grefasienio
aukstine; atkarpa AH (1 pav.) yra gretasienio auks$tine. Gretasienis turi
tris aukstines. Jei ties¢ A4, yra statmena plokStumai, einanciai per

taskus 4y, B;, Cj, D;, tai gretasienis vadinamas staciuoju. Staciojo
gretasienio sienos ABBj4;, ADD;4;, BCC\B; ir CDD\C; yra stalia-
kampiai, jo auks$tiné lygi briaunoms A4;, BBy, CC; ir DDy. Jei
staCiojo gretasienio sienos ABCD ir 4 B)C|D, irgi yra statiakampiai, tai
toks gretasienis yra vadinamas staciakampiu gretasieniu.

Gretasienio tiliris yra lygus sienos ploto ir | ta sieng nubréZtos
aukstinés sandaugai.

Dy

1 pavyzdys. Gretasienio ABCDA;B;C1D,
siena ABCD yra rombas, kurio kraStinés ilgis

lygus a, o smailusis kampas 60°. Briauna A4,

su briaunomis 4B ir AD sudaro 45° kampus, o

jos ilgis lygus a. Rasime gretasienio tiri. A4 v
Sprendimas. Rombo, kurio krastinés ilgis : A
2
lygus a, o kampas 60°, plotas yra S = a 2\/5 2 pav.

Rasime gretasienio ABCDA,B|C|D; aukstinés A H , nuleistos i§ virst-
nés 4, ipagrinda ABCD, ilgi (2 pav.). Nubrézkime statmenis HM ir HN
1 briaunas AB ir AD. Pagal triju statmeny teorema A4M L AB ir
AN L AD. Statieji trikampiai A4M it AA4N yra lygis, nes ju
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izambiné A4, bendra ir £ 4 AM = Z A AN =45°. Taigi AM = 4N.
Todel statieji trikampiai A4 HM ir AHN taip pat lygis (nes ju statinis
AjH bendras ir {zambinés 4 M ir AN lygios). Vadinasi, HM = HN
ir ZHAM =30°. 1§ trikampiy A4M ir AAN randame

AM = AN = AA; cos45° = a22 . I8 trikampio HAM  randame
AM
AH = = a2 :ﬁz %a. Tuomet i§ staciojo trikampio A4 H
c0s30° 22 3
turime

2 2 a
AH =+ 4 A> — AH? =,/a2——a -4
1 1 3 ﬁ

Taigi gretasienio tiiris yra

2 3
V=S-A1H=a ﬁ.iza_

2 N3 2

3. Sakykime, kad lygiagreéiose 3 pav.

plok§tumose o ir B yra du lygis

n-kampiai 4 4,...4, ir B;B,...B, (3 pav.); be to, tiesés 4B;, AB;, ...,
A,B,, yra lygiagrecios. Tuomet keturkampiai 44,B, By, AyA3B3B;,
o A ABB, yra lygiagretainiai (A4 A4y|B 1By, Ay As||ByBs, ...,
AnA1||BnBl). Briaunainis, kurj sudaro du lygiis n-kampiai 4, 4,...4,, ir
BB,...B,, ir n lygiagretainiy A AyByB), AyA3B3B,, ..., 4,4B\B,, yra
vadinamas n-kampe prizme. Lygiis n-kampiai 4 4,...4, ir B|B,..B,

yra vadinami prizmés pagrindais, o minétieji lygiagretainiai — prizmés
Soninémis sienomis. Atkarpos 4B, A»B,, .., A,B, yra vadinamos
prizmés Soninémis briaunomis, jos yra lygios ir lygiagre¢ios. Statmuo,
nuleistas i§ bet kurio vieno pagrindo tasko i kito pagrindo plokStuma,
vadinamas prizmés aukstine. Jei prizmés pagrindai yra lygiagretainiai,
turime gretasienj. Jei prizmés Soninés briaunos statmenos pagrindy
plokstumoms, tai prizmé vadinama stacigja; prieSingu atveju prizmeé yra
pasviroji. Staciosios prizmés aukstiné lygi Soninei briaunai. Stacioji
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prizmé¢ vadinama taisyklinggja, jei jos pagrindai yra taisyklingieji
daugiakampiai. Prizmés statmenuoju pjiaviu vadinama jos pagrindo
ortogonalioji projekcija bet kurioje plokStumoje, statmenoje prizmés
Soninéms briaunoms. Visi prizmés statme-
nieji pjiiviai yra lygiis. Staciosios prizmés
statmenieji pjiiviai yra lygiis jos pagrindams.
Prizmés ABCDAB\C\D; (4 pav.) statmena-
sis pjuvis yra keturkampis MNPQ (ploks-
tuma, einanti per taSkus M, N, P ir Q yra
statmena prizmés briaunoms).

Prizmés Soninio pavirSiaus plotas yra
jos Soniniy sieny ploty suma. Jis lygus
prizmés pagrindo perimetro ir prizmés
Soningés sienos aukstines sandaugai. Kadangi
prizmeés Soninés sienos yra lygiagretainiai, kuriy viena kraStiné lygi
prizmés Soninei briaunai, o | ja nubréztos aukstinés yra prizmes
statmenojo pjiivio krastinés, tai prizmeés Soninio pavirSiaus plotas lygus
prizmés statmenojo pjlvio perimetro ir prizmés Soninés briaunos
sandaugai.

Prizmés tiiris lygus jos pagrindo ploto ir aukstinés sandaugai.

4 pav.

2 pavyzdys. Pasvirosios trikampés prizmés ABCA;B;C; Visos
briaunos lygios, £ A4jAB= £ 4 AC=60°, sienos CC|B;B plotas lygus
0. Rasime prizmés tiirj.

Sprendimas. Kadangi prizmés ABCA,B,C;
visos briaunos lygios, £ 4 AB= £ A4 AC = 60°,
tai trikampiai 414AB ir 4 AC yra lygiakrasciai

(5 pav.). Jei 41H — prizmés auksting, tai statieji
trikampiai A4 H, BAH ir CAH yra lygis,
nes juy statinis 4H — bendras, o jZambinés
A4y, B4, ir C4; lygios. IS trikampiy lygybés iSplaukia, kad AH = BH;
taigi taskas H yra lygiakras¢io trikampio ABC centras. Kadangi
AH 1 BC, 4H L BC, tai pagal triju statmeny teorema 44, L BC;

tod¢l CCy L BC ir BBy L AC. Kadangi prizmés visos briaunos lygios,

5 pav.
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tai i§ Cia seka, kad keturkampis BCC;B; yra kvadratas. Pagal salyga jo
plotas lygus O, todél BC:\/E. Tuomet trikampio ABC plotas yra

V30

S = %BCZ .$in60° = = © aukitine  AK =2 = —V‘ZQ todel

2
BC ’
AH =§AK =%. IS staiojo trikampio AA;H randame prizmés

/ V2
auksting: 4 H =\/AA12 —AH? = Q—% =T3Q. Taigi prizmés turis
N2
yra V:S.AIH:¥'

3 pavyzdys. Pasvirosios trikampeés prizmés ABCA;B;C; pagrindas

ABC yra statusis trikampis, kurio £C=90°, BC=a. Vir§inés B
ortogonalioji projekcija pagrindo plokStumoje yra krastinés BC vidurio
tasSkas. Dvisienis kampas tarp sieny ABB4; ir CBB|C; lygus ¢, visos
prizmés Soninés briaunos su pagrindo plokstuma sudaro kampus, lygius
o . Rasime prizmés Soninio pavirSiaus plota.

Sprendimas. Sakykime, kad prizmés B,
ABCAB|C| virSiinés B ortogonalioji pro- 4
jekceija pagrindo ABC plokstumoje yra taskas

E (6 pav.). Tuomet ties¢ BC yra tiesés BB, I;
ortogonalioji projekcija toje plokStumoje; y 7
taigi £ B BC =a. Kadangi tiesés AC ir BC C
statmenos, tai pagal trijy statmeny teorema 6 pav.

tiesés AC ir BB, yra statmenos. PlokStuma,
einanti per ties¢ AC ir statmena tiesei BB, kerta ties¢ BB, taske F. Todél
trikampis FAC yra prizmés statmenasis pjuvis; be to, LAFC=o.
Kadangi ties¢ CB yra tiesés F'C ortogonalioji projekcija, tai pagal trijuy
statmeny teorema FC | AC. Taigi i§ sta¢iojo trikampio AFC randame:
FC asina

AC = FCtgp = asinatge, AF = Taigi statmenojo

CoOS(p  CosQ
pjuvio AFC perimetras yra
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2p=AC +CF + AF = asin otge + asin o+ o =
cos®
- asma (sinp+cosp+1).
cos @
IS staCiojo trikampio BjEB randame prizmés Soning briauna:
EB . .. .
BB, = -4 ; todél prizmés Soninio pavirSiaus plotas S lygus

coso.  2coso
statmenojo pjiivio perimetro ir Soninés briaunos sandaugai. Taigi

asino
S =

(sinp+cosp+1).
cos @

4. Pasirinkime n-kampi 4;4,...4,,, kurio visos vir§iinés yra vienoje
plokstumoje, ir taska S, nepriklausant; tai plok§tumai. Taska S sujunkime
atkarpomis su taskais 4;, A4, ..., A4,. Gausime n trikampiy A4;4,S,
Ay A3S, ..., A, A4S (7 pav.). PavirSius, sudarytas i§ n-kampio 4 4,...4,
ir minéty n trikampiuy, vadinamas n-kampe piramide. Daugiakampis
A Ay...4, vadinamas piramidés pagrindu,
taskas S — piramidés virsine, trikampiai
A4S, A A3S, ..., A,A4S — piramidés

Soninémis sienomis, atkarpos A4S, 4SS, ...,

A,S — piramidés Soninémis briaunomis.

Statmuo i§ piramidés vir§iinés S | pagrindo
plokstuma, vadinamas piramidés aukstine.

Piramidé yra vadinama taisyklingqja, jei
jos pagrindas — taisyklingasis daugiakampis,
o atkarpa, jungianti to daugiakampio centra su piramidés vir§iine, yra
piramidés aukstiné. Taisyklingosios piramidés visos Soninés sienos yra
lygiis lygiaSoniai trikampiai. Ju aukstinés, nubréztos i§ virStinés S, yra
lygios; jos vadinamos piramidés apotemomis.

Piramidés Soninio pavirSiaus plotas lygus visy jos Soniniy sienu
ploty sumai. Taisyklingosios piramidés Soninio pavirSiaus plotas lygus
jos pagrindo perimetro ir apotemos sandaugos pusei. Piramidés tiiris
lygus piramidés pagrindo ploto ir aukstinés sandaugos trecdaliui.
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4 pavyzdys. Taisyklingosios trikampés piramidés aukstiné lygi 4, o
visi plokstieji kampai prie virStinés yra statieji. Rasime piramidés tairj.

Sprendimas. Kadangi piramidé SABC (8 pav.) taisyklingoji, tai jos
pagrindas ABC yra lygiakrastis trikampis. Pagal salyga trikampiai ASB,
BSC ir ASC yra statieji lygiaSoniai trikampiai.
Pazyméje piramidés Soninés briaunos ilgi a,
gauname, kad pagrindo krastiné lygi a2 . Tuomet

pagrindo plotas yra
S—EAB2sn60 = (av2)? X2 */_ */_“

ﬁ "*/_.J

o pagrindo aukstiné AD lygi TAB: 5

a\/6
-
Kadangi piramidé taisyklingoji, tai SH yra jos aukstiné. Tuomet iS

staciojo trikampio ASH gauname: AS? = AH? + SH? , a’ = %az +h2.

\/_ (\/—) 3\/_ V3

h3
) .

taskas H — lygiakrascio trikampio ABC centras, tai AH = %AD =

IS ¢ia a =\/§h , S = h2 Vadinasi, V' ——Sh =

5.84,4,...4, Sonines brlaunas taSkuose Bl,Bz,...,Bn kerta
plokstuma, lygiagreti su pagrindo plokstuma (9 pav.). Sia plokstuma
piramidé¢ S4;4,...4,, padalijama i du briaunainius. Briaunainis, kurio
sienos yra n-kampiai A4;4,...4, ir B|B,...B,, (didesnysis ir mazesnysis
pagrindai), esantys lygiagrecCiose
plokStumose, ir n trapeciju A A4,B,By,
Ay A3B3yB,, ..., A,AB;B, (Soninés sienos),
vadinamos nupjautine piramide. Atkarpos
A4By, AyB,, .. A4,B, vadinamas
nupjautinés piramidés Soninémis briaunomis.
Statmuo, nuleistas i§ nupjautinés piramidés
vieno pagrindo bet kurio tasko i kita
pagrinda, vadinamas nupjautinés piramidés aukstine. Jei SA|A,...A, —

taisyklingoji n-kampé piramide¢, tai i§ jos gaunama nupjautiné piramidé
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vadinama n-kampe taisyklinggja nupjautine piramide. Taisyklingosios
nupjautinés piramidés visos Soninés sienos yra lygios lygiasonés
trapecijos. Siy trapecijy aukstinés vadinamos nupjautinés piramidés
apotemomis. Taisyklingosios nupjautinés piramidés pagrindai yra
panasSieji taisyklingieji n-kampiai; ju centrus jungianti atkarpa yra
taisyklingosios nupjautinés piramidés aukstiné.Nupjautinés piramidés
Soninio pavirSiaus plotu vadinama jos S$oniniy sieny ploty suma.
Taisyklingosios nupjautinés piramidés Soninio pavirSiaus plotas lygus
pagrindy perimetry sumos pusei, padaugintai i§ apotemos. Jei S} ir S, —
nupjautinés piramidés pagrindy plotai, / — jos aukstiné, tai nupjautinés
piramidés tiiris skai¢iuojamas pagal formule

VZg(Sl +Sz +1’Sl Sz)

5 pavyzdys. Taisyklingosios keturkampés nupjautinés piramidés
ABCDA,B,C\Dy (10 pav.) pagrindy krastinés yra AB=10 ir 4;B; =6.
Per virS§ting D; nubrézta plokS§tuma, statmena pagrindo istrizainei B;Dj .
Gautojo pjuvio plotas lygus 6+/2 . Rasime piramidés tirj.

Sprendimas. Sakykime, kad plokStuma, einanti per piramidés
ABCDA,B|C\Dy vir§ing D; yra ir statmena
istrizainei ByDy, ir kerta piramidés briaunas
AD ir CD taskuose E ir F. Kadangi
piramidés pagrindai ABCD ir 4B,C;D; yra
kvadratai, tai kertanCioji plokStuma yra
lygiagreti su istrizaine A;Cj; taigi ir su
istrizaine AC. Tod¢l tiesés EF ir AC yra
lygiagreCios. Vadinasi, kertancioji plokStuma yra lygiagreti su
plokstuma, einancia per taskus 4, C, C;, 4; (vadinamajai piramidés

istrizaininei plokstumai). Kadangi plokStuma, einanti per taskus A, D,
Dy, 4, kerta lygiagrecias plokStumas ACC;4; ir EFD; lygiagre¢iomis
tiesémis, tai tiesés A4, ir ED; lygiagreCios. AnalogiSkai DiF ||CC1.
Taigi keturkampiai A4 DiE ir CCiDiF yra lygiagretainiai; todél
ED=DF=10-6=4. Kadangi trikampis EDF yra statusis, tai
EF =442 Trikampio EFD; aukstiné D;H yra statmena piramidés
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pagrindo plokStumai, todél ji yra piramidés aukstiné. Pagal uzdavinio
2SaEDF 2632
— = 3.
EF 42

Tuomet piramidés tiiris yra V' = %(102 +8% ++10% .82 j =196.

salyga SAEDIF=%EF-D1H, todél DiH =

6. Sprendziant daugeli briaunainiy uzdaviniy, svarbu mokéti
nubraizyti ju pjuvius, gautus kertant briaunainius ivairiomis plokstu-
momis. Briaunaini kertancioji plokStuma tai tokia plokstuma, kurios
abiejose pusése yra briaunainio tasky. Kertancioji plokStuma briaunainio
sienas kerta atkarpomis. Daugiakampis, kurio krastinés yra tos atkarpos,
vadinamos briaunainio ploksciuoju pjiviu.

6 pavyzdys. Gretasienis ABCDA;B;C;D; (11 pav.) kertamas ploks-
tuma, einancia per taskus B, K ir L; ¢ia K yra briaunos A44; vidurio

taskas, o L — briaunos CC; vidurio taskas. Nubraizysime §j pjuvi ir

irodysime, kad jis yra lygiagretainis. Dy

Sprendimas. Kadangi gretasienio sie P N
nos ADD4; ir BCCB; yra lygiagrecios, ! I
tai pjivio plokStuma jas kerta lygiagre- K
Ciomis tiesémis. Jei M yra atkarpos DD A C
vidurio taskas, tai keturkampis MLBA yra A B

lygiagretainis;  todél — AM ||BL . Bet 11 pav.
AM|KDy; todél KDy|BL. Taigi pjivio
plokstuma siena ADD; 4; kerta tiese KD .
Vadinasi, pjavio plok§tuma eina per taska
D;. Analogiskai jsitikiname, kad
KB”DlL. Ieskomasis pjuvis yra lygiagre-
tainis KBLDj .

7 pavyzdys. Taskai P, H ir K yra gre-
tasienio ABCDAB,C,D; (12 pav.) briau- 12 pav.
nose BjC;, CC; ir AB. NubréSime pjivi, gauta gretasienj kertant

plok$tuma, einancia per taskus P, H ir K.
Sprendimas. Bréziame ties¢ PH ir randame jos susikirtimo su tiese
BC taska X. Tiesé KX kerta briauna CD taske L. Kertancioji plokStuma
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gretasienio sienas ABCD ir A B|CiD; kerta lygiagreciomis tiesémis;
tod¢l bréziame PM ||KL, M € A;B;. Penkiakampis MKLHP yra
ieSkomasis pjuvis.

7. I8kilasis briaunainis vadinamas taisyklinguoju briaunainiu, jei
visos jo sienos yra lygiis taisyklingieji daugiakampiai, o i kiekviena
vir§ling sueina vienodas briauny skai¢ius. Taisyklingojo briaunainio visi
dvisieniai kampai yra lygs.

Yra Sie taisyklingieji briaunainiai:

b)

13 pav.

1) taisyklingasis tetraedras (sudarytas i§ keturiy lygiakraséiy tri-
kampiuy, 13 a) pav.);

2) taisyklingasis oktaedras (sudarytas 1§ aStuoniy lygiakrasciy
trikampiy, taisyklingasis oktaedras yra dvi taisyklingosios keturkampés
piramidés, turinCios ta pati pagrinda, kuriy sienos yra lygiakrasciai
trikampiai, 13 b) pav.);

3) taisyklingasis heksaedras arba kubas (sudarytas i $eSiy kvadratuy,
13 ¢) pav.);

4) taisyklingasis ikosaedras (sudarytas i§ dvideSimties lygiakrasciy
trikampiy, 13 d) pav.);

+
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5) taisyklingasis dodekaedras (sudarytas i§ dvylikos taisyklinguju
penkiakampiy, 13 e) pav.).

Antikinéje filosofijoje buties pagrindu buvo laikomi keturi gamtos
elementai: Zemé, vanduo, oras ir ugnis. Graiky filosofas Platonas teige,
kad zemés atomai turi tetraedro forma, vandens — kubo, oro — oktaedro, o
ugnies atomai — ikosaedro forma. Dodekaedro forma Platonas suteiké
visam pasauliui.

8 pavyzdys. Taisyklingojo ikosaedro briaunos ilgis lygus a. Rasime
jo tari.

Sprendimas. Taisyklingaji ikosaedra su-
daro 20 taisyklingyjuy trikampiy piramidziy,
turin¢iy bendra virsiing O, kuri yra apie tai-
syklingaji ikosaedra apibréztos ir i ji jbréztos
sfery centras (14 pav.). Rasime §iy piramidziy
aukstines. Sakykime, kad ABCDEF — ikosa-
edro pjuvis, einantis per lygiagrecias briaunas 14 pav.

AB ir ED bei sieny aukstines AF, FE, DC ir

CB. Jei taskai G ir H yra briauny AB ir ED vidurio taskai, tai GH = CF
(nes tai atstumai tarp taisyklingojo ikosaedro lygiagre¢iy briauny vidurio
tasky). Tiesés GH ir CF susikerta taSke O. Pazymékime: OF =0G =d
(tai atstumas nuo ikosaedro centro iki briaunos vidurio tasko), AF =b
(tai ikosaedro sienos aukstin¢), OO; =h (tai atstumas nuo ikosaedro

centro iki jo sienos, minéty trikampiy piramidziy aukstiné). Kad biity
patogiau nubrézkime keturkampi AGOF atskirai (15 pav.). Taip pat
nubrézkime OO, L AF ir AN 1 FO . Akivaizdu, kad

4 G
AG yra pusé¢ ikosaedro briaunos, AG=%; todél
FN=d-2 13 panasiyjy trikampiy AFN ir OFO, o
2 . o
auname: AF_AN b _d I8 cia h—ﬁ Pagal
8 "OF 00,"d h pooE 15 pav.

Pitagoro teorema (i§ trikampio AFN) FN 2+ AN? = 4F? , ty.

2 2 2
(d—%) vd?=p? I e d=9EVBOT AT

§ Cia 1 . Kadangi ikosaedro
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sienos yra taisyklingieji trikampiai, tai sienos aukstiné yra b=7a.

Tada 852 — a2 =5a% > a?: todél d =

:a2(1+\/§)2 .ﬁa 3+\/§

a(l+ \/g)
—

16 2 43

Vadinasi, ikosaedro tiiris yra

2

34 43 12

h

a.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Staciojo gretasienio pagrindas — rombas. PlokStuma, einanti per dvi
lygiagrecias pagrindy briaunas, nesancias vienoje Soningje sienoje,

su pagrindo plokstuma sudaro 45° kampa. Gautojo pjiivio, kuriuo
gretasien] kerta minétoji plokStuma, plotas lygus (. Raskite
gretasienio Soninio pavirSiaus plota.

2. StaCiojo gretasienio pagrindas — lygiagretainis, kurio kraStinés
lygios 1 ir 4, o smailusis kampas 60°. Gretasienio ilgesnioji
istrizainé lygi 5. Raskite gretasienio turi.

3. Pasvirosios trikampés prizmeés ABCAB;C; pagrindai yra lygia-
krasciai trikampiai, kuriy krastiné lygi 34/3 . Virsiinés A4, ortogo-
nalioji projekcija yra pagrindo ABC centras. Prizmés visos Soninés
briaunos su pagrindo plok$tuma sudaro 60° kampus. Raskite
prizmés turi.

4. Pasvirosios trikampés prizmés ABCA;BjC; pagrindas ABC yra

statusis trikampis ABC (£C =90°). Vir§tnés B; ortogonalioji pro-
jekcija plokStumoje ABC yra taskas C. Visos prizmés Soninés
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10.

briaunos lygios / ir su prizmés pagrindu sudaro kampa ¢, o sienos
BCCiB; ir ABBjA4, sudaro dvisieni kampa lygy o . Raskite
prizmés $oninio pavirSiaus plota.

Piramidés pagrindas — lygiasonis trikampis, kurio Soniné krastiné
lygi a, o kampas tarp Soniniy kraStiniy o . Visos piramidés Soninés
briaunos { pagrindo plokStuma pasvirusios kampu . Raskite
piramidés tirj.

Taisyklingosios trikampés piramidés visi plokstieji kampai prie
vir$iings yra statieji, o pagrindo plotas . Raskite piramidés Soninio
pavirsiaus plota.

Taisyklingosios trikampés nupjautinés piramidés pagrindu krastiniy
ilgiai 8 ir 4. Per Soning briauna ir su ja nesikertan¢ios mazesniojo
pagrindo krastinés vidurio taSka nubrézta plokStuma. Gautojo pju-
vio plotas lygus 6+/3 . Raskite piramidés tirj.

Trikampés piramidés ABCD briaunose AB, DB ir DC pazyméti
atitinkamai taskai £, K ir P taip, kad tiesés PK ir BC néra lygia-
grecios. Nubrézkite piramidés pjuvi, kai kertancioji plokStuma eina
per taskus E, K ir P.

Taskai K, P ir M yra atitinkamai gretasienio ABCDA4B,CiD;
briaunose A4;, A;B; ir BC. Nubrézkite gretasienio pjuvi, kai ker-
tancioji plokStuma eina per taskus K, P ir M.

Taisyklingojo oktaedro briauna lygi a. Apskai¢iuokite jo tiirj.

i\—-f’s

N

4
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkuinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

ISspreskite lygti
2 x+1|+|x-2]=5.

ISspreskite lygti
15x2 -1 7x
+ =1.
8¢ 15x7 -1

Raskite tiirj taisyklingosios trikampés piramidés, kurios Soniné

briauna lygi 8 ir yra pasvirusi  pagrindo plok§tuma 60° kampu.

Raskite kompleksinio skai¢iaus w = (— V3+i )11

menamaja dalis.

moduli, realiaja ir
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SPRENDIMAI

=

g

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Nagrinékime skai¢iaus-milzino skaitmenu grupes: 1 ir 99 998, 2 ir
99997, 3 ir 99996 ir t.t. Tokiy grupiy yra 99998:2=49999,
Kadangi Siy grupiy skaitmeny sumos lygios 45 ir paskutiniy penkiy
skaitmeny 99 999 suma lygi 45, tai skaiCiaus-milzino skaitmeny
suma lygi 50 000-45 =2 250 000.

Ats.: 2 250 000.

Sakykime, kad ieSkomasis skai¢ius yra 1000x + y ; ¢ia y — trizenklis
skaiCius. Pagal salyga sudarome lygti 1000x + y =57y. Toliau:

1000x + y =57y = 1000x = 56y = y = 1(;0(;x =125§:>x=7,

y=125.
Ats.: 7 125.

Sakykime, x, y ir z yra pirminiai skaiciai ir z = X y3. Tada

z=x3—y3=(x—y)(x2+xy+y2):>x—y=1:>x=3iry=2:>
= z=19.
Ats.: 3,2, 19.

X2 —bx+y—dfy+13=(x-3>+({[y-2? =0=>x=3,y=4.
Ats.: (3; 4).

(x-DE-2% (x-DE-27

b b

3—x - 3—x -
>1 2 -1>0
3—x 3—x

(x—1)(x—2)? o P2,

3_y ’ xX#2,
= = {x-1 =

x—1 <0 I<x<3
>0 x—3

3—x
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6.

8.

= xe(1;2)U(2;3).
Ats.: xe(1;2)U(2;3).

Sakykime, Naglis piesé snaiges n lapuose. Tada Miglé (pagal
salyga) panaudojo ne maziau kaip n+1 lapa, o Ugné — ne maziau
kaip2n+2 lapus; Ugné nupies¢ ne maziau kaip 2n+2 snaiges, o
Miglé — ne maziau kaip 2n+3 snaiges. Taigi Naglis nupiesé ne
maziau kaip 4n+6 snaiges. Kita vertus, n lapuose Naglis galéjo
nupiesti ne daugiau kaip 5# snaigiy. Tada 4n+6<5n=>n>6.

Ats.: 30.

Sakykime, kad Antanaitis, Jonaitis ir Petraitis turéjo atitinkamai x,
2x ir x Salininky, o rinkimuose dalyvavo atitinkamai 5y, S5y ir 6y
rinkéju. Pagal salyga galioja lygybé 5y+5y+ 6y =0,6(x+ 2x + x).
Tada

5y+5y+6y=0,6(x+2x+x):>16y=0,6-4x:>y=2iox.

Vadinasi, uz Antanaitj neatéjo balsuoti x—5 y=x—%x=
=0,25x jo Salininky, t.y. 25%; uz Jonaiti neatéjo balsuoti

2x-5y = 2x—%x =0,625-2x jo Salininky, t. y. 62,5 %; uz Petraiti

neatéjo balsuoti x—6y =x —%x =0,1-x,t. y. 10 % jo Salininky.

Ats.: 25 %, 62,5 %, 10 %.

sin10°-sin50°-sin70°=(28m10 -cos 107 )sin 50" -sin 70 _

2cos 10°
_ 2sin20° -sin 50° -cos 20° _ sin 40° -sin 50°
4cos10° 4cos10°
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9.

10.

_ 2sin40°-cos40°  sin80°  cos10°

1
8cos 10° " 8cos10° 8cos10° 8

Sapc _ Sapc Supc _ AC BC
Sgme  Suc Spmuep MC BE

Kita vertus, 4
AM 5 AC 13

MC 8  MC 8 5 M
EC 7 BC 12 7
e ==,
BE 5 BE 5 B C
E 8
Talgl —SABC :E.E:ﬁ‘
Spgye 8 5 10

Ats.: 39:10.

B

AADB=AO0DC, nes OC = AB C
(izambinés) — pagal salyga;
£ ABD =90° - Z/BAC = L ACE =

BD=DC.
Kadangi £ CDB =90°, tai D
/DCB =45". Q
) A [ B
Ats.: 45", E

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Lygti pertvarkome taip:
x2(x? +2x+2) =8(x% +2x +1),
xt 125 +2x% =8x% +16x+8,

x*42: —6x? ~16x-8=0.
Galimi Sios lygties sveikieji sprendiniai: +1;+2;+4;£8.
Tinka —2. Dalijame kampu:
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Cxtr2xd —6x? —16x-8 | x+2

x*+2x3 x> —6x—4
—6x% —16x—8
—6x? —12x
_—4x-8
—4x-8
0
Daugianaris x> —6x—4 turi Saknj -2 (kandidatai £1;+2;+4). Vél
dalijame:
_x3 —6x—4 | x+2
X3 +2x? x2-2x-2
—2x? —6x-4
—2x? —4x
_—2x-4
-2x-4
0

Taigi pradiné lygtis ekvivalenti lygciai
(x—2)2(x*> —2x-2)=0.
Spresdami ja, gauname x=2 arba x2—2x-2= 0, (x— 1)2 =3,

x:Ii\/g.
Ats.: {=2;2;1-+/3:1+/31.

2. Taikome skaidymo dauginamaisiais metoda:

(x+1+ x=2 Jzzﬁ(x—Z)Qj

x=2 2(x-4) 4 \(x-4

(x+1+ x=2 _7(x—2))(x+1+ x=2 +7(x—2)j
x=2 2(x-4) 2x-4H\x-2 2(x—-4) 2(x-4)

(x+l _3(x—2)j(x+1 +4(x—2)j=0

b

x—2 x—4 x—2 x—4

105



SPRENDIMAI

(2x% —9x+16) (5x% —19x+12) _
(x=2)°(x-4)?
Lygtis 2x2 —9x+16=0 sprendiniy  neturi, o

0.

lygties

5x2 —19x+12=0 sprendiniai yra 0,8 ir 3; jie tenkina salygas
x#2 ir x #4.

Ats.: {0,8; 3}.

3. Pazymékime ¢ = x? —3x+4. Tada gauname:

t—1 t t+1 1t -1)

:te{l;z}.
3

: . : . . 1 .
Toliau sprendziame dvi kvadratines lygtis: x> -3x+4=—ir

1 2 6 32~ 7142 32 _ 7142 =0,
+ 0= =0= =
1(t>-1)#0

X2 —3x+4=2, Pirmoji lygtis sprendiniy neturi, o antroji turi du
sprendinius: 1 ir 2.
Ats.: {1;2}.

4, (x+D)(x+2)(x+3)(x+4)=3 =
S(x+D(x+4))(x+2)(x+3)=3=>
:>(x2 +5x+4)(x2 +5x+6)=3=>

t=x?+5x+5,  |t=x"+5x+5,  [r=x215x+5,
= = =
(t=D(t+1)=3 |2 =4 te{-2;2}.
Kai ¢t =-2, gauname: X2 +5x+5=-2=x2+5x+7=0. Si lyg-
tis sprendiniy neturi.

Kai ¢t=2, sprendziame lygti x2+5x+5=2 ir gauname du
—5-413 . —54413
5 .

2

sprendinius:
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s {-5-@ - 5@}

2 2

5. Pertvarkome kairiaja lygties puseg:

1 3 1 N 1 3 1 1 _ 1 N 1 3 1 3
x+6 x+9 x+7 x+10 x+6 x+10 x+7 x+9
4 2
=— +— .
x“+16x+60 x“+16x+63

Pazymékime ¢ = x2 +16x +60 ir gausime:
4 2 21  7t2-19t-80 16
=>———=0=>te{——; 5

—_— =

t t+3 20 tit+3)
Lygties x% +16x+60= —% sprendiniy aibé yra

{_8_2@;_8+2@

7 7
aibé yra {—11; -5}.

}, o lygties x2+16x+60=5 sprendiniy

Ats.: —11;—5;—8—2\/5;—8+2\/ﬁ.
7 7
3 34x2—8x+12  x?—8x+15

6. Kadangi +1= = ,
(x=2)(x—-6) (x=2)(x=6)  (x=2)(x—-6)

lygtis ekvivalenti sistemai
(x? —8x+15)(x> —8x+16) =12,
x#2,x#06.
Pazymékime ¢ = x> —8x+15 ir i§spreskime lygti #(¢+1)=12:
tt+)=12=1> +1-12=0=t e {-4;3}.
Toliau sprendziame lygtis
x? —8x+15=3 ir x* —8x+15=—4,
Antroji lygtis sprendiniy neturi, o pirmosios lygties sprendiniai (2 ir
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6) netenkina salygos x # 2, x = 6. Taigi sistema sprendiniy neturi.
Ats.: O.

7. Pazymékime t=3x+ 1 ; tada
X

2 1 1)?
18x2+—2=2(9x2+—2j=2 (3x+—j -6 =2(t2—6).
x x X

Pakeite kintamaji, gausime lygti 2(1‘2 —6)=16—1¢, turinCia du

sprendinius: % ir—4.

Kai ¢t = %, sprendziame lygti 3x+ 1 = % ir gauname:
X

6x2 —Tx+2=0, {1 2}
=S XES—;—¢.
x#0 2°3

Kai ¢t =—4, sprendziame lygti 3x+ L =—4 ir gauname:
X

3x% +4x+1=0, { 1}
=>xeq—-1,——}
x#0 3

Ats.: —1;—1;1;2.
3'2°3

8. Pazymékime ¢=x+4 ir spreskime lygti (£— 1)4 +(t+ 1)4 =16.
Atlike veiksmus, kairéje puséje gausime reisSkini 264 +12¢% +2.
Toliau sprendziame bikvadrating lygti 612 —7= 0, kuri turi du
realivosius sprendinius: 1 ir —1. IS lyg€iy x+4=1 ir x+4=-1

gauname uzdavinio atsakyma — lygties sprendiniy aibe {—5; —3}.
Ats.: {-5; -3}.
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10.

.. L .. . 243 +3x+4 )
Sudéje trupmenas, kair¢je puséje gausime , todél
(x+D(x+2)

toliau nagrinékime lygti
2x° +3x% +3x+2
(x+D(x+2)

kuri ekvivalenti sistemai
2% +3x%2 +3x+2=0,
{(H 1)(x+2)#0.

Lygties 23 +3x2 +3x+2=0 kairiaja puse galima iSreiksti
sandauga:
2% +3x2 +3x+2=(2x° +2) +(3x% +3x) =

=2(x+1)(x? —x+ 1) +3x(x +1) = (x + 1)(2x> + x +2).

Todél & lygtis yra ekvivalenti lygdiai (x+1)(2x% +x+2)=0.
Lygtis 2x% +x+2=0 sprendiniy neturi, o i§ lygties x+1=0

gauname x=-1. Bet S§is sprendinys netenkina salygos
(x+D(x+2)=0.

Darome i$vada, kad lygtis sprendiniy neturi.

Ats.: .
Kadangi x =0 néra lygties sprendinys, tai padalij¢ deSinés pusés
trupmenos skaitiklj ir vardiklj i§ x, gausime ekvivalencia lygti

9 x—4—2
x—6-2 =X
Y ox-6-=

X

Pazyméje t=x —2, gausime lygti ¢—-6= —2 Toliau
% _

sprendziame sistema

t—6=0.

Ji turi du sprendinius: 5 ir 8.

{zQ —131+40=0,
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. 9 . 9 . .. .
IS lyg€iy x——=15 ir x——=_8 randame visus pradinés lygties
X X

sprendinius:

(i$ pirmosios) ir

{ 1 9 5-461 5+J5}
Ats.: —5;5; ; .

(i$ antrosios).

2 2

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu broliui yra b mety, seseriai — s mety, o po ¢ mety brolio mety
skaiCius bus toks, koki nusako uzdavinio salyga. Sudarome sistema
b+s=26,

b+t)+(s+1t)=5b,
3s=b+t,
Kurig iSsprende gauname: b=14, s=12, t=22.
Ats.: dabar broliui 14 mety, o seseriai 12 metuy.

2. Galima bandyti ieSkoti sprendinio imant a=b=c=n, arba
a=b=n, c= n? irt. t. Sivo atveju tokio tipo sprendiniy néra.
Kaip ir i§sprestame 7 pavyzdyje nustatome, kad visi skaiciai a,
b, c¢ gali biti lyginiai. Sprendinio ieSkokime imdami a=2",
b=2Y, ¢=2% Tada:
23x n 25y _ 222 — 23x—22 n 25y—22 -1.
Pastaroji lygybé galioja, kai
3x—-2z=-1, 3x+1 Sy+1
= z="—=
Sy—-2z=-1 2 2
Pasirinkg x =5 ir y=3, gauname z=38. Taigi lygties vienas

sprendinys yra a = 25, b=23, =28
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Aisku, §i lygtis turi ir daugiau sprendiniy.
Ats.c a=2°, b=2%, ¢=2%

3. Saknies Vx+2-x2 apibrézimo sritis yra [-1;2], o Saknies

Vx?=3x+2 — (—o0; 1JU[2; +0); taigi nelygybés apibrézimo sritis
yra aibé [-1;1]JU{2}. Patikring, isitikiname, kad x=2 yra
nelygybés sprendinys.

leskosime nelygybés sprendiniy intervale [-1; 1]. Aisku, kad
x =0 néra sprendinys. Toliau sprendiniy ieSkosime intervaluose
[-1; 0) ir (0; 1].

1) xe[-1;0). Nelygybés Vx+2-x> —x<+vx2—-3x+2 abi

pusés teigiamos, todél galima kelti kvadratu:

x+2—x2—2x-\/x+2—x2 +x? <x2—3x+2,
4x — x* <2xVx+2—x2.

4—x>2\/x+2—x2.

Dar karta pakéle kvadratu (vél abi pusés yra teigiamos),
gauname:

IS ¢ia

16—8x+x% >dx+8—4x2,

5x% ~12x+8>0.
Sia nelygybe tenkina visi intervalo [~1;0) skaiciai.

2) xe(0;1]. Nelygybe \/x+2—x2 < \/x2 —3x+2 +x keliame
kvadratu:

x+2—x%<x? —3x+2+2x\/x2 —3x+2+x2,
2x\/x2 “3x+2 > 4x-3x%

2Wx%—3x+2>4-3x.

Abi nelygybés pusés yra teigiamos, todél galima kelti kvadratu:

IS ¢ia
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4(x? =3x+2)>16—24x+9x2,

5x2 ~12x+8<0.
Si nelygybeé sprendiniy neturi.
Ats.: [-1,0)U {2}.

4. Padalije lygybe a*b 4P =(2a)b i$ 4b, gauname lygybe

4 2b 4 b a b
—| -—1=|—| . Pazymékime | — | =z; tada
2 2 2

z? -z-1=0=>17z, =l_£.
202
Reik§meé — yra neigiama ir ji lygciai netinka, nes z > 0. Taigi,
= 1+;/§. Tuomet
b
1
a1 - 5 = b=log, 1+\/§.
2 2 - 2
2
Ats.: b=log, 1+£/§.
2

5. Perkéle visus narius i kair¢ puse ir subendravardikling, gausime
lygybe
(a+b)(b+c)c+a) _0

abc (a+b+c)
18 kurios ir iSplaukia jrodomasis teiginys.

b

6. Lygties sprendiniy ieSkokime trijuose intervaluose: (—co;0), [0; 2.],
(2;+ ).
1) x e (—;0). Siuo atveju gauname:
—xX0+(x=2)°=8=3x’ —6x+8=0 = Q.
2) x €[0; 2]. Gauname:

112



ANTROJI UZDUOTIS

CPrx-2P=8= -2 +(x-2%=0>
= (x=2)(x* +2x+4)+(x-2)°=0=
= (x-2)(x2 +2x+4+ x> —4x+4)=0=
= 2(x-2)(x>—x+4)=0 = x=2.
3) xe(2;+»). Tada
X —(x=2)°=8= (x-2)(x? +2x+4— (x> —4x+4)) =0 =
= (x-2)x=0= x€{0;2}.
Taigi intervale (2;+ ) lygtis sprendiniy neturi.
Ats.: 2.

7. Lygti spreskime kairiaja jos pusg skaidydami dauginamaisiais:
X3 -D)x?+12= (x+243) (X —x+24/3)=0 = x =-24/3.
Ats.. =243,

8. Pazymékime f(x)= 2x2 +5x—4 ir iSspreskime lygti  f(x)=x,
t.y. 2x% +5x—4=x:
2% +5x—4=x= x> +2x-2=0 = X1 =—1—\/§,x2 =—1+4/3.
Kitus du sprendinius gausime lygties kairiaja pusg dalydami
(kampu) i§ (x—x)(x—xy) = x> +2x—2:
2(2x% +5x—4)2 +502x% +5x—4)—x—4 _

2 0=
x“+2x-2
2x2+6x—1=0:>x3=—3—T\/ﬁ; x4=_3+T\/ﬁ‘
Ats.: {—3+g/ﬁ;—(l+x/§); \/1_12_3; \/5_1}

2 2
9. Kadangi (\/3x2+x+5j —(\/3x2—x—2j =2x+7, tai lygtis

ekvivalenti sistemai
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\/3x2 +x4+5 +\/3x2 -x-2= 2x3+7’

\/3x2 +x+5—\/3x2—x—2 =3.

2\/3x2+x+5 = 2x;16:> \/3x2+x+5 =x—+8.

3

IS ¢ia

Pakéle abi puses kvadratu, gauname:

(x+8)?

3x2 4 x+5= :>27x2+9x+45=x2+16x+64:>

= 26x2-T7x-19=0 = xe{—%;l}.

Ats.: {—%; 1}.
10. Pazyméje u = \/4 10+ x + x2 , V= 4\/ 7—x—x7 , gauname sistema
u+v=3,
{u“ +vt=17.
Kadangi ut vt = (u2 + v2)2 2t = [(u+ v)2 - 2uv]2 - 2u2v2,

tai pazyméjus ¢ =uv, antraja sistemos lygti galima pakeisti lygtimi

© —2t)2 ~2¢2 =17. Sios lygties sprendiniai yra #; =2, ¢, =16.
Gauname dvi sistemas:

u+v=3, . |u+v=3,
ir
u-v=2 u-v=16.
Pirmosios sistemos sprendiniai yra (1;2) ir (2; 1), o antroji
sistema sprendiniy neturi. Lygtis 4\/ 10+x+x% =1 sprendiniy neturi,

o lygtis \/4 10+x+x% =2 turi du sprendinius: x; =-3 ir xp =2.
Ats.: {=3;2}.
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TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pazymeékime =sina, o€ [ ; 721 Gauname lygti
1 1 a5 .. . . .
—+ =—. I§ ¢ia sina=0,6 arba sina =0,8. Vadinasi,
sina,.  cosa 12
x €{0,6; 0,8}.
Ats.: 0,6; 0,8.

2. Pazymékime x=sina, ae {—g 5} Gauname lygti

coso =4sin3oc—3sinoc,
coso =—sin3a,

sin[g - oc) +sin30 =0,

2sin E+oc cos E—20( =0.
4 4

I§ <cia gauname %Jroc:O arba g—Zoc:J_rg. Taigi

ae _3_n; —E; _IL Vadinasi,
8 4 8
l—cosE
xlz—ﬁ; x2=—sin£=— 4 - - 2_\5;
2 8 2

3n V2
. 3TC 1- COSZ 1+7 [2+\/5
X3:—Sln?:— 5 =— =— > .

2
V2o 2-2 2442
Ats.: ———, — , — .
2 2 2
3. Taikydami keitinj x =sina, [ g g}, gauname lygti
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sin a.cos o =|Sil’10L|3 —|sina|+L.
V2

Nagrinékime atveji o€ [O;E} ; tada |sm a| =sina. Toliau
gauname:
) .3 . 1
sin“ a.coso =sin” a—sina + —,
V2
.2 1 . 2
sin” a.cosa —ﬁ—smacos a,

1

sinoccosoc(sina+cosa)=—2,

1 [ ] Ry
—sin2a.-| sino +sin| ——a —_,
2 V2
ls1n20c 2sin~-cos| a— = | = : ,
2 4 4) 2

sin 2ol cos(oc —EJ =1.
4

Si lygybé intervale {O; g} imanoma tik tada, kai sin2o =1 ir

Vadinasi, x = sinE = —2
4 2
Kai a e {—g; 0} analogiSkai spresdami gautume x = —g.

Ats.: x= —Q, Q
2 2
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4. Taikydami keitinj 2x =cos2a, o. € [O; g}, gauname:

1-cos2a|\l—2cos2a+1+cos2a :200522a—1,
J [ J

\/5|sincx|(1—2cos2oc-\/§|cosa| ): cos4a,
\/Esinoc(l—%/E cosaLCcos 20c)= cos4a,
\/Esinoc—4sinacosacos 20 = cos4a,
\/Esin o.—sin4o = cos4a,

. 1 . 1
sino = —=sin4o + ——cos4a.,
V2 V2
sina, = sin(% + 4aj,

sin(4oc + %J —sino =0,

2sin 3—OL+E cos 5—OL+E =0.
2 8 2 8

IS Cia
3 T 5 T o
—o+—=rk, —oc+—=(2k+1)—, keZ,
2 8 2 8 2
a=2{mk-2] a=2{(@k+1)E-T|kez.
3 8 5 2 8

Intervalui [0; g} priklauso vienintel¢ o reikSmé o =;—g, su kuria
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5. Taikydami keitini x=acosa, y =asina, o. € [0; 27t], gauname:

3y —4xy B 3a® sin? o — 4a® sina.cos a B
x? +y2 a’ cos® o.+a’sin’ o
. . 1—-cos2a .
3sin’ o —4sinacosa =3 —————— _2sin 20 =

:E— gcosZ(>L+2sin20L =§—§ écosZOL+isin2oc .
2 \2 2 2.5 5
. . 3 . 4
Tegu ¢ yra kampas, su kuriuo sm(ng ir coscng. Tada

2
e LV —é(sin(pcos 201+ cos @sin 20) = é—isin(2ot +0).
w22 2 02 2 2
y
Vadinasi, didZiausia reiSkinio reikSmé lygi 3.3, (-1)=4.
Ats.: 4.
6. Taikydami keitini x =sina, y=cosa, o € [O; 2n] , gauname:

4sinoccosoc(2cos2 o —1)=1, 2sin2a.cos2a =1, sin4o =1,

4o =—+21'ck keZ, a=£+n—k
2 8
I n St 9n 13w
Sélaoa=—,—,—,—.
8 8 8 8

Belieka apskaiciuoti x ir y reikSmes:

. T 2—\/5 T 2+\/5
x1=sm—=—, Y] =C0S—=——;
2 8 2
n T 2+\/§
x2=sm—= —+— _
2 8 2
coss—n——
Y2 = ]

. 9w LT 2—\/5
X3 =sin—=-sin—=———
8 2

b
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8 2
. T 57 2+\/5
X4 =SIN——=—SIN—=— ,
8 2
4 g 8 2
Ats.[Jz—ﬁ.JuﬁJ {J%ﬁ_%z—ﬁJ
- 2 72 ’ 2 2 ’

2 2 2 2

[_Jz_\@;_@m], [_Juﬁ;%z—ﬁ}

7. Pirmyju dvieju lygciy sistema uzrasSykime taip:
x o ¥ B z
31+x%)  4(+y?) 501+z%)

(1)
p

Kadangi xy+ yz+zx=1, tai taikome keitinj x= tg%, y= tgz,

z= tg%, o,p,ye (O; n), o+ P +v=m Gauname sistema

sina. _ sinf3 _ siny
3 4 5
IS sinusy teoremos iSplaukia, kad o,f,y — trikampio, kurio

kragtinés proporcingos skai¢iams 3, 4, 5, kampai. Sis trikampis yra

statusis y:E ; todél sinazé, sinBzi. Tada tggzl,
2 5 5 2 3

, tg% =1. Taigi turime sprendini (%, %; lj. Aisku, kad

B 1
to—=_—
g2 2
1
3

1 . -
(_ : —5; - lj taip pat yra sprendinys.
Ats.: l;l;l 5 —l;—l;—l-
3°2 372
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8. Sistema uzrasSykime taip:

x=4y3_3y9
y=4z3—3z,
z=4x> —3x.

Irodykime, kad x,y,ze [— K 1] . Targ, kad |x[>1, gauname
|z = 4x> = 3x | x|-|4x% =3 |> lir| y |5 4z° =3z | z|-| 422 =3 > 1.
Tada
3 3 3
| xyz = (4y” =3y)(4z" =3z)(4x” —3x) |=
= xyz| (4y% —3)(4z% = 3)(4x? =3) > xyz|.
Taigi prielaida, kad |x|>1, turime atmesti. Analogiskai galima
irodyti, kad | y <1 ir | z|<1.
Taikydami keitini x =cosa, o € [0; n], gauname
z=4cos’ a—3coso =cos3a,
y=cos9a,

x =cos27a.

Vadinasi, cosa =cos27a. Tada:
cos27a—cosa =0,
—2sinl3asinl4a =0,
13 =k arba 140 = nk.

I8 ¢ia
a="E aba 0= (k=012,..13).
13 14
Taigi
X =CO0S—, X, =C0S—,

7 =cosﬁ, Z5 =cosﬂ; k=0,1,2,...,13.
13 14
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9. Nelygybeg pertvarkome

R O O (e

Taikydami keitinj € _sin 2a., % =sin2f3 [oc, Be {O;%D, gauname:

a

< +% = sin 2.+ sin 2 = 2sin(a + B) cos(a. — B) < 2cos(a —B),
a

\/(1 + ﬁ}(] + %j + \/(1 — Ej(l —%) = (sina + cos a)(sin B + cos B) +
a a

+ (cos o —sin a)(cos P —sin B) = 2cos(a —B) < 2.
Taigi dviguba nelygybé irodyta.

10. Nelygybe pertvarkome taip:

it

Taikydami keitini ‘- cos’ a, % = cos? B,a,pe [0;%} ir tare,
a

c cC

b a

kad tiriamoji dviguba nelygybé yra teisinga, gauname:

‘COS2

o — cos> B‘ <cosfBsina+cosasinf <1,
|(cos B —cosa)(cos+cos OL)| <sin(a+p) <1,

—2Sina—+BSinB_—a- OH'B |
2 2

2cos | <sin(o+B) <1.

| sin(ou+B)sin(a. — B)I <sin(o+p)<1.

Pastaroji nelygybé yra akivaizdi, todél prielaida yra teisinga.
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KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. Tegu v yra keliautojo vidutinis greitis (km per diena). Pagal
uzdavinio salyga turi galioti dvi nelygybés:
8(v+20) <1000 ir 12(\; - 15%} >1000.

I§ pirmosios nelygybés gauname v <105, o i§ antrosios — v > 99,
taigi 99 <v <105.
Ats.: 99 <v <105.

2. Tegu v yra pacios valties greitis. Tada kelionés trukmés skai¢iavimo

formulé yra
10 6
—+——, v>1.
v+l v-1
Pagal uzdavinio salyga reikia iSspresti dviguba nelygybe
3< 10 + 6 <4, kai v>1.
v+l v-
Gausime:
0 6 Ly [lormdyy (16t g,
v+l v-1 v -1 vo -1
10 [ 0 4 o )tov=d ) 110024 4o, o
v+l v-1 v2 -1 v2 -1
v>1 v>1 v>1

2

3y —216v+1S0’
2v -1 32 —16v+1<0,

42 —1

- V2—6Vzo, — In?_16v>0, =
v -1
v>1
v>1
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8—+/61 8++/61

<yv< 3 ,
3
= v<0 arba v>4, = 4SvS8+;/a.
v>1
Ats.: 4Sv38+m.

3
3. Tegu s yra atstumas tarp A4 ir B, u — katerio greitis, v — upés srovés
greitis. Pagal uzdavinio salyga turi galioti lygybé

5 210

u+v u-v
ir nelygybé
> 2 <7
Ldu+v 1l4u-v

Reikia rasti ; tai laikas, per kurj kateris nuplauké i§ punkto B {

u—v
punkta A (plaukdamas prie§ srovg). RySys tarp srovés greicio v ir
atstumo s iSreiSkiamas formule s=24v. Taigi reikia iSspresti

sistema
24v N 24v _10,
u+v u-—v
24v 24v

<7.

+
Ldu+v 14u-v

Sprendziant ja reikia turéti mintyje, kad turi bati >0, v>0 ir

u>v.
ISsprendg lygti, gausime u = 5v. Tada
24v 24v 24v 24v 24v 24y
+ =3+4=7.

1,4u+v+1,4u—v 1,4-5v+v+1,4-5v—v & 6V
Taigi sistemos nelygybé galioja, kai upés srovés greitis v yra bet
kuris teigiamas skaicius.
Katerio sugaista laika jam plaukiant i§ B | 4 apskai¢iuojame
taip:
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s _ 24y 6 ().
u—-v Sv—-v

Ats.: 6 h.

4. Tegu p yra deimanto gabalo svoris (tam tikrais svorio vienetais), o
P, pp it p3 —Sio deimanto gabalo trijy daliy svoriai (tais paciais
svorio vienetais). AiSku, kad p; + p, + p3 = p. Deimanto kaina
pazymékime C, o jo daliy Cj, C, ir C3. Pagal uzdavinio salyga
gauname:

2 2
C=hkp” =k(py+p2+p3)°,
2 2 2
Cr=hkpi, Cy=kps, C3=kp3,
¢ia k >0 — proporcingumo koeficientas. Todél
2 2 2 2
C-(G+C+G)= k((p1 +pr+p3)” —(pi +p3+p3 ))=
=2k (p1p2 + p1p3 + P2p3) > 0.
Vadinasi, C > C; +C, +C5.
Ats.: Perkant visa gabala.

5. Tegu x ir y ieSkomi natiiralieji skaiciai. Pagal uzdavinio salyga
x+y=119, x=7m, y=7n, m ir n — tarpusavyje pirminiai
skaiCiai. Gauname lygti 7(m+n)=119. I8 ¢ia m+n=17. Galimos
m ir n skaiCiy poros (m;n), m<n tokios: (1; 16), (2; 15), (3; 14),
(4; 13), (5;12), (6; 11), (7; 10), (8;9). Didziausia skaiCiy m ir n
sandauga yra 72 (kai m=8, n=9). Taigi x=7-8=56,
y=7-9=063.

Ats.: 56 ir 63.

6. Tegu x yra ieSkomasis kédziy skaiCius. Pagal pirmaja salyga
gauname lygybe x=12m+k; ¢&ia m ir k natiralieji skai-
¢iai, 1<k<m-1. IS antrosios salygos gauname lygybe
x =26(m—"T)+ (m—10). Matome, kad turi biiti m >11.

Nagrinédami lygybe 12m + k =26(m —7)+ (m —10), gauname:
15m=192+k,
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m=124121K (1)
15

Kadangi k<m-—1, tai turi galioti nelygybé 15m=192+k<
<192+ m—1. IS ¢ia gauname, kad m S%; taigi m <13.

I§ sios salygos ir (1) formulés nustatome, kad k=3 ir m=13.
Vadinasi, x=12-13+3=159.
Ats.: 159.

. Tegu x yra grybu skaiCius pirmame, o y — antrame krepSyje. Pagal
uzdavinio salyga x+y>27, x+24=2y ir x—10< y<9(x—-10).
IS $iy salygu gauname:

x
) y=—+12;
)y 5

2) x—10<§+12£9(x—10) -

x—10< > +12, X0,

= 2 = 129 = —=<x<44;
X 112<9(x-10) X5
2 2

Nx+y>27 = x+§+12>27 = x>10.

Taigi 10 < x < 44 . Gauname tokias x ir y poras (x; y):
(125 18), (145 19), (16; 20), (18; 21), (20; 22), (22; 23), (24; 24),
(26; 25), (28; 26), (305 27), (32; 28), (34; 29), (36; 30), (38; 31),
(40; 32), (42; 33).

Ats.: 2k ir k+12; k=12,13,..., 21.

. Tegu r yra raudony, o m — mélyny pieStuky skaicius dézutéje;
dézuc¢iy skaic¢iy pazymékime x. Pagal uzdavinio salyga Siuos
dydzius sieja tokie sarysiai:

1) m—r>3,

2) 3m—2r<16;

3) Bm+2r)-x=81.
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I$ pirmos nelygybés gauname salyga m >r+3, o i§ antros —

2r+1 . . . .
salyga m< r3 6; taigi skaiCius m turi biiti intervale

(r +3; 2r43r16] Skaiciai » ir m turi buiti natiiralieji, todél nesunku

rasti visas galimas skaiCiy  ir m poras (r; m) . Pavyzdziui, pasirink¢
r =1, gauname, jog m € (4; 6] ; todél Siuo atveju turime dvi poras —
(1; 5) ir (1; 6). AnalogiSkai randame ir kitas galimas poras: (2; 6),
(3 7), (45 8).

Dabar pasinaudokime lygybe (3m+2r)x=81. I§ jos matyti,

kad skai¢ius 81 turi dalytis i§ skai¢iaus 3m +2r. Sia salyga tenkina
tik pora (3; 7).

Dézuciy skai¢iy x randame i§ formulés x = ; jis yra
3m+2r
lygus 3.

Ats.: 3 raudoni ir 7 mélyni piestukai; 3 dézutés.

9. Tegu x yra studenty, gavusiy deSimtukus, y — aStuonetus, z — SeSe-
tus, o ¢ — ketvertus, skaicius. Pagal uzdavinio salyga gauname tokius
sarySius tarp Siy dydziy:

1) x<z<y;

2) x =2m, m — natiiralusis skaiCius;

3) y =10k, k — natiiralusis skaicius;

4) 10x+8y +6z+4t =186.

Iras¢ x=2m ir y =10k | pastaraja lygybe ir suprasting i§ 2,
gauname tokia lygti (nezinomuju m, k, z ir ¢ atzvilgiu):

10m + 40k +3z + 2t =93.

Nesunku suprasti, kad & gali igyti tik viena reikSme — lygia 1.
Toliau nagrinékime lygti 10m + 3z + 2¢ =53. Nezinomieji m ir z turi
tenkinti salyga 2m <z <10; be to, skai¢ius z turi biti nelyginis, o

s 53—-10m -3z _ .
skaiCius ¢ = - natiiralusis.

Tikrindami visas galimas m ir z poras (m; z) , gausime, kad
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10.

tinka tik viena — (1; 7). Taigi x=2-1=2, y=10-1=10, z=7,

. 53-10-1-3-7 _
2

Ats.: 2 deSimtukai, 10 astuonety, 7 SeSetai, 11 ketvertuy.

11.

Bendras suzaisty partiju skai¢ius (todé¢l ir bendra tasSky suma) yra
C224 =276. Dalydami i§ 14,5, gauname dalmenj 19 ir lickang 0,5.
Tai reiksty, kad 5 mokiniai i$ viso turéty vos puse tasko; bet taip
buti negali, nes zaisdami tarpusavyje Sie 5 mokiniai turi
»pasidalyti“ C52 =10 tasSky. Vadinasi, po 14,5 tasko galéjo surinkti
maziau kaip 19 mokiniy. Ar galéjo 18 mokiniy surinkti ne maziau
kaip po 14,5 tasky? Taip, nes 17-0,5+6=14,5; aStuoniolika
geriausiy zaidéju tarpusavyje visas partijas baigia lygiosiomis ir
laimi prie$ SeSis silpniausius zaidéjus (visai nesvarbu, kokie yra Siy
SesSiy mokiniy tarpusavyje suzaisty partiju rezultatai).
Ats.: 18.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Kompleksinio skaifiaus z; =(x+ y)2 —g—x algebriné¢ forma yra
i

z1=(x+ y)2 —x+ 6i . Du kompleksiniai skaiciai z; ir z, yra lygis,

kai lygios ju realiosios ir menamosios dalys. Taigi z; = z5, kai

¢ v _feres
2 —| —x=-y-1, -y==c
{(Hy) x=-y=-1 _ {5 25"

=
5(x+y)=6 6 =
X+y=— X+y=—_
y 5 3
91 31
=> x=—, y=—"—.
50 50

Ats.: 2;—2.
50 50
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20
220(cosn+isinn] Cosz()lJrisinzOJ
2. w= 3 =203 3__
10 3n . 3m 20 @ 1 Q1 60J
2 (cos4+ism4j cosTy, tism 4

cos[6n+2nj+isin[6n+2nj Cosz—n-{—isinz—n
510 3 3 ) _ 510 3 3 _

coslSm+isinlSn a -1

cos@ﬂ‘sinz—7r
_ol0__ 3 3 2_210(_%”%J:29(1—i\/§).

Taigi Rew=2", Imw=-2" 43, argw=_§.

AZS RCW=29, Imw:—29\/§’ argw:_g

_)
3. Sakykime, kad vektoriy a reikia pasukti kampu o, kad gautume

ﬁ
vektoriu b. Tada kompleksini skai¢iy 4-—3i daugindami i$
kompleksinio skaiciaus cos o +isino gauname:
— L + l JA—
V2 V2

(4 -3i)(cosa +isina) =

1 7

= 4cosa+3sina+i(4sina—3cosa)=——+—i =
2 V2
. 1 ) 1
4cosa+3sino=——=, sino=—,
2 2 3n
= = = o=—.
. 7 1 4
4sina—3coso=— CoSOL = ———
2 i3
Ats.: 3_7[
4
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4. Kadangi argz =—argz, tai
—EﬁargfsE = —ES—arngE = —ES—arngE.
4 2 4 2 2 4

Paveiksluose pavaizduotos ploks§tumos tasky, kuriy komplek-
sinés koordinatés tenkina nelygybes:

) |z—1+i|<4; 2) —gﬁargzsg ir3) Imz > -2, aibés.

Imz

3 pav. 4 pav. (Cia pavaizduota visy
trijy aibiy bendroji dalis)

e (1Y a+i® )
5. 1+ " =(0-iQ) :>( ) =1 = {(l—i)(l-i-i)J =1 =

(1+2i—1
=

2

Ats.: n=4k,k eN.

n
j =1 = i"=1 = n=4k,keN.
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6. Sakykime, kad (z;;z,) — ieSkomoji kompleksiniy skaiciy pora.
Pagal uzdavinio salyga z; #z, ir

3
Zl =2y,
_ .3
Zl —22.

IS sistemos pirmosios lygties z, iSraiSka iras¢ i antraja lygti,
gauname: 219=21 = (zlg—l)-zlzo = 218:1 arba z; =0. Kai
z1=0, tai ir z, =0. Pora (0;0) uzdavinio salygos netenkina.

Sprendziame lygti 218 =1. Gauname:

(g =81 =%cos0+isin0 =cos%+isin%—cos%+zs1n]%T

k=0,1,2,..,7.

Turime astuonis sprendinius:
(z1)g =cos0+isin0=1,
(Zl)l=COSE+iSin£=£+i£,

4 2 2
2n . . 2w T .. | .
(21)p =cos— +isin— =cos—+isin— =1,
4 4 2 2

3nx/_x/_

(z1) COS3—+lSi — =
13 4 4 2 2

4n . 4z
Z1)4 =COS— +isin— =—1,
(z1)4 2 2

57'[ .. 57'5 T .. T ,\/5 ﬁ
(z1)5 =COS— +isin — = —cos— —isin— = ————j~——,
4 4 4 2 2
6bnr .. 6mn 3 .. 3% )
(21)6 =CO0S— +iSIn— =CcoS— +iSIn— = —,
m, .. In n .. 3n N2 A2
(z1)7 =cos— +isin— =—cos— —isin— =———i——.
4 4 2 2
Sias (z1)4 reikSmes jrasg¢ i pirmaja lygti, gauname:

(z2)0=1,
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(22)1—0053—+ sin 3—n=—£+i£,
4 4 2 2
(22)2 :i3 = —i,
On .. O9n no..n N2 A2
(zp)3 =cos—+isin—=cos—+isin—=——+i—,
4 4 4 2 2
(22)a= (-1 =~
(z2)5 =— cos3—+zsin— :Q— ﬂ
4 4 2 2
N3
(z2)6 =(=1)" =1,
_ O .. 9m) T .. T \/5 \/E
(zp)7 =—| cos—+isin— |=— cos—+isin— |=————i—.
4 4 4 4 2 2
. V2 V2 N2 A2 o
Tik  poros 7+17, —7+17 , (i —10) ir

[fffﬁ

N2 _Ne, _Ne TJ tenkina salyga z; # z;.

[*/5 N2 V2, *EJ (1) ir

2 27 2 2

[2&&&]
2

2 2 2

. Kadangi  32045=5-13-17-29,  5=2+i|>, 13=2+3if%,
17=4+i)? ir 29=5+2i*, tai
32045 =| (2 +1)(2+30)(4 +1)(5+20) P = (1 +8i)(4 +)(5 + 2i) |* =
= (—4+33i)-(5+2i) [*= | 86 +157i |* =867 +157°.
Taigi x =86, y=157.
ts.: (86;157).
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8. Pagal Muavro formulg (cosx +isin x)4 =cos4x +isin4x. Kadangi
(cosx+isin x)4 =((cosx +isin x)z)2 =

= (cos2 x —sin? x + 2isin xcos x)2 =

2 x—sin® x)2 +4isinxcosx (cos2 x —sin? X) —4sin® x-cos® x =

=cos* x—6sin? x-cos” x +sin* x + 41'(sinxcos3 x—sin> xcos X),

(cos

tai
cosdx = cos* x—6sin® x-cos® x +sin? X,

sin4x = 4sin x cos> x — 4sin> xcos x.

2 4

x-c0s? x +sin X,

x —4sin> xcos x.

Ats.: cosdx =cos* x —6sin

sin 4x = 4sin xcos’

9. Lygties Z24z+1=0 sprendiniai yra z; = ﬂ ir

2
zy = _1_—M/§ Sakykime, kad o= —l+i£ = cosz—n+isin2—n.
2 2 2 3 3
Tada
o’ = cos6—3n+isin6—37c =1, o’ = (oc3)333 =1,
0% (63222 21, % = ()2 =1 ir
o”% + 4059 4+ 50.°0 11998 =1+ 4+5+1998 = 2008.
Ats.: 2008.
G
10. [ budas. Sakykime, kad tasky 4, B ir C F
kompleksinés koordinatés yra atitin- E A
kamai z4, zp ir z. Tada vektoriaus C
Py M
AC  kompleksiné koordinat¢ yra D 3
. - [m z
zc —z4, vektoriaus AB — zp—zy.
Vektorius AG yra gautas vektoriy AC Sez
pav.
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pasukus % kampu prie§ laikrodzio rodykle, todél jo kompleksiné

- -
koordinaté yra i (zo —z4). Vektorius AE yra gautas vektoriy AB

pasukus g kampu pagal laikrodzio rodykle, todél jo kompleksiné

> o o
koordinat¢ yra —i(zgp—-z,4). Kadangi EG=AG-AE, tai

%
vektoriaus £G kompleksiné koordinaté yra
zpg =1(zec—z ) +i(zp—zy ) =i(zp+zc —2z ).

ﬁ
Apskai¢iuokime vektoriaus AM (M — atkarpos BC vidurio

. . . +
taSkas) kompleksing koordinatg. Kadangi z), = ‘B : |
: + +zp-2
tai ZAM:%_ZA:ZB Z; ZA' Matome, kad
- -

zgG =2i z 457 - Taigi vektorius EG yra statmenas vektoriui AM ir
dvigubai ilgesnis uz ji, t. y. EG=2AM.
2 biidas. Koordinaciy sistema pasirenkame taip, kad koordi-

naciy pradzia sutapty su trikampio ABC virSine 4. Tada tasko A
kompleksiné koordinaté lygi 0. TaSky B ir C kompleksinés

- -
koordinatés zp ir zo sutampa su vektoriy AB ir AC

. .. . . . zgptz
koordinatémis. Tada z g =izo, zygp=-izp It zZ = BZ c.

- -
Taigi zpg =2iz ). Vektorius EG yra statmenas vektoriui AM ir
dukart ilgesnis uz ji, t. y. EG=2AM.
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SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pagal Cevos teorema (1 pav.)

B
AM BR CN _ R
‘MB RC NA M
P
Iscia 2. 38 .3 _1 Todet ZR_2. 4 N ¢
RC 4 RC 5 I pav.

Ats.: BR:RC=2:5.

2. Pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko, savybe¢ turime:
ABI = ACl, BCI = BAI 5 CA] = CB] (2 paV.). Todél

ACl.BAI.CBl_y B

CiB AC B4 C1L/A A
pagal Cevos teorema tiesés A4;, BB, ir CC) C
susikerta viename taske. B,

A
3. Tarkime, kad tiesés A4;, BB, ir CC 2 pav.
susikerta viename taske (3 pav.). Tuomet pagal Cevos teorema
AC, B4, CB .. o .
-——.——==1, o pagal apskritimo kirstiniy savybes galioja

CiB 4C BiA pagal ap 1 savyoes galio]
lygybés

ACy- ACy = AB, - AB,,
BCy-BC, = BA, - BA,,
CB,-CBy = CAy - Cy.
I§ gia
AC, AB, B4y BC, CB, CA4
AB, AC,” BC, B4 Cd4y CB
Todél 3 pav.
AC, BAy CBy, AC, Bdy CB, AB, CA4 BC; _
C,B 4,C ByA ByA C:B AC B,C 4B CiA
AC, B4 CB _

C\B 4C B4
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Pagal Cevos teorema iSplaukia, kad tiesés A4,, BB, ir CC,
susikerta viename taske.

. Sakykime, kad ties¢ BK kerta trikampio krasting AC taske M
(4 pav.). Tuomet trikampiy BMC ir BMA, { kuriuos ties¢ BK dalija
trikampi ABC, ploty santykis lygus atkarpy CM ir MA santykiui.

Trikampiui ADC ir trims tiesés taSkams y
B, K, M taikome Menelajo teorema ir gau-
name lygybe M
CM 4K DB _, B e
MA KD BC 4 pav
Pagal sal A—K—3 b _1 (nes
gal salyga D> BC 2
cM 1 .
taSkas D — krastinés BC vidurio taskas); todél ——-3-—=1 ir
M4 2
CM _2
MA 3

ts.: SABCM:SABMA:2:3'

. Sakykime, kad atkarpos AE ir DF susikerta taSke L (5 pav.).
Trikampiui DFB ir tiesés taskams A4, L, E taikome Menelajo

teorema; pagal ja B
DL FE BA | AY:
LF EB AD T F
. 1 4 . 4 C
Kadangi FEB=—BC, BF=—BC, tai
4 5 5 pav.
FE=BF -BE = 4.1 BC=£BC Todel E=£ Kadangi
5 4 20 EB 5

B4_5 . DLILS | DL_3
AD 3

b

ir .
LF 53 LF 11
Ats.: DL:LF =3:11.
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6. Sakykime, kad pusiaukampiné AD ir pusiaukrastiné CE susikerta
taske £ (6 pav.). Trikampiui ABD ir tiesés taskams C, F, E taikome
AF DC BE

Menelajo teorema ir gauname, kad — -——-——=1. Kadangi
FD CB EA
2=%, o taskas E — atkarpos AB vidurio 2
DC 1
E
taskas, tai D_C:l i E=1. Todel D
CB 3 EA
AF 1 ¢ 4
—.—-1=11ir AF:FD=3:1. 6 pav.
FD 3

Ats.: AF :FD=3:1.

7. Atkarpos AE vidurio taskas K yra trikampio ABC vidurio linijoje
(7 pav.), nes trikampio vidurio linija B;C; yra atkarpy, jungianciy
trikampio virSing 4 su krastinés BC taSkais, vidurio tasky aibé.
Analogiskai taSkas M yra vidurio linijoje 4B, o taSkas L — vidurio
linijoje A;C;. Taigi nagrinéjame trikampi 4;B,C;, kurio vir§iinés
yra trikampio ABC krastiniy BC, CA ir AB vidurio taskai. Jo
kraStinése B|C| ir A4;B; bei krastinés A4;C; tgsinyje yra taskai K, L,
M. 1§ trikampiy ABC ir AC\By, ABE ir ACiK, ACE ir ABK
panasumo gauname, kad

C\K BE
KB EC
Analogiskai
BL AD A4M CF
L4, DB’ MC, PA

Taigi

&

KB, LA MC, EC DB FA EC FA DB

nes taskai E, F, D yra vienoje tieséje. Pagal Menelajo teorema
gauname, kad taskai K, L, M irgi yra vienoje tieséje.
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8. Tarkime, kad tiesés BC ir QR susikerta taske M, tiesés CA4 ir PR —
taske N, o tiesés AB ir PQ — taske L (8 pav.). Trikampiui 4BD ir
dviejose jo krastinése bei treciosios tgsinyje esantiems taskams L, Q
ir P, priklausantiems vienai tiesei, taikome Menelajo teorema;
gauname, kad

AP DQ BL

PD OB LA
AnalogiSkai trikampiui BDC ir tiesés
taskams Q, M, R gauname lygybe

o trikampiui DCA ir taSkams R, N, P,

esantiems jo krastinés tgsiniuose, — lygybe
RC NA PD

IS pastarosios lygybés gauname lygybe

DR CN 4P
ir sudauginame ja su kitomis. Suprasting gauname, kad
BL AN CM _

Kadangi taskai L ir NV yra trikampio ABC kraStinése, o taSkas M —
krastinés tesinyje, tai pagal Menelajo teorema L, N ir M yra vienoje
tieséje.

9. Jei taske M susikerta trikampio ABC

B
pusiaukampinés AD, BE ir CF (9 pav.), tai
agal van Obelio teorem ﬂ— AE+ AF
pag *up EC FBF D
AE AB ¢ AF AC b .
Bet —=—=—, ——=—+=—; tod¢l 4 C
EC BC a FB CB a E
AM ¢ b +b 9 pav.

MD a a a
Ats.: AM :MD=(b+c¢):a.
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10. Sakykime, kad trikampio ABC aukstinés AH, BK ir CL susikerta
taSke M ir AM :MH =1 (10 pav.). Pagal van Obelio teorema

AL AK AM . AL ctg /A AK ctg L4
—+—=——=1. Kadangi —= , = 7r.
LB KC MH LB ctg/B KC ctgZC
1 pavyzdi), tai ctg 24 + ctg 24 =1. Irody-
ctg /B ctg LC K

sime, kad i$ Sios lygybés iSplaukia jrodomoji
tapatybé: 3 c

ctg LA ctg LA ! H

+ = 10 pav.

ctg /B ctg LC -
= ctg LA(ctg LC +ctg LB)=ctg LB -ctg Z/C =

cos LA [ cos LC | cos ZB | cos ZB-cos LC N
sin ZA \ sin ZC sinZB ) sin ZB-sin ZC

= C9S 24 (cos ZC -sin ZB +cos ZB-sin ZC)=cos £LB-cos ZC.

S

Kadangi
cos ZC-sin ZB+cos ZB-sin ZC =

=sin (£ZB+ £C)=sin(180° — £ A) =sin £ A,

tai
cos LA=cos LB -cos ZC.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tikimybé¢, kad Antanas laimés prie§ Juoza tris partijas i$ keturiy,
lygi ps(3)=C3-0,5°-0,5'=4.05*=0,25, o tikimybé Juozui
laiméti prie§ Antang 5 partijas i§ 8 yra

pe(5)=C3-0,5°-0,5°=C3-0,5% = % 0,5% =0,21875.

Ats.: ps(3) > pg(5).
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_ ) ) . 1
2. Tikimybé, kad, metus moneta viena karta, atsivers herbas, lygi 5

Pazymékime A4 ivyki, kad i§ 4 metimy herbas atsivers ne maziau
kaip 3 kartus, B — ivyki, kad i§ 8 metimy herbas atsivers ne maziau
kaip 5 kartus. Tuomet

3 4

1 1 4 (1 4 1 5
P(A) = paB)+ pa@)=C3.[=| =t 2] =242,
(A)=ps3)+ ps(4)=Cy (2] 5 ¢4 [J TARTRRT:

P(B) = pg(5)+ pg(6) + pg(7)+ pg(8) =

s (Y o (1Y (1 s (1Y
=Cg|—=| +Ce-|=| +Cg | =| +C3-| = | =
8 (2j 8 (zj 8 (2) 8 (2j

(Cg+c8 +cg+1) 1 (56+28+8+1)=2
" 256 256 256
5 8 93
Kadangi —=——<——,tai P(4)<P(B
#76 256 256" (4) < P(B).

Ats.: P(A)< P(B).

3. Tegu A — ivykis, kad i§ 6 televizoriy per garantini laikotarpi
remonto prireiks ne daugiau kaip vienam televizoriui, B — ivykis,
kad i$ Sesiy televizoriy remonto prireiks bent vienam i$ ju. Tuomet:

0 6 5
a) P(A)=P6(0)+p6(1)=cg-(%j (ij +Cé.l.(ij _

5 55
= i(4096 +6-1024)= 10240 0,655;
56 5

5645 11529
56 15625

6
b) P(B)zl—p6(0):1—Cg-(§J = ~ 0,738

Ats.: a) ~0,655; b) ~0,738.

4. Maziausia metimy skaiciy, kad tikimybé pataikyti bent viena
metima biity 0,97, apskaiciuokime pagal formule

N= {ln(l p)}l »=097, g=1-08=0,2.
Ing
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Gausime N = [ln 0’03} +1= {_ 3,506

+1=[2,179]+1=2+1=3.
In0,2 ~1,609
Ats.: 3.

5. Pazymékime A4 ivyki, kad métant moneta herbas pirma karta atsi-
. . _ .. 1
vers SeStuoju metimu. Tuomet P(4)= qk L. p; Cia p= E;

11
:1——:—’
1=17575

6. Tikétiniausia pavélavusiy keleiviy (i 855) skaiiy rasime
pagal formule koz[(n+1)p]. Kadangi n=855 p=0,02, tai
ko =[856-0,02]=[17,12]=17.

Ats.: 17.

7. Tikétiniausias paraisky skaiCius rytoj lygus &y = [13-0,3]= [3,9]= 3.
Apskai¢iuokime tikimybg gauti 3 paraiskas:
p1o(3)=C-0,3%0,7° » % -0,027-0,0404 ~ 0,24.
Ats.: 3, =0,24.

8. Pasinaudojus kavos aparatu n karty, tikétiniausia, kad jis ,,duos®
kavos [(n+1) p] karty; ¢ia p=0,97. Vadinasi, turime rasti nati-
ralyji skaiciy n, su kuriuo [(n +1)- 0,97] =100. Gauname:

100<(n+1)-0,97 <101 = 99,030,971 <100,03 =
99,03 100,03
<n<
0,97 0,97
Ats.: 103,

= 102,09<rn<103,1 = n=103.

9. Tikimybeg, kad i§ 300 mokiniy sékmingai iSlaikys egzamina 149,
apskai¢iuokime pagal Muavro ir Laplaso teorema:
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10.

23000149 ~ L) 12300, k=149, p=07, g=1-0,7=03,
Jnpq
L_149-300-07 61
J300-0,7.03 63
(-7,685)°
e 2 ~0399-¢23%597.1071

~ —7,685,

£(~7,685) =

1
V21
Taigi p300(149) ~ %.5,97 107 ~7,5-10715,

Ats.: ~7,5-1071,

Pagal Muavro ir Laplaso teorema gauname p,y((110)=

2

S (x)
\npq
n=220, p=0,1, ¢=0,9,

._110-220-01 88 _ 88

J220-0,1-09 /198 4,45
1987

£(19,8)~0399-¢ 2 ~0399-¢% ~3,01.1078¢,

Vadinasi, pyo(110)= 4—25-3,01 107% ~6.8-107%7.

b

~19,8,

Ats.: ~6,8-107%7.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Sakykime, kad per gretasienio D, c
ABCDAB,CiD; (1 pav.) briaunas ) \‘c\\ ]
A Dy ir BC einanti plokStuma sudaro : ‘\Bl
su pagrindo ABCD plokstuma 45° D~\-- _\_\_\__\‘ e
kampa. Nubrézkime lygiagretainio A4 H

A D;CB auk$ting DjH . Kadangi
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D\D 1 BC, DH1BC; taigi pagal trijy statmeny teorema
DH 1 BC, t.y. ZDHD;=45". Pazymékime DD;=a. Tuomet
DH =a, DIH =av2. Kadangi DH yra lygiagretainio 4;D;CB

S
aukstiné, tai BC =ﬂ \/_ Kadangi ABCD — rombas, tai
a

0 . Visos gretasienio Soninés sienos yra lygios, o

av2

vienos sienos plotas lygus a- 0 =g. Todél viso Soninio
a2 2

s 0
pavirsiaus plotas yra § =4-—= ZﬁQ.
V2

AB=BC=

Ats.: 2420 .

2. Sakykime, kad gretasienio ABCDA;B;CiD; (2 pav.) pagrindo
ABCD krastiné 4B lygi 4, krastiné 4D lygi 1, o kampas A4 lygus

60°. Tuomet pagrindo ABCD plotas yra D C
S:AB-ADsin60°:4-1-§:2\/§. A ;é;
Pagrindo istrizainé AC ilgesné uz D c
istrizaing BD  (patikrinkite patys, g7
taikydami kosinusy teorema). Kadangi 4 B
ilgesnés atkarpos ortogonalioji 2 pav.

projekcija yra ilgesne, tai AC; -
ilgesnioji gretasienio jstrizainé. Trikampiui ABC (£ ABC =120°)
pritaike kosinusy teorema randame:

AC? = AB? + BC* ~24B-BC-c0s120° =

=42+12—2-4-1-[—%)=21.

Kadangi gretasienis statusis, tai CC; L AC. 1§ staciojo
trikampio 4CC; gauname: CC12 = AC12 —AC?=25-21=4,
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CCj =2. Vadinasi, gretasienio tiris yra V' =2- 243 =443,

ts.: 4\/5.

. Sakykime, kad prizmés ABCA;B;C; (3 pav.) virSinés 4 orto-
gonalioji projekcija plokstumoje ABC yra taskas H — trikampio
ABC centras (3 pav.). Kadangi prizmés pagrindo krastiné yra
AB =33 , tai pagrindo plotas

1(3\/5)2'9227;/5.

s=L4p? sin60° =L
2 2
Kadangi 4H 1L AK (Cia AK — tri- C

kampio  ABC  auksting), tai A
Z 41AH =60°; todél

AIH = AH - tg600 .
Trikampio ABC aukstine lygi ,,
28 22743 9

—. Kadangi
T BC  4.33 s

taskas H yra trikampio ABC centras, 3 pav.

tai AH =§AK =3. Taigi 4H =3tg60° = 343. K dia prizmes tiris

273 528,

V=S5 AIH——

Ats.: %
4

. Pagal salyga ties¢ B;C yra statmena tieséms CB ir CA (4 pav.),
todél i$ staciojo trikampio CBB; gau-
name BC=/-cos¢. Ties¢s BB orto-
gonalioji projekcija prizmés pagrindo
plokstumoje ABC yra ties¢ BC. Tiesés
AC ir BC statmenos, todél pagal triju
statmeny teorema tiesés AC ir B|B taip

pat statmenos. Nubrézkime plokstuma,
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einan¢ia per ties¢ AC ir statmena tiesei BjB; §i plokStuma
briauna BB kerta taske F. Todél trikampis ACF yra piramidés
statmenais pjuvis ir (pagal salyga) £ AFC=oa. Kadangi pira-
midés sienos BCCB; ir ACC;4; yra statmenos, tai tiesés AC ir
FC yra statmenos. IS staCiojo trikampio FCB gauname
FC =BC-sinp=1-cos¢-sin@ . Tuomet i§ staciojo trikampio FAC
AC=FC-tgo.=1[-cos@-sing - tga,

FA— FC _ l-cos<p-s1n(p'

cosa cosa
Statmenojo pjiivio perimetras yra
2p=FA+ AC+CF =
[ - si . .
M+l-cos<p-sm(p-tga+l-s1n(p-coscp =
cosa
/- sl :
_ oS¢ S (1+sina +cosa),
cosa
todél Soninio pavirSiaus plotas yra

1 -COSQ-sSin@

S = (I+sina +cosa).

cosa

1 -cosQ-sin@

Ats.: (1+sina + cosa.).

cosa

5. Sakykime kad piramidés ABCS (5 pav.) aukstiné yra SH. Tuomet
atkarpos AH, BH ir CH yra piramidés briauny SA4, SB ir SC
ortogonaliosios projekcijos pagrindo plokstu-
moje. Pagal uzdavinio salyga

/SAH = ZSCH = Z SBH =p.
Kadangi statieji trikampiai SAH, SBH ir SCH
yra lygts (ju statinis SH bendras, o smailieji
kampai lygis PB), tai AH =BH =CH. Taigi
taskas H yra apie trikampi ABC apibrézto
apskritimo centras. Pagal sinusy teorema 5 pav.
CB

—=24H. Kadangi CB=a, 4A=1(180°—0c)= 90° —
sin A4 2

ol
2 b
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tai AH = a

I§ staciojo trikampio AHS randame
2c0s
2

SH = AHtgp = &i. Trikampio ABC plotas yra S = la2 sina.,
2cos— 2
2
a3th sin &
todé¢l piramidés tiiris yra V = gS -SH = Tz

1 3 .
Ats.: —a”tgfsin—.
6 &b 2

. Kadangi piramidé ABCS — taisyklingoji, tai jos sienos ASB, BSC ir
ASC yra lygus statieji lygiaSoniai trikampiai, o pagrindas ABC —
lygiakrastis trikampis (6 pav.). Jei SD — piramidés apotema, tai
taSkas D yra kraStinés BC vidurio taskas. Pazymékime
SA=8B=8C=a. Tuomet AB=BC-= S

=AC=aV>2. Pagrindo ABC plotas yra

2
0-Lag?sin60 =Y todet = 22, c
2 2 NER

as=22 K statiojo trikampio SDC B

V3

randame apotema

SD=+SC? - CD? =

Tuomet piramidés Soninio pavirSiaus plotas yra

2
S%BC.SD:%.a\@.L:zaz:z.( QJ _o4a.

J2oo2 2
Ats.: ON3.

. Sakykime, kad kertanCioji plokStuma eina per nupjautinés
piramidés ABCA;B|C; briauna A4, ir pagrindo B;C; vidurio
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taSka D; (7 pav.). Kadangi trikampis 4;B|C; — lygiakraStis, tai
A DL BiC|. Tegu plokStuma, einanti per taSkus 4, 4; ir D;, kerta
pagrindo ABC plokStuma tiese AD. Tada tiesés AD ir 4Dy yra
lygiagreCios; todél 4D 1 BC. Taigi pjuvio plokStuma yra statmena
nupjautinésv piramidés pagrindy plok§tumoms, o pjiivis yra trapecija
ADD, 4, . Sios trapecijos aukStiné D;H yra
lygi  nupjautinés  piramidés  aukstinei.

Trapecijos ADD 4 pagrindai
AD ir A D; lygis piramidés pagrindy
aukstinéms:
AD = %ﬁ =443,
AD, = AIBTI\/g =2./3.

Trapecijos plotas yra

S Z%(AD-‘FAIDI)'DIH,

todél (pagal salyga) 673 =%(4\/§ +2\/§)- D\H. 18 ¢ia DiH =2.
Taigi piramidés turis yra

2 2 2 42
p 2|83 423 (82473 56
30 4 4 42 3

Ats.: 5—36\/5

8. Sakykime, kad tiesiy KP ir BC susikirtimo
taskas yra X (8 pav.). Tuomet tiesés XE ir 4
AC susikerta taske M. Keturkampis KPME
yra ieSkomasis pjuvis.

9. Sakykime, kad tiesés PK ir AB susikerta
taske X (9 pav.). Tiesiu XM ir AD susikirtimo taskas L yra viena i§
pjuvio virSiiniy. Siena 4,B,C;D; pjuvio plokStuma kerta tiese,
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lygiagrecia su tiese ML, todél bréziame PN||LM , NebB(.
Penkiakampis PKLMN yra ieSkomasis pjuvis.

APBEN ¢
K xM c

// D
&é/i

9 pav.

10. Taisyklingaji oktaedra sudaro dvi taisyklingosios keturkampés
piramidés, ABCDS ir ABCDT, kuriu bendrasis pagrindas ABCD yra
kvadratas, o Soninés sienos — lygiakrasciai trikampiai (10 pav.).
Todél oktaedro tiiris lygus dvigubam piramidés ABCDS tiriui. Jei
SO — Sios piramidés aukstiné, tai taskas O yra kvadrato ABCD
istrizainiy susikirtimo taskas. Vadinasi,

40="2

2
2 b

2
SO:VASz—Apzz,MZ—%;zj%.

Todél oktaedro tiiris yra
3
széazmﬁczaJE.

J203
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