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PRATARMĖ 

Šioje vienuoliktojoje Lietuvos jaunųjų matematikų mokyklos

knygelėje ,,Jaunajam matematikui“ yra pateikta 2008–2010 mokslo 

metais nagrinėtų temų metodinė medžiaga, užduotys LJMM 

klausytojams ir jų sprendimai. 

Knygelės turinį sudaro šios temos: kvadratinės lygtys tekstiniuose 

uždaviniuose (E. Tumėnaitė), Bezu teorema (A. Apynis); masių centras 

ir jo taikymas (J. Šinkūnas); lyginiai ir jų taikymas (E. Stankus); 

funkcinės lygtys (A. Apynis);  trigonometrijos taikymas geometrijoje (E. 

Mazėtis); iškilosios funkcijos ir nelygybės (J. Šinkūnas); priklausomi ir 

nepriklausomi atsitiktiniai dydžiai (E. Stankus). Skaitytojas taip pat ras 

2008 metų stojamąją užduotį ir jos sprendimą bei 2010 metų 

baigiamosios užduoties pavyzdį. 

Kad būtų lengviau naudotis knygelėmis ,,Jaunajam matematikui“, 

šio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra įdėtas ankstesnių dešimties 

LJMM mokslo metų temų sąrašas.  

Antanas Apynis 

Edmundas Mazėtis 
Eugenijus Stankus 

Juozas Šinkūnas 
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STOJAMOJI UŽDUOTIS 

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas), 

Juozas Šinkūnas (Vilniaus pedagoginis universitetas) 

1. Raskite natūralųjį skaičių, kurį sudauginus su skaičiumi, užrašytu

atvirkščia skaitmenų tvarka, gaunamas skaičius 78 445.

2. Duonoje yra 40 % vandens, o šios duonos džiūvėsiuose  – 20 %

vandens. Keliais procentais sumažėja duonos masė ją džiovinant?

Kiek kilogramų duonos reikia sudžiovinti, kad gautume devynis

kilogramus džiūvėsių?

3. Akcinė bendrovė parduoda 1000 akcijų. Ji nustatė 10 % nuolaidą

kiekvienai penktai parduodamai akcijai ir 25 % nuolaidą kiek–

vienai tryliktai parduodamai akcijai. Jeigu akcijai tenka abi

nuolaidos, tai taikoma didesnioji nuolaida. Apskaičiuokite, kokią

pinigų sumą gavo bendrovė, pardavusi akcijas, jeigu vienos akcijos

kaina 1000 Lt.

4. Pusapskritimis, kurio skersmuo yra stačiojo trikampio ABC

)90( C  didesnysis statinis AC, kerta trikampio įžambinę taške

D. Apskaičiuokite pusapskritimio ilgį, jeigu trikampio mažesnysis

statinis lygus 30, o styga CD lygi 24.

5. Kubo viršūnės nupjautos taip, kad likusios kubo sienų dalys yra

taisyklingieji aštuonkampiai. Raskite likusios kubo dalies tūrį, jeigu

kubo briauna lygi a.

6. Išspręskite lygčių sistemą









.143

,154
22

22

yxyyx

yxyyx

7. Raskite visas natūraliųjų skaičių x ir y poras );( yx , kurioms esant

galioja lygybė

.0623 22  yxyx  
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8. Raskite visas natūraliųjų skaičių poras, kurias sudarančių skaičių

bendras mažiausias kartotinis yra 2496, o bendras didžiausias

daliklis  24.

9. Iš natūraliųjų skaičių 1, 2, 3, ..., 100 sudarytos visos galimos poros

),;( nm  nm  . Kiek yra porų, kurių skaičių sandauga dalijasi iš 3?

10. Šachmatų turnyre kiekvienas žaidėjas žaidžia po vieną partiją su

likusiais turnyro dalyviais. Du žaidėjai, sužaidę po 5 partijas,

pasitraukė iš turnyro. Todėl turnyre buvo sužaistos tik 38 partijos.

Ar šie du žaidėjai žaidė tarpusavyje?



I TEMA 

8 

I. KVADRATINĖS LYGTYS TEKSTINIUOSE 

UŽDAVINIUOSE 

Erika Tumėnaitė 

(Panevėžio Juozo Balčikonio gimnazija) 

Kvadratinėmis lygtimis vadinamos lygtys, kurių bendroji išraiška 

yra 02  cbxax ; čia x yra kintamasis, o realieji skaičiai a, b ir c –

lygties koeficientai (skaičius c kartais dar vadinamas laisvuoju nariu). 

Atsižvelgiant į koeficientų reikšmes, kvadratinės lygtys skirstomos į 

pilnąsias (kai a, b, c – nelygūs nuliui skaičiai) ir nepilnąsias (kai 0a , 

o b arba c lygūs nuliui).

Prisiminkime pilnosios kvadratinės lygties sprendimą. 

Kvadratinės lygties 02  cbxax ( 0a ) diskriminantas yra 

acbD 42  . 

Kai 0D , lygtis turi du skirtingus realiuosius sprendinius: 

a

Db
x

2
1


  ir 

a

Db
x

2
2


 . 

Kai 0D , lygtis turi kartotinį sprendinį 
a

b
xx

2
21  . 

Kai 0D , lygtis realiųjų sprendinių neturi. 

Tekstiniais uždaviniais vadinami tokie uždaviniai, kuriuose mate-

matinė problema formuluojama žodžiais aprašant situaciją bei sąsajas 

tarp žinomų ir norimų sužinoti dydžių. 

Sprendžiant daugelį matematikos ar technikos tekstinių uždavinių, 

reikia sudaryti kvadratines lygtis arba trupmenines lygtis, kurios pakei-

čiamos kvadratinėmis. 

Pirmiausia reikia labai atidžiai perskaityti uždavinio sąlygą ir 

sudaryti matematinį modelį. Išsprendus uždavinį reikia išanalizuoti, ar 

gautieji sprendiniai tenkina uždavinio sąlygą. Visus mokyklinius teksti-

nius uždavinius galima suskirstyti į tam tikras grupes. Pavyzdžiui, 

judėjimo, mišinių, darbo, lydinių, geometrinio turinio ir kt.  

Išspręsime keletą tokių uždavinių pavyzdžių. 
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1 pavyzdys. Konferencijos dalyviai pasisveikino paspausdami vie-

nas kitam rankas. Kažkas suskaičiavo, kad rankų paspaudimų buvo 66. 

Kiek žmonių dalyvavo konferencijoje? 

Sprendimas. Kiekvienas iš x dalyvių pasisveikino 1x  kartų. 

Vadinasi, iš viso pasveikinimų buvo )1(  xx . Bet dviejų žmonių 

pasisveikinimą reikia laikyti vienu rankos paspaudimu. Todėl rankų 

paspaudimų skaičius yra 
2

)1(  xx
. Sudarome lygtį 66

2

)1(


 xx
. Ši 

kvadratinė lygtis turi du sprendinius: 111 x  (netinka), 122 x . 

Ats.: 12 dalyvių. 

2 pavyzdys. Skrido bičių spiečius. Bitės, kurių skaičius lygus 

kvadratinei šakniai iš pusės visų bičių skaičiaus, nutūpė ant jazmino 

krūmo, už savęs paliko 
9

8
spiečiaus. Dar dvi bitės suko apie lotoso 

žiedą. Kiek iš viso bičių buvo spiečiuje? 

Sprendimas. Bičių skaičių spiečiuje pažymėkime x. Pagal uždavinio 

sąlygą sudarome lygtį 

xx
x

 2
9

8

2
. 

Pažymėję 
2

x
y  , gausime kvadratinę lygtį 

01892 2  yy . 

Jos sprendiniai yra: 5,11 y  (netinka), 62 y . Taigi 

7262 2 x . 

Ats.: 72 bitės. 

3 pavyzdys. 25 m per sekundę greičiu į viršų išmestas kamuolys. 

Po kelių sekundžių šis kamuolys bus 20 m aukštyje nuo žemės?  

Sprendimas. Iš fizikos žinome, kad kūno pakilimo nuo žemės aukš-

tis h skaičiuojamas pagal formulę 

2

2gt
vth  ; 
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čia v yra mesto kūno greitis, t – laikas, o g laisvojo kritimo pagreitis 

(9,8 m/s
2
). 

Kad būtų lengviau skaičiuoti, imkime 10g  m/s
2
 (su 2 % paklaida). 

Tada gausime lygtį 
2

10
2520

2t
t  , o iš jos – lygtį 0452  tt . 

Iš sprendinių ( 11 t , 42 t ) matome, kad kamuolys du kartus pabuvoja 

20 m aukštyje: pirmą kartą kildamas (po 1 sekundės), o antrą kartą – 

krisdamas žemyn (po 4 sekundžių). 

Ats.: 1 s, 4 s. 

4 pavyzdys. Apskritimu priešingomis kryptimis juda du kūnai. 

Pirmas juda pastoviu greičiu v, o antras juda su pagreičiu a. Tam tikru 

laiku abu kūnai yra taške A ir tuo momentu antro kūno greitis lygus 

nuliui. Nustatykime, po kurio laiko kūnai susitiks pirmą kartą, jei 

žinoma, kad antrą kartą jie susitiktų taške A. 

Sprendimas. Pirmas kūnas per laiką t nueina kelią vt, o antras – 

kelią 
2

2at
. Jei R – apskritimo spindulys, tai pažymėję 1t  ir 2t  – kūnų 

pirmo ir antro susitikimo laiką, gausime lygčių sistemą 














.2
2

,2
2

2
2

2

2
1

1

R
at

vt

R
at

vt

Iš čia 
a

v
t

2
2  , todėl 

a

v
R

22
2  . Vadinasi, 1t  galima rasti iš 

sistemos 












.0

,0
4

2

1

2

1
2
1

t
a

v
vtat

Išsprendę ją, gauname, kad )15(1 
a

v
t . 

Ats.: )15( 
a

v
. 
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5 pavyzdys. Du pėstieji tuo pačiu metu išėjo vienas prieš kitą ir 

susitiko po 3 valandų. Per kiek laiko kiekvienas iš jų įveikė visą atstumą, 

jei pirmas atėjo į vietovę, iš kurios išėjo antras, 2,5 h vėliau negu antras 

atėjo į vietovę, iš kurios išėjo pirmas. 

Sprendimas. Atstumą tarp vietovių pažymėkime s. Jei pirmas visą 

atstumą įveikė per x valandų, tai antras per )5,2( x  valandų. Sudarome 

lygtį s
x

s

x

s












3

5,2
. Pertvarkę gauname kvadratinę lygtį 

015172 2  xx , turinčią du sprendinius: 11 x , 5,72 x . Pagal 

uždavinio sąlygą turi būti 5,2x ; todėl 1x  netinka. 

Ats.: 7,5 h, 5 h. 

6 pavyzdys. Sumaišius du sieros tirpalus gauta 10 kg naujo sieros 

tirpalo. Pirmame tirpale buvo 1 kg, o antrame – 0,3 kg grynos sieros. 

Nustatykime abiejų tirpalų mases, jei žinoma, kad pirmame tirpale yra 

20 % grynos sieros daugiau negu antrame. 

Sprendimas. Tegu x – pirmo tirpalo masė, o y – antro tirpalo masė. 

Tada 10 yx . 

Pirmame tirpale grynos sieros yra 100
1


x
 procentų, o antrame 

tirpale – 100
3,0


y
 procentų. Sprendžiame lygčių sistemą 













20
30100

,10

yx

yx

ir gauname: 
















;20
10

30100

,10

xx

xy

xxxx )10(2030)10(100  , 

0100033020 2  xx , 

0100332 2  xx , 
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5,121 x (netinka), 42 x . 

Taigi ,4x  6y . 

Ats.: 4 kg ir 6 kg. 

7 pavyzdys. Dviejų teigiamų skaičių aritmetinis vidurkis lygus 25. 

Jis yra 10 vienetų didesnis už šių skaičių geometrinį vidurkį. Raskime 

tuos skaičius. 

Sprendimas. Tegu  x  yra pirmas   skaičius, o  y – antras.

Kadangi skaičių x ir y aritmetinis vidurkis 
2

yx 
lygus 25, tai 

xy  50 . 

Skaičių x ir x50  geometrinis vidurkis yra )50( xx  . Pagal 

sąlygą, .15)50(  xx  Spręsdami šią lygtį, gauname: 

22550 2  xx ,  

;0225502  xx  51 x , 452 x . 

Tada 451 y , 52 y . 

Ats.: 5 ir 45. 

8 pavyzdys. Miestai A ir B yra ant upės kranto. Miestas B žemiau 

negu miestas A. Devintą valandą ryto iš A į B buvo išplukdytas sielis, o 

iš B į A išplaukė valtis. Po 5 valandų juodu susitiko. Valtis, pasiekusi A, 

tuojau apsisuko ir grįžo į miestą B. Ir valtis, ir sielis atplaukė tuo pačiu 

metu. Ar suspėjo sielis ir valtis atplaukti į miestą B iki tos pačios dienos 

devintos valandos vakaro? 

Sprendimas. Tegu x 
h

km
 yra valties greitis stovinčiame vandenyje, 

y 
h

km
– upės tėkmės greitis, o atstumas tarp miestų A ir B yra s km.

Sudarome lygčių sistemą 















.

,5)(5

y

s

yx

s

yx

s
yyxs

 

Iš pirmos lygties randame 
5

s
x  . Kadangi reikia rasti sielio (ir 
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valties) plaukimo laiką ,
y

s
 tai antrą lygtį pertvarkome taip, kad gautume 

dydį 
y

s
: 

y

s

yx

s

yx

s






   

y

s

y
s

s

y
s

s







55

   
yysys

1

5

5

1

5

5

1






   

  
yysys

1

5

5

5

5






   02510 22  ysys    

  02510

2



















y

s

y

s
 












02510

,

2 zz
y

s
z

   

  











255,(netinka)255

,

21 zz
y

s
z

   255
y

s
. 

Kadangi 07,12255  , tai 2107,2107,129  . 

Ats.: Nesuspėjo. 

10 pavyzdys. Stačiojo trikampio perimetras lygus 60 cm, o 

aukštinė, nubrėžta iš stačiojo kampo viršūnės į įžambinę, lygi 12 cm. 

Raskime šio trikampio kraštinių ilgius. 

Sprendimas. Stačiojo trikampio ABC kraštinių ilgius pažymėkime a, 

b ir c (žr. pav.). Pagal sąlygą, 60 cba . 

Trikampio ABC plotą S galima apskaičiuoti dvejopai: 

abS
2

1
  arba 12

2

1
 cS . 

Gauname lygybę cab 12 . Pagal Pitagoro 

teoremą, 222 cba  . 

Toliau sprendžiame trijų lygčių sistemą 















222

,12

,60

cba

cab

cba c

b

D

12
a

C

BA
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ir gauname: 















222

,12

,60

cba

cab

cba

   
















222

222

,12

,12036002

cba

cab

ccbaba

   

  
















222

22

,12

,120360024

cba

cab

cccc

   














.35

,300

,25

ba

ab

c

Pagal Vijeto teoremą, a ir b yra kvadratinės lygties 

0300352  xx

sprendiniai. 

Gauname dvi a ir b reikšmių poras: 20a , 15b  ir 15a , 

20b . 

Atsakymas toks: trikampio ABC statinių ilgiai yra 15 cm ir 20 cm., 

o įžambinės ilgis 25 cm.

Ats.: 15 cm, 20 cm ir 25 cm. 

PIRMOJI UŽDUOTIS 

1. Dvi valstietės kartu į turgų atnešė 100 kiaušinių (pirmoji mažiau už

antrąją). Juos pardavusios, gavo vienodas pinigų sumas.

Grįždama namo, pirmoji valstietė tarė antrajai: „Aš tavo 

kiaušinius būčiau pardavusi už 15 pinigėlių“. Antroji atsakė: „O aš 

tavo kiaušinius būčiau pardavusi už 
3

2
6  pinigėlių“. Kiek kiaušinių 

buvo atnešusi į turgų kiekviena valstietė? 

2. Dviratininkas kiekvieną minutę nuvažiuoja 500 m mažiau nei

motociklininkas, todėl 120 km kelyje jis užtrunka 2 valandomis

ilgiau negu motociklininkas. Raskite dviratininko greitį.

3. Baseinas pripildomas dviem vamzdžiais Pirmuoju vamzdžiu 1 m
3

vandens pribėga 4 min. greičiau negu antruoju. Kiek kubinių metrų
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vandens pribėgs į baseiną antruoju vamzdžiu per 5 h, jei pirmuoju 

vamzdžiu per tą laiką pribėga 100 m
3
 vandens daugiau. 

4. Rankraštį verčia du vertėjai. Pirmąsias dvi valandas dirbo tik

pirmas vertėjas, o po to šešias valandas jie dirbo kartu. Per šį laiką

buvo išversta 80 % rankraščio. Kiek laiko reikėtų pirmajam vertėjui

išversti visą rankraštį, jei žinoma, kad antrasis užtruktų keturiomis

valandomis ilgiau?

5. Dviženklio skaičiaus skaitmenų aritmetinis vidurkis puse vieneto

didesnis už jų geometrinį vidurkį, o skaitmenų suma lygi 5. Raskite

tą skaičių.

6. Iš vieno taško tuo pačiu metu viena kryptimi startavo trys žiedine

trasa lenktyniaujantys dviratininkai. Jų greičiai pastovūs. Važiuo-

damas penktą ratą, pirmasis dviratininkas pirmą kartą po starto

pasivijo antrąjį taške, diametraliai priešingame starto taškui. Dar po

pusvalandžio pirmasis dviratininkas antrą kartą aplenkė trečiąjį.

Antrasis dviratininkas pirmą kartą pasivijo trečiąjį praėjus

3 valandoms po starto. Kiek ratų per valandą nuvažiuoja pirmasis

dviratininkas, jei antrasis vienam ratui įveikti sugaišta ne mažiau

kaip 20 minučių?

7. Pirklys pirko avių bei arklių ir sumokėjo 780 auksinų. Po to jis

pardavė visus gyvulius – arklius po 73,6 auksino, o avis po 11

auksinų. Už kiekvieną arklį jis gavo 15 % pelno, o už kiekvieną avį

tiek procentų pelno, kiek auksinų ji jam pačiam kainavo. Kiek

arklių ir avių jis buvo pirkęs, jeigu bendras gyvulių skaičius

mažesnis už 30? (1921 m. Panevėžio berniukų gimnazijos egzamino

užduotis).

8. Keliu, kylančiu į kalną, iš punkto A į punktą B, esantį už 12 km,

eina pėstysis pastoviu 6 
h

km
 greičiu. Tuo pačiu metu iš punkto A į

punktą B išvažiavo autobusas. Nuvažiavęs į punktą B (greičiau negu

per vieną valandą), autobusas pasuko atgal ir po 12 min. sutiko
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pėstįjį. Raskite autobuso greitį važiuojant į kalną, jei žinoma, kad 

jis du kartus mažesnis už greitį leidžiantis žemyn. 

9. Keliantis paprastuoju liftu į 33 metrų aukštį ir sustojant du kartus

po šešias sekundes, reikia tiek pat laiko, kaip ir keliantis greituoju

liftu į 81 metro aukštį, bet sustojant tik vieną kartą septynioms

sekundėms. Raskite greitojo lifto greitį, jei jis yra 1,5
s

m
 didesnis 

už paprastojo lifto greitį.

10. Taškas M yra stačiojo kampo viduje. Jo atstumai iki kampo

kraštinių yra 4 cm ir 8 cm. Tiesė, nubrėžta per tašką M, atkerta

statųjį trikampį, kurio plotas lygus 100 cm
2
. Raskite šio trikampio

statinių ilgius.
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II. BEZU TEOREMA

Antanas Apynis 

(Vilniaus universitetas) 

Studijuodami šią temą, susipažinsime su daugianario )(xP  dalumu 

iš dvinario ax  , su algebrinės lygties 0)( xP  racionaliaisiais ir 

iracionaliaisiais sprendiniais bei apytiksliu racionaliojo reiškinio 
)(

)(

xQ

xP

reikšmių skaičiavimu daugianarių )(xP  ir )(xQ  bendrų (realiųjų) šaknų 

aplinkose. 

1. Daugianario P(x) dalumas iš dvinario ax  . Čia nagrinėsime

daugianarius )( xP , kuriuos galima užrašyti formule 

01
2

2
1

1 ... axaxaxaxa n
n

n
n  

 , 

kurioje koeficientai 0121 ,,...,,, aaaaa nn   yra kurie nors racionalieji 

skaičiai )0( na . Aukščiausias x laipsnio rodiklis n n( N) yra vadina-

mas daugianario )(xP  laipsniu, o koeficientas 0a  dažnai vadinamas jo 

laisvuoju nariu. 

Sakoma, kad n-tojo laipsnio daugianaris )(xP  dalijasi iš dvinario 

ax   (a – kuris nors realusis skaičius), jeigu yra toks )1( n -ojo 

laipsnio daugianaris 

01
2

2
1

1 ...)( bxbxbxbxQ n
n

n
n  




 , 01 nb , 

kuriam esant galioja lygybė 

)()()( xQaxxP  . 

Daugianario )(xQ  paieška yra tam tikra problema; tačiau pakanka 

išmokti dalyti kampu ir jokių rūpesčių nebeliks. Štai tokios dalybos 

pavyzdys. Daugianarį  

375)( 23  xxxxP  

padalykime iš dvinario 3x : 
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_ 375 23  xxx    | x + 3 
23 3xx  122  xx  

         _ 372 2  xx  

xx 62 2   

_ 3x  

3x  

      0 

Gavome nuliui lygią liekaną, todėl galima sakyti, kad galioja lygybė 

)12)(3(375 223  xxxxxx . 

Šios lygybės teisingumą lengva patikrinti dauginant dvinarį 3x  iš 

trinario 122  xx . Rezultatas turi būti daugianaris 375 23  xxx . 

Nagrinėjant konkrečius pavyzdžius galima įsitikinti, kad tas pats 

daugianaris )(xP  dalijasi ne iš kiekvieno dvinario ax  . Pasirinkime 

1a  ir dalykime 375)( 23  xxxxP  iš dvinario 1x : 

_ 375 23  xxx    | x – 1 
23 xx  1362  xx  

 _ 376 2  xx  

xx 66 2   

_ 313 x  

1313 x  

  16 

Dalybos liekana yra 16, todėl turime tokią )( xP  išraišką: 

375 23  xxx 16)136)(1( 2  xxx . 

Ar galima iš anksto (taigi nedalijant!) sužinoti, kokia bus )(xP

dalybos iš ax   liekana? 

Bezu teorema (Bezout Etienne, 1730–1783, prancūzų matema-

tikas). Dalijant daugianarį )( xP  iš dvinario ax  , liekana lygi )(aP . 

Teoremos įrodymą praleisime – jį galima rasti universiteto studen-

tams skirtuose algebros vadovėliuose. 

Žinome, kad realusis skaičius a yra vadinamas daugianario )( xP
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šaknimi, arba lygties 0)( xP  sprendiniu, jeigu 0)( aP . Kita vertus, 

gavus )( xP  dalybos iš ax   liekaną 
 )(aP , lygią nuliui, galima 

tvirtinti, jog a yra )( xP  šaknis (lygties 0)( xP  sprendinys); tai aiškiai 

matyti iš lygybės 0)()(  xQax . 

Vadinasi, galima suformuluoti tokią išvadą: n-tojo laipsnio 

daugianaris )( xP  
dalijasi iš dvinario ax   tada ir tik tada, kai a yra 

)( xP  šaknis (lygties 0)( xP  sprendinys). 

2. Racionalieji ir iracionalieji algebrinės lygties sprendiniai. Jei

n-tojo laipsnio daugianario )( xP  koeficientai yra racionalieji skaičiai, 

tai lygtis 0)( xP  vadinama n-tojo laipsnio algebrine lygtimi. 

Pavyzdžiui, lygtis 0
4

1

7

3
4

3

2 25  xxx  yra 5-ojo laipsnio algebrinė 

lygtis. Aišku, kad kiekvieną algebrinę n-tojo laipsnio lygtį galima 

pakeisti ekvivalenčia to paties laipsnio lygtimi su sveikaisiais koefi-

cientais – tereikia lygtį padauginti iš visų koeficientų vardiklių bendro 

mažiausio kartotinio. 

Algebrinės lygties 0)( xP  realieji sprendiniai (sprendiniai, pri-

klausantys realiųjų skaičių aibei) gali būti ir racionalieji, ir iracionalieji 

skaičiai. Pavyzdžiui, trečiojo laipsnio lygtis 0623 23  xxx  turi 

tris realiuosius sprendinius: 3, 2 , 2 ; vienas iš jų yra racionalusis, 

o kiti du – iracionalieji. Daugiau sprendinių ši lygtis neturi. Tai matyti iš

daugianario 623)( 23  xxxxP  skaidinio: 

).2)(2)(3(

)2)(3()3(2)3()62()3()( 2223





xxx

xxxxxxxxxP

Ar yra kokių nors požymių, rodančių, kokie galėtų būti konkrečios 

algebrinės lygties 0)( xP  realieji sprendiniai – racionalieji ar iracio-

nalieji skaičiai? Vieną tokio pobūdžio požymį galima suformuluoti taip: 

Jeigu daugianario 

01
1

1 ...)( axaxaxaxP n
n

n
n  

  

visi koeficientai yra sveikieji skaičiai, o jo racionalioji šaknis 
q

p
 (p, q – 
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sveikieji skaičiai; 0q ) yra nesuprastinama trupmena, tai p yra 

laisvojo nario 0a  daliklis, o q – koeficiento na  daliklis. 

Sprendžiant algebrines lygtis 0)( xP  labai praverčia pradinės 

analizės rezultatai. Nustačius, kad kuris nors racionalusis skaičius a yra 

jos sprendinys, daugianarį )(xP  galima padalyti iš ax  , o paskui 

nagrinėti žemesnio laipsnio lygtį. Ši lygtis taip pat gali turėti bent vieną 

racionalųjį sprendinį. 

1 pavyzdys. Išspręskime ketvirtojo laipsnio lygtį 

04454 234  xxxx .       (1) 

Sprendimas. Ši lygtis gali turėti tik tokius racionaliuosius 

sprendinius: ;1  ;2  .4  Patikrinti galima tiesiogiai skaičiuojant 

4454)( 234  xxxxxP  reikšmes )1(P , )1(P , )2(P , )2(P , 

)4(P  ir )4(P . Gauname, kad 0)2( P  ir 0)( xP , kai 

}4;4;2;1;1{ x . Taigi (1) lygtis turi tik vieną racionalųjį sprendinį 

– skaičių 2. Padalykime )(xP  iš 2x . Dalykime kampu:

_ 4454 234  xxxx    | x – 2
34 2xx  22 23  xxx  

      _ 4452 23  xxx  

        23 42 xx 

  _ 442  xx  

xx 22 

 _ 42  x  

   42  x  

         0 

Matome, kad (1) lygtį galima pakeisti lygtimi 

0)22)(2( 23  xxxx . 

Toliau sprendžiame lygtį 

022 23  xxx  

ir matome, kad laisvojo nario daliklis 2 yra jos sprendinys (kartotinė 
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daugianario )(xP šaknis). Vadinasi, daugianaris 

22)( 23  xxxxQ  dalijasi iš dvinario 2x . Gauname skaidinį 

)1)(2()( 2  xxxQ . Kvadratinis dvinaris 12 x  realiųjų šaknų neturi, 

todėl lygtis 0)( xQ  turi tik vieną realųjį sprendinį – skaičių 2. 

Darome išvadą, kad (1) lygtis turi tik vieną realųjį sprendinį 

)2( x . 

2 pavyzdys. Nustatykime, ar lygtis 

0151022 234  xxxx        (2) 

turi iracionaliųjų sprendinių. 

Sprendimas. Pirmiausia patikrinkime, ar (2) lygtis turi racionaliųjų 

sprendinių. Tarp pretendentų yra tik šie sveikieji skaičiai (laisvojo nario 

dalikliai): ,1  ,3  ,5  .15  Nė vienas iš jų netenkina lygties. Taigi 

(2) lygtis racionaliųjų sprendinių neturi. Tačiau tas nereiškia, kad ji turi 

nors vieną iracionalųjį sprendinį (nes lygtis gali neturėti nė vieno 

realiojo sprendinio). 

Pabandykime išskaidyti daugianarį 

151022)( 234  xxxxxP  

grupuodami: 

 )102()102()25()( 234 xxxxxP  

         )5(2)5(2)5)(5( 2222 xxxxx

).32)(5()225)(5( 2222  xxxxxx  

Kvadratinis dvinaris 52 x  turi dvi šaknis: 5  ir 5 , o kvadratinis 

trinaris 322  xx  realiųjų šaknų neturi. 

Vadinasi, (2) lygtis turi du iracionaliuosius sprendinius: 2  ir 

2 . 

3 pavyzdys. Nustatykime, ar skaičius 121 r  yra raciona-

lusis, ar iracionalusis. 

Sprendimas. Pirmiausia sudarykime algebrinę lygtį 0)( xP  su 

sveikaisiais koeficientais, kurios vienas sprendinys būtų skaičius r, o 
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paskui sugretinkime r su galimais pretendentais į šios lygties racio-

naliuosius sprendinius. 

Aišku, kad 121   yra tiesinės lygties 0)121( x  

sprendinys. Tačiau jos laisvasis narys nėra sveikasis skaičius; todėl lygtį 

pertvarkykime: 





















 















 

2
2 1210121 xx







  21222x   




















 

222 1222x  

     2226424222 2424 xxxx  

       







 44836122226 24482224 xxxxxx

.04324 248  xxx  

Skaičius 121 r  yra aštuntojo laipsnio algebrinės lygties 

04324 248  xxx  

sprendinys, o galimi šios lygties racionalieji sprendiniai yra tik šie 

sveikieji skaičiai: ,1  ,2  .4   

Skaičius r nėra sveikasis, nes tikrai nepriklauso aibei {–1; 1; –

2; 2; –4; 4}. 

Išvada aiški – realusis skaičius 121 r  yra iracionalusis 

skaičius. 

3. Daugianarių dalybos taikymas racionaliųjų reiškinių apytiks-

lėms reikšmėms rasti. Kintamojo x racionaliuoju (algebriniu) reiškiniu 

yra vadinamas reiškinys 

;
...

...

)(

)(

01
1

1

01
1

1

bxbxbxb

axaxaxa

xQ

xP
m

m
m

m

n
n

n
n












čia m ir n – natūralieji skaičiai, 0na , 0mb . Štai keli pavyzdžiai: 

1) 
138

75
2 



xx

x
;          2) ;

8

27

3

3





x

x
 3) .

74

942
2

37





x

xxx
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Aišku, kad racionaliojo reiškinio apibrėžimo sritį sudaro tie realieji 

skaičiai x, su kuriais galioja nelygybė 0)( xQ . 

Racionaliojo reiškinio reikšmių skaičiavimas iš esmės niekuo 

nesiskiria nuo bet kurios kitos funkcijos reikšmių skaičiavimo – reikia 

vietoj kintamojo x įrašyti pasirinktą skaičių ir atlikti konkrečius 

matematinius veiksmus. Pasirinkime, pavyzdžiui, racionalųjį reiškinį 

8696

8147
)(

234

23






xxxx

xxx
xf

ir apskaičiuokime jo reikšmes )0(f , )1(f  ir )1(f . Gausime: 

;1
8

8

80609060

8014070
)0(

234

23








f  

;0
6

0

86961

81471

81619161

8114171
)1(

234

23










f  












86961

81471

8)1(6)1(9)1(6)1(

8)1(14)1(7)1(
)1(

234

23

f      

 .
15

8

30

16



  

Pasirinkę 2x  arba 4x , gautume, kad abu daugianariai, 

8147)( 23  xxxxP  

ir  

,8696)( 234  xxxxxQ  

įgyja lygias nuliui reikšmes: 0)4()2(  PP , 0)4()2( QQ . Žinoma, 

ir 2, ir 4 nepriklauso funkcijos 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf   apibrėžimo sričiai; tačiau 

0)( xQ , kai 2x , ir 0)( xQ , kai 4x . Pabandykime įvertinti 

(rasti) apytiksles reiškinio )(xf  reikšmes taškų 2x  ir 4x  aplinkose 

(taškuose, kurie mažai nutolę nuo 2x  ir nuo 4x ). 

Pradėkime nuo taško 2x . Šio taško aplinkoje (kai 2x , bet 

2x ) gauname: 0)( xP  ir .0)( xQ  Aišku, kad 0)( xP  ir 

0)( xQ , tačiau to per maža, kad galėtume pasakyti, koks šių dydžių 

santykis. 
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Kadangi 2 ir 4 yra daugianarių )(xP  ir )(xQ  šaknys, tai (pagal 
Bezu teoremą) jie dalijasi iš dvinarių 2−x  bei 4−x . Gausime: 

=

−
+−+−

−
−+−

=
+−+−

−+−
=

2
8696

2
8147

8696
8147)( 234

23

234

23

x
xxxx

x
xxx

xxxx
xxxxf  

≈
−+−

+−
=

44
45

23

2

xxx
xx

5
1

10
2

42168
4104

42242
4252

23

2
=

−
−

=
−+−

+−
=

−+⋅−

+⋅− ,  

kai 2≈x . 
Analogiškai galima rasti apytikslę )(xf  reikšmę taško 4=x  

aplinkoje: 

≈
−+−

+−
=

−
+−+−

−
−+−

=
+−+−

−+−
=

22
23

4
8696

4
8147

8696
8147)(

23

2

234

23

234

23

xxx
xx

x
xxxx

x
xxx

xxxx
xxxxf  

        ,
17
3

243264
21216

24424
12434

23

2
=

−+−
+−

=
−+⋅−

+⋅−
≈  kai 4≈x  ).4( ≠x  

Matome, kad dalyba kartais yra labai veiksminga, kai reikia rasti 

apytiksles racionaliojo reiškinio 
)(
)()(

xQ
xPxf =  reikšmes taško a 

aplinkoje. Atkreipiame dėmesį į tai, kad šis būdas tinka tik tada, kai a yra 
abiejų daugianarių šaknis. 

Skaičių 
ax

xP
−

)(  ir 
ax

xQ
−

)(  santykis išlieka toks pat, kaip ir skaičių 

)(xP  ir )(xQ  santykis (turima mintyje, kad ax ≠ ), bet trupmenų 
ax

xP
−

)(  

ir 
ax

xQ
−

)(  moduliai (absoliučiosios reikšmės) žymiai padidėja, kai 

.11 <−<− ax  Pavyzdyje matėme, kad taško 2=x  aplinkoje buvo 

0)( ≈xP  ir ,0)( ≈xQ  o padaliję gavome: 245
2
)( 2 −≈+−=

−
xx

x
xP  ir 

 24 
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.1044
2

)( 23 


xxx
x

xQ
 Šiame pakeitime ir slypi taikyto skaičia-

vimo būdo esmė. 

ANTROJI UŽDUOTIS 

1. Išspręskite algebrinę lygtį 010932 23  xxx . 

2. Raskite visus racionaliuosius algebrinės lygties

088 235  xxx  sprendinius.

3. Nustatykite, ar algebrinė lygtis 0724 23  xxx  turi nors vieną 

iracionalųjį sprendinį.

4. Raskite visus realiuosius algebrinės lygties

06854 234  xxxx  sprendinius.

5. Raskite visas sveikąsias parametro m reikšmes, kurioms esant

algebrinė lygtis

02)4()1( 223  xmxmx

turi nors vieną racionalųjį sprendinį. 

6. Skaičiai 2 ir 3 yra lygties 0132 23  nxmxx  sprendiniai. 

Raskite koeficientų m ir n reikšmes ir trečiąjį lygties sprendinį. 

7. Sudarykite algebrinę lygtį su sveikaisiais koeficientais, kurios

vienas realusis sprendinys būtų realusis skaičius 223  . Pagal 

jos racionaliuosius sprendinius nustatykite, ar 223  yra 

racionalusis, ar iracionalusis skaičius.

8. Sudarykite algebrinę lygtį su sveikaisiais koeficientais, kurios du

realieji sprendiniai būtų 2  ir .12   Nustatykite, ar ši lygtis turi

bent vieną racionalųjį sprendinį.
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9. Nustatykite, kokia yra racionaliojo reiškinio

6472

6722
)(

234

245






xxxx

xxxx
xf

apytikslė reikšmė taško 2x  aplinkoje, t. y. kai kintamojo x 

reikšmės yra artimos skaičiui  –2. 

10. Raskite apytikslę racionaliojo reiškinio

43662

1253
)(

2345

234






xxxxx

xxxx
xg

reikšmę, kai 1x  (taško 1x  aplinkoje). 
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III. MASIŲ CENTRAS IR JO TAIKYMAS

Juozas Šinkūnas 

(Vilniaus pedagoginis universitetas) 

Dabartiniuose vidurinės mokyklos matematikos vadovėliuose dau-

giau dėmesio skiriama vektoriams. Taikant juos palengvėja daugelio 

geometrinių uždavinių sprendimas. Tačiau, taikant masių centro metodą, 

geometrinių uždavinių sprendimą galima dar labiau supaprastinti. 

Susipažinę su materialių taškų masių centro savybėmis ir išnagrinėję 

pateiktus pavyzdžius, sėkmingai atliksite užduotį. 

1. Materialių taškų masių centras ir jo savybės.

1 apibrėžimas. Tašką A su jam priskirtu teigiamu skaičiumi m 

vadinsime materialiuoju tašku, kurio 

masė m, ir žymėsime ).,( mA  

Iš fizikos žinoma, kad dviejų mate-

rialių taškų ),( 1mA  ir ),,( 2mB  sujungtų 

besvoriu strypu, turinčiu atramos tašką G 

(žr. 1 pav.), sistema yra pusiausvyroje, 

jeigu 

GBmGAm  21 .       (1) 

Šią lygtį galima užrašyti vektoriškai:  


 GBmGAm 21  arba 021 

GBmGAm .       (2) 

Taškas ),( 21 mmG   vadinamas materialių taškų ),( 1mA  ir 

),( 2mB  masių centru. 

Apibendrinsime dviejų materialių taškų masių centro sąvoką 

taškams, turintiems neigiamas „mases“. 

2 apibrėžimas. Taškas ),( G  vadinamas taškų ),( A  ir 

),( B , R,  , masių centru, jeigu galioja lygybė 

.0


 GBGA       (3) 

Kadangi 


 ABGAGB  (vektorių sudėties taisyklė), tai (3) lygybę 

galima užrašyti taip: 

A BG

m1
m2

1 pav. 
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,0))()(


 ABGAABGAGA   

t. y. 

.)(


 ABAG       (4) 

Kai 0 , 






 ABAG       (5) 

ir taškas G randamas vienareikšmiškai. 

Kai 0 , o 


 0AB , taškas G neegzistuoja. 

Kai 0  ir 


 0AB , (4) lygybę tenkina bet kuris taškas 

)0,(G . 

Iš (4) ir (5) lygybių išplaukia tokios dviejų materialių taškų 

savybės: 

1. Taškų ),( A  ir ),( B  masių centras priklauso per šiuos taškus 

einančiai tiesei (vektoriai 

AG  ir 


AB  yra kolinearūs); be to: 

|||||||


 ABAG ;    (6) 

2. Taškų ),( A , ir ),( B  ir ),( kA , ),( kB , Rk , 0k , 

masių centrai sutampa. 

Iš tikrųjų , jeigu taškų ),( kA , ),( kB  masių centras yra 

taškas ),'(  kkG , o taškų ),( A , ),( B  masių centras – 

taškas ),( G , tai 












 AGABAB

kk

k
AG'    .' GG   

3. Taškų ),( A  ir ),( B , 0 , masių centras yra atkarpos AB 

vidurio taškas. 

Iš tikrųjų, 






 ABABAG

2

1
. 

1 pavyzdys. Plokštumoje pažymėkime du taškus A ir B. Rasime 

masių centrus šių materialių taškų:  
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a) )2,( A , )3,(B ; b) )3,( A , )5,(B ; c) )8,( A , )5,(B ;

d) )0,( A , )5,(B ; e) )2,( A , )1,( A ; f) ),( A , ),( A , 0 .

Sprendimas. a) Į (5) lygybę įrašę 2 , 3 , gauname: 

.
5

3

32

3 




 ABABAG  Taigi taškas G atkarpą AB dalija santykiu 3:2 

(žr. 2 pav.). 

b) Pagal (5) lygybę .
2

5

53

5 



 ABABAG  Atkarpą AB padaliję 

pusiau ir nuo taško A vektoriaus 

AB  kryptimi atidėję vieną atkarpos AB 

pusę 5 kartus, gausime tašką )2,(G  (žr. 3 pav.). 

c) Kadangi





 ABABAG
3

5

58

5
, tai vektoriai 


AG  ir 


AB  yra 

priešingų krypčių. Taškas )3,( G  pavaizduotas 4 paveiksle. 

d) Kadangi





 ABABAG
50

5
, taškas G sutampa su tašku B. 

e) Iš lygybės





 0
12

1
AAAG  išplaukia, kad AG  . 

f) Iš lygybės


 AAAG))((  išplaukia, kad taškų ),( A  ir 

),( A  masių centru gali būti bet kuris taškas )0,(G ; laikysime, kad 

šių taškų masių centras yra taškas )0,(A . 

(A, 2) (B, 3)(G, 5)

2 pav. 

(A, -3) (G, 2)(B, 5)

3 pav. 

(G, -3) (B, 5)(A, -8)

4 pav. 
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1 teorema. Jeigu taškas ),( G  yra taškų ),( A  ir ),( B  

masių centras, tai su bet kuriuo tašku M teisinga lygybė 


 MGMBMA )(   (7) 

Įrodymas. Kadangi 


 GBMGMB , 


 GAMGMA  ir 

0

GBGA , tai 




)()( GBMGGAMGMBMA  


 MGGBGAMG )()( . 

Kai GM  , (7) lygybė sutampa su (3) lygybe. 

3 apibrėžimas. Tašką ),( G , 0  vadinsime 

taškų ),( A , ),( B  ir ),( C  masių centru, jeigu 


 0GCGBGA .     (8) 

3 teorema. Jeigu taškas ),( G  yra taškų ),( A , ),( B  ir 

),( C  masių centras, tai su bet kuriuo tašku M teisinga lygybė 


 .)( MGMCMBMA     (9) 

Ši teorema įrodoma analogiškai kaip 1-oji teorema. Atskiru atveju, 

kai AM  , gauname: 

.










 ACABAG     (10) 

Taigi, kai 0 , trijų taškų, ),( A , ),( B  ir ),( C  masių 

centras G randamas vienareikšmiškai. 

Iš (10) lygybės išplaukia šios trijų taškų masių centro savybės: 

1) jeigu trys taškai ),( A , ),( B  ir ),( C  nepriklauso vienai

tiesei (vektoriai 

AB  ir 


AC  yra nekolinearūs), tai šių taškų masių centras 

priklauso per juos einančiai plokštumai; 

2) taškų ),( A , ),( B  ir ),( C  ir ),( kA , ),( kB  ir ),( kC ,

0k , masių centrai sutampa. 
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4 apibrėžimas.  Tašką  

)...,( 21 nG  , 0...21  n , 

vadinsime taškų ),( 11 A , ),( 22 A , ..., ),( nnA   masių centru, jeigu 


 nn GAGAGA ...2211



 0 .    (11) 

3 teorema. Jeigu taškas  

)...,( 21 nG  , 0...21  n , 

yra taškų ),( 11 A , ),( 22 A , ..., ),( nnA   masių centras, tai su bet 

kuriuo tašku M teisinga lygybė 


 nn MAMAMA ...2211


 MGn )...( 21 .    (12) 

Teoremos įrodymas analogiškas 1-os teoremos įrodymui. 

4 teorema. Taškų ),( 11 A , ),( 22 A , ..., ),( kkA  , ),( 11  kkA , 

..., ),( nnA   masių centras nepasikeis, jeigu taškus ),( 11 A , ),( 22 A , 

..., ),( kkA   pakeisime jų masių centru )....,( 21 kB   

Įrodymas Sakykime, kad taškas )...,( 21 nG   yra 

nagrinėjamų taškų masių centras, t. y. 





 0...... 112211 nnkkkk GAGAGAGAGA . 

Kadangi taškas )...,( 21 kB   yra taškų ),( 11 A , 

),( 22 A , ..., ),( kkA   masių centras, tai pagal (12) formulę, kai 

GM  , gauname: 




kk GAGAGA ...2211



 GBk )...( 21 . 

Iš paskutiniųjų dviejų lygybių išplaukia, kad  


 GBk )...( 21



  0...11 nnkk GAGA . 

Taigi taškas )...,( 21 nG   yra taškų )...,( 21 kB  , 

),( 11  kkA , ..., ),( nnA   masių centras. 
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1 išvada. Jeigu taškas ),( G  yra trikampio ABC viršūnių 

),( A , ),( B  ir ),( C  masių centras, tai tiesė AG kerta kraštinę BC 

arba jos tęsinį taške 1A , kuris yra taškų ),( B  ir ),( C  masių centras. 

Įrodymas. Kadangi 


 0GCGBGA , tai  pagal 4 teoremą 




GCGBGA  .0)( 1



 GAGA  Taigi taškas G yra taškų 

),( A  ir ),( 1 A  masių centras. Kadangi taškas 1A  priklauso tiesei 

BC (1 savybė) tai tiesė AG tiesę BC kerta taške 1A . 

2 išvada. Jeigu trikampio ABC viršūnių ),( A  ir ),( B  masių 

centras yra taškas ),( 1 C , o viršūnių ),( A  ir ),( C  masių 

centras – taškas ),( 1 B , tai taškų ),( A , ),( B  ir ),( C  masių 

centras yra tiesių 1CC  ir 1BB  susikirtimo taškas. 

Įrodymas. Sakykime, kad taškas ),( G  yra trikampio ABC 

viršūnių ),( A , ),( B  ir ),( C  masių centras, t. y. 



 0GCGBGA  

arba pagal 4 teoremą 


 .0)( 1 GCGC  Taigi taškas G priklauso 

tiesei 1CC . Kita vertus, 


GCGBGA ,0)( 1



 GGB  

t. y, taškas G priklauso ir tiesei 1BB . 

2 pavyzdys. Rasime trikampio ABC viršūnių: a) )2,(A , )1,(B  ir 

)4,(C ; b) )3,(A , )1,(B , 

)2,( C  masių centrą. 

Sprendimas. a) Nusibraižy-

kime trikampį ABC (žr. 5 pav.). 

Pagal 4 teoremos 1-ąją išvadą 

šių trijų taškų masių centras  

yra taškų )2,( A , )1,(B  masių 

centro )3,( 1C  ir taško )4,(C  

masių centras )7,(G . 

(A, 2)

(G, 7)

(B, 1)(C , 3)1

(C, 4)

 
5 pav. 
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b) Nubraižykime trikampį ABC (žr. 6 pav.). Pagal 4 teoremos 2-ąją 

išvadą taškų )3,( A , )1,(B  ir )2,( C  masių centras )2,(G  yra tiesių 

1CC  ir 1BB  susikirtimo 

taškas; čia 1C  yra taškų 

)3,(A  ir )1,(B  masių 

centras, o )1,( 1B  – taš-

kų )3,( A  ir )2,( 1 C  

masių centras, t. y. 

.3
32

3
1






 CACACB

Pastebėsime, kad taškas 

)2,(G  yra taškų )1,(B  ir )1,( 1B  masių centras, t. y. atkarpos 1BB  

vidurio taškas. 

3 pavyzdys. Rasime trikampio ABC viršūnių ),( A , ),( B  ir 

),( C  masių centrą. 

Sprendimas. Iš (10) lygybės, kai  , išplaukia, kad  


























 .CBCAABACABAG  

Taigi vektorius 


AG  yra kolinearus vektoriui 


CB  ir 





 CBAG . Kai 

0 , vektoriai 


AG  ir 


CB  yra vienakrypčiai, o keturkampis ACBG 

– trapecija (žr. 7a) pav.). 

Kai 0 , vektoriai 


AG  ir 


CB  yra priešpriešiai, o keturkampis 

CBAG – trapecija (žr. 7b) pav.). 

Kai  , vektoriai 


AG  ir 


CB  yra lygūs ir keturkampis ACBG 

yra lygiagretainis (žr. 7c) pav.). Taigi trikampio ABC viršūnių ),( A , 

),( B  ir ),( C  (arba )1,( A , )1,(B  ir )1,( C  masių centras yra 

lygiagretainio ACBG viršūnė ),( G  (arba )1,(G ). 
 

(B, 1)

(G, 2)
(A, 3)

(C, -2)

(B , 1)1

(C , 4)1

 
6 pav. 
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(C, 1)

(A, 1)
(B, 1)

(G, 3)
(A , 2)1(B , 2)1

(C , 2)1
 

8 pav. 

(G, )

(B, )

(A, ) (C, -)

 

(C, -)
(A, )

(B, )

(G, )  
a)                                                        b) 

(G, ) (B, )

(A, ) (C, -)  
                                   c) 

7 pav. 

 

2. Masių centro taikymas geometrijoje 
 

Nagrinėjamų figūrų (kūnų) viršūnėms priskyrus atitinkamas mases 

galima spręsti daugelį geometrinių uždavinių. Ypač nesunkiai įrodoma, 

kad keletas tiesių susikerta viename taške, kad keletas taškų priklauso 

vienai tiesei (plokštumai) ir kt. 

Kaip tinkamai parinkti taškams mases išsiaiškiname spręsdami 

uždavinius. 

4 pavyzdys. Įrodysime, kad trikampio pusiaukraštinės susikerta vie-

name taške ir surasime kokiu santykiu tas taškas jas dalija.  

Sprendimas. Sakykime 1AA , 1BB  ir 1CC  yra trikampio ABC 

pusiaukraštinės (žr. 8 pav.). 

Kadangi BACA 11  , CBAB 11   

ir BCAC 11  , tai trikampio viršūnėms 

priskiriame lygias mases. Nagrinėkime 

taškų )1,(A , )1,(B  ir )1,(C  ir jų 

masių centrą )3,(G . Kadangi taškas 

)2,( 1A  yra taškų 1BB  ir 1CC  masių 

centras, tai taškas )3,(G  yra taškų 
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A

B CN

E

D

M

F

K
L

 
9 pav. 

)1,(A  ir )2,( 1A  masių centras (4 teoremos 1 išvada). Taigi taškas G 
priklauso atkarpai 1AA  ir 121 GAAG ⋅=⋅ . Kita vertus, taškas )2,( 1B  yra 
taškų )1,(A  ir )1,(C  masių centras, todėl taškas )3,(G  yra taškų )1,(B  
ir )2,( 1B  masių centras. Taigi taškas G priklauso atkarpai 1BB  ir 

121 GBBG ⋅=⋅ . Analogiškai įrodoma, kad taškas G yra atkarpoje 1CC  ir 

121 GCCG ⋅=⋅ . Taigi visos trikampio pusiaukraštinės susikerta taške G. 
Šis taškas pusiaukraštines dalija santykiu 2:1 skaitant nuo viršūnių. 

Šio uždavinio sprendimą užrašysime schematiškai dviejų eilučių 
lentele. Lentelės pirmoje eilutėje rašysime taškus, o antroje eilutėje – 
jiems priskirtas mases. 

Turime: 
 

 
=G Centr 

A B C  
= Centr 

C1 C  
⇒ ][ 1CCG∈ ,  

GCGC ⋅=12 1 ,  
t. y. ;:: 121 =GCCG  

1 1 1 2 1 
     

 
 

=G Centr 
A B C  

= Centr 
A A1  

⇒ ][ 1AAG∈ ,  

121 GAGA ⋅= ,  
t. y. ;:: 121 =GAAG  

1 1 1 1 2 
     

 
 

=G Centr 
A B C  

= Centr 
B1 B  

⇒ ][ 1BBG∈ ,  
GBGB ⋅= 12 1 ,  

t. y. .:: 121 =GBBG  

1 1 1 2 1 
     

 
5 pavyzdys. Taškai M, N, E ir F yra 

atitinkamai iškilojo keturkampio ABCD 
kraštinių AB, BC, CD ir DA vidurio taškai, o 
taškai K ir L – įstrižainių AC ir BD vidurio 
taškai (žr. 9 pav.). Įrodysime, kad atkarpos 
ME, NF ir KL susikerta viename taške ir 
šiame taške dalijasi pusiau. 
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A B

C

N

M

K

 
10 pav. 

Sprendimas. Kaip ir ketvirtajame pavyzdyje, nagrinėkime taškus 

),( 1A , ),( 1B , ),( 1C  ir ),( 1D , kurių masių centras yra taškas )4,(G . 

Tada 

 
 

G Centr 
A B C D  

= Centr 
M E 

 ][MEG   

ir GEGM  ;  
1 1 1 1 2 2 

      

 
 

G Centr 
A B C D  

= Centr 
F N 

 ][FNG   

ir GNGF  ;  
1 1 1 1 2 2 

      

 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
K L 

 ][KLG   

ir GLGK  .  
1 1 1 1 2 2 

      
 

Taigi atkarpos ME, FN ir KL susikerta viename taške G ir šiame taške 

dalijasi pusiau. 
 

6 pavyzdys. Taškas M trikampio ABC kraštinę AB dalija santykiu 

52:: MBAM , o taškas N kraštinę BC – santykiu 34 :: NCBN . 

Tiesės AN ir CM susikerta taške K (žr. 10 pav.). Rasime santykius 

KNAK :  ir KMCK : . 

Sprendimas. Taškams A, B ir C priski-

riame tokius skaičius, kad taškas M būtų taškų 

A ir B masių centras, o taškas N – taškų B ir C 

masių centras. Kadangi 

BMAM 25  , CNBN 43   arba 

BMAM 615  , CNBM 86  , 

tai taškui A priskiriame skaičių 15, taškui B – 

skaičių 6 ir taškui C – skaičių 8. Šių taškų 

masių centras – taškas ),( 29G . Turime: 
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E

D
F

M

A B

C

N G

 
11 pav. 

 

 

G Centr 
A B C  

= Centr 
A N  

 ][ANG ,  

GNGA 1415  ,  

t. y. ;:: 1514GNAG  

15 6 8 15 14 

     

 

 

G Centr 
A B C  

= Centr 
M C 

 

 ][GMG ,  

GCGM 821  ,  

t. y. .:: 821GMCG  

15 6 8 21 8 

     
 

Kadangi ][ANG  ir ][GMG , tai taškas G sutampa su tašku K. Taigi 

15:14: KNAK  ir 8:21: KMCK . 
 

7 pavyzdys. Iškilojo keturkampio ABCD įstrižainėse AC ir BD 

pažymėti taškai M ir N, be to MCAM 6  ir NDBN 6  (žr. 11 pav.). 

Įrodysime, kad atkarpos MN vidurio taškas ir kraštinių AB ir CD vidurio 

taškai yra vienoje tiesėje. 

Sprendimas. Jeigu taškui A priskirsime skaičių 1, o taškui C – skai-

čių 6, tai taškas M bus taškų ),( 1A  ir 

)6,(C  masių centras. Nesunku patik-

rinti, kad taškas N yra taškų ),( 1B  ir 

)6,(D  masių centras. Nagrinėkime 

taškus ),( 1A , ),( 1B , )6,(C  ir )6,(D . 

Sakykime, kad taškas G yra jų masių 

centras. 

Tada: 
 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
M N 

 ][MNG ,  

GNGM  ;  
1 1 6 6 7 7 

      
 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
E F 

 ][EFG ,  
1 1 6 6 2 12 

čia E – kraštinės AB vidurio taškas,  

o F – kraštinės AB vidurio taškas. 
 

Taigi atkarpos MN vidurio taškas G ir kraštinių AB ir CD vidurio taškai 

E ir F yra vienoje tiesėje. 
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D

M

A

B

C

F K

L

E

 
12 pav. 

8 pavyzdys. Trikampės piramidės ABCD pa-

grindo ABC pusiaukraštinės AK ir CF susikerta 

taške E, o piramidės briaunose AD ir CD parinkti 

taškai L ir M taip, kad CDCM
4

3
  ir 

DADL
4

1
  (žr. 12 pav.). Įrodysime, kad atkar-

pos FM, KL ir DE susikerta viename taške ir 

rasime kokiu santykiu šis taškas jas dalija. 

Sprendimas. Taškas E yra taškų ),( 1A , ),( 1B  ir ),( 1C  masių 

centras (žr. 4 pavyzdį). Jeigu taškui D priskirsime skaičių 3, tai taškas L 

bus taškų ),( 1A  ir ),( 3D  masių centras, o taškas M – taškų ),( 3D  ir 

),( 1C  masių centras.  

Sakykime, kad taškas G yra taškų ),( 1A , ),( 1B , ),( 1C  ir )3,(D  

masių centras. Tuomet 

 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
F M  ][FMG   

ir  GMGF 42  ,  

t. y.  

12 :: GMFG ;  

1 1 6 6 2 4 

      

 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
L K  ][LKG   

ir  GKGL 24  ,  

t. y.  

12 :: GLKG ;  

1 1 1 3 4 2 

      

 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
E D 

 ][EDG   

ir  GDEG  ,  
1 1 1 3 3 3 

      

 

Taigi atkarpos FM, LK ir ED susikerta viename taške G ir 

,:: 12GMFG  ,:: 12GLKG  .:11GDEG  
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R
E

F

Q

L

P

 
13 pav. 

9 pavyzdys. Trikampio PRQ kraštinėse 

PR, RQ ir QP pažymėti taškai E, F ir L;  

be to, 43:: ERPE , 23:: FQRF  ir 

21:: LPQL . Atkarpos RF ir EF susikerta 

taške K (žr. 13 pav.). Rasime santykius 

KLRK :  ir KFEK : . 

Sprendimas. Nagrinėkime taškus ),( P , ),( 1R , ),( 2R  ir 

),( Q . Skaičius  , 1 , 2  ir   parinkime taip, kad taškas E būtų taškų 

),( P  ir ),( 1R  masių centras, taškas F – taškų ),( 2R  ir ),( Q  

masių centras, o taškas L – taškų ),( P  ir ),( Q  masių centras. 

Tuomet atkarpų EF ir LR susikirtimo taškas sutaps su taškų ),( P  ir 

),( 1R , ),( 2R  ir ),( Q  masių centru. Akivaizdu, kad taškų ),( 1P  ir 

),( 2Q  masių centras yra taškas ),( 3L , taškų ),( 1P  ir 








4

3
,R  masių 

centras – taškas 








4

7
,E , o taškų ),( 2Q  ir 









3

4
,R  masių centras – 

taškas 








3

10
,F . Nagrinėkime taškų ),( 1P , 









4

3
,R , 









3

4
,R  ir ),( 2Q  

arba taškų ),( 12P , ),( 9R , ),( 16R  ir ),( 24Q  sistemą (pasinaudojome 

masių centro savybe ir visų taškų mases padauginome iš 12, t. y. masių 

vardiklių bendro mažiausio kartotinio). 

Turime: 

 

G Centr 
P R R Q 

= Centr 
E F  ][EFK   

ir  KFKE 4021  ,  

t. y.  

2140:: KFEK ;  

12 9 16 24 21 40 

      

Kita vertus, 
 

G Centr 
P R R Q 

= Centr 
L R  ][LRK   

ir  LRKL 2536  ,  

t. y.  

3625:: KRLK .  

12 9 16 24 36 25 
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D
A

B C

S

1A

1B
1C

1D

 
14 pav. 

10 pavyzdys. Piramidės SABCD pagrindas yra lygiagretainis 

ABCD. Briaunose SA, SB ir SC pažymėti taškai 1A , 1B  ir 1C ; be to, 

SASA
3

1
1  , SBSB

4

1
1   ir SCSC

5

1
1   (žr. 14 pav.). Įrodysime, kad 

plokštuma )( 111 CBA  kerta briauną SD ir rasime 

kokius santykiu susikirtimo taškas ją dalija. 

Sprendimas. Taškų ),( 1A , ),( 1B  ir 

),( 1C  masių centras yra taškas ),( 1D  (žr.  

3 pavyzdį). Taškui S priskirsime mases taip, kad 

taškas 1A  būtų taškų A ir S masių centras, taškas 

1B  – taškų B ir S masių centras ir taškas 1C  – 

taškų C ir S masių centras. Kadangi 2111 :: AASA , tai taškui S 

priskirsime skaičių 2. Analogiškai iš santykio 3111 :: BBSB  išplaukia, 

kad taškui S reikia priskirti skaičių (–3). Kadangi 4111 :: CCSC , tai 

taškui S priskirsime skaičių 4. Nagrinėkime taškus ),( 1A , ),( 1B , 

),( 1C , ),( 2S , ),( 3S  ir ),( 4S . Sakykime jų masių centras yra G. 

Tada: 
 

 

G Centr 
A B C S S S 

= Centr 1A  1B  1C  
   

1 –1 1 2 –3 4 3 –4 5 

 G )( 111 CBA ; 

 

G Centr 
A B C S S S 

= Centr 
D S 

  
1 –1 1 2 –3 4 1 3 

][DSG  ir 31:: GSGD , t. y 31:: GDSG . 

 

Taigi plokštuma )( 111 CBA  kerta briauną SD taške G, kuris ją dalija 

santykiu 1:3 skaitant nuo viršūnės. 

 

11 pavyzdys.  Trikampės piramidės ABCD briaunose DA, DB ir DC 

pažymėti taškai M, N ir K, kad DADM
3

1
 , DBDN

4

1
  ir 
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A
E C

D

K

B

N
M P

15 pav.  
  

DCDK
5
3

= . Taškas E yra trikampio ABC pusiaukraštinių susikirtimo 

taškas. Plokštuma, einanti per taškus M, N ir K, 
kerta atkarpą DE taške P (žr. 15 pav.). Apskai-
čiuosime PEDP : . 

Sprendimas. Taškams A ir D, B ir D, C ir D 
priskirsime tokias mases, kad taškai M, N ir K būtų 
jų masių centrais. Kadangi taškas E yra trikampio 
pusiaukraštinių susikirtimo taškas, tai taškams A, B 
ir C priskirsime vienodas mases, pavyzdžiui 1. Tada 
taškų ),( 1A  ir ),( 2D  masių centras yra M, taškų 

),( 1B  ir ),( 3D  masių centras yra N, o taškų ),( 1C  

ir 







3
2,D  masių centras – taškas K.  

Nagrinėkime taškų ),( 1A , ),( 1B , ),( 1C , ),( 2D , ),( 3D  ir 







3
2,D  

arba taškų ),( 3A , ),( 3B , ),( 3C , ),( 6D , ),( 9D  ir ),( 2D  sistemą. 
Sakykime, kad šios sistemos masių centras yra G. Tada: 

 

 

=G Centr A B C D D D = Centr M N K ⇒   3 3 3 6 9 2 9 12 5 
⇒ ∈G )(MNK ; 

 
=G Centr A B C D D D = Centr E D ⇒   . 3 3 3 6 9 2 9 17 

⇒ ][EDG∈  ir GDGE 179 = ,  t. y. 17:9: =GEDG . 

 

Akivaizdu, kad PG ≡ . 
 

12 pavyzdys. Taškas E yra trikampės piramidės ABCD pagrindo 
ABC pusiaukraštinių susikirtimo taškas. Briaunose DA, DB ir atkar- 
poje DE pasirinkti taškai 1A , 1B  ir 1E , kad 1411 :: =DBBB , 

1211 :: =DAAA  ir 3111 :: =DEEE . Ištirsime ar plokštuma )( 111 EBA  
kerta briauną DC. 
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1A

1B
1C

G

A

B C
 

16 pav. 

Sprendimas. Taškų ),( 1A  ir ),( 2D  masių centras yra taškas 1A , 
taškų ),( 1B  ir ),( 4D  masių centras yra taškas 1B , taškų ),( 3E  ir 

),( 1D  masių centras – taškas 1E . Nagrinėkime taškų ),( 1C  ir ),( xD  
porą. Skaičių x parinkime taip, kad šių taškų masių centro ),( xC +11  ir 
taškų ),( 31A , ),( 51B  masių centras sutaptų su tašku ),( 41E . Taškų 

),( 31A , ),( 51B  ir ),( xC +11  masių centras yra ),( 41E , kai 
4153 =+++ x , t. y., kai 5−=x . Taškų )1,(C  ir ),( 5−D  masių 

centras ),( 41 −C  nepriklauso briaunai DC. Taigi plokštuma ),,( 1EBA  
briaunos DC nekerta. 

 

13 pavyzdys. Įrodysime, kad trikampio ABC pusiaukampinės 1AA , 

1BB  ir 1CC  susikerta viename taške ir rasime kokiu santykiu šis taškas 
jas dalija (16 pav.). 

Sprendimas. Remsimės trikampio pusiau-
kampinės savybe: trikampio kampo pusiaukam-
pinė prieš jį esančią kraštinę dalija į atkarpas, 
proporcingas prie jo esančioms kraštinėms. Jeigu 

cAB = , aBC = , bAC = , tai 
b
c

CA
BA

=
1

1 , 

c
a

AB
CB

=
1

1 , 
a
b

BC
BC

=
1

1 , t. y. BCbACa 11 ⋅=⋅ , 

ABaCBc 11 ⋅=⋅ , CAcBAb 11 ⋅=⋅ . Nagrinėsime taškų ),( aA , ),( bB  ir 
),( cC  sistemą. Tegul jos masių centras yra G. Tada 
 

=G Centr 
A B C 

= Centr 
A 1A  

⇒  
a b c a b+c 

⇒ ][ 1AAG∈  ir 1GAcbaGA )( += , t. y. .:)(: acbGAAG +=1  
 

Analogiškai įrodoma, kad ][ 1BBG∈ , ][ 1CCG∈  ir 
bcaGBBG :)(: +=1 , cbaGCCG :)(: +=1 . Taigi trikampio pusiau-

kampinės susikerta viename taške. 
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1A

1B

G
A

B

C
 

17 pav. 

14 pavyzdys. Trikampio ABC kraštinės AB ilgis 3, o kraštinės AC 
ilgis 4. Pusiaukraštinė 1BB  ir pusiaukampinė 1AA  susikerta taške G  
(žr. 17 pav.). Raskime trikampio ABC plotą, jei-
gu SSBGA =

1
. 

Sprendimas. Pagal pusiaukampinės savybę 

3
4

1

1 =
BA

CA , t. y. .BACA 11 43 =  Taigi taškų ),( 4B  

ir ),( 3C  masių centras yra taškas ),( 71A , o 
taškų ),( 3A  ir ),( 3C  masių centras – taškas ),( 61B . Tada 

 

=G Centr 
A B C 

= Centr 
A 1A  

⇒  
3 4 3 3 7 

⇒ 173 GAGA = , t. y. .:: 371 =GAAG  
 

Kadangi trikampių AGB ir 1BGA  pagrindai AG ir 1GA  yra vienoje 
tiesėje ir jų aukštinės lygios, tai, 11

GAAGSS BGAAGB :: = , t. y. 

SS AGB 3
7

= . Taigi .
3

10
3
7

1

SSSS ABA =+=  Kadangi 
3
4

1

1 =
BA

CA , tai 

3
4

1

1 =
ABA

ACA

S
S

, t. y. .
9

40
3

10
3
4

1

SSS ACA =⋅=  Taigi,  

.
9

70
9

40
3

10
11

SSSSSS ACAABAABC =+=+=  

 
TREČIOJI UŽDUOTIS 

 
  1. Raskite trikampio ABC viršūnių ),( 2A , ),( 3−B  ir ),( 5C  masių 

centrą. 
 
  2. Trikampio ABC kraštinėse AC ir BC pažymėti taškai E ir F, kad 

CACE
3
2

=  ir .CBCF
5
4

=  Atkarpos BE ir AF susikerta taške M. 

Raskite AFAM :  ir .: BEBM  
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  3. Trikampio ABC kraštinėse AB, BC ir CA pažymėti taškai 1C , 1A  ir 

1B ; be to 5211 :: =BCAC , 2111 :: =CABA , 1411 :: =ABCB . 
Atkarpos 1CC  ir 11BA  susikerta taške E. Raskite 1ECCE :  ir 

11 EAEB : . 
 
  4. Trikampės piramidės ABCD briaunose AB ir CD pažymėti taškai P 

ir Q, kad 13 :: =PBAP  ir 13 :: =QDCQ . Įrodykite, kad atkarpos 
PQ vidurio taškas ir briaunų AC ir BD vidurio taškai yra vienoje 
tiesėje. 

 
  5. Piramidės SABCD pagrindas ABCD yra lygiagretainis. Plokštuma 

kerta briaunas AS, BS, CS ir DS taškuose 1A , 1B , 1C  ir 1D ; be to, 
SAAA 11 2= , SBBB 11 4=  ir SCCC 11 3= . Raskite .: SDDD 11  

 
  6. Trikampės piramidės ABCD briaunose DA, DB ir DC pažymėti 

taškai M, N ir L, kad 23 :: =MDAM , 52 :: =NDBN  ir 
.:: 31=LDCL  Taškas E yra trikampio ABC pusiaukraštinių susi-

kirtimo taškas. Plokštuma, einanti per taškus M, N ir L kerta atkarpą 
DE taške K. Raskite KEDK : . 

 
  7. Taškai 1E , 2E , 3E , 4E , 5E  ir 6E  yra iškilojo šešiakampio 

ABCDEF kraštinių AB, BC, CD, DE, EF ir FA vidurio taškai. 
Įrodykite, kad trikampių 531 EEE  ir 642 EEE  pusiaukraštinių 
susikirtimo taškai sutampa. 

 

  8. Trikampyje ABC ,30=∠ A  .60=∠ B  Trikampio aukštinė CD ir 
pusiaukraštinė AF susikerta taške E. Raskite EFAE :  ir .: EDCE  

 
  9. Trikampio ABC kraštinės AB ilgis 3, o kraštinės BC ilgis 2. Taškas 

D kraštinę AB dalija santykiu 2:1: =DBAD . Pusiaukampinė BE ir 
atkarpa CD susikerta taške F. Apskaičiuokite trikampio ABC plotą, 
jeigu trikampio BCF plotas lygus S. 

 
10. Smailiojo trikampio ABC kampų didumai yra ,α  β  ir .γ  Įrodykite, 

kad trikampio aukštinės susikerta viename taške ir raskite santykius, 
kuriais šis taškas aukštines dalija.  
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IV. LYGINIAI IR JŲ TAIKYMAS 

Eugenijus Stankus 
(Vilniaus universitetas) 

 
Lyginio sąvoka labai svarbi nagrinėjant sveikųjų skaičių savybes. 

Remiantis lyginių savybėmis įrodomi sveikųjų skaičių dalumo požymiai. 
Lyginių teorija naudojama įvairiems skaičių teorijos uždaviniams spręsti. 
Čia susipažinsime su lyginio sąvoka, įrodysime kai kurias lyginių 
savybes ir pateiksime keletą lyginių taikymo pavyzdžių. 

Tačiau, norėdami apibrėžti lyginį, pirmiau turime panagrinėti 
sveikųjų skaičių dalumą, dalybą su liekana bei kai kuriuos kitus dalykus, 
susijusius su  lyginio sąvoka. 

Toliau naudosimės įprastiniais žymenimis: ...},3,2,1{N =  – natūra-
liųjų skaičių aibė, ...},2,1,0,1,2{...,Z −−=  – sveikųjų skaičių aibė. 

Sveikųjų skaičių dalumas.  

1 apibrėžimas. Skaičius a dalijasi iš skaičiaus b arba b dalija a 
(žymima ab | ), jeigu yra toks sveikasis skaičius q, su kuriuo teisinga 
lygybė bqa =  ( Z, ∈ba , 0≠b ). Skaičiai b ir q vadinami skaičiaus a 
dalikliais, o skaičius a yra skaičiaus b kartotinis. 

Įrodysime kelias sveikųjų skaičių dalumo savybes. 

1. Jei  ab |   ir  bc | , tai ac | . 

Įrodymas. Kadangi 1bqa =  ir 2cqb = , tai 21qcqa = . Vadinasi, 
skaičius a dalijasi iš skaičiaus c.  

2. Jeigu žinoma, kad lygybės  
nm bbbaaa +++=+++ ...... 2121          (1) 

kairiosios ir dešiniosios  pusės visi  dėmenys,  išskyrus  kurį nors vieną, 
dalijasi iš c, tai ir pastarasis dėmuo dalijasi iš c. 

Įrodymas. Tarkime, kad skaičiai nm bbbaa ...,,,,...,, 212  dalijasi  
iš c, t. y. ,...,,22 mm cqacqa ==  nn clbclbclb === ...,,, 2211 .  
Įrašę šias išraiškas į (1) lygybę ir išreiškę 1a , gauname: 

)......( 2211 mn qqlllca −−−+++= . Taigi 1a  taip pat dalijasi iš c.  
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3. Jei  nbababa |...,,|,| 21 ,  tai )...(| 21 nbbba +++ . 
Įrodymas. Kadangi ,...,,, 12211 aqbaqbaqb n ===  tai  

)...(... 2121 nn qqqabbb +++=+++ , t.y. suma nbbb +++ ...21  dalijasi 
iš a. 

2 apibrėžimas. Natūralusis skaičius n vadinamas pirminiu skai-
čiumi, jeigu jis dalijasi tik iš savęs ir iš vieneto (skaičius 1 nelaikomas 
pirminiu). Visi kiti natūralieji skaičiai, didesni už 1, vadinami sudėtiniais 
skaičiais. Pirminiai skaičiai dažniausiai žymimi raide p. 

Nesunku išvardinti keletą pirmųjų pirminių skaičių: 2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19, 23, … . Kad jų yra be galo daug, įrodė senovės graikų 
matematikas Euklidas (365-apie 300 m. pr. Kr.). Įdomu, kad iki šiol 
nežinoma, ar be galo daug yra pirminių skaičių porų, tokių kaip (3, 5), 
(5, 7), (11, 13), (17, 19), vadinamų pirminiais dvyniais. Tai garsioji 
dvynių problema. 

Pagrindinė aritmetikos teorema. Nagrinėjant natūraliųjų skaičių 
savybes pirminiai skaičiai ypatingai svarbūs. Pirminiais skaičiais 
išreiškiami visi nelygūs nuliui natūralieji (taip pat ir sveikieji) skaičiai. 

1 teorema. Bet kuris sudėtinis natūralusis skaičius n vieninteliu būdu 
išreiškiamas pirminių skaičių sandauga (jei nekreipiama dėmesio į 
dauginamųjų tvarką):  

;...21 21 mk
m

kk pppn ⋅⋅⋅=   (2) 
čia 1p , 2p , …, mp  yra pirminiai skaičiai, iš kurių dalijasi skaičius n, o 

mkkk ...,,, 21  – teigiami patys didžiausi pirminių skaičių laipsnio rodik-
liai, su kuriais skaičius n iš šių laipsnių dalijasi.  

Pavyzdžiui, 73284 2 ⋅⋅= , 25 75359535 ⋅⋅−=− . Skaičiaus n užra-
šymas (2) išraiška vadinamas skaičiaus n faktorizavimu. Kai skaičius n 
didelis, tai faktorizavimo uždavinys tampa gana sudėtingas netgi šiuolai-
kiniams kompiuteriams.  

Dalyba su liekana.  

2 teorema. Tarkime, a ir b – sveikieji skaičiai, 0≠b . Tuomet yra 
tokie vieninteliai skaičiai q ir r, ||0 br <≤ , su kuriais galioja lygybė 

rbqa += .         (3) 
Skaičius q vadinamas dalmeniu, o r – liekana.  
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Skaičiams q ir r, ||0 br  , tenkinantiems (3) lygybę, rasti galima  

taikyti dalybos kampu algoritmą. Pavyzdžiui, skaičių 2009a  

dalydami iš 17b , gausime, kad .3118172009   Taigi ,118q  

.3r  Kai 17,2009  ba , tai 14)119(172009    

 14,119  rq . Jeigu ,2009a  17b , tuomet 

3)118()17(2009     3,118  rq . Kai 2009a , 17b , 

turėsime: 14119)17(2009   14,119  rq . 

Atkreipkime dėmesį, kad kiekviename pateiktame pavyzdyje bq  

yra didžiausias, neviršijantis skaičiaus a, skaičiaus b kartotinis. 

Pozicinė skaičiavimo sistema. Pasirinkime natūralųjį skaičių 

102,  gg . Tuomet, remiantis dalyba su liekana, kiekvieną 

natūralųjį skaičių n galima užrašyti pavidalu  
0

0
1

1
2

2
1

1 gagagagagan k
k

k
k  

  ;       (4) 

čia kigai ,,2,1,0,0  .  

Pavyzdžiui, tegu 8g . Skaičių 2009 užrašykime (4) pavidalu. 

Aukščiausias skaičiaus 8g  laipsnis, neviršijantis 2009, yra 3 (nes 

,642 g  ,5123 g  40964 g ). Skaičių 2009 padaliję iš ,5123 g  

gauname .473832009 3   Kadangi 2587473 2  , tai 2009  

258783 23   ir 0818325  . Taigi  23 87832009  
01 8183  . Ši lygybė vadinama skaičiaus 2009 išraiška pozicine 

skaičiavimo sistema pagrindu 8g . Sutrumpintai tai užrašoma 

)8()10( 37312009  . 

Atkreipkime dėmesį, kad skaičiaus užrašą 2009 taip pat suvokiame 

kaip natūraliojo skaičiaus išraišką pozicine skaičiavimo sistema 

pagrindu 10g , t.y. 0123 1091001001022009  . 

Ši pozicinė dešimtainė skaičiavimo sistema (pagrindu 10) labiausiai 

įprasta. Ja kiekvienas natūralusis skaičius n užrašomas naudojant skait-

menis 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Kartais naudojamas toks (4) išraiškos 

užrašas: 011... aaaan kk  .  

Kompiuterių moksle labai svarbi dvejetainė sistema, kurios pagrin-

das yra 2g . Natūralusis skaičius n šioje sistemoje užrašomas 
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011... aaaan kk  . Čia galimi skaitmenys yra tik 0 ir 1. Pavyzdžiui, 

skaičių 2009, užrašytą dešimtaine sistema, užrašykime dvejetaine 

sistema: 

 345678910 21212021212121212009   

                   012 212020  . 

Taigi )2()10( 111111011002009  . 

Lyginiai ir jų savybės. Tegu 2m  yra natūralusis skaičius. Nagri-

nėsime liekanas, gaunamas dalijant sveikuosius skaičius iš m. Naudojant 

lyginius moduliu m, galima išsiaiškinti tokių liekanų savybes. Lyginio 

sąvoką įvedė žymus vokiečių matematikas Gausas (Johann Carl 

Friedrich Gauss, 1777–1855) knygoje „Disquisitiones arithmeticae“, 

išleistoje 1801 metais. 

3 apibrėžimas. Sakoma, kad skaičius a lygsta skaičiui b moduliu 

m, jei  skirtumas ba   dalijasi iš m (žymima užrašu )(modmba  , kuris 

vadinamas  lyginiu moduliu m).  

Lyginių savybės, kaip ir pats jų užrašas, panašios į įprastinių 

lygybių savybes. 

1. Jei )(modmba  , tai ir )(modmab  . 

2. )(modmaa  . 

Pirmosios dvi savybės išplaukia tiesiogiai iš lyginio apibrėžimo. 

3. Lyginys )(modmba   galioja tik tuomet, kai skaičius a ir 

skaičius b, dalijant iš m, turi vienodas liekanas. 

Įrodymas. Savybės formulavime žodeliai „tik tuomet“ reiškia, kad 

turime įrodyti du teiginius:  

 iš )(modmba   išplaukia, kad skaičius a ir skaičius b, dalijant 

iš m, turi vienodas liekanas; 

 iš to, kad skaičius a ir skaičius b, dalijant iš m, turi vienodas 

liekanas išplaukia, kad galioja lyginys )(modmba  . 
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Jei )(modmba  , tai pagal apibrėžimą mqba  . Skaičių a 

dalydami iš m gausime 11 rmqa  , mr  10 , o skaičių b – turėsime  

22 rmqb  , mr  20 . Iš čia )()( 2121 rrqqmba   ir 

mrr  ||0 21 . Kadangi )(| bam  , tai pagal 2 dalumo savybę iš m 

turi dalytis ir skaičius 21 rr  . Todėl 021  rr  21 rr  . 

Jei skaičius a ir skaičius b, dalijant iš m, turi vienodas liekanas, tai 

rmqa  1  ir rmqb  1 . Tuomet  

)(mod)(|)( 21 mbabamqqmba  . 

4. Jei )(modmba  , tuomet )(modmbcac   su bet kuriuo Zc .

Įrodymas.  mqbamba )(mod  mqcbcac  

).(modmbcac  

5. Jei )(modmba  , tuomet )(modmcbca   su bet kuriuo

Zc  . 

Įrodymas.  mqbamba )(mod  mqcbca )()(  

).(modmcbca   

6. Jei )(mod11 mba   ir )(mod22 mba  , tai

)(mod2121 mbbaa  .

Įrodymas. )(mod11 mba  , )(mod22 mba     ,111 mqba 

222 mqba     )( 212121 qqmbbaa     21 aa  

)(mod21 mbb  . 

Pastaba. Nesunkiai įrodoma, kad ši savybė galioja panariui 

sumuojant bet kurį lyginių skaičių.  

7. Jei )(mod11 mba   ir )(mod22 mba  , tai

)(mod2121 mbbaa  . 

Įrodymas. )(mod11 mba  , )(mod22 mba     ,111 mqba 

 222 mqba  ))(( 221121 mqbmqbaa     

 )( 2112212121 qmqqbqbmbbaa   )(mod2121 mbbaa  .

Pastaba. Nesunkiai įrodoma, kad ši savybė galioja panariui 

dauginant bet kurį lyginių skaičių. 
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Klasės moduliu m ir veiksmai su jomis. 

4 apibrėžimas. Klase a  moduliu m vadinama visų sveikųjų skaičių 

x, tenkinančių lyginį )(modmax  , aibė. 

Atkreipkime dėmesį – iš 3 savybės išplaukia, kad visi klasės a  

skaičiai turi tokias pat liekanas r (dalijant iš m), kaip ir skaičius a. Taigi 

kiekvienas klasės a  skaičius užrašomas pavidalu Zkmkrx  , , 

vadinasi, ši sveikųjų skaičių aibė yra begalinė. Žymuo mkr   su 

kiekvienu Zk  reiškia tą pačią klasę, tačiau mažiausias teigiamas tos 

klasės „atstovas“ yra r, todėl patogiausia šią klasę žymėti r . Kadangi 

visuomet mr 0 , tai iš viso skirtingų klasių yra m: 1,,2,1,0 m  – 

tai pilnoji liekanų moduliu m sistema. Be to, 1210  mZ  . 

Pavyzdžiui, kai 5m , tai yra  penkios klasės moduliu 5: 

},20,15,10,5,0,5,10,{},50{0   Zkk ; 

},21,16,11,6,1,4,9,{},51{1   Zkk ; 

},22,17,12,7,2,3,8,{},52{2   Zkk ; 

},23,18,13,8,3,2,7,{},53{3   Zkk ; 

},24,19,14,9,4,1,6,{},54{4   Zkk . 
 

5 apibrėžimas. Klasių a  ir b  suma ba   vadinama klasė, kuriai 

priklauso skaičius ba  , t.y. klasė ba  . 

Pavyzdžiui, klasėms moduliu 5 turėsime:  041  , 234  , 

133  , 142   ir pan. Galima sudaryti pilną klasių moduliu 5 

sudėties lentelę: 

 

a  

 b  
0  1  2  3  4  

0  0  1  2  3  4  

1  1  2  3  4  0  

2  2  3  4  0  1  

3  3  4  0  1  2  

4  4  0  1  2  3  
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6 apibrėžimas. Klasių a  ir b  sandauga ba   vadinama klasė, 

kuriai priklauso skaičius ba  , t.y. klasė ba  . 

Pavyzdžiui, sudauginę klases moduliu 5 gausime: 441  , 

234  , 433  , 342   ir pan. Galima sudaryti pilną klasių moduliu 

5 daugybos lentelę: 

a  

 b  
0  1  2  3  4  

0  0  0  0  0  0  

1  0  1  2  3  4  

2  0  2  4  1  3  

3  0  3  1  4  2  

4  0  4  3  2  1  

 

7 apibrėžimas. Klasės a  (moduliu m) k-uoju laipsniu ka  vadi-

nama klasė, kuriai priklauso skaičius ka , t. y. klasė ka . 

8 apibrėžimas. Sveikojo skaičiaus c ir klasės a  (moduliu m) 

sandauga ac   vadinama klasė, kuriai priklauso skaičius ac  , t.y. klasė 

ac  . 

Taigi su klasėmis pasirinktuoju moduliu galima atlikti sudėties ir 

daugybos, kėlimo laipsniu bei dauginimo iš sveikojo skaičiaus veiksmus. 

Pavyzdžiui, apskaičiuokime reiškinį, sudarytą iš klasių moduliu 5:  

41422123423
23

 . 

Lyginiai su nežinomaisiais. Taikant lyginius skaičiavimuose, daž-

nai reikia spręsti lyginius su nežinomaisiais, pavyzdžiui, )7(mod65 x . 

Čia reikia rasti sveikuosius x, su kuriais lyginys tenkinamas. Kitaip 

tariant, šio lyginio sprendiniai yra skaičiai, priklausantys klasei x  

moduliu 7 , su kuria 65  x . Patikrinę visas klases moduliu 7, nusta-

tome, kad 4x  arba )7(mod4x . Šios klasės visi skaičiai užrašomi 

formule .,47 Zkkx   Tai pirmojo laipsnio lyginio pavyzdys. 
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Lyginių teorijoje nagrinėjami ir aukštesnio laipsnio lyginiai, pavyzdžiui, 

)(mod2 pax   ar lyginių sistemos.   

Lyginių taikymas nustatant dalybos liekaną. Panagrinėkime 

pavyzdį. 

Raskime skaičiaus 131211 131211 n   a) dalybos iš 7 liekaną ir 

b) paskutinį skaitmenį.  

Sprendimas. a) Nagrinėkime kiekvieną sumos dėmenį atskirai. 

Pirmajam dėmeniui turėsime: 

 )7(mod411)7(mod411 22  )7(mod2112  

)7(mod4114   )7(mod2118  .  

Dabar panariui sudauginkime pirmą, trečią ir paskutinį lyginius – 

gausime  )7(mod2161111  .  

)7(mod312)7(mod512)7(mod512 222  

)7(mod412)7(mod212 84  ; 

sudauginę du paskutiniuosius lyginius, turėsime )7(mod11212  .  

)7(mod113)7(mod113)7(mod113 42  );7(mod1138   

sudauginame pirmą, trečią ir ketvirtą lyginius – gauname 

)7(mod611313  . 

Sudėję gautuosius lyginius )7(mod21111  , )7(mod11212   ir 

)7(mod11313  , turėsime )7(mod2n . Taigi skaičių  n dalydami iš 

7, gausime liekaną 2. 

b) Natūraliojo skaičiaus, užrašyto pozicine dešimtaine sistema, 

paskutinysis skaitmuo yra liekana, gauta šį skaičių dalijant iš 10. Vėl 

nagrinėkime kiekvieną dėmenį atskirai:  

);10(mod111)10(mod111 11    

)10(mod612)10(mod412)10(mod212 42    

   )10(mod612)10(mod612 128  ;  

)10(mod113)10(mod113)10(mod313 82    

     )10(mod31313  .  
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Sudėję panariui gautuosius tris lyginius, gauname )10(mod0n . 

Vadinasi, duotojo skaičiaus paskutinysis skaitmuo yra 0, arba kitaip, 

šis skaičius dalijasi iš 10. 

Lyginių taikymas įrodant skaičių dalumo požymius. Pateiksime 

tik vieno dažnai vartojamo dalumo požymio įrodymą, kuris iš esmės 

remiasi lyginių savybėmis.  

Dalumo iš 3 (iš 9) požymis. Skaičius, užrašytas dešimtaine skaičia-

vimo sistema, dalijasi iš 3 (iš 9) tik tuomet, kai jo skaitmenų suma 

dalijasi iš 3 (iš 9). 

Įrodymas. Atkreipkime dėmesį, kad 

),3(mod110...,),3(mod110),3(mod110 2  k

taip pat ).9(mod110...,),9(mod110),9(mod110 2  k
 Tuomet iš (4) 

formulės ir lyginių savybių gauname )3(mod... 011 aaaan kk   , 

taip pat ir )9(mod... 011 aaaan kk   . Vadinasi, jei skaitmenų 

suma dalijasi iš 3 (iš 9), tai ir pats skaičius dalijasi iš 3 (iš 9), ir 

atvirkščiai – jei  skaičius dalijasi iš 3 (iš 9), tai ir jo skaitmenų suma 

dalijasi iš 3 (iš 9). 

Metodinės medžiagos apie skaičių dalumą, apie lyginius rasite ir 

LJMM išleistose knygelėse:  

1. E. Stankus. Skaičių dalumas, Jaunajam matematikui 3, Danieliaus

leidykla, Vilnius, 2002, 8–14. 

2. E. Stankus. Skaičių dalumas, dalumo požymiai, Jaunajam mate-

matikui 7, Danieliaus leidykla, Vilnius, 2006, 8–16. 

KETVIRTOJI UŽDUOTIS 

1. Skaičių 234329 , kuris užrašytas dešimtaine sistema, užrašykite

aštuntaine sistema.

2. Išraiškoje ||0, brrbqa  , raskite trūkstamus skaičius, kai

a) 213,38743  ba ; b) 53,621  ba ;

c) 19,5995  qa ; d) 315,5960  qa .
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3. Sudarykite klasių moduliu 7 sudėties  lentelę.

4. Sudarykite klasių moduliu 7 daugybos  lentelę.

5. Apskaičiuokite )6(f , kai 6  yra klasė moduliu 7, o 23 32)( xxxf  . 

6. Išspręskite lyginį )11(mod583 x .

7. Išspręskite lyginį )11(mod53 2 x . 

8. Raskite liekaną, gaunamą skaičių 191817 191817 n dalijant 

iš 11.

9. Raskite skaičiaus 191817 191817 n  paskutinįjį skaitmenį. 

10. Įrodykite, kad skaičius nnnM  23 914  su visais Zn  dalijasi 

iš 3.
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V. FUNKCINĖS LYGTYS 

Antanas Apynis 

(Vilniaus universitetas) 

Ši tema skiriama pirmajai pažinčiai su lygtimis, kuriose nežino-

masis yra vieno kintamojo funkcija, apibrėžta tam tikroje srityje. Štai 

keli funkcinių lygčių pavyzdžiai: 

,0)()(  xfxf  ,0)()(  xfxf  ,0)2()(  xfxf  

,5
1

2)( 









x
fxxf  .2

1

1
)(2 x

x
fxfx 










  

Pirmosios trys lygtys (nagrinėjant jas visoje realiųjų skaičių tiesėje) jau 

yra matytos mokykliniuose vadovėliuose. Pirmosiomis dviem lygtimis 

nusakoma nelyginė ir lyginė funkcijos, o trečiąja lygtimi – periodinė 

funkcija ),(xfy   ),;( x  kurios periodas lygus .2  Visos trys 

lygtys turi be galo daug sprendinių – šias lygtis tenkinančių funkcijų. 

Kitos dvi lygtys ( 5
1

2)( 









x
xfxf  ir x

x
xfxfx 2

1

1
2)(2 










 ) 

neturi lengvai paaiškinamų interpretacijų. Jos gali atsirasti matematiškai 

modeliuojant kuriuos nors gamtos ar socialinius reiškinius arba pertvar-

kant tokių matematinių modelių lygtis. 

Nagrinėdami funkcinių lygčių temą, šį kartą nesigilinsime į lygčių 

prigimtį, į jų sprendinių egzistavimą, o visą dėmesį skirsime funkcinės 

lygties sprendinio sampratai ir jo paieškos procesui. 

Prisiminkime, kad pagal apibrėžimą funkcija f yra kokia nors 

taisyklė, pagal kurią kiekvienam vienos aibės, tarkime, A elementui 

priskiriamas kuris nors (bet tik vienas!) realusis skaičius, priklausantis, 

pavyzdžiui, aibei B. Susitarkime šį faktą sutrumpintai rašyti taip: 

f: .BA  

Aibė A čia yra funkcijos f apibrėžimo sritis, o B – arba jos reikšmių aibė, 

arba bet kuri platesnė aibė. Pavyzdžiui, žinome, kad trigonometrinės 

funkcijos xy sin  ir xy cos  yra apibrėžtos visoje realiųjų skaičių 

tiesėje, o jų reikšmių aibės yra uždarieji intervalai [–1; 1]. Vis dėlto 

galima rašyti ne tik 

sin:  R  [–1; 1]  ir  cos:  R  [–1; 1], 

bet ir taip: 
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sin:  R  R  ir  cos:  R  R 

(čia R yra realiųjų skaičių aibė – intervalas );(  ). 

Pastaraisiais užrašais pabrėžiamas faktas, kad tiek sinuso, tiek kosinuso 

reikšmės yra realieji skaičiai. 

Funkcine lygtimi pateikiamas sąryšis tarp nežinomos funkcijos, 

tarkime, f reikšmių dviejuose ar keliuose taškuose. Pavyzdžiui, lygtis 

0)()(  xfxf  sieja funkcijos f: R  R reikšmes taškuose x ir –x 

(x  R), o lygtis 5
1

2)( 









x
fxxf  sieja funkcijos f: R  R reikšmes 

taškuose x ir 
x

1
, kai x  R ir .0x  

Išspręsti funkcinę lygtį reiškia rasti visas (jei nenurodyta kitaip) 

funkcijas, kurios tenkina ją ir kitas uždavinyje suformuluotas sąlygas. 

Pereikime prie konkrečių uždavinių analizės ir sprendimo. 

1 pavyzdys. Patikrinkime, ar ,
4

3
)(

2 




xx

x
xf  x  R, yra funkci-

nės lygties 

),(1)1(2 xfxxf   x  R,        (1) 

sprendinys. 

Sprendimas. Apskaičiuokime funkcijos f reikšmę taške :1 x  

.
4

2

4

2

4)1()1(

3)1(
)1(

222 














xx

x

xx

x

xx

x
xf  

Tada 

.
4

3

4

442
1

4

)2(2
1)1(2

2

2

2

2

2 














xx

xx

xx

xxx

xx

x
xf  

Nesunku įsitikinti, kad ši išraiška sutampa su sandaugos )(xfx  išraiška: 

.
4

3

4

3
)(

2

2

2 









xx

xx

xx

x
xxfx  

Vadinasi, funkcija f, apibrėžta formule ,
4

3
)(

2 




xx

x
xf  x  R, yra 

(1) lygties sprendinys. 

2 pavyzdys. Išspręskime funkcinę lygtį 
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.02)(2)4)()((  xfxfxfx        (2) 

Sprendimas. Uždavinio sąlygoje nepasakyta, nei kokia funkcijos f 

apibrėžimo sritis, nei kokie yra apribojimai šios funkcijos reikšmėms. 

Todėl ieškosime funkcijų f: R  R, tenkinančių (2) lygtį. 

Kadangi ir x, ir –x yra realieji skaičiai, tai vietoj x galima pasirinkti 

–x, t. y. atlikti keitinį x  –x; gausime naują lygtį

,02)(2)4))(()((  xfxfxfx  

arba 

.02)(2)4)()((  xfxfxfx         (3) 

Ši lygtis kaip ir (2) turi du „nežinomuosius“ – funkcijos f reikšmes )(xf  

ir ).( xf   Mūsų tikslas – rasti )(xf  išraišką (formulę). Pabandykime ją 

rasti iš (2) ir (3) lygčių sistemos 









.02)(2)4)()((

,02)(2)4)()((

xfxfxfx

xfxfxfx

Sudėję abi lygtis, gausime lygtį 

,04)(2)(2  xfxf  

o iš jos – sąryšį

.2)()(  xfxf  

Įrašę į (2), gausime: 

,02)(2)4)2)(()((  xfxfxfx  

,02)(22  xfx  

.1)(  xxf  

Taigi radome tokią funkcijos f: R  R, tenkinančios (2) lygtį, išraišką: 

,1)(  xxf  x  R. 

Matome, kad (2) lygtis turi vienintelį sprendinį. 

Ats.: ,1)(  xxf  x  R. 

3 pavyzdys. Raskime visas funkcijas f: N  N (čia N – natūraliųjų 

skaičių aibė), tenkinančias lygtį 

;)()()( xyyfxfyxf   x, y  N,        (4) 

kai .1)1( f  

Sprendimas. Tegu x yra bet kuris natūralusis skaičius. Tada iš (4)  

lygties (pasirinkę 1y ) gauname lygtį ,)1()()1( xfxfxf   o iš 

jos (įrašę 1)1( f ) – lygtį 
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.1)()1(  xxfxf  

Pagal šią sąlygą galioja tokios lygybės: 

,2)1()2(  ff  

,3)2()3(  ff  

,4)3()4(  ff  

.......................... 

.)1()( nnfnf   

Sudėję jas (atskirai kairiąsias ir dešiniąsias puses), gauname ieškomą 

funkcijos f reikšmių formulę: 

,
2

)1(
...4321...432)1()(




nn
nnfnf  n  N. 

Ats.: ,
2

)1(
)(




nn
nf  n  N. 

4 pavyzdys. Išspręskime funkcinę lygtį 

;3
1

2)( 









x
fxfx  x  R, .0x        (5) 

Sprendimas. Tarkime, kad funkcija f, tenkinanti (5) lygtį, egzis-

tuoja. Argumento reikšmę x )0( x  pakeiskime reikšme 
x

1
  (atlikime 

keitinį x  
x

1
 ). Gausime: 

,3)(2
11









 xf

x
f

x
 nes .

1

11
x

x

x




  

Šioje lygtyje yra tie patys du „nežinomieji“ ( )(xf  ir 









x
f

1
) kaip ir 

(5) lygtyje. Jų išraiškas nesunku rasti iš sistemos 

































.3)(2
11

,3
1

2)(

xf
x

f
x

x
fxfx
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Iš pirmos lygties gautą 









x
f

1
 išraišką 

)(
22

31
xf

x

x
f 








  

įrašę į antrą lygtį, turėsime lygtį tik su „nežinomuoju“ )(xf : 

.3)(2)(
22

31









 xfxf

x

x
 

Toliau: 

,3)(2)(
2

1

2

3
 xfxf

x
 

,
2

3
3)(

2

5

x
xf   

.
5

)12(3
)(

x

x
xf


  

Ats.: ,
5

)12(3
)(

x

x
xf


  .0x  

5 pavyzdys. Išspręskime funkcinę lygtį 

;
1

1
)( x

x
fxf 










  x  R, ,0x  .1x        (6) 

Sprendimas. Atlikime keitinį x  .
1

1

x
 Gausime, kad 

,
1

1

1
1

1

1

1







 
































 x

x
f

x

f
x

f

todėl vietoj (6) lygties turėsime lygtį 

.
1

11

1

1

xx

x
f

x
f










 











       (7) 

Matome, kad greta „nežinomųjų“ )(xf  ir 








 x
f

1

1
 atsirado trečias 
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„nežinomasis“ – funkcijos f reikšmė 






 

x

x
f

1
. Pabandykime atlikti 

keitinį x  .
1

x

x 
 Gausime 

,
1

)( 






 


x

x
fxf  ),(

1
1

1

1

1
xf

x

x
f

x
f 

































todėl (6) lygtis tampa lygtimi 

.
1

)(
1

x

x
xf

x

x
f










 
       (8) 

Funkcijos f argumento reikšmių taškuose x, 
x1

1
ir 

x

x 1
ciklas 

užsidarė. Todėl sudarome (6), (7) ir (8) lygčių sistemą „nežinomiesiems“ 

)(xf , 








 x
f

1

1
 ir 







 

x

x
f

1
 rasti 
























 










 
























.
1

)(
1

,
1

11

1

1

,
1

1
)(

x

x
xf

x

x
f

xx

x
f

x
f

x
x

fxf

      (9) 

Tegu ),(xfu   ,
1

1












x
fv .

1







 


x

x
ft  Įrašę į (9), gausime tokią 

lygčių sistemą:























.
1

,
1

1

,

x

x
ut

x
tv

xvu
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Iš trečios lygties randame ;
1

u
x

x
t 


  tada iš antros lygties  


















 u

x

x

x
t

x
v

1

1

1

1

1
,1

)1(

1
u

xx



 

o iš pirmos lygties 

.
)1(

1
1

)1(

1
1

)1(

1 3

u
xx

xx
u

xx
xu

xx
xvxu 



















  

Dydį u randame iš lygties 

.
)1(

13

u
xx

xx
u 




  

Jo išraiška tokia: 

;
)1(2

13






xx

xx
u  ,0x  .1x  

Taigi ieškoma funkcijos f formulė yra 

,
)1(2

1
)(

3






xx

xx
xf  ,0x  .1x  

Ats.: ,
)1(2

1
)(

3






xx

xx
xf  ,0x  .1x  

6 pavyzdys. Raskime visas funkcijas f: R  R, tenkinančias lygtį 

);()()()()( yfxfyxxyfyxf   x, y  R.      (10) 

Sprendimas. Tegu x  R ir ;xy   tada iš (10) lygties gausime lygtį 

),(2)(2 2 xfxxfx   arba lygtį  

.0)1)(()( xfxfx          (11) 

Kadangi (11) galioja ir tada, kai ,0x  tai yra tik dvi galimybės: arba 

,0)( xf  arba .1)( xf  

Jei ,0)( xf  tai iš (10) gauname lygybę ,0)( yfx  galiojančią su 

visais y  R. Vadinasi (nes x gali būti ir nelygus nuliui), 0)( yf  

aibėje R, kai .0)( xf  

Jei ,1)( xf  tai iš (10) gauname lygybę );()()( yfyxyyfx    
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o iš jos – lygybę ,0)1)(( yfy  galiojančią su visais y  R. Taigi

1)( yf  su visais y  R, kai .1)( xf  

Iš atliktos analizės matome, kad yra tik dvi funkcijos – (10) lygties 

sprendiniai: 0)( xf  ir 1)( xf  (aibėje R). 

Ats.: 0)( xf  ir 1)( xf  (aibėje R). 

PENKTOJI UŽDUOTIS 

1. Patikrinkite, ar ,
)1(5

14
)(

2






x

xx
xf  x  R, ,1x  tenkina funkcinę 

lygtį 

.1
1

1
2)( 














x

x
fxfx  

2. Funkcija f: R  R yra lygties

)2()()()1( 222 xxxfxfx 

sprendinys. Apskaičiuokite ).2(f  

3. Raskite visas funkcijas f: R  R, kurios tenkina lygtį

.2)1()( 42 xxxfxfx   

4. Išspręskite funkcinę lygtį

,)()( 11 xxfxfx    x  R \{0}.
5. Nustatykite, su kuriomis a, b ir c reikšmėmis funkcija f:

R  R, apibrėžta formule ,)( 2 cbxaxxf   tenkina lygtį 

;)()()( xyyfxfyxf   x, y  R \{0}. 

6. Raskite visas funkcijas f: N  R, kurios tenkina lygtį
nnfnf 2)1()(   ir sąlygą .1)1( f  
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7. Išspręskite funkcinę lygtį

,3)()(2 xxfxf nn   x  R, 

kai n – nelyginis natūralusis skaičius. 

8. Raskite bent vieną funkciją f: R  R, tenkinančią sąlygą

));(())(( 2009 yffxyfxf   x, y  R. 

9. Raskite f: R  R, jeigu

),()()( yxfyfxf   kai x, y  R. 

10. Išspręskite funkcinę lygtį

,2
1

1
)(2 x

x
fxfx 










  x  R, .1x  
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C

DA

B

1 pav. 

VI. TRIGONOMETRIJOS TAIKYMAS
GEOMETRIJOJE 

Edmundas Mazėtis  

(Vilniaus pedagoginis universitetas) 

Šiame darbe Jūs giliau susipažinsite su trigonometrijos taikymais 

geometrijoje, pakartosite žinomas trigonometrijos formules ir teoremas, 

išmoksite naujų. 

Priminsime geometrijos pamokose įrodytas sinusų ir kosinusų 

teoremas. 

1 teorema (kosinusų teorema). Trikampio kraštinės kvadratas 

lygus kitų trikampio kraštinių kvadratų sumos ir dvigubos tų kraštinių 

sandaugos, padaugintos iš kampo tarp jų kosinuso, skirtumui: 

,cos2222 CCBACCBACAB   

,cos2222 BBCABBCABAC 

.cos2222 AACABACABBC   

2 teorema (sinusų teorema). Trikampio kraštinės ir prieš ją 

esančio kampo sinuso santykis yra lygus apibrėžto apie trikampį 

apskritimo skersmeniui: 

.2
sinsinsin

R
A

BC

B

AC

C

AB









 

3 teorema (trikampio ploto formulė). Trikampio plotas lygus 

dviejų trikampio kraštinių ir kampo tarp jų sinuso sandaugos pusei: 

.sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1
BBCABCCBACAACABS   

Pateiksime keletą šių teoremų taikymo geometrijos uždavinių 

sprendime pavyzdžių. 

1 pavyzdys. Įrodysime, kad lygiagre-

tainio įstrižainių kvadratų suma lygi jo 

kraštinių kvadratų sumai (1 pav.). 

Trikampiams ABD ir ACD taikome 

kosinusų teoremą ir gauname 

,cos2222 BADADABADABBD   
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E

C

D
A

B

2 pav. 

P

CA

B

Q

 
3 pav. 

.cos2222 ADCCDADCDADAC   

Kadangi ,180 ADCBAD tai .coscos BADADC   

Sudėję gautąsias lygybes ir atsižvelgę į tai, kad ,DCAB   gauname 

),(2 2222 ADABBDAC   ką ir reikėjo įrodyti. 

2 pavyzdys. Įrodysime, kad trikampio ABC pusiaukraštinės AD 

ilgis randamas pagal formulę 

.22
2

1 222 BCACABAD   

Pratęskime pusiaukraštinę AD ir atidėkime 

atkarpą DE, lygią atkarpai AD (2 pav.). 

Keturkampio ABEC įstrižainės AE ir BC 

susikerta taške D, kuriame abi dalijasi pusiau, 

todėl šis keturkampis – lygiagretainis. Pagal 1 

pavyzdyje įrodytą lygybę turime  

).(2 2222 ACABBCAE   

Iš čia 2222 )(24 BCACABAD  – tai ir reikėjo įrodyti. 

3 pavyzdys. Smailiojo trikampio ABC plotas yra 18, atkarpos AP ir 

CQ – jo aukštinės. Trikampio BPQ plotas lygus 2, o atkarpos PQ ilgis 

lygus 22 . Apskaičiuosime apie 

trikampį ABC apibrėžto apskritimo 

spindulio ilgį. 

Iš stačiųjų trikampių ABP ir CBQ 

randame (3 pav.): 
BC

BQ

AB

BP
B cos , 

t. y. .
BC

AB

BQ

BP
  Iš čia seka, kad trikam-

piai BPQ ir BAC yra panašūs, o jų panašumo koeficientas lygus cosB. 

Kadangi panašiųjų trikampių plotų santykis lygus panašumo koeficiento 

kvadratui, tai pagal sąlygą .cos
18

2 2 B  Kadangi kampas B smailusis, tai  
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.
3

1
cos B  Iš minėtų trikampių panašumo gauname ,

AB

BP

AC

PQ
 t. y. 

.cosB
AC

PQ
  Iš čia .26

cos


B

PQ
AC  Tuomet pagal sinusų teoremą 

trikampiui ABC turime ,2
sin

R
B

AC
  t. y. .

2

9

3

1
12

26

2












R  

Spręsdami šį uždavinį, gavome tokį faktą: jei atkarpos AP ir CQ yra 

trikampio ABC aukštinės, tai ABC ~ .PBQ  Ši trikampių aukštinių 

savybė dažnai taikoma sprendžiant uždavinius. 

Atliekant šią užduotį, Jums reikės prisiminti (o gal sužinoti) visą 

eilę trigonometrinių formulių. Kai kurias jų čia pateikiame:  

,sincoscossin)(sin 

,sinsincoscos)(cos    

,1cossin 22   

,
2

cos1

2
sin2 




 ,
2

cos1

2
cos2 




.
sin

cos1

cos1

sin

2
tg












 

Taikant šias trigonometrines tapatybes, galima įrodyti ir naujų 

trikampio elementams būdingų lygybių. 

4 pavyzdys. Įrodysime, kad trikampiui ABC yra teisinga lygybė  

),coscos(cos)coscos(cos)coscos(cos BACcCABbCBAa   

čia a, b, c – kraštinių BC, AC ir AB ilgiai. 

Kadangi trikampio kampų suma lygi ,180  tai 

),(180 CBA    tuomet 

.sinsin)coscossinsincoscos(

)coscos)cos(()coscos(cos

CBaCBCBCBa

CBCBaCBAa





Analogiškai  

.sinsin)coscos)cos(()coscos(cos CAbCACAbCABb   
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D
C

A

B

O

4 pav. 

Lygybė CAbCBa sinsinsinsin   ekvivalenti lygybei ,sinsin AbBa 

t. y. lygybei .
sinsin B

b

A

a
  Taigi pirmoji įrodomoji lygybė ekvivalenti 

sinusų teoremai, taigi ji įrodyta. Analogiškai įrodoma ir antroji lygybė. 

Kartais geometrinio uždavinio sprendimas yra suvedamas į trigono-

metrinės lygties sprendimą. Suradus trigonometrinės lygties sprendinių 

aibę, iš jos atrenkami tie sprendiniai, kurie tenkina uždavinio sąlygą. 

5 pavyzdys. Stačiojo trikampio ABC )90( C  smailiojo kampo 

pusiaukampinė AD įbrėžto į trikampį apskritimo centru O dalijama 

santykiu ).13(:)13(: ODAO  

Rasime trikampio smailiųjų kampų didumus. 

Kadangi taškas O – trikampio ABC 

pusiaukampinių sankirtos taškas, tai atkarpa 

CO taip pat pusiaukampinė (4 pav.) ir pagal 

trikampio ACD pusiaukampinių savybę   

.
2

ctg::
A

CDACODAO   

Taigi 

.32
2

324

)13)(13(

)13(

13

13

2
tg

2















AO

ODA
 

Pagal pusės kampo tangento formulę ,
sin

cos1

2
tg

A

AA 
  taigi gauname 

trigonometrinę lygtį .sin)32(cos1 AA   Pakėlę abi puses 

kvadratu turime  

),cos1)(347(.coscos21 22 AAA   arba 

.0332coscos)324( 2  AA

Šios lygties sprendiniai 1cos A  ir .
2

3
cos A  Kadangi A – smailusis 

stačiojo trikampio kampas, tai uždavinio sąlygą tenkina tik antrasis 

sprendinys, t. y. ,
2

3
cos A  ,30A .60B  
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C

A B

M
Q

P N
5 pav. 

6 pavyzdys. Trikampio ABC kraštinės AB vidurio statmuo kerta 

kraštinę AC taške M ir .3: MCAM  Kraštinės AC vidurio statmuo 

kerta kraštinę AB taške N ir .2: NBAN  Rasime trikampio ABC 

kampus. 

Sakykime, kad trikampio ABC kraštinės AB vidurio taškas P, o 

kraštinės AC – taškas Q (5 pav.). Jei a, b, c – atitinkamai kraštinių BC, 

AC ir AB ilgiai, tai pagal uždavinio sąlygą 

,
4

3
bAM  ,

4

1
bMC   ,

3

2
cAN  .

3

1
cNB   

Iš stačiųjų trikampių AMP ir AQN seka, 

kad ,
3

2
cos

b

c

AM

AP
A   .

4

3
cos

c

b

AN

AQ
A   

Taigi 
c

b

b

c

4

3

3

2
 t. y., .

22

3
bc   Todėl 

2

2
cos A ir .45A  

Trikampiui ABC taikome kosinusų teoremą ir gauname 

,
8

5

2

2

22

3
2

8

9
cos2 222222 bbbbbAbccba 

t. y. .
22

5
ba   Tuomet pagal sinusų teoremą 

B

b

A

a

sinsin
 , taigi 

,
5

2
sin B  

C

c

A

a

sinsin
 t. y., .

10

3
sin C  

Geometrijos uždaviniuose kartais reikia naudoti atvirkštines trigo-

nometrines funkcijas, jų savybes. Priminkime, kad skaičiaus x )1|(| x  

arksinusu yra vadinamas kampas iš intervalo ],90;90[   kurio sinusas 

lygus x; taigi pagal apibrėžimą ,)sin(arcsin xx   jei .1|| x  Analogiškai 

skaičiaus x )1|(| x  arkkosinusas yra kampas, priklausantis intervalui 

],180;0[   kurio kosinusas lygus x, t. y. ,)cos(arccos xx   jei .1|| x  Be 

to, visiems x, )1|(| x  yra teisinga lygybė .90arccosarcsin  xx  

7 pavyzdys. Skritulio išpjovos centrinis kampas AOB lygus  , 

skritulio spindulys lygus R. Per skritulio spindulio OA vidurio tašką C 

nubrėžta tiesė, lygiagreti su spinduliu OB, kuri lanką AB kerta taške D. 

Rasime trikampio OCD plotą.  
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D

O

B

A

C

6 pav. 

Sakykime, kad taškas C yra atkarpos OA vidurio taškas (6 pav.). 

Kadangi tiesės OB ir CD lygiagrečios, tai 

.180  OCD Iš sinusų teoremos trikampiui 

OCD turime .
)180sin(sin 


 

OD

ODC

OC
 Kadangi 

,ROD   ,
2

R
OC  tai iš šios lygybės seka, kad 

,sin
2

1
sin ODC  t. y. .sin

2

1
arcsin 








ODC  Tuomet 









 sin

2

1
arcsin)180(180 COD 








 sin

2

1
arcsin

ir 

CODsin 















 sin

2

1
arcsinsin


































 sin

2

1
arcsinsincossin

2

1
arcsincossin

















 sin

2

1
cossin

2

1
arcsinsin1sin 2

.sin
2

1
cossin

4

1
1sin 2 

Taigi trikampio COD plotas 

 CODODOCS sin
2

1
 















 sin

2

1
cossin

4

1
1sin

22

1 2R
R

.cossin4
8

sin 2
2








 



R

 

8 pavyzdys. Lygiašonio trikampio ABC 

)( BCAB   aukštinė AE yra tokia, kad 

.6:7: ACBE  Rasime trikampio kampus. 

6 pav.

CA

B

D

E

7 pav. 
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Iš stačiojo trikampio AEC (7 pav.) turime .cos
AC
ECC =∠  Nubrė-

žiame aukštinę BD ir iš trikampių AEC ir BDC panašumo gauname 

.
BC
CD

AC
EC

= Pažymėję ,xAC =  yEC = , turime ,
2
xCD =  

=+=+= ECACECBEBC
6
7 .

6
7 yx +  Taigi .

6
7

2
yx

x

x
y

+
= Pertvarkę 

gauname lygtį .0376 22 =−+ xxyy  Tarę, kad y yra kintamasis, 

gauname .
12

117
12

72497 22
2,1

xxxxxy ±−
=

+±−
=  Kadangi x ir y – 

teigiamieji skaičiai, tai .
3
1 xy =  Tuomet ,

3
1cos ==∠

x
yC  todėl

,
3
1arccos=∠=∠ CA .

3
1arccos2180 −=∠ B  

9 pavyzdys. Rasime stačiojo trikampio smailiuosius kampus, jei 
apibrėžto apie jį apskritimo ir įbrėžto į jį apskritimo spindulių santykis 
lygus 5:2. 

Sakykime, kad taškas D yra stačiojo 
trikampio ABC įžambinės AB vidurio 
taškas (8 pav.), t. y. apibrėžto apskritimo 

spindulys, .
2
cDBAD ==  Sakykime, kad

taškuose E, F ir H įbrėžtas į trikampį 
apskritimas liečia trikampio įžambinę AB ir statinius AC ir CB. 
Pažymėkime ,yAFAE ==  ,xBHBE ==  tai pagal apskritimo 
liestinių, nubrėžtų iš vieno taško savybę trikampio ABC perimetrui 2p 
galioja lygybė ,2222 pryx =++  čia CHCFr ==  – įbrėžto į trikampį 
apskritimo spindulys. Iš čia 

=+−= )( yxpr ).(
2
1)(

2
1 cbaccbacp −+=−++=−  

8 pav. 

70 
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Iš uždavinio sąlygos ,
5
2

2
1 =

c

r  t. y. ,
5
2

=
−+

c
cba  arba .

5
7

=+
c
b

c
a

Kadangi ,sin A
c
a
= ,cos A

c
b
=  tai turime trigonometrinę lygtį 

5
7cossin =+ AA . Kadangi kampas A – smailusis, tai

AA 2cos1sin −= , todėl lygtis tampa tokia: .cos
5
7cos1 2 AA −=−  Iš

čia gauname, kad ,coscos
5

14
25
49cos1 22 AAA +−=−  arba 

.0
25
12cos

5
7cos2 =+− AA  Iš čia ,

5
4cos =A  arba .

5
3cos =A  Tuomet

,
5
3sincos == AB  arba .

5
4cos =B  Taigi trikampio smailieji kampai

lygūs 
5
4arccos  ir .

5
3arccos  

Spręsdami šį uždavinį gavome įbrėžto į statųjį trikampį apskritimo 

spindulio formulę ),(
2
1 cbar −+=  čia a ir b – trikampio statiniai, c –

įžambinė. 

10 pavyzdys. Į statųjį trikampį įbrėžto apskritimo ir įžambinės 
lietimosi taškas dalija įžambinę į dalis, kurių ilgių santykis lygus k. 
Rasime trikampio smailiųjų kampų didumus. 

Tarkime, kad kEBAE =:  (8 pav.). Pažymėkime ,xBE =  tuomet 
,kxAE =  o .)1( xkAB +=  Tada ,cos)1(cos BxkBABBC +=∠=

.sin)1(sin BxkBABAC +=∠=  Kaip įrodėme 9 pavyzdyje įbrėžto 
į statųjį trikampį apskritimo spinduliui r teisinga lygybė 

).(
2
1 ABBCACr −+=  Kita vertus

,BErHBCHBC +=+=  t. y. .BEBCr −=  
Taigi 
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,)(
2
1 BEBCABBCAC −=−+  

arba 

=−+ xBxk cos)1( ).)1(cos)1(sin)1((
2
1 xkBxkBxk +−+++  

Suprastinę iš ,0≠x  gauname trigonometrinę lygtį 

),1cos(sin
2

11cos)1( −+
+

=−+ BBkBk

t. y. 
.1)sin)(cos1( kBBk −=−+  

Iš čia 

,1)sin45coscos45(sin
2

)1(2 kBBk
−=−

+   .
)1(2
)1(2)45sin(

k
kB

+
−

=−  

Kadangi ),45,45(45  −∈− B  tai .
)1(2
)1(2arcsin45

k
kB

+
−

=−  Iš čia 

−=∠ 45B ,
)1(2
)1(2arcsin

k
k

+
−

+=∠−=∠  4590 BA .
)1(2
)1(2arcsin

k
k

+
−

ŠEŠTOJI UŽDUOTIS 

1. Kampas tarp lygiašonio trikampio kraštinių lygus α , įbrėžto į
trikampį apskritimo spindulys r. Apskaičiuokite trikampio plotą.

2. Atkarpos AP ir CQ yra smailiojo trikampio ABC aukštinės.
Trikampio ABC perimetras lygus 15, trikampio BPQ perimetras

lygus 9. Apie trikampį BPQ apibrėžto apskritimo spindulys yra .
5
9

Apskaičiuokite kraštinės AC ilgį.
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3. Stačiojo trikampio ABC stačiojo kampo pusiaukampinė CD įbrėžto

į trikampį apskritimo centru O dalijama santykiu .2:3: ODCO

Raskite trikampio smailiuosius kampus.

4. Lygiašonės trapecijos aukštinė lygi h, smailusis kampas tarp

įstrižainių yra  . Raskite trapecijos vidurinę liniją.

5. Skritulio išpjovos AOB spindulys lygus R, centrinis kampas AOB

lygus  . Į šią išpjovą įbrėžtas lygiakraštis trikampis, kurio viena

viršūnė yra lanko AB vidurio taškas, o kitas priklauso spinduliams

OA ir OB. Raskite trikampio kraštinės ilgį.

6. Apie apskritimą apibrėžta stačioji trapecija, kurios perimetras lygus

P, o smailusis kampas lygus  . Raskite trapecijos aukštinę.

7. Atkarpos 1AA  ir 1CC  yra smailiojo trikampio ABC aukštinės.

Taškai 2A  ir 2C  yra simetriški taškams 1A  ir 1C  atkarpų BC ir AB

vidurio taškų atžvilgiu, taškas O yra apie trikampį ABC apibrėžto

apskritimo centras. Įrodykite, kad tiesė OB kerta atkarpą 22CA  jos

vidurio taške.

8. Trikampio kraštinės lygios a ir b, o jų sudaromo kampo pusiau-

kampinės ilgis l. Raskite trikampio kampą, kurį sudaro duotosios

kraštinės.

9. Dviejų išoriškai besiliečiančių apskritimų bendroji išorinė liestinė

su jų centrų tiese sudaro kampą  . Raskite apskritimų spindulių

santykį.

10. Lygiagretainio ABCD kraštinių santykis ,:: nmADAB   įstrižainių

santykis .:: qpACBD   Raskite lygiagretainio kampus.



VII TEMA 

74 

VII. IŠKILOSIOS FUNKCIJOS IR NELYGYBĖS

Juozas Šinkūnas 

(Vilniaus pedagoginis universitetas) 

Vidurinių mokyklų ir gimnazijų matematikos programose mažai 

dėmesio skiriama funkcijų savybių taikymui sprendžiant elementariosios 

matematikos uždavinius. Ši tema skirta iškilų žemyn ir iškilų aukštyn 

funkcijų savybių taikymui sprendžiant algebrines, geometrines ir 

trigonometrines nelygybes. Manau, kad kiekvienas iš Jūsų atidžiai 

perskaitęs pateiktus nurodymus ir išnagrinėjęs pavyzdžių sprendimus, 

sėkmingai atliks duotąją užduotį. 

1 apibrėžimas. Funkcija f: );( ba RR vadinama iškila žemyn 

(aukštyn), jeigu bet kuriems );(, 21 baxx   galioja nelygybė

.
2

)()(

)(2

2121 xfxfxx
f













 
       (1) 

Jeigu lygybė galioja tik tada, kai 21 xx  , funkcija f vadinama

griežtai iškila žemyn (aukštyn). Toliau nagrinėsime tik griežtai iškilas 

funkcijas ir žodį „griežtai“ praleisime. 

Išsiaiškinsime funkcijos iškilumo žemyn (aukštyn) geometrinę 

prasmę (žr. 1 pav. a) ir b)). 

Jeigu funkcija f intervale );( ba  yra iškila žemyn (aukštyn), tai bet 

kuriame intervale );(];[ 21 baxx   funkcijos grafiko taškai yra žemiau 

(aukščiau) kirstinės, jungiančios taškus ))(,( 11 xfxB  ir ))(,( 22 xfxC  
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( ;
2

)()(

)(2

2121 PN
xfxfxx

fPM 












 
  čia PN –trapecijos ABCD 

vidurinė linija). 

Remdamiesi apibrėžimu, ištirkime kai kurių funkcijų iškilumą. 

1. Įrodykime, kad funkcija xxf sin)(   intervale (0; ) yra iškila 

aukštyn. 

Įrodymas. Jeigu  210 xx , tai  





2

0 21 xx
, 

222

21 








xx
. 

Taigi  

2
sin

2
cos

2
sin

2

sinsin 21212121 xxxxxxxx 









, 

nes 1
2

cos0 21 



xx

. Lygybė galima tik tada, kai 21 xx  . Vadinasi, 

funkcija xxf sin)(   intervale (0; ) yra iškila aukštyn. 

 

2. Funkcija 
x

xf
1

)(  , );0( x , yra iškila žemyn, nes  








 

2

21 xx
f 



2

)()( 21 xfxf
 

0
)(2

)(

2

1

2

12

2121

2
21

2121










xxxx

xx

xxxx
 

su bet kuriais );0(, 21 xx . Lygybė galima tik tada, kai 21 xx  . 

Analogiškai įrodoma, kad funkcija  xxxf ,)( 2 R, yra iškila 

žemyn. 

 

3. Įrodykime, kad funkcija xxf lg)(  , );0( x , yra iškila 

aukštyn. 

Įrodymas. Pasirinkę bet kuriuos 01 x  ir ,02 x  gauname: 

,0
2

lglg
2

lg
2

lglg

2
lg

21

21
21

212121 











xx

xx
xx

xxxxxx
 nes 
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  2121
2

21 20 xxxxxx   ir .1
2 21

21 


xx

xx
 Lygybė galima 

tik tada, kai 21 xx  . Taigi funkcija xxf lg)(   yra iškila aukštyn.

4. Įrodysime, kad funkcija xxf tg)(   intervale 






 

2
;0  yra iškila 

žemyn. 

Įrodymas. Kadangi 















21

21

21

21

2121

coscos2

)sin(

2
cos

2
sin

2

tgtg

2
tg

xx

xx

xx

xx

xxxx
 














21

2121

21

21

coscos

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

xx

xxxx

xx

xx








 








2

coscoscos

coscos
2

cos

2
sin

212
21

21
21

21
xx

xx

xx
xx

xx
















2

)cos()cos(

coscos
2

cos

2
sin

2121

21
21

21
xxxx

xx
xx

xx

   





2

)cos(1 21 xx

,0
2

1)cos(

coscos
2

cos

2
sin

21

21
21

21












xx

xx
xx

xx

 

tai funkcija xxf tg)(   intervale 






 

2
;0  yra iškila žemyn. 
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Analogiškai įrodoma, kad funkcija xxf ctg)(   intervale 






 

2
;0  

yra iškila žemyn. 

Pastaba. Tiriant funkcijų savybes išvestinių pagalba, funkcijos 

iškilumą galima nustatyti remiantis šia teorema: 

Funkcija f: );( ba RR, turinti antrąją išvestinę, yra iškila žemyn 

(aukštyn) tada ir tik tada, kai 0f  ( 0f ) intervale ).;( ba  

Pavyzdžiui, funkcija  xxxf ,)( 4
R, yra iškila žemyn, nes 

.012)( 2  xxf  

1 teorema. Jeigu funkcija f: );( ba RR yra iškila žemyn 

(aukštyn), tai visiems );(...,,, 21 baxxx n   teisinga nelygybė  








 

n

xxx
f n...21 .

)(...)()(

)(

21

n

xfxfxf n




       (2) 

Lygybė galima tik tada, kai ....21 nxxx   

Įrodymas. Teoremą įrodysime tik atskiriems n atvejams. 

1 atvejis, kai .4n  Kadangi funkcija f yra iškila žemyn (aukštyn), 

tai  

)(2

22

4

4321

4321





















 











 

xxxx

f
xxxx

f  

)(2

22

)(

4321











 








 





xx
f

xx
f

  

4

)()()()(

)(

4321 xfxfxfxf 




 . 

Analogiškai įrodoma, kad (2) nelygybė teisinga, kai ,2kn   

....,5,4,3k  

2 atvejis, kai .3n  Šiuo atveju gauname: 
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



























 

4

3

3

321
321

321
xxx

xxx

f
xxx

f
)(


 

)(










 
)(

4

1
)(

4

1
)(

4

1

34

1
321

321 xfxfxf
xxx

f  








 


3

321 xxx
f

)(



3

)()()( 321 xfxfxf 
. 

Lygybė galima tik tada, kai 321 xxx  . 

Nesunku įrodyti (2) nelygybę ir atvejais, kai n = 6k, k = l, 2, 3, ... . 

Remdamiesi l teorema, įrodysime nelygybes tarp n teigiamų skaičių 

aritmetinio )( nA , geometrinio )( nG , kvadratinio )( nK  ir harmoninio 

)( nH vidurkių. 

2 apibrėžimas.  1) Realiųjų skaičių naaa ...,,, 21  aritmetiniu 

vidurkiu vadinamas skaičius 

;
...21

n

aaa
A n

n


  

2) realiųjų neneigiamų skaičių naaa ...,,, 21  geometriniu vidurkiu 

vadinamas skaičius 

;...21
n

nn aaaG   

3) realiųjų teigiamų skaičių naaa ...,, 21  harmoniniu vidurkiu 

vadinamas skaičius 

;
1

...
11

21 n

n

aaa

n
H



  

4) Realiųjų skaičių naaa ...,,, 21  kvadratiniu vidurkiu vadinamas 

skaičius  

.
... 22

2
2
1

n

aaa
K

n
n


  

2 teorema. Teigiamų skaičių naaa ...,,, 21  vidurkiams teisingos 

nelygybės: 
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 .nnnn KAGH ≤≤≤                         (3) 
Vidurkiai lygūs tada ir tik tada, kai visi skaičiai yra lygūs. 

Įrodymas. 1) Pirmiausia įrodykime, kad .nn AG ≤  Remdamiesi 
funkcijos xxf lg)( = , );0( ∞+∈x , iškilumu aukštyn, gauname: 

.Taigi.......

)...lg(lg...lglg...lg

21
21

/1
21

2121

nn
nn n

n
n

nn

AG
n

aaaaaa

aaa
n

aaa
n

aaa

≤
+++

≤⇒

⇒=
+++

≥
+++

 

Lygybė galima tik tada, kai naaa === ...21 . 
2) Įrodykime, kad nn GH ≤ . 

Pasirinkime n teigiamų skaičių 
naaa

1...,,1,1

21
 ir jiems pritaikykime 

geometrinio  ir aritmetinio vidurkių nelygybę 

n
aaa

aaa
nn

n

1...11
1...11 21

21

++⋅+
≤⋅⋅⋅ . 

Iš jos išplaukia nelygybė  

≤
++⋅+

naaa

n
1...11

21

,...21n naaa  

t. y. nelygybė nn GH ≤ . Lygybė galima tik tada, kai naaa === ...21 . 
3) Įrodysime, kad .nn KA ≤  

Remdamiesi funkcijos 2)( xxf = , );0( ∞+∈x , iškilumu žemyn, 
gauname, kad bet kuriems teigiamiems skaičiams naaa ...,,, 21  galioja 
nelygybė 

....... 22
2

2
1

2
21

n
aaa

n
aaa nn +++

≤





 +++   

Tada gauname: 

=





 +++

≥
+++

=
2

21
22

2
2
1 ......

n
aaa

n
aaaK nn

n  
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....21
n

n A
n

aaa
=

+++
=  

Taigi nn AK ≥ . 
Lygybė galima tik tada, kai naaa === ...21 .  
Vadinasi, nnnn KAGH ≤≤≤ . 
Remdamiesi (2) ir (3) nelygybėmis, išspręsime keletą uždavinių. 

Daug uždavinių, sprendžiamų remiantis (3) nelygybėmis, galima rasti [1] 
knygelėje. 

1 pavyzdys. Jeigu ,α  β  ir γ  yra trikampio kampų didumai, tai 
teisingos šios nelygybės: 

1) 
8
1

2
sin

2
sin

2
sin ≤

γ
⋅

β
⋅

α ; 

2) 
2

cos
2

cos
2

cossinsinsin γ
+

β
+

α
≤γ+β+α ; 

3) ,ctgctgctg
2

tg
2

tg
2

tg γ+β+α≤
γ

+
β

+
α  kai 






 π

∈γβα
2

;0,, . 

Įrodymas. 1) Funkcija 
2

sin)( xxf = , );0( π∈x , yra iškila aukštyn, 

todėl  

2
1

6
sin

6
sin

3
2

sin
2

sin
2

sin
=

π
=

γ+β+α
≤

γ
+

β
+

α

. 

O tada ≤
γ

⋅
β

⋅
α

2
sin

2
sin

2
sin

8
1

2
1

3
2

sin
2

sin
2

sin 3
3

=





≤

















 γ
+

β
+

α

. 

Lygybė galima tik tada, kai 
3
π

=γ=β=α ; 

2) Kadangi funkcija xxf sin)( =  intervale );0( π  yra iškila aukštyn, 
tai 
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2
sin

2
sinsin β+α

≤
β+α , 

2
sin

2
sinsin γ+β

≤
γ+β , 

2
sin

2
sinsin α+γ

≤
α+γ . 

Sudėję šias nelygybes, gauname: 

=
α+γ

+
γ+β

+
β+α

≤γ+β+α
2

sin
2

sin
2

sinsinsinsin

=
β−π

+
α−π

+
γ−π

=
2

sin
2

sin
2

sin
2

cos
2

cos
2

cos γ
+

β
+

α ; 

3) Funkcija xxf ctg)( =  intervale 





 π

2
;0  yra iškila žemyn, todėl 

,
2

ctg
2

ctgctg,
2

ctg
2

ctgctg γ+β
≥

γ+ββ+α
≥

β+α

.
2

ctg
2

ctgctg α+γ
≥

α+γ  

Sudėję šias nelygybes, gauname: 

=
α+γ

+
γ+β

+
β+α

≥γ+β+α
2

ctg
2

ctg
2

ctgctgctgctg

=
α+γ

+
γ+β

+
β+α

≥γ+β+α=
2

ctg
2

ctg
2

ctgctgctgctg  

.
2

tg
2

tg
2

tg
2

ctg2ctg
2

ctg γ
+

β
+

α
=

β−π
+α−π+

γ−π
=  

Lygybė galima tik tada, kai 
3
π

=γ=β=α . 

2 pavyzdys. Iš visų trikampių, apibrėžtų apie spindulio r apskritimą, 
raskime mažiausio perimetro trikampį. 

Sprendimas. Sakykime, apie apskritimą apibrėžtas trikampis ABC, 
kurio kampų didumai yra ,α  β  ir γ  (žr. 2 pav.). Kadangi  

2
ctg11

α
== rACAB , 

2
ctg11

γ
== rCACB , 

2
ctg11

β
== rBCBA , tai 







 γ

+
β

+
α

=
2

ctg
2

ctg
2

ctg2rPABC  Funkcija 
2

ctg x   intervale  );0( π
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yra iškila žemyn, todėl 

≥





 γ

+
β

+
α

=
2

ctg
2

ctg
2

ctg2rP  

.36
6

ctg6
6

ctg32 rrr =
π

=
γ+β+α

⋅≥  

Lygybė galima (perimetras yra mažiau-
sias) tik kai γ=β=α . Taigi apie apskri-
timą apibrėžto lygiakraščio trikampio pe-
rimetras yra mažiausias. 

3 pavyzdys. Jeigu naaa ...,,, 21  – n-kampio kraštinių ilgiai, o 

naaaP +++= ...21  – perimetras, tai teisinga nelygybė 

11 −
≥

−∑
= n

n
aP

an

k k
k . 

(Moksleivių matematikos olimpiados uždavinys: Vokietija, 1967; 
Anglija, 1976.) 

Įrodymas. Pažymėkime 
P
ab k

k = . Tada 1
1

=∑
=

n

k
kb  ir 

k
k

k
k

b
b

aP
a

−
=

− 1
. 

Taigi reikia įrodyti, kad  

111 −
≥

−∑
= n

n
b

bn

k k
k , kai 1

1
=∑

=

n

k
kb , .0>kb  

Pasirinkime funkciją 
x

xxf
−

=
1

)( , )1;0(∈x . Ji yra iškila žemyn, nes 

0
)1(

2)( 3 >
−

=′′
x

xf , kai )1;0(∈x .  

Taikydami 1 teoremą, gausime nelygybę 

,
1

...
11

1
...1

...

2

2

1

1
21

21









−

++
−

+
−

≤
+++

−

+++

n

n
n

n

b
b

b
b

b
b

n
n

bbb
n

bbb

 

o iš jos – įrodomą nelygybę: 

A

B

C

A1

B1

      C1
r
Oα

β

γ

 
2 pav. 
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111

1

11 −
=

−
⋅≥

−∑
= n

n

n

nn
b

bn

k k

k . 

Literatūra. 1. J. Šinkūnas, Ekstremumai be išvestinių, TEV, 2008, 128 p. 
 
 

SEPTINTOJI UŽDUOTIS  
 
  1. Remdamiesi iškilosios funkcijos apibrėžimu, įrodykite, kad funkcija 

xxf cos)( =  intervale 





 ππ
−

2
;

2
 yra iškila aukštyn. 

 
  2.  Tarp trikampių, įbrėžtų į spindulio R skritulį, raskite didžiausio 

ploto trikampį. 
 

  3. Įrodykite, kad 
8
1coscoscos ≤γ⋅β⋅α  (čia γβα ,,  – smailiojo tri-

kampio kampų didumai). 
 
  4. Jeigu ,α  β  ir γ  – smailiojo trikampio kampų didumai, tai 

.tgtgtg
2

ctg
2

ctg
2

ctg γ+β+α≤
γ

+
β

+
α  Įrodykite. 

 
  5. Trikampio kraštinių ilgiai lygūs a, b ir c, o apie trikampį apibrėžto 

apskritimo spindulys yra R. Įrodykite, kad Rcba 33≤++ . 
Kokiam trikampiui galioja lygybė? 

Nurodymas. Remkitės sinusų teorema ir funkcijos xxf sin)( =  
iškilumu aukštyn intervale );0( π . 

  6.  a) Įrodykite, kad funkcija 6)( xxf =  yra iškila žemyn visoje 
apibrėžimo srityje; 

 b) Įrodykite, kad 666 )()(32 baba +≥+ su visomis a, b reikš-
mėmis. 
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  7. a) Įrodykite, kad funkcija xxf =)(  yra iškila aukštyn visoje 
apibrėžimo srityje. 

b) Įrodykite, kad pcpbpap 3≤−+−+− ; čia a, b, c – 
trikampio kraštinių ilgiai, o p – trikampio pusperimetris. 

8. Trikampio ABC vidinių kampų A, B ir C pusiaukampinės kerta apie
šį trikampį apibrėžtą apskritimą taškuose ,1A 1B  ir 1C . Įrodykite,
kad trikampio ABC perimetras ne didesnis už trikampio 111 CBA
perimetrą.

Nurodymas. Pastebėję, kad
21

CBA ∠+∠
=∠ , 

21
CAB ∠+∠

=∠ ,  

21
BAC ∠+∠

=∠ , remkitės sinusų teorema ir funkcijos 

xxf sin)( =  iškilumu aukštyn intervale );0( π . 

9. Įrodykite, kad 6

2
sin

1

2
sin

1

2
sin

1
≥

γ
+

β
+

α
; čia γβα ,,  – trikampio 

kampų didumai. 
Nurodymas. Remkitės  nelygybe  tarp  trijų  teigiamų  skaičių  arit-

metinio ir geometrinio vidurkių bei pirmo pavyzdžio 1-ąja nelygybe. 

10. a) Įrodykite, kad funkcija 
x

xf
−

=
1

1)( , )1;0(∈x , yra iškila

žemyn. 

b) Įrodykite nelygybę 9≥
−

+
−

+
− cp

p
bp

p
ap

p
; čia a, b, c – 

trikampio kraštinių ilgiai, o p – trikampio pusperimetris. 
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VIII. PRIKLAUSOMI IR NEPRIKLAUSOMI  

ATSITIKTINIAI DYDŽIAI 

Eugenijus Stankus 

(Vilniaus universitetas) 

 

Mus supa daugybė atsitiktinių reiškinių ir atsitiktinių dydžių – metę 

monetą, nežinome, kuria puse ji atsivers; metę lošimo kauliuką, 

nežinome, kiek akučių atsivers; nežinome, kiek autoavarijų per dieną 

įvyks  stebimoje automagistralės atkarpoje, kokios bus degalų kainos po 

savaitės, koks bus pirmojo sutikto gatvėje žmogaus ūgis ir svoris ir pan. 

Taigi iš pirmo žvilgsnio atrodo, kad mes visai nieko nežinome ir 

gyvename atsitiktinumų pasaulyje, kuriame vis dėlto gebame išgyventi, 

netgi planuojame savo, šalies ar pasaulio ateitį. Taip yra todėl, kad ir 

tarp atsitiktinių reiškinių galima įžiūrėti dėsningumų. Tikimybių teorija 

ir tiria tokius dėsningumus. Žinoma, remdamiesi ja negalime nustatyti, 

ar įvyks mus dominantis įvykis, kokią reikšmę įgis stebimas dydis tam 

tikru momentu, tačiau galime įvertinti šio įvykio įvykimo, konkrečios 

dydžio reikšmės pasirodymo galimybę, t. y. apskaičiuoti tokių įvykių 

tikimybes. Taip pat dažnai svarbu nustatyti, kokią įtaką vieno dydžio 

įgytos reikšmės daro kitam dydžiui – kartais jokios (kai dydžiai yra 

nepriklausomi), o kartais – gana didelę (kai dydžiai yra priklausomi). 

Tokio pobūdžio klausimams nagrinėti ir skirta ši tema. 

Trumpai prisiminkime pagrindines tikimybių teorijos sąvokas ir kai 

kurias tikimybių skaičiavimo formules.  

Bandymas ir su juo susiję įvykiai. Bandymu arba eksperimentu 

vadiname  sąlygų, sudarančių galimybę įvykti stebimajam įvykiui, 

visumą. Tai – sąlygos, kurioms esant, metama moneta ar lošimo 

kauliukas, tai – sąlygos (meteorologinės, laikotarpis, tam tikra vieta ir 

t. t.), kai stebimas autoavarijų skaičius magistralėje, tai – sąlygos, 

kuriose mes gyvename, kai domimės žmogaus ūgiu ir svoriu ar jo 

gyvenimo trukme. 

Kiekvieną kartą atlikdami bandymą  nežinome, ar įvyks stebimasis 

įvykis, nors sąlygos atrodo ir yra tos pačios. Tačiau mes galime išvardyti 

visas šio bandymo baigtis ir sudaryti bandymo baigčių aibę. Klasikinis 

pavyzdys – simetriško lošimo kauliuko vieno metimo bandymo baigtys 

yra šešios – gali atsiversti bet kuri iš šešių lošimo kauliuko sienelių. 
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Taigi su šiuo bandymu susiejame baigčių aibę };;;;;{ 654321 eeeeeeE  . 

Jeigu nagrinėtume dviejų simetriškų skirtingų spalvų lošimo kauliukų 

metimą, tai bandymo baigčių aibę }6,...,2,1,6,...,2,1,{  ijieE ij  

galėtume sudaryti iš 36 baigčių; čia ije  yra baigtis, reiškianti, kad 

pirmasis kauliukas atsivertė i akutėmis, o antrasis – j akutėmis. 

Atkreipkime dėmesį, kad šešias simetriško lošimo kauliuko metimo 

baigtis galime laikyti vienodai galimomis – nė viena iš jų neturi daugiau 

šansų pasirodyti, negu bet kuri kita.  Taip pat vienodai galimos yra ir 

dviejų lošimo kauliukų metimo 36 baigtys.  

Žinoma, ne visi bandymai tokie „geri“. Daugeliui bandymų vie-

nodai galimų baigčių aibės sudaryti negalime. Pavyzdžiui, kai stebima 

įmonės akcijų kaina, negalime teigti, kad baigtys, jog kaina sumažės, 

nepakis ir padidės, yra vienodai galimos, baigtys, kad tam tikroje kelio 

atkarpoje per tam tikrą laikotarpį įvyks 0, 1, 2, 3, …., n autoavarijų, 

tikrai nėra vienodai galimos. 

Kai bandymo baigčių aibė sudaryta, galime nagrinėti įvairius jos 

poaibius, reiškiančius atitinkamus įvykius (kurie gali įvykti atlikus šį 

bandymą). Pavyzdžiui, poaibis };;{ 642 eeeA  reiškia įvykį A, kad, 

metus lošimo kauliuką, jis atsivers lyginiu akučių skaičiumi, poaibis 

};;{ 531 eeeB   yra įvykis, kad atsivers nelyginis akučių skaičius, o 

}{ 66 eE   – įvykis, kad atsivers šešiukė (jis sudarytas iš vienos baigties 

– tokius įvykius vadinsime elementariaisiais įvykiais). Galime sudaryti

ir daugiau su šiuo bandymu susijusių įvykių. Įvykis E yra būtinasis, o 

tuščios aibės simboliu  žymimas negalimasis įvykis. Baigtys, suda-

rančios įvykį, vadinamos palankiomis šiam įvykiui (negalimasis įvykis 

neturi nė vienos baigties). Visos baigtys, kurios nėra palankios pasi-

rinktajam įvykiui A, sudaro baigčių aibę, reiškiančią priešingąjį įvykį A . 

Kadangi įvykiai tapatinami su baigčių aibėmis, tai su jais, kaip ir su 

bet kokiomis aibėmis, galima atlikti veiksmus. Prisiminkime įvykių 

sąjungos ir sankirtos sąvokas. 

Dviejų įvykių A ir B sąjunga (žymima BA ) yra įvykis, kurį 

sudaro baigtys, palankios bent vienam iš įvykių A ir B. 

Dviejų įvykių A ir B sankirta (žymima BA ) yra įvykis, kurį 

sudaro baigtys, palankios abiem įvykiams – ir A, ir B. 
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Du įvykiai A ir B vadinami nesutaikomaisiais, jei BA =, kitaip 

tariant, abu įvykiai negali įvykti kartu. 

Įvykio tikimybė. Įvykio tikimybę galima apskaičiuoti pagal klasi-

kinį apibrėžimą (kai bandymo baigtys yra vienodai galimos). Jeigu 

baigtys nėra vienodai galimos, tai įvykio tikimybė randama naudojantis 

bendruoju apibrėžimu. (žr. vadovėlį Matematika 11, II dalis – išplėstinis 

kursas, TEV, Vilnius, 2002, 112 ir 124 psl.). Prisiminkime klasikinį 

tikimybės apibrėžimą. 

1 apibrėžimas. Tarkime, bandymo baigčių aibė yra sudaryta iš n 

vienodai galimų baigčių. Įvykio A, kuriam palankių baigčių yra m, 

tikimybe vadinamas skaičius 
n

m
AP )( .  

Skaičiuojant tikimybę pagal klasikinį apibrėžimą svarbu įsitikinti 

baigčių vienodu galimumu, nors tai nėra paprasta. Vienodą baigčių 

galimumą suvokiame intuityviai – iš patirties, kaip ir kai kurias kitas 

pirmines matematines sąvokas (pavyzdžiui, skaičius, taškas, tiesė ir 

pan.). Dažniausiai teigiama: jeigu nė viena baigtis neturi daugiau šansų, 

negu bet kuri kita, tai tokios baigtys laikomos vienodai galimomis. 

Įvykio tikimybę galima įvertinti remiantis statistiniais duomenimis. 

Jeigu atlikus vienodomis sąlygomis N bandymų, stebimasis įvykis A 

įvyko M kartų, tai santykis 
N

M
 (įvykio A santykinis dažnis), kai N yra 

pakankamai didelis, gali būti apytikriai laikomas lygiu įvykio A 

tikimybei, nes santykinis  dažnis didinant bandymų skaičių yra stabilus 

ir apytikriai lygus tikimybei. Ši santykinio dažnio savybė yra bendresnio 

tikimybių teorijos teiginio, vadinamo didžiųjų skaičių dėsniu,  atskiras 

atvejis. Didžiųjų skaičių dėsnis patvirtinamas ir eksperimentiškai: 

literatūroje galima rasti pavyzdžių, kai moneta buvo mesta 6000 ar 

12000 kartų ir herbo atsivertimo santykinio dažnio reikšmė beveik lygi 

0,5, t. y. šio įvykio tikimybei. 

Skaičiuojant įvykių tikimybes naudingos ir kai kurios formulės. 

Pavyzdžiui, iš tikimybės apibrėžimo išplaukia: jeigu  įvykiai A ir B yra 

nesutaikomi, tai  

   )()()( BPAPBAP  .            (1) 
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Įvykių nepriklausomumas ir priklausomumas.  Jei vieno įvykio 

įvykimas nedaro įtakos kito įvykimui, o tiksliau – vieno iš jų tikimybė 

nepriklauso nuo to, ar įvyko, ar ne, kitas įvykis, tai jie yra 

nepriklausomi. Jeigu taip nėra, tai jie – priklausomi. Prisiminsime šių 

sąvokų matematinius apibrėžimus, kurie paremti sąlygine tikimybe.  

Įvykio A sąlygine tikimybe su sąlyga, kad įvykis B įvykęs (ji 

žymima )|( BAP ), vadinama tikimybė 

)(

)(
)|(

BP

BAP
BAP


 , kai  0)( BP .                     (2) 

Pastarąja formule sąlyginė tikimybė išreikšta ,,besąlyginėmis“ tikimy-

bėmis. Tai visai natūralu, nes skaičiuojant įvykio A sąlyginę tikimybę, 

kai įvykis B įvykęs, baigčių aibę sudaro tik įvykiui B palankios baigtys, 

o įvykiui A iš jų palankios tik tos, kurios priklauso šių įvykių sankirtai. 

Jeigu )()|( APBAP  , tai įvykiai A ir B vadinami nepriklausomais. 

Taip bus tik tuomet, kaip išplaukia iš (2) formulės, kai  

)()()( BPAPBAP  .          (3) 

Jei  )()()( BPAPBAP  , tai A ir B – priklausomi įvykiai. 

Nesunkiai įrodomas teiginys: kai viena iš nepriklausomų įvykių 

porų A ir B, A ir B ,  A  ir B, A  ir B  yra nepriklausomi įvykiai, tai ir 

visos kitos šios poros yra nepriklausomi įvykiai.  

Atkreipkime dėmesį, kad įvykių nepriklausomumas ir priklauso-

mumas visiškai atitinka gyvenimišką šių terminų sampratą. 

Atsitiktiniai dydžiai. Su kiekvienu bandymu susiejome jo baigčių 

aibę, įvykius – baigčių aibės poaibius – ir tokių įvykių galimumo įvykti 

matą – tikimybę. Šioje baigčių aibėje galime apibrėžti įvairias funkcijas, 

kiekvienai baigčiai priskirdami kokį nors realųjį skaičių ar realiųjų 

skaičių porą. Tokios funkcijos reikšmę galima sužinoti tik atlikus 

bandymą – kai bus žinomas bandymo rezultatas. Neatlikę bandymo 

galime nustatyti tik šios funkcijos reikšmių tikimybes.  

Funkcija R,),(  xEeefx , priskirianti kiekvienai bandymo 

baigčiai skaitinę reikšmę (realųjį skaičių), apibrėžia vienmatį, su tuo 

bandymu susijusį, atsitiktinį dydį.  

1 pavyzdys. Taisyklingo lošimo kauliuko vieno metimo baigčių 

aibėje funkcija 
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















6

543

21

kai,6

;,,kai,5

;,kai,2

)(

ee

eeee

eee

efx

apibrėžia atsitiktinį dydį X, kurio galimos reikšmės yra 2, 5 ir 6. Kokią 

reikšmę įgis atsitiktinis dydis X prieš metant kauliuką nežinome, nes 

nežinome, kuris įvykis įvyks: ar },{ 21 ee , ar },,{ 543 eee , ar }{ 6e . 

Tačiau mokame apskaičiuoti šių įvykių tikimybes: 

3

1

6

2
)2(},{ 21  XPeeP , 

2

1

6

3
)5(},,{ 543  XPeeeP , 

6

1
)6(}{ 6  XPeP . 

Šio atsitiktinio dydžio galimas reikšmes ir jų tikimybes surašykime į 

lentelę 

m 2 5 6 

)( mXP 
3

1

2

1

6

1

Gavome atsitiktinio dydžio X tikimybių skirstinio lentelę arba 

tiesiog skirstinį. Skirstinio tikimybių suma lygi 1 – taip ir turėtų būti, nes 

įvykis, kad atsitiktinis dydis įgis kurią nors savo reikšmę – būtinasis. 

Jeigu atsitiktinis dydis X gali įgyti k skirtingų reikšmių 

kxxx ...,,, 21 su tikimybėmis kppp ...,,, 21 atitinkamai, tai jis 

apibūdinamas skirstiniu 

m 
1x 2x … 

kx
(4) 

)( mXP 
1p 2p … 

kp

Jame 1...21  kppp . Taigi atsitiktinis dydis gali būti nusakomas 

skirstiniu – tą dydį apibrėžiančios  funkcijos nebūtina  žinoti. 

Dažnai vartojamos atsitiktinio dydžio skaitinės charakteristikos yra 

vidurkis (arba matematinė viltis), dispersija ir standartinis nuokrypis. 

Vidurkis nusako atsitiktinio dydžio vidutinę reikšmę, o dispersija ir 

standartinis nuokrypis apibūdina atsitiktinio dydžio reikšmių 

išsibarstymo apie vidurkį laipsnį (kuo plačiau apie vidurkį  pasklidusios 
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dydžio reikšmės, tuo dispersija ir standartinis nuokrypis didesni). 

Prisiminkime šių charakteristikų apibrėžimus. 

Atsitiktinio dydžio X, apibrėžto (4) skirstiniu, vidurkiu, dispersija ir 

standartiniu nuokrypiu vadinami skaičiai 

kk pxpxpxEX  ...2211 ,                   (5) 

222 )()()( EXXEEXXEDX  ,                (6) 

DXX  )(                          (7) 

atitinkamai. 

Funkcija 
2R,),(  uEeefu , priskirianti kiekvienai bandymo 

baigčiai realiųjų skaičių porą, apibrėžia dvimatį, su tuo bandymu 

susijusį, atsitiktinį dydį. Čia žymuo 
2R  reiškia visų realiųjų skaičių 

porų R,,R),,(  yxyxu  aibę. 

2 pavyzdys. Taisyklingo lošimo kauliuko vieno metimo baigčių 

aibėje funkcija 

















6

543

21

kai),1,6(

;,,kai),5,3(

;,kai),1,3(

)(

ee

eeee

eee

efu  

apibrėžia dvimatį atsitiktinį dydį ),( YX , kurio galimos reikšmės yra 

)1,3( , )5,3(  ir )1,6( . 

Kaip ir 1 pavyzdyje, galime nesunkiai apskaičiuoti atsitiktinio 

dydžio reikšmių tikimybes  

3

1

6

2
}),({)1,3())1,3(),(( 21  eePYXPYXP , 

2

1

6

3
}),,({)5,3())5,3(),(( 543  eeePYXPYXP , 

6

1
})({)1,6())1,6(),(( 6  ePYXPYXP . 

Tačiau ir dvimačius atsitiktinius dydžius (kaip ir vienmačius) 

patogiau nusakyti dvimate skirstinio lentele, kurioje išvardinamos visos 

galimos dydžio X reikšmės (kairiajame stulpelyje) ir dydžio Y galimos 

reikšmės (pirmoje eilutėje) bei jų įgijimo tikimybės: 
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Y  

X 

1 5 

3 
3

1
 

2

1
 

6 
6

1
 0  

Paanalizuokime šią lentelę. Pažymėkime lentelės tikimybes 

2,1,2,1,  jirij , ir papildykime lentelę vienu stulpeliu ir viena eilute 

ten įrašydami atitinkamų tikimybių sumas: 
 

Y     

       X 

1 5 A.d. X reikšmių  

tikimybės: 

3 
3

1
11 r  

2

1
12 r  

6

5

2

1

3

1
1 p  

6 
6

1
21 r  022 r  

6

1
0

6

1
2 p  

A.d. Y 

reikšmių 

tikimybės: 2

1

6

1

3

1
1 q  

2

1
0

2

1
2 q  

Visų tikimybių  

suma lygi 1 

 

Nesunku suvokti, kad tokiu būdu (sudėjome nesutaikomų įvykių 

tikimybes) gavome atsitiktinio dydžio X reikšmių 3 ir 6 tikimybes 

(paskutinysis stulpelis) ir atsitiktinio dydžio Y reikšmių 1 ir 5 tikimybes 

(paskutinioji eilutė). Taigi galime užrašyti atsitiktinio dydžio X ir 

atsitiktinio dydžio Y skirstinius: 
 

m 3 6  m 1 5  

(8) 
)( mXP   

6

5
 

6

1
 

 
)( mYP   

2

1
 

2

1
 

  

Dviejų įvykių nepriklausomumas apibrėžiamas (3) formule. Kadangi 

ir čia iš tikrųjų kalbama apie įvykius, tai atsitiktinių dydžių 

nepriklausomumas (ir priklausomumas) apibrėžiamas panaudojant tą 

pačią formulę.  
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Atsitiktiniai dydžiai X ir Y vadinami nepriklausomais, jeigu su 

visomis jų reikšmėmis x ir y galioja lygybės 

)()(),( yYPxXPyYxXP                         (9) 

Jeigu su bent viena x ir y reikšmių pora (9) lygybė negalioja, tai 

atsitiktiniai dydžiai vadinami priklausomais. 

 

2 pavyzdyje nagrinėti atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra priklausomi, nes, 

pavyzdžiui, 1111
3

1

12

5

2

1

6

5
rqp  . Aišku, kad tikrinti, ar galioja 

kitos lygybės, nebereikia.  
 

Kaip ir vienmačiam atsitiktiniam dydžiui, jį apibrėžiančios funkcijos 

nebūtina žinoti – visą informaciją apie dydį teikia jo skirstinys. 

3 pavyzdys. Dvimatis atsitiktinis dydis ),( YX  nusakomas skirstiniu 
 

Y 

X 

1 5 

3 
12

5
 

12

5
 

6 
12

1
 

12

1
 

 

Įsitikinkime, kad šio dydžio komponentės X ir Y yra nepriklausomi 

atsitiktiniai dydžiai. Kaip ir 2 pavyzdyje papildykime skirstinį vienu 

stulpeliu ir viena eilute: 
 

Y 

X 

1 5 
ip  

3 
12

5
 

12

5
 

6

5
 

6 
12

1
 

12

1
 

6

1
 

jq  
2

1
 

2

1
 1 
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Kadangi „visose pozicijose“ galioja (9) lygybės, tai X ir Y yra neprik-

lausomi atsitiktiniai dydžiai. 

Pastaba. Atkreipkime dėmesį, kad vienmačiai X ir Y skirstiniai (8) 

yra tokie patys kaip ir 2 pavyzdžio, nors 2 pavyzdyje dydžiai X ir Y yra 

priklausomi.  

Šioje temoje susipažinome tik su pačia atsitiktinių dydžių priklau-

somumo matematine sąvoka. Toliau reikėtų išsiaiškinti, kaip įvertinamas

atsitiktinių dydžių priklausomumo stiprumas, kaip pagal vieno dydžio 

įgytą reikšmę prognozuoti kito dydžio reikšmes ir pan. Atsitiktinių dy-

džių priklausomumas labai svarbus taikant tikimybių teoriją kitose 

srityse, ypač ekonomikoje.  

AŠTUNTOJI UŽDUOTIS 

1. Taisyklingas lošimo kauliukas metamas du kartus. Apskaičiuokite

tikimybę, kad atsivertusių akučių suma bus nelyginė. 

2. Dėžėje yra 2 geltoni, 3 žali ir 4 raudoni rutuliai. Iš jos atsitiktinai

traukiami 2 rutuliai. Apskaičiuokite tikimybę, kad bus ištraukti 

skirtingų spalvų rutuliai.  

3. Tegu X yra herbo atsivertimų skaičius metus monetą tris kartus.

Sudarykite atsitiktinio dydžio X skirstinį. 

4. Apskaičiuokite atsitiktinio dydžio X, apibrėžto 3 uždavinyje,

vidurkį, dispersiją ir standartinį nuokrypį. 

5. Taisyklingo lošimo kauliuko vieno metimo baigčių aibėje funkcija

















65

432

1

,kai),4,3(

;,,kai),1,2(

;kai),2,1(

)(

eee

eeee

ee

efu

apibrėžia dvimatį atsitiktinį dydį ),( YX . Sudarykite šio dydžio 

skirstinį. 

6. Yra dvi urnos: vienoje – rutuliai, kitoje – kaladėlės. Pirmoje urnoje

yra 9 vienodi rutuliai: du iš jų pažymėti skaičiumi 1, trys – skai-
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čiumi 2, likusieji – skaičiumi 3. Antroje urnoje yra 5 vienodos 

kaladėlės: dvi iš jų pažymėtos skaičiumi 0, o trys – skaičiumi 1. 

Dvimačio atsitiktinio dydžio ),( YX  pirmoji komponentė X yra iš 

pirmos urnos atsitiktinai ištraukto rutulio skaičius, o Y – iš antros 

urnos atsitiktinai paimtos kaladėlės skaičius. Sudarykite atsitiktinio 

dydžio ),( YX  skirstinį ir nustatykite, ar dydžiai X ir Y yra 

priklausomi. 

7. Yra dvi urnos: abiejose – vienodi rutuliai, kurie pažymėti skaičiais.

Pirmoje urnoje yra 3 rutuliai: du iš jų pažymėti skaičiumi 1, vienas 

– skaičiumi 2. Antroje urnoje yra 2 rutuliai: vienas pažymėtas skai-

čiumi 1, kitas – skaičiumi 2. Iš pirmos urnos atsitiktinai ištrau-

kiamas rutulys, užsirašomas jo skaičius (tai – atsitiktinis dydis X), 

po to jis įdedamas į antrąją ir iš jos atsitiktinai ištraukiamas rutulys 

(šio rutulio skaičius – atsitiktinis dydis Y). Sudarykite atsitiktinio 

dydžio ),( YX  skirstinį ir nustatykite, ar dydžiai X ir Y yra 

priklausomi. 

8. Dvimačio atsitiktinio dydžio skirstinys toks:

Y 

X 

1  1 

1 1,0  2,0  

2 1,0  1,0  

3 2,0  3,0  

Sudarykite komponenčių X ir Y skirstinius ir nustatykite, ar šie 

atsitiktiniai dydžiai yra priklausomi. 

9. Dvimačio atsitiktinio dydžio skirstinys toks:

Y 

X 

1 2 

0 08,0  32,0  

1 12,0  48,0  
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Sudarykite komponenčių X ir Y skirstinius ir nustatykite, ar šie 

atsitiktiniai dydžiai yra priklausomi. 

10. Atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi, o jų skirstiniai tokie:

m 1 2 3 m 1  1 

)( mXP  0,1 0,5 0,4 )( mYP  0,7 0,3 

Sudarykite dvimačio atsitiktinio dydžio ),( YX  skirstinį. 
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A

C

B
O

22°30'

BAIGIAMOJI UŽDUOTIS 

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas), 

Juozas Šinkūnas (Vilniaus pedagoginis universitetas) 

1. Išspręskite lygtį

0443 234  xxxx . 

2. Raskite skaičiaus 1716 1716 n  dalybos iš 7 liekaną. 

3. Trikampio ABC kraštinės AB ir AC atitinkamai lygios 2 cm ir 5 cm.

Taškas M pusiaukampinę 1AA  dalija santykiu 3:2 skaitant nuo

viršūnės A. Tiesė BM kerta kraštinę AC taške 1B . Apskaičiuokite

santykį .: 11 CBAB

4. Apskritimo skersmuo AB, kurio ilgis 8, su

styga AC sudaro 22 30 kampą. Apskai-

čiuokite užbrūkšniuotos figūros plotą.
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SPRENDIMAI 

STOJAMOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 
 
1. Akivaizdu, kad ieškomas skaičius yra triženklis. Kadangi sandaugos 

paskutinis skaitmuo yra 5, tai ieškomo skaičiaus pirmas arba 
paskutinis skaitmuo turi būti 5 arba 1. 

4784451551 =⇒=⋅ xxx . 
Ats.: {145; 541}. 
 

  2. Sakykime, kad džiovinama a kg duonos. Pagal sąlygą, šioje duonoje 
yra 0,4a kg vandens ir 0,6 – „grynosios“ masės. Išgarinus x kg 
vandens gauta )( xa −  kg džiūvėsių, kuriuose yra 8,0)( ⋅− xa  
„grynosios“ masės. Sudarome lygtį 8,0)(6,0 ⋅−= xaa . Iš jos 
gauname ax 25,0= . Taigi džiovinant duoną, jos masė sumažėja 
25 %. Kai 9=− xa , gauname 12=a . 

Ats.: 25 %, 12 kg. 
 
  3. Tarp skaičių 1, 2, 3, ... , 1000 yra 76 dalūs iš 13 skaičiai, 200 

skaičių, dalių iš 5, ir 15 skaičių, dalių ir iš 13, ir iš 5. Taigi bendrovė 
gavo  

=⋅−−+⋅⋅−+⋅⋅ 1000)185761000(9,01000)15200(75,0100076  
500962=  

litų pinigų sumą. 
Ats.: 962 500 Lt. 

 
  4. Kadangi 90=∠CDA  (remiasi į apskritimo skersmenį AC), tai  

182430 22 =−=BD . 
Tegu .xAD =  Tuomet 

BABDBC ⋅=2 , 
⇒=⇒=+ 32900)18(18 xx

50=AB , 

403050 22 =−=AC . 
20⋅π=s . 

Ats.: π20 . 

AB

C

D
x

24
30

 98 



STOJAMOJI UŽDUOTIS 

99 

5. Nuo kubo viršūnių nupjaunamos taisyklingosios piramidės, kurių

pagrindo kraštinė lygi x, šoninės briaunos 
2

xa
y


 , o sienos yra 

statieji trikampiai. Rasime x:

222 xyy   
2

x
y   

 ax
xx


22

 ax  )12( 

  )12(  ax . 

Piramidės briaunos ilgis 

a
aa

y
2

22

2

)12( 



 , 

vienos piramidės tūris 

3

2

1
24

2710

2

22

2

22

2

1

3

1
aaaV



















 
 . 

Taigi likusios kubo dalies tūris 

333
1

3

3

)12(7

24

2710
88 aaaVaV





 . 

Ats.: 3

3

)12(7
aV


 . 

  6. 











143

,154

22

22

yxyyx

yxyyx
 









0297

,154
2

22

yy

yxyyx
 














1arba
7

2

,154 22

yy

yxyyx














051449

,
7

2

22 yx

y
arba











0

,1

2 xx

y


 arba 








1arba0

,1

xx

y
 1,0  yx  arba .1,1  yx  

Ats.: (0; 1), (1; 1). 

a

x

xy

y

, 
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7. 242489 222  yyyD   22 24 ky  , k Z 

  4638212124))((  kyky  









2
,12

ky
ky

 arba 








,1

,24

ky

ky
 arba 









,3

,8

ky

ky
 arba 









4

,6

ky

ky

   

7y , ,5y

         

0104212  xx  056152  xx 

 13,8  xx                    8,7  xx  

          

   (8; 7) ir (13; 7) (7; 5), (8; 5) 

Ats.: (8; 7), (13; 7), (7; 5), (8; 5). 

8. Tegu ieškoma pora yra (a; b). Pagal sąlygą, BMK 2496);( ba  ir

BDD 24);( ba .Todėl lbka 24,24  ; čia k, l – tarpusavyje

pirminiai skaičiai. Kadangi

bababa  );(BDD);(BMK , 

tai  

2424962424  lk    104 lk    1381041  lk    

  1k , 104l ; 104k , 1l ; 8k , 13l ; 13k , 8l . 

Ats.: 24a , 2496b  arba 192a , 312b . 

9. Iš viso galima sudaryti 4950
2

99100



 porų skaičių. Tarp skaičių 1, 

2, 3, ..., 100 yra 67 skaičiai, kurie nesidalija iš 3. Todėl porų  (m; n),

,nm  kurių skaičių sandauga nesidalija iš 3, yra 2211
2

6667



. 

Vadinasi, ieškomų porų skaičius yra 273922114950  .

Ats.: 2739. 
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10. Tegu 2x  yra turnyro dalyvių skaičius. Likę žaidėjai turnyre

sužaidė
2

)1( xx
 partijų. 

Jeigu abu pasitraukę iš turnyro žaidėjai būtų žaidę tarpusavyje, 

tai jie būtų sužaidę 9 partijas. Gautume lygtį 

,389
2

)1(


xx
 

kuri neturi natūraliojo sprendinio. 

Taigi pasitraukę iš turnyro žaidėjai tarpusavyje nežaidė. 

Belieka įsitikinti, kad toks turnyras galėjo būti. Tuo tikslu 

reikia išspręsti lygtį .3810
2

)1(


xx
 Ji turi natūralųjį sprendinį 

.8x  Todėl uždavinys yra korektiškas. 

Ats.: Pasitraukę iš turnyro žaidėjai tarpusavyje nežaidė. 

PIRMOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 

1. Tarkime, pirma valstietė į turgų atnešė x kiaušinių, o antra x100

kiaušinių. Jei pirma būtų turėjusi x100  kiaušinių, tai ji juos būtų

pardavusi už 15 pinigėlių. Taigi pirma valstietė savo kiaušinius

pardavė po
x100

15
 pinigėlių. 

Analogiškai nustatome, kad antra valstietė savo kiaušinius 

pardavinėjo po 
x

x
3

20
:

3

2
6   pinigėlių. 

Pagal uždavinio sąlygą sudarome lygtį 





x

x
100

15

x
x

3

20
)100(  . 

Atlikę veiksmus, gauname kvadratinę lygtį 

080001602  xx , 

kurios sprendiniai yra 40 ir –200. Tinka tik .40x  

Ats.: pirma – 40 kiaušinių, antra – 60 kiaušinių. 
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2. Tegu dviratininko greitis yra x
h

km
, o motociklininko – y

h

km
. Pagal 

uždavinio sąlygą sudarome lygčių sistemą 
















.2
120120

,5,0
6060

yx

xy

Spręsdami gauname: 
















2
120120

,5,0
6060

yx

xy

 












1
6060

,30

yx

xy

 















1
30

6060

,30

xx

xy

 












23060)30(60

,30

xxxx

xy
 












0180030

,30

2 xx

xy
 









}.30;60{

,30

x

xy

Iš čia gauname: 30x  ir .60y  

Ats.: 30 
h

km
. 

3. Tarkime, kad pirmu vamzdžiu 1 m
3 

vandens į baseiną pribėga per

x min.; tada antru vamzdžiu 1 m
3
 vandens pribėga per 4x  min.

Tai reiškia, kad per 1 valandą pirmu vamzdžiu į baseiną 

pribėga 
x

60
m

3
, o antru – 

4

60

x
m

3
 vandens. Pagal uždavinio 

sąlygą sudarome lygtį 

.
5

100

4

6060





xx
 

Spręsdami ją, gauname: 

1
4

33





xx
  0

)4(

)4(3)4(3






xx

xxxx
 



PIRMOJI UŽDUOTIS 

103 












0)4(

,01242

xx

xx
 











4,0

,01242

xx

xx
   }.2;6{x  

Tinka tik .2x Taigi antruoju vamzdžiu į baseiną 1 m
3
 vandens 

pribėga per 6 min. Todėl per 5 h į baseiną pribėgs 50 m
3
 vandens. 

Ats.: 50 m
3
. 

4. Rankraščio puslapių skaičių pažymėkime p. Tarkime, kad pirmas

vertėjas visą rankraštį išverstų per x valandų, o antras – per 4x

valandų. Tada pirmo vertėjo darbo sparta būtų
x

p
puslapių per 

valandą, o antro – 
4x

p
puslapių per valandą. Per pirmąsias 

2 valandas buvo išversta 
x

p2
rankraščio puslapių, o per kitas 

6 valandas – 











4

66

x

p

x

p
 puslapių. Sudarome lygtį 

.
5

4

4

662 p

x

p

x

p

x

p



  

Spręsdami ją gauname: 

5

4

4

68





xx
 









4,0

,0)4(430)4(40

xx

xxxx
 












4,0

,080272 2

xx

xx
   }16;5,2{x . 

Tinka tik .16x  

Ats.: 16 h. 

5. Tegu yx  – ieškomas dviženklis skaičius. Tada
2

yx 
yra jo 

skaitmenų aritmetinis vidurkis, o xy  – geometrinis vidurkis. 

Pagal uždavinio sąlygą,  

xy
yx




2

1

2
 ir .5 yx  
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Toliau sprendžiame šių lygčių sistemą: 













5

,
2

1

2

yx

xy
yx















xy

xx
xx

5

,)5(
2

1

2

5














xy

xx

5

,2)5(
 











xy

xx

5

,0452

 










xy

x

5

},4;1{
   14yx  arba .41yx

Ats.: 14 arba 41. 

6. Tarkime, kad per vieną valandą pirmasis dviratininkas nuvažiuoja x

ratų, antrasis – y ratų, trečiasis – z ratų. Tada pirmasis dviratininkas

vieną ratą važiuoja per 
x

1
 h, antrasis per

y

1
 h, trečiasis per 

z

1
 h.

Sudarome lygčių sistemą: 






































.133

,25,0
5,4

5,0
5,4

,
5,35,4

zy

z
x

x
x

yx

 

Spręsdami ją gauname: xy
9

7
 , 

3

1

9

7
 xz . 

Tada 027152 2  xx . Ši lygtis turi du sprendinius: 31 x , 

5,42 x . Tikrindami, ar šie sprendiniai tenkina uždavinio sąlygą, 

turime rasti antrojo dviratininko sugaištą laiką vienam ratui 

nuvažiuoti: 20h
7

3

7

31

11


xy

min, 20h
7

21

22


xy

min. Taigi 

tinka tik .3x  

Ats.: 3. 
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  7. 1) Tarkime, kad arklys pirkliui kainavo x auksinų. Tuomet 

.6,7315,1 x  Todėl .64x  

2) Tarkime, kad avis pirkliui kainavo y auksinų. Pagal užda-

vinio sąlygą, .11
100

1 







 y

y
 Iš čia .10y  

3) Tarkime, kad pirklys pirko m arklių ir n avių. Pagal sąlygą,

7801064  nm  ir .30 nm  Ieškome sistemos 









30

,7801064

nm

nm

natūraliųjų sprendinių. Gauname: 













30

,
5

32
78

nm

mn
   















305

,3278

,,5

nk

kn

Nkkm

   2k , 10m , 14n . 

Ats.: 10 arklių ir 14 avių. 

8. Autobuso greitį į kalną pažymėkime v
h

km
. Tada autobusas atstumą 

nuo A iki B įveikė per 
v

12
 h. 

Grįždamas iš punkto B autobusas važiavo 
5

1
h, kol sutiko 

pėstįjį. Vadinasi, iš viso jis važiavo 









5

112

v
h. Per tą laiką

pėstysis nuėjo 









5

112
6

v
 km. 

Autobusas nuo B iki susitikimo su pėsčiuoju nuvažiavo 

atstumą, lygų 
5

1
2 v  km. Sudarome lygtį 

12
5

1
2

5

112
6 








 v

v
. 

Atlikę veiksmus, gauname kvadratinę lygtį 0180272  vv , 

turinčią du sprendinius: 
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121 v , 152 v . 

Reikšmė 121 v  netenkina sąlygos, kad autobusas atvažiavo iš 

A į B greičiau negu per vieną valandą. 

Ats.: 15 
h

km
. 

9. Sakykime, x
s

m
yra greitojo lifto greitis; tuomet paprastojo lifto 

greitis yra )5,1( x
s

m
. Sudarome lygtį .12

5,1

33
7

81





xx
 Kai 

}5,1;0{x , ji ekvivalenti kvadratinei lygčiai 03,241,112  xx , 

kuri turi du sprendinius: 

31 x , 1,82 x . 

Tinka abu sprendiniai, nors antrasis – nelabai realus. 

Ats.: 3 
s

m
 arba 8,1 

s

m
. 

10. Tegu 8 LMBK , 4 KMBL , KDx   ir LEy  .

Skaičiuodami trikampio BDE plotą (jis pagal sąlygą lygus 100)

dvejopai, gauname dvi lygtis:

100)4()8(
2

1
 yx  

ir 

1008
2

1
4

2

1
84  yx . 

Sprendžiame šių lygčių sistemą ir 

gauname: 









2008464

,2008432

yx

xyyx
  










342

,32

yx

xy














06434

,
32

2 xx

x
y

  

A

C
E

B

L M

K
Dx

y

8
4
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 )16,2(  yx  arba ).1,32(  yx  

Ats.: 10 cm ir 20 cm arba 40 cm ir 5 cm. 

ANTROSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 

1. Galimi racionalieji sprendiniai yra tokie: ;1  ;2  ;5  ;10

;
2

1
  .

2

5
  

Įsitikinę, kad skaičius –1 tenkina lygtį, daugianarį 

10932)( 23  xxxxP  padalykime (pavyzdžiui, kampu) iš 

dvinario 1x  ir gausime tokį )(xP skaidinį: 

)102()1()( 2  xxxxP . Kvadratinio trinario 102 2  xx  

šaknys (kvadratinės lygties 0102 2  xx  sprendiniai) yra 2 ir 

–2,5. Vadinasi, lygtis 010932 23  xxx  turi tris sprendinius: 

–2,5; –1; 2.

Ats.:–2,5; –1; 2. 

2. Galima tikrinti visus laisvojo nario daliklius: ;1  ;2  ;4  .8

Bet galima iš pradžių pertvarkyti lygtį grupuojant:

 )1(8)1()88()(88 223235235 xxxxxxxxx

 )8()1( 32 xx ).42()2()1()1( 2  xxxxx  

Iš šio skaidinio matyti, kad lygtis turi tris racionaliuosius spren-

dinius: –1; 1; 2.

Ats.: –1; 1; 2. 

3. Galimi racionalieji sprendiniai yra sveikieji skaičiai 1  ir .7

Lygtį tenkina tik skaičius 1. Taigi ši lygtis turi tik vieną racionalųjį

sprendinį.

Daugianarį 724)( 23  xxxxP  išskaidykime remdamiesi 



SPRENDIMAI 

Bezu teorema – padalykime )(xP  iš dvinario 1−x . Gausime: 

)75()1()( 2 ++−= xxxxP  

Kvadratinis trinaris 752 ++ xx  realiųjų šaknų neturi. Vadinasi, 
algebrinė lygtis 0724 23 =−++ xxx  iracionaliųjų sprendinių 
neturi. 

Ats.: neturi. 

4. Galimi racionalieji sprendiniai yra sveikieji skaičiai: ;1±  ;2±  ;3±
.6±

Tiesiogiai tikrinant galima įsitikinti, kad lygtį tenkina tik du 
sveikieji skaičiai: 1 ir 3. 

Padalykime daugianarį 6854)( 234 +−+−= xxxxxP  iš 

sandaugos .34)3()1( 2 +−=−− xxxx  Dalykime kampu: 

_ 6854 234 +−+− xxxx   | 342 +− xx  
234 34 xxx +− 22 +x  

_ 682 2 +− xx  
  682 2 +− xx  
              0 

Iš skaidinio )2()3()1()( 2 +−−= xxxxP  matyti, kad daugianaris 
)(xP  turi tik dvi realiąsias šaknis 1 ir 3, o algebrinė lygtis 0)( =xP  

– tik du realiuosius sprendinius.
Ats.: 1; 3. 

5. Kai m yra sveikasis skaičius, tai visi lygties koeficientai yra svei-
kieji skaičiai. Galimi racionalieji sprendiniai yra tik sveikieji skai-
čiai: ,1±  .2±

Kad sveikasis skaičius 1 būtų lygties sprendinys, parametras m 
turi tenkinti lygybę

.021)4(1)1(1 223 =+⋅−+⋅++ mm  

108 
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Ji ekvivalenti kvadratinei lygčiai 02 mm , turinčiai du

sveikuosius sprendinius: 01 m  ir 12 m . 

Skaičius –1 yra lygties sprendinys, kai 062 mm , t. y. kai 

}.3;2{m  

Kad skaičius 2 būtų lygties sprendinys, turėtų galioti lygybė 

0322  mm ; tačiau kvadratinė lygtis 0322  mm  realiųjų 

sprendinių neturi. 

Skaičius –2 yra lygties sprendinys, kai galioja lygybė 

0322  mm , t. y. kai }.3;1{m  

Taigi lygtis turi nors vieną racionalųjį sprendinį, kai 

}.3;0;1;2{ m  

Ats.: –2; –1; 0; 3. 

6. Įrašę 2 ir 3 į lygtį, gauname lygčių sistemą dydžiams m ir n rasti:









.159

,104

nm

nm

Ji turi vienintelį sprendinį: ,5m  .30n  

Toliau nagrinėjame trečiojo laipsnio lygtį 

.0301352 23  xxx       (1) 

Pagal Bezu teoremą daugianaris 301352)( 23  xxxxP  

dalijasi ir iš 2x , ir iš 3x ; taigi dalijasi iš sandaugos 

.65)3()2( 2  xxxx  Dalydami kampu, gauname: 

_ 301352 23  xxx   | 652  xx  

  xxx 12102 23   52 x  

_ 30255 2  xx  

  30255 2  xx  

  0 

Vietoj (1) turime tokią ekvivalenčią lygtį 

.0)52()3()2(  xxx  

Iš čia ir randame trečiąjį sprendinį – racionalųjį skaičių –2,5. 

Ats.: ,5m  30n , .5,2x  
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  7.  Skaičius 223 +  yra tiesinės lygties ( ) 0223 =+−x  
sprendinys; tačiau jos laisvasis narys nėra sveikasis skaičius 
( )8,22225,121,3,121 33 <+<⇒<<<< . Todėl ieškome 
aukštesnio laipsnio lygties: 

( ) 0223 =+−x ⇒ ( ) ( )333
22 =−x  ⇒  

222623 23 =−+− xxx  ⇒   

⇒  ( ) ( )2223 222326 +=−+ xxx  ⇒   

⇒  8241842436412 242346 ++=+−+−+ xxxxxxx  ⇒  
⇒ .04241246 2346 =−−+−− xxxxx           (1) 
Skaičius 223 +  yra šios lygties sprendinys, tačiau jis nėra 
racionalusis skaičius, nes jo nėra tarp galimų (1) lygties racionaliųjų 
sprendinių – sveikųjų skaičių ,1±  ,2±  .4±  
 

  8. Pradėkime nuo lygties ( ) ( )( ) .0122 =−−⋅− xx  Sudauginę 

gausime ekvivalenčią lygtį ( ) .0222212 =−+−+ xx  Matome, 
kad du jos koeficientai nėra sveikieji skaičiai, todėl pertvarkykime 
(keldami kvadratu): 

( ) 0222212 =−+−+ xx  ⇒  22222 −=++ xxx  ⇒   

( ) ( )( )222 1222 +=++⇒ xxx ⇒ =++++ 4452 234 xxxx

.288 2 ++= xx  
Gavome ketvirtojo laipsnio algebrinę lygtį su sveikaisiais koefi-
cientais: 

.02432 234 =+−−+ xxxx          (1) 
Skaičiai 2  ir 12 −  yra jos sprendiniai. Tačiau jie nėra 
racionalieji skaičiai. Racionaliaisiais (1) lygties sprendiniais galėtų 
būti tik sveikieji skaičiai 1±  ir .2±  Tačiau nė vienas iš jų 
netenkina lygties. Taigi (1) lygtis racionaliųjų sprendinių neturi. 

Ats.: Neturi. 
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9. Skaičius –2 yra ir 6722)( 245  xxxxxP , ir 

6472)( 234  xxxxxQ šaknis. Pagal Bezu teoremą abu 

daugianariai dalijasi (be liekanos) iš dvinario .2x  Padaliję 

(pavyzdžiui, kampu) gauname: 

32
2

)( 4 


xx
x

xP
  ir  3232

2

)( 23 


xxx
x

xQ
. 

Vadinasi, 

,
3232

32

2

)(
2

)(

)(

)(
)(

23

4









xxx

xx

x

xQ
x

xP

xQ

xP
xf .2x  

Gauto racionaliojo reiškinio vardiklis taške 2x  nėra lygus 

nuliui, todėl 

,5
3

15

341216

3416

3)2(2)2(3)2(2

3)2(2)2(
)(

23

4










xf  

kai .2x  

Ats.: 5)( xf , kai .2x  

10. Skaičius 1 yra ir skaitiklio, ir vardiklio šaknis. Todėl juos dalijame

iš 1x  ir gauname:

,
45

123

1

43662

1

1253

)(
234

23

2345

234















xxxx

xx

x

xxxxx

x

xxxx

xg  .1x  

Matome, kad norimo aiškumo nepasiekėme, nes taške 1x  ir 

skaitiklio, ir vardiklio reikšmė lygi nuliui. Remdamiesi Bezu 

teorema, vėl dalijame iš 1x  ir gauname: 

















1

45

1

123

45

123
)(

234

23

234

23

x

xxxx

x

xx

xxxx

xx
xg
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E
FM

(C, 1)

(A, 2) (B, 4)
2 pav. 

2 pav.

         
2

1

10

5

4151

1113

45

13
3

2

3

2












xx

xx
, kai .1x  

Ats.: 
2

1
)( xg , kai .1x  

TREČIOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 

1. Pagal ketvirtos teoremos antrąją išvadą taškų )2,(A , )3,( B  ir

)5,(C  masių centras )4,(G  yra

tiesių 1BB  ir 1AA  susikirtimo

taškas; čia )7,( 1B  yra taškų )2,(A

ir )5,(C  masių centras, o )2,( 1A  –

taškų )3,( B  ir )5,(C  masių

centras, t. y.

.
2

5

53

5
1






 BCBCBA  Taškai 

)2,( 1A , )7,( 1B  ir )4,(G

pavaizduoti 1 pav. 

2. Kadangi 1:2: EACE  ir 1:4: FBCF  (2 pav.), tai EACE 21 

ir FBCF 41  . 

Taškas )3,(E  yra taškų

)2,(A  ir )1,(C  masių

centras, o taškas )5,(F

– taškų )1,(C  ir )4,(B

masių centras. Tiesių 

AF ir BE susikirtimo 

taškas M yra trijų taškų 

)2,(A , )4,(B  ir )1,(C  masių centras (žr. 4 teorema 2-oji išvada). 

Taigi 

(C, 5)

(B, -3)(A, 2)

(G, 4)

(A , 2)1

(B   ,7)
1

1 pav. 

1B  
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A1B1

C1

C

BA

E

3 pav. 

M Centr 

A B C 

= Centr 

E B  MBEM 43  ,  

t. y. 4:3: MEBM   

arba .7:3: BEBM  

2 4 1 3 4 

Kita vertus, 

M Centr 

A B C 

= Centr 

A F 
 MFAM 52  ,  

t. y. 2:5: MFAM   

arba .7:5: AFAM  

2 4 1 2 5 

Ats.: 7:3: BEBM , .7:5: AFAM  

3. Akivaizdu, kad taškas )7,( 1C  yra taškų )5,(A  ir )2,(B  masių

centras (3 pav.). Jeigu taškui C priskirsime skaičių
4

5
, tai taškas 1B  

bus taškų )5,(A ir 








4

5
,C  masių 

centras. Papildomai taškui C priskyrę 

skaičių 1, gauname, kad taškas )3,( 1A  

yra taškų )2,(B  ir )1,(C  masių centras. 

Nagrinėkime taškų )5,(A , 








4

5
,C , 

)1,(C  ir )2,(B  sistemą arba taškų )20,(A , )5,(C , )4,(C  ir 

)8,(B  sistemą. Abiejų sistemų masių centrai sutampa. Sakykime, 

kad taškas G yra nagrinėjamos taškų sistemos masių centras. 

Tuomet  

G Centr 
A C C B 

= Centr 1B  1A  

20 5 4 8 25 12 

 ][ 11BAG  ir 11 1225 GAGB  , t. y. GB1 : .25:121 GA
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D
Q

P

C

B

A

4 pav. 

D1

A1

D

S

C

B A

B1

C1

5 pav. 

Kita vertus, 

G Centr 
A C C B 

= Centr 1C  C 

20 5 4 8 28 9 

 ][ 1CCG    G sutampa su E ir 1289 GCCG  , 

t. y. .9:28: 1 GCCG

Ats.: ,9:28: 1 ECCE

25:12: 11 EAEB . 

4. Sakykime, kad taškai E ir F yra briaunų AC ir

BD vidurio taškai (4 pav.). Nagrinėkime taškų

)1,(A , )3,(B , )1,(C  ir )3,(D  sistemą, ku-

rios masių centras yra taškas G. Tuomet:

G Centr 
A B C D 

= Centr 
P Q 

1 3 1 3 4 4 

 taškas G yra atkarpos PQ vidurio taškas.

Kita vertus, 

G Centr 
A B C D 

= Centr 
E F 

 ][EFG . 
1 3 1 3 2 6 

Taigi atkarpos PQ vidurio taškas G ir atkarpų AC ir BD vidurio 

taškai E ir F yra vienoje tiesėje. 

5. Taškų )1,(A , )1,( B  ir )1,(C  masių centras

(5 pav.) yra taškas )1,(D  (žr. 3 pav.). Taškui S

mases paskirsime taip, kad taškai 1A , 1B  ir 1C

būtų atitinkamai taškų A ir S, B ir S, C ir S

masių centrai. Nagrinėkime taškų )1,(A ,

)1,( B , )1,(C , )2,(S , )4,( S  ir )3,(S

sistemą, kurios masių centras yra taškas G. Tuomet:

G Centr 
A B C S S S 

= Centr 
D S 

1 –1 1 2 –4 3 1 1 

 ][SDG .
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M

L

D

N C

B

A
E

6 pav. 

Taigi 1DG   ir .1:1: 11 SDDD  

Ats.: .1:1: 11 SDDD  

6. Taškas )3,(E  yra taškų )1,(A , )1,(B  ir )1,(C  masių centras

(6 pav.). Taškui D priskirsime mases taip, kad taškai M, N ir L būtų

atitinkamai taškų A ir D, B ir D, C ir D

masių centras. Nagrinėkime taškų )1,(A , 

)1,(B , )1,(C , 








2

3
,D , 









5

2
,D  ir 









3

1
,D

sistemą arba taškų )30,(A , )30,(B , 

)30,(C , )45,(D , )12,(D  ir )10,(D

sistemą, kurios masių centras yra taškas G. 

Tuomet  

G Centr 
A B C D D D 

= Centr 
D E 

30 30 30 45 12 10 67 90 

 ][DEG  ir GEDG 9067  , t. y. .67:90: GEDG

Kita vertus, 

G Centr 
A B C D D D 

= Centr 
M N L 

30 30 30 45 12 10 75 42 40 

 G priklauso plokštumai ).(MNL  

Taigi, .KG   Todėl .67:90: KEDK  

Ats.: .67:90: KEDK  

7. Nagrinėkime taškų )1,(A , )1,(B , )1,(C , )1,(D , )1,(E  ir )1,(F ,

kurių masių centras G, sistemą. Turime:

G Centr 
A B C D E F 

= Centr 1E  3E  5E

1 1 1 1 1 1 2 2 2 

 G  yra trikampio 531 EEE  pusiaukraštinių susikirtimo taškas.
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A

B

D

EF

C

7 pav. 

Kita vertus, 

G Centr 

A B C D E F 
= Centr 2E 4E 6E

1 1 1 1 1 1 2 2 2 

 G  yra trikampio 642 EEE  pusiaukraštinių susikirtimo taškas.

Taigi trikampių 531 EEE  ir 642 EEE  pusiaukraštinių susikirtimo 

taškai sutampa. 

8. Trikampis ABC yra statusis ).90( C  Sakykime, kad aCB  . 

Tada aAB 2 , aBD
2

1
 , aaaAD

2

3

2

1
2   ir 

.1:3: DBAD  Nagrinėkime taškus )1,(A , )3,(B  ir )3,(C , kurių 

masių centras yra taškas G. Tada 

G Centr 
A B C 

= Centr 
D C  ][CDG  ir 

      .3:4: GDCG  1 3 3 4 3 

Kita vertus, 

G Centr 
A B C 

= Centr 
A F  ][AFG  ir 

1:6: GFAG . 1 3 3 1 6 

Kadangi taškas G priklauso ir atkarpai CD ir atkarpai AF, tai G 

sutampa su tašku E. Taigi, 3:4: EDCE  ir .1:6: EFAE  

Ats.: ,1:6: EFAE  .3:4: EDCE  

9. Kadangi trikampių BFC ir BEC (7 pav.) pagrindai yra vienoje tie-

sėje, o aukštinė, išvesta iš viršūnės C, 

yra bendra, tai 
BF

BE

S

S

BFC

BEC  . Analo-

giškai 
CE

AC

S

S

EBC

ABC  . Iš šių lygybių 

išplaukia, kad  

D

F CB

A

E

7 pav.
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.S
BF

BE

CE

AC
S

BF

BE

CE

AC
S BFCABC   

Taigi, apskaičiavę santykius CEAC :  ir BFBE : , rasime 

trikampio ABC plotą. 

Pagal pusiaukampinės BE savybę 3:2: EACE  arba 

.2:5: CECA  Nagrinėkime taškus )2,(A , )1,(B  ir )3,(C , kurių 

masių centras yra G. Tada 

G Centr 
A B C 

= Centr 
B E  ][BEG  ir 

.1:5: GEBG  2 1 3 1 5 

Kita vertus, 

G Centr 
A B C 

= Centr 
C D 

 ][CDG . 
2 1 3 3 3 

Taigi FG   ir 1:5: FEBF , t. y. 5:6: BFBE . Vadinasi, 

.3
5

6

2

5
SSSABC   

Ats.: .3SSABC   

10. Įrodysime, kad trikampio ABC aukštinės 1AA , 1BB  ir 1CC

susikerta viename taške.

Iš stačiojo trikampio BCC1  turime: 
BC

CC

1

1 tg , o iš stačiojo

trikampio ACC1  – 
1

1

AC

CC
tg . Iš šių lygybių išplaukia, kad 


BC

AC

1

1





tg

tg
, t. y. tg  1AC tg BC1 . Analogiškai įrodoma, kad 

tg  1BA tg CA1  ir tg  1CB tg AB1 . Taigi nagrinėkime 

taškų (A, tgα), (B, tgβ), (C, tgγ) sistemą, kurios masių centras yra 

taškas H. Tuomet 
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H Centr A B C 
= Centr 

A 1A  

tgα tgβ tgγ tgα tgβ +tgγ 

 ][ 1AAH   ir 1: HAAH ( tgβ +tgγ): tgα.

Analogiškai įrodoma, kad ][ 1BBH  , ][ 1CCH   ir 

1: HBBH (tgα+tgγ):tgβ, 1: HCCH (tgα +tgβ): tgγ. Taigi visos

trikampio aukštinės susikerta taške H. 

KETVIRTOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 

2007–2009) 
1. 234329

 3458181878578187495387 345455

 2585818187 2345

 012345 818385818187 )10(329234  

)8(531711

  2.  a)  Kai 74338a , 213b , 

tai ;23,18223)182(21374338  rq

b) Kai 621a , 53b ,

tai ;15,121512)53(621  rq

c) Kai 5995a , 19q ,

tai ;10,31510)315()19(5995  rb

d) Kai 5960a , 315q ,

tai .25,192519)315(5960  rb
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  3. 

0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 1 2

4 4 5 6 0 1 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 0 0 1 2 3 4 5

  4. 

0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1

5. )6(f ,23513626362 23   nes ,162 

.663   

Ats.: 2 . 

6.  )11(mod583x

 kkxxx ,1011)11(mod10)11(mod83 Z.

Ats.:  kkx ,1011 Z. 

7. )11(mod53 2 x )11(mod92  x (padauginus abi duotojo 

lyginio puses iš 4)  kkxx ,113)11(mod3 Z, 

 mmx ,113 Z. 

Ats.:  kkx ,113 Z,  mmx ,113 Z. 
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8. )11(mod617 , )11(mod3172  , )11(mod9174  , 

)11(mod4178  , 

);11(mod8651717)11(mod517 1616   

)11(mod718 , )11(mod5182  , )11(mod3184  , 

)11(mod9188  , 

);11(mod9451818)11(mod418 16216   

)11(mod819 , )11(mod9192  , )11(mod4194  , 

)11(mod5198  , 

);11(mod7893191919)11(mod319 21616   

Taigi )11(mod2798 n  

Ats.: 2. 

9. Skaičiaus 191817 191817 n  paskutinysis skaitmuo yra liekana, 

gauta šį skaičių dalijant iš 10. Raskime šią liekaną: 

)10(mod717 , )10(mod9172  , )10(mod1174  , 

);10(mod771171717)10(mod117 161716   

)10(mod818 , )10(mod4182  , )10(mod6184  , 

)10(mod6188  , 

);10(mod446181818)10(mod618 2161816   

)10(mod919 , )10(mod1192  , 

).10(mod991119191919)10(mod119 2161916   

Taigi gauname )10(mod020947 n . Vadinasi, 

paskutinysis šio skaičiaus skaitmuo yra 0. 

Ats.: 0. 
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10. Panagrinėkime atskirai skaičius )3(mod0n , )3(mod1n  ir

)3(mod2n .

Kai )3(mod0n  (t. y.  kkn ,3 Z), tai skaičius 

 kkkM 3)3(9)3(14 23  )39914(3 23 kkk   dalijasi 

iš 3. Kai )3(mod1n  (t. y.  kkn ,13 Z), tai 

 13)13(9)13(14 23 kkkM

 13)169(9)192727(14 223 kkkkkk

 139)69(914)92727(14 223 kkkkkk

.243)69(9)99(314 223  kkkkkk  

Kadangi visi keturi šio skaičiaus dėmenys dalijasi iš 3, tai ir 

skaičius M dalijasi iš 3. 

Kai )3(mod2n  (t. y.  kkn ,23 Z), tai )3(mod12 n , 

)3(mod23 n . Tuomet ).3(mod039219214 M  

Pastaba. Tokiu pat būdu galima nagrinėti ir atvejus 

)3(mod0n  ir )3(mod1n . Kadangi visais trimis galimais 

skaičiaus n atvejais skaičius M dalijasi iš 3, tai M dalijasi iš 3 su 

visais sveikaisiais skaičiais n. 

PENKTOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 

1. Pirmiausia raskime funkcijos f išraišką taške
1

1





x

x
: 

.
)1(5

332

1
1

1
5

1
1

1

1

1
4

1

1 2

2




















































x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x
f  

Tada  













1

1
21

x

x
f  

)1(5

114

)1(5

)332(2)1(5

)1(5

)332(2
1

222
















x

xx

x

xxx

x

xx
. 



SPRENDIMAI 

122 

Šią išraišką sugretinkime su sandauga )(xfx  ; ji yra tokia: 

)1(5

4

)1(5

)14(
)(

232











x

xxx

x

xxx
xfx . 

Matome, kad šios išraiškos nesutampa. Neigiamam atsakymui 

pagrįsti reiki įsitikinti, kad bent viename taške x šių reiškinių 

reikšmės nelygios. Pasirinkę, pavyzdžiui, ,2x  gauname: 

3

5

15

25

)12(5

11224

1

1
21

2




















x

x
f

ir 

.6
5

30

)12(5

2224
)(

23





xfx  

Ats.: Ne. 

2. Reikšmei )2(f  rasti sudarykime dviejų lygčių sistemą









).)2(2()2()2()2()1)2((

),22(2)2()2()12(
222

222

ff

ff

Atlikę veiksmus, gauname tokią sistemą: 








.8)2(3)2(
,8)2()2(3

ff
ff

Pirmą lygtį padauginę iš 3 ir sudėję su antrąja, gauname lygtį 

.32)2(8 f  

Iš čia .4)2( f  

Ats.: –4. 

3. Rasime visas funkcijas f: R  R, kurios tenkina lygtį

.2)1()( 42 xxxfxfx   (1) 

Kintamąjį x pakeitę kintamuoju x1 , gauname lygtį 

.)1()1(2)()1()1( 42 xxxfxfx   (2) 

Joje yra tie patys du nežinomieji ( )(xf  ir )1( xf  ) kaip ir (1) 

lygtyje. Todėl funkcijos f formulės galima bandyti ieškoti 

sprendžiant sistemą, sudarytą iš (1) ir (2) lygčių: 
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







.)1()1(2)1()1()(

,2)1()(
42

42

xxxfxxf

xxxfxfx

Iš pirmos lygties gautą )1( xf   išraišką 

)(2)1( 24 xfxxxxf 

įrašę į antrą, turėsime lygtį 

.)1()1(2)()1()2()1()( 42242 xxxfxxxxxxf   

Ją pertvarkykime taip: 

),2()1()1()1(2)())1(1( 42422 xxxxxxfxx   

).21)(1()()21( 4322432 xxxxxfxxx   

Iš čia ,1)( 2xxf   kai 










 


2

51
;

2

51
x , nes 

 ))1(1)()1(1()1(121 22432 xxxxxxxxx

 )1)(1( 22 xxxx ,0
4

5

2

1

4

3

2

1
22
















































 xx

kai 
2

5

2

1
x . 

Ats.: ,1)( 2xxf   kai 










 


2

51
;

2

51
x . 

4. Išspręsime funkcinę lygtį

,)()( 11 xxfxfx    x  R \ {0}. (3) 

Kintamąjį x pakeitę kintamuoju 
x

1
 , ,0x  gauname lygtį 

x
xf

x
xf

1
)(

1









 , 

turinčią tuos pačius nežinomuosius ( )( xf   ir 








x
f

1
) kaip ir (3) 

lygtis. 

Toliau spręskime lygčių sistemą 
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




























.
11

)(

,
1

)(
1

xx
fxxf

x
x

fxf
x

Iš pirmos lygties )(
11

xf
x

x
x

f 







. Įrašę šią išraišką į antrą lyg-

tį, gauname lygtį 

x
xfxxf

1
)()( 2  . 

Iš čia 
x

x
xf

2

1
)(

3 
  ( 0x ). 

Vadinasi, 
x

x

x

x
xf

2

1

2

1)(
)(

33 





 , .0x  

Ats.: 
x

x
xf

2

1
)(

3 
 , .0x  

5. Nustatysime, su kuriomis a, b ir c reikšmėmis funkcija f: R  R,

apibrėžta formule ,)( 2 cbxaxxf   tenkina lygtį 

;)()()( xyyfxfyxf   x, y  R. (4) 

Kadangi cbyayyf  2)( , 

 cyxbyxayxf )()()( 2 cbybxayaxyax  22 2 , 

iš (4) lygties gauname, kad parametrai a, b ir c turi tenkinti (su 

visais x, yR) tokią lygybę: 

.2 2222 xycbyaycbxaxcbybxayaxyax   

Iš čia gauname, kad turi galioti lygybė  xycaxy 2 , kai x, yR. 

Pasirinkę ,0x  gauname .0c  Kai ,1 yx  gauname .
2

1
a  

Taigi bx
x

xf 
2

)(
2

, b R, x R. 

Ats.: 
2

1
a , b – bet kuris realusis skaičius, .0c  
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6. Paeiliui įrašykime (į lygtį) k.n ...,,3,2,1  Gausime tokią lygybių

sistemą:

,2)0()1(  ff

,2)1()2( 2 ff

,2)2()3( 3 ff  

......................... 

,2)2()1( 1 kkfkf

.2)1()( kkfkf   

Sudėję jas, turėsime lygybę 

  kkfkf 22...222)0()( 132        

  )22...21(2)0( 122 kkf  

).12(2)0(  kf  

Remdamiesi sąlyga ,1)1( f  iš pirmos lygybės gauname, kad 

.121)0( f  

Taigi funkcijos f formulė yra tokia: 

.32)12(21)( 1  nnnf  

Ats.: ,32 1 n  n N. 

7. Kintamąjį x pakeitę –x, gauname lygtį xxfxf nn 3)()(2 

(kadangi n yra nelyginis natūralusis skaičius). Toliau sprendžiame 

sistemą 









xxfxf

xxfxf
nn

nn

3)(2)(

,3)()(2

(nežinomųjų )( nxf ir )( nxf   atžvilgiu). Iš jos gauname: 

)(23)( nn xfxxf   ir (iš antros lygties) 

.3))(23(2)( xxfxxf nn   Iš čia ,3)( xxf n   x  R. 

Vadinasi, ,3)( xxf   x  R. 

Ats.: ,3)( xxf   x  R. 
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8. Akivaizdu, kad 0)( xf  yra lygties sprendinys.

Tegu baf )( , .0b  Kai ,ay   tada gauname, kad 

)()( 2009 bfxbxf   su visais x  R. 

Kintamąjį bx pakeitę kintamuoju x, gauname, kad 

,
)(

)( 2009

2009
x

b

bf
xf   x  R. 

Pažymėję 
2009

)(

b

bf
k  , turėsime tokią funkcijos f formulę: 

,)( 2009kxxf   x  R; k – bet kuris realusis skaičius. 

Ats.: ,)( 2009kxxf   x  R; k  R. 

9. Rasime f: R  R, jeigu

),()()( yxfyfxf   kai x, y  R. (5) 

Kai ,xy   x  R, gauname lygybę )0()(2 fxf  ; ji galioja su 

visais x  R. 

Kai ,0y  iš (5) gauname, kad )()0()( xffxf   su visais 

x  R. Vadinasi, ,0)( xf  kai .0)0( f   

Tegu .0)0( f  Tada iš sistemos 











,),()0()(

),0()(2

Rxxffxf

fxf

išplaukia, kad .1)0( f  Vadinasi, ),()()0( yfyff   y  R,   

 ),()( yfyf   kai y  R. 

Iš čia ir sąlygos (gautos iš (5), pasirinkus yx  ) 

),2()()( yfyfyf   y  R, 

gauname: ,1)()2( 2  yfyf  kai y  R. 

Dydį –2y pakeitę dydžiu x, gauname galutinį rezultatą: ,1)( xf

kai x  R, t. y. .1)( xf  

Ats.: 0)( xf  arba .1)( xf  
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10. Išspręsime funkcinę lygtį

,2
1

1
)(2 x

x
fxfx 










  x  R, .1x        (6) 

Dydį x pakeiskime dydžiu 
x1

1
 ir gausime lygtį 

.0,
1

21

1

1

1

2











 











x

xx

x
f

x
f

x
        (7) 

Matome, kad atsirado naujas nežinomasis 






 

x

x
f

1
. Todėl kinta-

mąjį x pakeiskime kintamuoju 
x

x 1
. Gausime lygtį 

.
)1(2

)(
1)1(2

x

x
xf

x

x
f

x

x 








 
        (8) 

Iš (6)–(8) lygčių sudarykime sistemą 
























 









 
























x

x
xf

x

x
f

x

x
xx

x
f

x
f

x

x
x

fxfx

)1(2
)(

1)1(2

,
1

21

1

1

1

2

,2
1

1
)(2

ir išspręskime ją dydžio )(xf  atžvilgiu. Pirmą lygtį padauginkime 

iš 
x



1

2
, trečią – iš ,

)1(2 



x

x
o paskui sudėkime visas tris. Gausime

lygtį 

.1
1

2

1

4
)(

)1(2
)(

1

4














xx

x
xf

x

x
xf

x

x
 

Iš čia (kadangi 1x ) .0,
7

26
)( 


 x

x

x
xf  

Ats.: ,
7

26
)(

x

x
xf


  kai 1x  ir .0x  
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  1. Sakykime, kad lygiašonio trikampio ABC kampas tarp šoninių 

kraštinių AB ir AC lygus α  (1 pav.), taškas O – įbrėžto į trikampį  
apskritimo centras, taškuose E ir D įbrėžtas apskritimas liečia 
šoninę kraštinę AC ir pagrindą BC. Iš stačiojo trikampio AOE 

gauname, kad OAE
OE
AE

∠= ctg , t. y. 

.
2

ctg α= rAE  Kadangi  

∠ α−=α−=
2
190)180(

2
1 C , 

tai 
4

45
2
1 α

−=∠=∠ COCE . Iš stačiojo 

trikampio OEC turime  

rEC = ctg 





 α

−
4

45 . 

Tada =+= ECAEAC =













 α

−+
α

4
45ctg

2
ctg r  

          =
























 α

−







 α

−
+

α

α

=

4
45sin

4
45cos

2
sin

2
cos





r =






 α

−
α







 α

+

4
45sin

2
sin

4
45sin



r
 

         =






 α

−
α







 α

−
=

4
45sin

2
sin

4
45cos



r

2
sin

4
45ctg

α







 α

−r
. 

Tuomet trikampio plotas  

=α= sin
2
1 2ACS =α⋅

α







 α

−
sin

2
sin

4
45ctg

2
1

2

22 r
 

 
  

A

B CD

E
O

α

 
1 pav. 
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=
αα

⋅
α







 α

−
=

2
cos

2
sin2

2
sin

4
45ctg

2
1

2

22 r

2
ctg

4
45ctg22 α







 α

−r . 

Ats.: S
2

ctg
4

45ctg22 α






 α

−= r . 

 

  2. Iš stačiųjų trikampių APB ir CQB (2 pav.) turime  ==
BC
BQBcos  

AB
BP

= . Taigi 
AB
BC

BP
BQ

= , todėl tri-

kampiai ABC ir PBQ yra panašieji,  
o jų panašumo koeficientas yra 

B
AB
BQ cos= . Kadangi panašiųjų tri-

kampių perimetrų santykis lygus jų 
panašumo koeficientui, tai iš uždavinio 
sąlygos gauname, kad  

,cos
15
9 B

AB
BQ

==  t. y. 
5
3cos =B . Kadangi apie panašiuosius tri-

kampius apibrėžtų apskritimų spindulių santykis lygus jų panašumo 
koeficientui, tai apie trikampį ABC apibrėžto apskritimo spinduliui 

R turime 
5
35

9

=
R

, t. y. 3=R . Pagal sinusų teoremą trikampiui ABC 

randame 
5
24

5
3132sin2

2
=










−⋅⋅== BRAC . 

Ats.: 
5
24

=AC . 
 

  3. Sakykime, kad CD – stačiojo kampo pu-
siaukampinė (3 pav.). Kadangi =∠ACD  

,45=  tai =∠−−=∠ AADC  45180  

A

B

C

PQ

 
2 pav. 

A

D

BC E

O

3 pav. 
3  
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A∠−= 135 . Iš sinusų teoremos trikampiams AOC ir AOD turime 

45sin
2

sin

AO
A

CO
= , 

)135sin(
2

sin A
AO

A
OD

−
=


. Iš čia gauname  

2
2

2
sin AAO

CO = , 
)135sin(

2
sin

A

AAO
OD

−
=


. 

Pagal uždavinio sąlygą 
2

)135sin(2
2
3 A

OD
CO −

==


. Iš čia seka 

.60sin
2
3)135sin(  ==− A  Kadangi kampas A – smailusis, iš čia 

gauname, kad  60135 =− A  arba .12060180135  =−=− A  
Todėl 75=∠ A , tuomet 15=∠B , arba 15=∠ A , 75=∠B . 

Ats.: 15  ir .75  
 

  4. Sakykime, kad trapecijos ABCD įstrižainės AC ir BD susikerta taške 
O, hCH =  – trapecijos aukštinė (4 pav.). Nubrėžiame tiesę CE 
lygiagrečią su tiese BD. Kadangi keturkampis BCED – lygia-
gretainis, tai BCDE =  ir atkarpa AE yra lygi dvigubai trapecijos 
vidurio linijai. Nagrinėkime du atvejus: kampas AOB smailusis  
(4a pav.) ir kampas AOD  smailusis (4b pav.). Abiem atvejais 

trikampio ACE plotas S lygus α=⋅= sin
2
1

2
1 2AChAES . Iš čia 

A

B C

D EH

Oα α
O

A

B C

EH D  
a)            b) 

4 pav. 

 130 



ŠEŠTOJI UŽDUOTIS 

h
ACAE α

=
sin2

. Iš trikampio ACH randame 
CAD

hAC
∠

=
sin

. 

Kadangi trapecija lygiašonė, tai ir trikampis AOD lygiašonis, todėl 

)180(
2
1 AODCAD ∠−=∠  . Pirmuoju atveju 

2
α

=∠CAD , o 

antruoju 
2

90 α
−=∠ CAD . Tuomet 

2
sin α

=
hAC  arba 

2
cos α

=
hAC , 

taigi 
2

ctg2

2
sin

2
cos

2
sin2sin

2
sin 22

2 α
=

α

αα

=
α

⋅
α

= h
h

h
hAE , arba  

2
tg2sin

2
cos2

2 α
=

α
⋅

α
= h

h
hAE . 

Ats.: 
2

ctg αh  arba 
2

tg αh . 

 
  5. Sakykime, kad taškas M yra lanko AB vidurio taškas, taškai K ir L 

yra spinduliuose OA ir OB atitinkamai ir trikampis KLM – 
lygiakraštis (5 pav.). Išpjova AOB yra simetriška tiesės OM atžvil-
giu, todėl tiesė OM yra lygiašonių tri-
kampių KML, AOB ir KOL aukštinė, pu-
siaukraštinė ir pusiaukampinė. Sakykime, 
kad spindulys OM atkarpas KL ir AB kerta 
taškuose P ir Q. Iš trikampių AOQ ir KOP 

panašumo gauname 
OQ
OP

AQ
KP

= . Kadangi  

2
sinsin α

=∠= RAOQAOAQ ,  

 
2

3KLRMPOMOP −=−= ,  

P LK

M

Q

O

A B

 5 pav. 
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2

coscos α
=∠⋅= RAOQAOOQ ,  KLKP

2
1

= , 

tai  

2
cos

2
3

2
sin
2
1

α

−
=

α R

KLR

R

KL
. 

Iš šios lygties randame 

2
cos

2
sin3

2
sin2

α
+

α

α

=
R

KL . Pertvarkę turime  

=
α

+
α

α

=
α

+
α

α

=

2
cos30sin

2
sin30cos

2
sin

2
cos

2
1

2
sin

2
3

2
sin



RR
KL  

    






 α

+

α

=

2
30sin

2
sin



R
. 

Ats.: 

2
cos

2
sin3

2
sin2

2
30sin

2
sin

α
+

α

α

=






 α

+

α

=
RR

KL


. 

 
  6. Trapecijos ABCD pagrindai AD ir BC, ,90=∠=∠ BA  α=∠D   

(6 pav.), taškas O – į ją įbrėžto apskritimo 
centras. Apskritimas liečia trapecijos krašti-
nes AB, BC, CD ir DA atitinkamai taškuose 

L, K, M, N, taigi ,
2
hONOKOL ===  čia 

ABh =  – trapecijos aukštinė. Pagal apskri-
timo liestinių, nubrėžtų iš vieno taško sa-
vybę, DNDM = , CKCM = , todėl trape-
cijos perimetrui P turime hCMDMP 222 ++= . Iš trikampio OND 

C

D
N

L

K

M
O

A

B

 
6 pav. 
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turime 
2

ctg
2

ctg α
=∠=

hNODONND . Kadangi α−=∠ 180BCD , tai 

iš trikampio OCM randame  

=
α−

=∠=
2

180ctg
2

ctg
hOCMOMCM  

2
tg

22
90ctg

2
α

=





 α

−=
hh  . 

Taigi hhhP 2
2

tg
2

ctg +
α

+
α

= . Iš čia  

=
α

+
α

+
=

2
tg

2
ctg2

Ph  

.
)sin1(2

sin

1
2

sin
2

cos2
2

cos
2

sin

2
cos

2
sin

2
sin

2
cos

2
α+
α

=
+

αα

αα

=

α

α

+
α

α

+

=
PPP  

Ats.: 
)sin1(2

sin

2
tg

2
ctg2 α+

α
=

α
+

α
+

=
PPh . 

 
  7. Sakykime, kad trikampio ABC kraštinių AB, BC ir AC ilgiai yra c, a, 

b, taškas D yra kraštinės AB vidurio taškas, taškas O – apibrėžto 
apie trikampį apskritimo centras  
(7 pav.). Iš stačiųjų trikampių BAA1  
ir CAC1  gauname B,cBA cos1 =  

.cos1 BaBC =  Kadangi pagal užda-
vinio sąlygą CABA 21 = , tai  

BcaCABCBA cos22 −=−= . 
Analogiškai BacBC cos2 −= , Ka-
dangi taškas O yra apie trikampį 
apibrėžto apskritimo centras, tai CAOB ∠=∠ 2 , CBOD ∠=∠  ir 

A

B

C
O

D
M

A1
C1

C2 A2

 
7 pav. 
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CABO ∠−=∠ 90 . Analogiškai ACBO ∠−=∠ 90 . Jei tiesė OB 
atkarpą 22CA  kerta taške M, tai trikampiams MBC2  ir MBA2  
pritaikę sinusų teoremą, gauname  

2

22
sin)90sin( BMC

BC
C

MC
∠

=
−

, 
2

22
sin)90sin( BMA

BA
A

MA
∠

=
−

. 

Iš čia  

2

2
2 sin

cos
BMC

CBCMC
∠

∠
= , 

2

2
2 sin

cos
BMA

ABAMA
∠

∠
= . 

Kadangi 2BMC  ir 2BMA  – gretutiniai kampai, tai uždavinio 
sprendimui pakanka įsitikinti lygybės ABACBC coscos 22 =  
teisingumu. Įrašę atkarpų BC2  ir BA2  ilgių išraiškas, šią lygybę 
užrašome taip: =− CBac cos)cos( ABca cos)cos( − , bet tai yra 
lygybė, įrodyta 4 pavyzdyje. 

 
  8. Trikampyje ABC  

,cAB =  ,aBC =  bAC = , 
kampo C pusiaukampinė lCD =  (8 pav.). 
Trikampių ACD ir BCD plotų suma lygi 
trikampio ABC plotui, todėl yra teisinga 
lygybė 

+∠⋅ ACDCDAC sin
2
1

=∠⋅ BCDCDCB sin
2
1

 

CCBAC ∠⋅= sin
2
1

, t. y. .sin
2

sin)( CabCalbl =+  

Iš čia 
2

cos
2

sin2
2

sin)( CCabCalbl =+ , o kadangi ,0
2

sin ≠
C  tai 

ab
lbaC

2
)(

2
cos +

= . Taigi 
ab

lbaC
2

)(arccos2 +
=∠ . 

Ats.: 
ab

lba
2

)(arccos2 + . 

 

A

C

BD  
8 pav. 

 134 
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9. Tarkime, kad apskritimai, kurių centrai 1O  ir 2O , o spindulių ilgiai

1R  ir 2R  ( 1R > 2R ), išoriškai liečiasi taške C (9 pav.). Tiesė l,

liečianti apskritimus atitinkamai taškuose A ir B, kerta centrų tiesę

21OO  taške D ir .1  DAO  Nubrėžkime tiesę BE, lygiagrečią su

tiese 21OO , tuomet keturkampis 21EBOO  yra lygiagretainis,

2121 RROOEB  , 21 RRAE  , o EBA . Kadangi tiesės

AB ir 1AO  yra statmenos, tai trikampis EAB – statusis, todėl

A

E
B

D
O

1 O
2

l

C

9 pav. 

1

2

1

2

21

21

1

1

sin

R

R

R

R

RR

RR

EB

AE









 . Iš čia 






sin1

sin1

1

2

R

R
. 

Ats.: 




sin1

sin1
. 

10. Pagal sąlygą mxAB  , nxAD  , pyBD  , qyAC   (10 pav.).

Pagal lygiagretainio kraštinių ir įstrižainių savybę (1 pavyzdys)

turime ).(2 22222222 xnxmyqxp   Trikampiui ABD taikome 

kosinusų teoremą

A

B C

D

10 pav. 

ABDABADABBD cos2222  , 

t. y. 
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Amnxxnxmyp cos2 2222222  . 

Iš šios lygybės gauname ).cos2( 22

2

2
2 Amnnm

p

x
y   Įrašę į 

ankstesniąją lygybę ir suprastinę iš 
2x  turime: 

)(2)cos2( 2222

2

22

nmAmnnm
p

qp



. 

Iš čia 

)(2

))((
cos

22

2222

qpmn

nmpq
A




 . 

Todėl 

)(2

))((
arccos

22

2222

qpmn

nmpq
A




 , 

)(2

))((
arccos180

22

2222

qpmn

nmpq
B




 

. 

Ats.: 
)(2

))((
arccos

22

2222

qpmn

nmpq




 ir 

)(2

))((
arccos180

22

2222

qpmn

nmpq




 . 

SEPTINTOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 

1. Jeigu ,
22

21





 xx  tai 
222

21 








xx
ir 

222

21 








xx
. Tada 

,
2

cos
2

cos
2

cos
2

coscos 21212121 xxxxxxxx 









 

nes .1
2

cos0 21 



xx

 Lygybė galima tik tada, kai .21 xx   
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Vadinasi, funkcija xxf cos)(  intervale 






 


2
;

2
 yra iškila 

aukštyn. 

2. Pirmiausia nesunku įsitikinti, kad tarp

visų į apskritimą įbrėžtų, stačiųjų tri-

kampių didžiausio ploto yra lygiašonis

statusis trikampis ABC (žr. 1 pav.). Jo

plotas lygus
2R . 

Įsitikinsime, kad bet kokio bukojo 

trikampio, įbrėžto į apskritimą, plotas 

yra mažesnis už į tą apskritimą įbrėžto 

lygiašonio stačiojo trikampio plotą. 

2 paveiksle pavaizduotas statusis 

lygiašonis trikampis ABC ir bet koks 

bukasis trikampis AMN ).( MAN  

Kadangi ,ABAM   ACAN   ir 

,90  tai 

 90sin
2

1
ACABSABC  

.sin
2

1

2

1
AMNSANAMACAB   

Dabar tarp visų smailiųjų trikampių, 

įbrėžtų į apskritimą, ieškosime didžiausio 

ploto trikampio ir jo plotą palyginsime su 

lygiašonio stačiojo trikampio, įbrėžto į šį 

apskritimą, plotu. 

Sakykime, kad taškas O – apskritimo 

centras, o trikampio ABC kampų didu- 

mai yra atitinkamai ,    ir  . Tada  

(žr. 3 pav.) 

,22  CAOB   22 ABOC  .22  BAOC  

Tada ).2sin2sin2(sin
2

1 2  RSABC  

A

B C
O

A1
A2

1 pav. 

A

B C
O

NM

2 pav. 

A

B C

O

3 pav. 
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Funkcija ,2sin)( xxf   kai ,900  x  yra iškila aukštyn. Todėl 

.
2

3
120sin

3

222
sin

3

2sin2sin2sin





   

.
4

33

2

3
3

2

1 22 RRSABC   

Lygybė 2

4

33
RSABC   galima tik tada, kai .60  

Akivaizdu, kad .
4

33 22 RR   

Vadinasi, iš visų trikampių, įbrėžtų į spindulio R skritulį, 

didžiausią plotą turi lygiakraštis trikampis. 

3. Remdamiesi trijų neneigiamų skaičių aritmetinio ir geometrinio

vidurkių nelygybe, gauname:

.
3

coscoscos
coscoscos

3








 
  

Kadangi funkcija xxf cos)(   intervale 






 

2
;0  yra iškila aukštyn, 

tai 

.
2

1

3
cos

3
cos

3

coscoscos









 

Taigi .
8

1

2

1
coscoscos

3









  

Lygybė galima tik tada, kai .
3


  

4. Funkcija xxf tg)(   intervale 






 

2
;0  yra iškila žemyn, todėl 

2
tg

2

tgtg 



, 

2
tg

2

tgtg 



, 

2
tg

2

tgtg 



. 

Sudėję šias nelygybes, gauname: 
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









2

tg
2

tg
2

tgtgtgtg  

.
2

ctg
2

ctg
2

ctg
2

tg
2

tg
2

tg

















  

Lygybė galima tik tada, kai 
3


 . 

5. Pagal sinusų teoremą,

 sin2Ra ,  sin2Rb ,  sin2Rc ; 

čia A , B , C . 

Tada ).sinsin(sin2  Rcba  

Kadangi funkcija xxf sin)(   intervale );0(   yra iškila 

aukštyn, tai  

.
2

33

3
sin3

3
sin3sinsinsin 





  

Taigi .33
2

33
2 RRcba  Lygybė galima tik tada, kai 

3


 , t. y. kai trikampis yra lygiakraštis. 

  6.  a) Kadangi ,6)( 5xxf   o 030)( 4  xxf  su visomis x reikšmė-

mis, tai funkcija 6)( xxf   yra iškila žemyn visoje apibrėžimo 

srityje. 

b) Tegu ., Rba   Remdamiesi funkcijos 6)( xxf   iškilumu 

žemyn, gauname: 














 
6

6
66

666

2

)(
2

22

ba
ba

baba

.)()(32 666 baba   
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  7. a) 1 būdas. Kadangi 2

1

2

1
)(


 xxf , o 0

4

1
)( 2

3




xxf  su visais 

),;0( x  tai funkcija xxf )(  yra iškila aukštyn. 

2 būdas. Kadangi xxf )( > 0 su visais ),;0( x  tai 

nagrinėdami skirtumą gausime: 








 







 
2

21212

2

)()(

2

xfxfxx
f  




















 














 


4

2

222

212121

2

21

2

21 xxxxxxxxxx
 








4

2

4

2)(2 2121212121 xxxxxxxxxx




 0
4

)( 2
21 xx

.
2

)()(

2

2121 xfxfxx
f










 
 

Lygybė galima tik tada, kai 21 xx  . Taigi funkcija xxf )(  yra 

iškila aukštyn. 

b) Remdamiesi funkcijos xxf )(  iškilumu aukštyn, 

gauname: 







33

cpbpapcpbpap
 





33

)(3 pcbap
 

.3
3

3 p
p

cpbpap 

Lygybė galima tik tada, kai .cba   

8. Tegu trikampis ABC įbrėžtas į spindulio

R apskritimą (žr. 4 pav.). Šio trikampio

kampų pusiaukampinės kerta apskritimą

A

B C

A1

B1C1

4 pav. 
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taškuose ,1A  1B  ir 1C  atitinkamai. Apskaičiuokime trikampių ABC 

ir 111 CBA  perimetrus. 

Tegu ,A  ,B  ,C  ,11 A  ,11 B  

.11 C  

Tada 

),sinsin(sin2  RPABC  

ir ).sinsin(sin2 111111
 RP CBA  

Įrodysime, kad 

 sinsinsin .sinsinsin 111   

Kadangi 

,
2

1
CB

A


  
2

1
CA

B


  ir ,
2

1
BA

C




tai ,
2

1


  
2

1


  ir .
2

1


  

Remdamiesi funkcijos xxf sin)(   iškilumu aukštyn intervale 

);0(  , gauname: 

,sin2
2

sin2sinsin 1


  

,sin2
2

sin2sinsin 1




;sin2
2

sin2sinsin 1


  

Lygybės galios tik tada, kai .  

Sudėję šias nelygybes, gauname:   

 sinsinsin  ABCP111 sinsinsin .
111 CBAP

Lygybė galima tik tada, kai trikampis ABC yra lygiakraštis. 

9. Remdamiesi nelygybe tarp trijų neneigiamų skaičių aritmetinio ir

geometrinio vidurkių, gauname:

.6

8

1

1
3

2
sin

2
sin

2
sin

1
3

2
sin

1

2
sin

1

2
sin

1

3


















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(Rėmėmės nelygybe 
8

1

2
sin

2
sin

2
sin 








 (žr. 1 pavyzdžio 1-ąją 

nelygybę)). 

10.  a) 1 būdas. Nagrinėdami skirtumą gauname: 



















 

2

1

1

1

1

2
1

1

2

)()(

2

ba
ba

bfafba
f


















)1)(1(2

2

2

2

)1)(1(2

11

2

2

ba

ba

baba

ab

ba
 







)1)(1)(2(2

)2()1)(1(4 2

baba

baba







)1)(1)(2(2

)2444()1(4 22

baba

abbabaabba

,0
)1)(1)(2(2

)( 2







baba

ba

nes ,10  a  ,10  b  .02  ba  Lygybė galima tik tada, kai 

.ba   Taigi funkcija 
x

xf



1

1
)(  intervale (0; 1) yra iškila žemyn. 

2 būdas. Kadangi 

,
)1(

1

)1(

)1(1)1(1

1

1
)(

22 xx

xx

x
xf










































  )1()1(2))1((

)1(

1
)( 32

2
xxx

x
xf

,0
)1(

2
)1(2

3

3 


 

x
x  kai ),1;0(x  

tai funkcija 
x

xf



1

1
)(  intervale (0; 1) yra iškila žemyn. 
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b) 1 būdas. Tegu ,1
p

a
a   ,1

p

b
b   ,1

p

a
a   Tada 

2
2

111 



p

p

p

cba
cba  ir ,10 1  a  ,10 1  b  .10 1  c  

Kadangi funkcija 
x

xf



1

1
)(  intervale (0; 1) yra iškila žemyn, 











 

3

)()()(

3

111111 cfbfafcba
f  
















3

1

1

1

1

1

1

3
1

1 111

111

cba

cba






















cp

p

bp

p

ap

p

cba 3

1

)(3

3

111

















 0

3

1
3

cp

p

bp

p

ap

p
.9







 cp

p

bp

p

ap

p
 

Lygybė galima tik tada, kai 111 cba  , t. y. .cba   

2 būdas. Tegu ,1aap   1bbp   ir .1ccp   Tada 

pppcbapcba  23)(3111  ir  

.
1

3 3

111111 cba
p

c

p

b

p

a

p
  

Kita vertus, 

.
3

3
111

111 






 


cba
cba  

Todėl 

.9
3

3
111111





cba

p
c

p

b

p

a

p
 

Taigi .9






 cp

p

bp

p

ap

p
 Lygybė galima tik tada, kai 

111 cba  , t. y. .cba   
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AŠTUNTOSIOS UŽDUOTIES SPRENDIMAS 
(2007-2009) 

1. 1 būdas. Sudarome lošimo kauliuko dviejų metimų baigčių aibę, pa-

vaizduodami ją lentele (langeliuose – abiejų metimų rezultatų

suma):

I 

II 
1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 8 

3 4 5 6 7 8 9 

4 5 6 7 8 9 10 

5 6 7 8 9 10 11 

6 7 8 9 10 11 12 

Pagal klasikinį tikimybės apibrėžimą tikimybė, kad atsivertusių 

akučių suma nelyginė (įvykis A), lygi: .
2

1

36

18
)( AP  

II būdas. Įvykiai, kad I-uoju metimu lošimo kauliukas atsivers 

lyginiu (nelyginiu) akučių skaičiumi, ir, kad II-uoju metimu jis 

atsivers nelyginiu (lyginiu) akučių skaičiumi, yra nepriklausomi. 

Suma bus nelyginė, jeigu vieno metimo rezultatas bus lyginis, o 

kito – nelyginis. Todėl nagrinėjamojo įvykio A tikimybė, pritaikius 

(1) ir (3) formules, lygi: .
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
)( AP  

Ats.: .
2

1
 

2. Bandymo baigčių aibė sudaryta iš 36
21

892
9 




C  elementų. Įvykiui 

A – bus ištraukti skirtingų spalvų rutuliai – palankių baigčių yra 

26434232   (geltonas ir žalias arba geltonas ir raudonas, 

arba žalias ir raudonas). Pagal klasikinį tikimybės apibrėžimą 

.
18

13

36

26
)( AP  

Ats.: .
18

13
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3. I būdas. Trijų monetos metimų bandymo baigčių aibė yra

},,,,,,,{ sshshhshsssshsshhshshhhh ; čia h reiškia herbo atsi-

vertimą, o s – skaičiaus atsivertimą metus monetą atitinkamai

pirmą, antrą ir trečią kartą. Pagal klasikinę tikimybės formulę

,
8

1
)0( XP  ,

8

3
)1( XP ,

8

3
)2( XP  .

8

1
)3( XP  

Todėl atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 

m 0 1 2 3 

)( mXP 
8

1

8

3

8

3

8

1

II būdas. Atsitiktinio dydžio X reikšmės k tikimybę galima 

apskaičiuoti naudojantis Bernulio formule  

,)1()( knkk
n ppCkXP   kai ,3n  ,

2

1
p  .3,2,1,0k  

4. Pagal (5), (6) ir (7) formules gauname

,
2

3

8

12

8

1
3

8

3
2

8

3
1

8

1
0 EX

,
4

3

8

1

2

3
3

8

3

2

3
2

8

3

2

3
1

8

1

2

3
0

2222




































DX  

.
2

3

4

3
)(  X  

Pastaba. Apskaičiavus ,3)( 2 XE  dispersijai rasti galima 

naudotis formule .)()( 22 EXXEDX   Tuomet  

.
4

3

2

3
3

2









DX  

Ats.: ,
2

3
EX ,

4

3
DX  .

2

3
)(  X  

5. Iš funkcijos )(efu   apibrėžimo išplaukia, kad

,
6

1
})({))2,1(),(( 1  ePYXP  
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,
2

1

6

3
}),,({))1,2(),(( 432  eeePYXP  

.
3

1

6

2
}),({))4,3(),(( 65  eePYXP  

Taigi dvimačio atsitiktinio dydžio ),( YX  skirstinys toks: 

Y 

 X 
1 2 4 

1 0 
6

1
0 

2 
2

1
0 0 

3 0 0 
3

1

6. Apskaičiuokime tikimybes:

,
45

4
)0,1(  YXP  ,

45

6
)1,1(  YXP

,
45

6
)0,2(  YXP ,

45

9
)1,2(  YXP  

,
45

8
)0,3(  YXP  .

45

12
)1,3(  YXP  

Taigi dvimačio atsitiktinio dydžio ),( YX  skirstinys toks: 

Y 

X 
0 1 

1 
45

4

45

6

2 
45

6

45

9

3 
45

8

45

12



AŠTUNTOJI UŽDUOTIS 

147 

Papildykime šią lentelę atsitiktinio dydžio X reikšmių tikimybių 

stulpeliu ir dydžio Y reikšmių tikimybių eilute: 

Y 

X 
0 1 ip

1 
45

4

45

6

9

2

2 
45

6

45

9

3

1

3 
45

8

45

12

9

4

jq
5

2

5

3
1 

Kadangi visų šešių lygybių ,
45

4

5

2

9

2
 ,

45

6

5

3

9

2
  ,

15

2

5

2

3

1


,
5

1

5

3

3

1
 ,

45

8

5

2

9

4


15

4

5

3

9

4
 dešiniosios pusės sutampa su 

atitinkamomis skirtumo tikimybėmis, darome išvadą, kad atsitikti-

niai dydžiai X ir Y yra nepriklausomi. 

7. Atsitiktinio dydžio X galimos reikšmės yra 1 ir 2, atsitiktinio dydžio

Y galimos reikšmės taip pat 1 ir 2. Apskaičiuokime tikimybes

),( ji yYxXP  :

,
9

4

3

2

3

2
)1/1()1()0,1(  XYPXPYXP

,
9

2

3

1

3

2
)1/2()1()2,1(  XYPXPYXP

,
9

1

3

1

3

1
)2/1()2()1,2(  XYPXPYXP

.
9

2

3

2

3

1
)2/2()2()2,2(  XYPXPYXP  

Tuomet dvimačio atsitiktinio dydžio ),( YX  skirstinio, kartu su 

dydžio X ir dydžio Y skirstiniais, lentelė tokia: 
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Y 

X 
1 2 ip

1 
9

4

9

2

3

2

2 
9

1

9

2

3

1

jq
9

5

9

4
1 

Kadangi, pavyzdžiui, ,
9

4

27

10

9

5

3

2
  tai dydžiai X ir Y yra 

priklausomi. 

8. Sudėję kiekvienos eilutės tikimybes, gauname dydžio X reikšmių

tikimybes (stulpelis ip ), o sudėję stulpelių tikimybes – dydžio Y

reikšmių tikimybes (eilutė jq ):

Y 

X 
–1 1 ip

1 0,1 0,2 0,3 

2 0,1 0,1 0,2 

3 0,2 0,3 0,5 

jq 0,4 0,6 1 

Taigi atsitiktinio dydžio X skirstinys yra 

m 1 2 3 

)( mXP   0,3 0,2 0,5 

Atsitiktinio dydžio Y skirstinys: 

m –1 1 

)( mYP  0,4 0,6 

Kadangi 1,012,04,03,0  , tai atsitiktiniai dydžiai X ir Y yra 

priklausomi. 
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9. Papildykime skirstinio lentelę dydžio X ir dydžio Y reikšmių

tikimybėmis:

Y 

X 
1 2 ip

0 0,08 0,32 0,4 

1 0,12 0,48 0,6 

jq 0,2 0,8 1 

Atsitiktinių dydžių skirstiniai tokie: 

m 0 1 m 0 1 

)( mXP  0,4 0,6 )( mYP  0,2 0,8 

Kadangi ,08,02,04,0  ,32,08,04,0   ,12,02,06,0   

,48,08,06,0   tai dydžiai X ir Y – nepriklausomi. 

10. Kadangi dydžiai X ir Y nepriklausomi, tai

,07,07,01,0)1()1()1,1(  YPXPYXP

,03,03,01,0)1()1()1,1(  YPXPYXP

,35,07,05,0)1()2()1,2(  YPXPYXP

,15,03,05,0)1()2()1,2(  YPXPYXP

,28,07,04,0)1()3()1,3(  YPXPYXP

,12,03,04,0)1()3()1,3(  YPXPYXP

o ),( YX  skirstinys toks:

Y 

X 
–1 1 

1 0,07 0,03 

2 0,35 0,15 

3 0,28 0,12 
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BAIGIAMOSIOS UŽDUOTIES ATSAKYMAI 

1 2 3 4 
±2 0 3:7  224  



Išleistose LJMM knygelėse buvo nagrinėtos tokios 
temos: 

I KNYGA 

I. J. Šinkūnas. Kvadratinis trinaris. 
II. G. Stepanauskas. Rekurenčiosios sekos.
III. R. Kašuba. Elementarinės matematikos uždavinių sprendimo

metodai.
IV. A.Skūpas. Funkcija.
V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeninė skaičiaus dalis. Jų savybės. 
VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybių skaičiavimo pradmenys.
VII. L. Maliaukienė, J. Šinkūnas. Grafai.

II KNYGA 

I. J. Šinkūnas, A. Urbonas. Funkcija.  
II. E. Mazėtis. Apskritimų geometrija. Įbrėžtiniai ir apibrėžtiniai

daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai. 
III. B. Vasylienė. Skaičiaus modulis algebros uždaviniuose.
IV. J. Šinkūnas. Figūrų panašumas. Talio teorema ir jos taikymai.
V. D. Jurgaitis. Matematinės indukcijos metodas. 
VI. A. Urbonas. Lygčių, nelygybių bei jų sistemų ekvivalentumas.
VII. B. Grigelionis. Urnų schemos ir baigtinės Markovo grandinės.
VIII. A. Juozapavičius, J. Šinkūnas. Koordinačių sistemos. Žemėlapiai.

III KNYGA 

I. E. Stankus. Skaičių dalumas.  
II. R. Skrabutėnas. Grandininės trupmenos.
III. V. Vitkus. Vidurkiai.
IV. E. Mazėtis. Vektoriai.
V. J. Šinkūnas. Plokščių figūrų plotai. 
VI. S. Staknienė. Iracionaliosios lygtys ir nelygybės.
VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinės lygtys ir nelygybės.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.



IV KNYGA 

I. G. Stepanauskas. Skaičiavimo sistemos. 
II. P. Vaškas. Antrosios eilės kreivės. 
III. L. Maliaukienė. Įdomioji logika. 
IV. A. Urbonas. Atvirkštinės funkcijos. 
V. A. Apynis. Optimizavimo uždaviniai. 
VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys. 
VII. P. Survila. Tikimybių teorijos pradmenys. 
VIII. A. Nagelė. Kompleksiniai skaičiai. 

 
V KNYGA 

I. O. Jablonskienė. Planimetrijos uždaviniai.  
II. V. Pekarskas. Antrosios eilės kreivės. 
III. G. Stepanauskas. Skaičių dalikliai. 
IV. V. Stakėnas. Šifrai ir skaičiai. 
V. A. Apynis. Tiesinių lygčių sistemos. 
VI. R. Skrabutėnas. Algebrinės lygtys. 
VII. V. Vitkus. Brėžimo uždaviniai. 
VIII. R. Kašuba. Sudėtis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu. 

 
VI KNYGA 

I. A. Bakštys. Finansų matematika.  
II. E. Mazėtis. Geometrinės transformacijos. 
III. B. Galbogienė. Funkcijos reikšmių sritis. 
IV. V. Stakėnas. Paskalio trikampis. 
V. A. Apynis. Tiesinių lygčių sistemų taikymo uždaviniai. 
VI. L. Narkevičius. Invariantų metodas. 
VII. J. Šinkūnas. Tiesinės rekurenčiosios sekos. 
VIII. A. Apynis. Uždaviniai su parametru. 
 

  
 



VII KNYGA 

I. E. Stankus. Skaičių dalumas, dalumo požymiai.  
II. E. Mazėtis. Nelygybės geometrijoje. 
III. J. Šinkūnas. Kraštinio elemento principas. 
IV. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas. 
V. L. Maliaukienė, J. Šinkūnas. Grafai. Oilerio formulė. 
VI. J. Vainavičienė. Geometrinės vietos. 
VII. A. Apynis. Aibės, taikymo uždaviniai. 
VIII. A. Skūpas. Išvestinės ir integralai. 
 

VIII KNYGA 

I. J. Šinkūnas. Vidurkiai ir jų taikymai.  
II. I. Bagdonienė. Dirichlė principas. 
III. E. Stankus. Diofantinės lygtys. 
IV. L.Papreckienė. Daugianarių dalumas. 
V. A. Apynis, J. Šinkūnas. Niutono binomas. 
VI. E. Tumėnaitė. Logaritminės ir rodiklinės lygtys, nelygybės ir 

tapatybės. 
VII. E. Mazėtis. Stereometrijos uždaviniai. 
VIII. A. Apynis. Trigonometriniai uždaviniai. 
 

IX KNYGA 

I. A. Urbonas. Dirichlė principas.  
II. A. Apynis. Neapibrėžtųjų koeficientų metodas. 
III. A. Apynis. Sumavimas. 
IV. E. Tumėnaitė. Logaritminės lygtys ir nelygybės. 
V. E. Mazėtis. Geometrijos uždavinių sprendimo analiziniai metodai. 
VI. E. Stankus, J. Šinkūnas. Pilnosios tikimybės formulė. 
VII. E. Mazėtis. Vektoriai erdvėje. 
VIII. E. Stankus, J. Šinkūnas. Progresijos. 
 

  



X KNYGA 

I. A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.  
II. A. Urbonas. Nestandartiniai uždaviniai. 
III. V. Pekarskas. Trigonometrinių keitinių taikymas sprendžiant 

uždavinius. 
IV. A. Apynis. Nelygybės tekstiniuose uždaviniuose. 
V. J. Šinkūnas. Kompleksiniai skaičiai ir jų taikymas. 
VI. E. Mazėtis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jų taikymai. 
VII. E. Stankus. Bernulio formulės ir jų taikymas. 
VIII. E. Mazėtis. Briaunainiai. 
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