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PRATARME

Sioje vienuoliktojoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos
knygeléje ,,Jaunajam matematikui“ yra pateikta 2008-2010 mokslo
metais nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM
klausytojams ir jy sprendimai.

Knygelés turinj sudaro Sios temos: kvadratinés lygtys tekstiniuose
uzdaviniuose (E. Tuménaité), Bezu teorema (A. Apynis); masiy centras
ir jo taikymas (J. Sinkiinas); lyginiai ir jy taikymas (E. Stankus);
funkcinés lygtys (A. Apynis); trigonometrijos taikymas geometrijoje (E.
Mazétis); iskilosios funkcijos ir nelygybés (J. Sinkiinas); priklausomi ir
nepriklausomi atsitiktiniai dydziai (E. Stankus). Skaitytojas taip pat ras
2008 mety stojamaja uzduoti ir jos sprendimg bei 2010 mety
baigiamosios uzduoties pavyzdj.

Kad bty lengviau naudotis knygelémis ,.Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy deSimties
LIMM mokslo mety temy sgrasas.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Raskite natiiralyjj skaiciy, kurj sudauginus su skai¢iumi, uzrasytu
atvirkscia skaitmeny tvarka, gaunamas skaicius 78 445.

. Duonoje yra 40 % vandens, o Sios duonos dzitivésiuose — 20 %
vandens. Keliais procentais sumazéja duonos masé jg dziovinant?
Kiek kilogramy duonos reikia sudziovinti, kad gautume devynis
kilogramus dzitvésiy?

. Akciné bendrové parduoda 1000 akcijy. Ji nustaté 10 % nuolaidg
kiekvienai penktai parduodamai akcijai ir 25 % nuolaidg kiek—
vienai tryliktai parduodamai akcijai. Jeigu akcijai tenka abi
nuolaidos, tai taikoma didesnioji nuolaida. Apskaiciuokite, kokig
pinigy sumg gavo bendrové, pardavusi akcijas, jeigu vienos akcijos
kaina 1000 Lt.

. Pusapskritimis, kurio skersmuo yra staciojo trikampio ABC
(£C =90") didesnysis statinis AC, kerta trikampio jZambing taske
D. Apskaiciuokite pusapskritimio ilgj, jeigu trikampio mazesnysis
statinis lygus 30, o styga CD lygi 24.

. Kubo virStnés nupjautos taip, kad likusios kubo sieny dalys yra
taisyklingieji aStuonkampiai. Raskite likusios kubo dalies tiirj, jeigu
kubo briauna lygi a.

. I8spreskite lygciy sistema
{xz —4y2 —-Xy+5y=1,
X2 +3y2 —-xy—-4y=-1.
. Raskite visas nattiraliyjy skaiciy x ir y poras (X; y), kurioms esant
galioja lygybé
X2 —3xy+2y2 +6=0.



STOJAMOJI UZDUOTIS

8. Raskite visas natiiraliyjy skaiciy poras, kurias sudaranciy skaiciy
bendras maziausias kartotinis yra 2496, o bendras didziausias
daliklis 24.

9. IS natiiraliyjy skai¢iy 1, 2, 3, ..., 100 sudarytos visos galimos poros
(m; n), m<n.Kiek yra pory, kuriy skai¢iy sandauga dalijasi i§ 3?

10. Sachmaty turnyre kiekvienas Zaidéjas Zaidzia po viena partija su
likusiais turnyro dalyviais. Du zaidéjai, suzaide po 5 partijas,
pasitrauke i§ turnyro. Todé¢l turnyre buvo suzaistos tik 38 partijos.
Ar Sie du zaidé¢jai zaidé tarpusavyje?
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I. KVADRATINES LYGTYS TEKSTINIUOSE
UZDAVINIUOSE

Erika Tuménaité
(Panevézio Juozo Balcikonio gimnazija)

Kvadratinémis lygtimis vadinamos lygtys, kuriy bendroji iSraiSka

yra ax? +bx+c=0; &a X yra kintamasis, o realieji skai¢iai a, b ir ¢ —
lygties koeficientai (skaic¢ius ¢ kartais dar vadinamas laisvuoju nariu).
Atsizvelgiant | koeficienty reikSmes, kvadratinés lygtys skirstomos |
pilngsias (Kai a, b, ¢ — nelygts nuliui skaiéiai) ir nepilngsias (kai a=0,
0 b arba c lygas nuliui).
Prisiminkime pilnosios kvadratinés lygties sprendima.

Kvadratinés lygties ax? +bx+c=0 (a=0) diskriminantas yra

D =b? —4ac.
Kai D >0, lygtis turi du skirtingus realiuosius sprendinius:

_-b-vD .,  ~_-b+JD

X
! 2a 2a

2

Kai D=0, lygtis turi kartotinj sprendinj X =X, = —% :

Kai D <0, lygtis realiyjy sprendiniy neturi.

Tekstiniais uZdaviniais vadinami tokie uzdaviniai, kuriuose mate-
matiné problema formuluojama Zodziais apraSant situacija bei sasajas
tarp zinomy ir norimy suzinoti dydziy.

Sprendziant daugelj matematikos ar technikos tekstiniy uzdaviniy,
reikia sudaryti kvadratines lygtis arba trupmenines lygtis, kurios pakei-
¢iamos kvadratinémis.

Pirmiausia reikia labai atidziai perskaityti uzdavinio salyga ir
sudaryti matematinj modelj. ISsprendus uzdavinj reikia iSanalizuoti, ar
gautieji sprendiniai tenkina uzdavinio salygg. Visus mokyklinius teksti-
nius uzdavinius galima suskirstyti j tam tikras grupes. Pavyzdziui,
judéjimo, misiniy, darbo, lydiniy, geometrinio turinio ir kt.

I$spresime keleta tokiy uzdaviniy pavyzdziy.



KVADRATINES LYGTYS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

1 pavyzdys. Konferencijos dalyviai pasisveikino paspausdami vie-
nas kitam rankas. Kazkas suskaiCiavo, kad ranky paspaudimy buvo 66.
Kiek Zmoniy dalyvavo konferencijoje?

Sprendimas. Kiekvienas i§ X dalyviy pasisveikino x-1 Kkarty.
Vadinasi, i§ viso pasveikinimy buvo X-(X—1). Bet dviejy zmoniy
pasisveikinima reikia laikyti vienu rankos paspaudimu. Todél ranky
X-(x-1) X'(X_1)=66. S

2 2
kvadratiné lygtis turi du sprendinius: x; =—11 (netinka), x, =12.

Ats.: 12 dalyviy.

paspaudimy skaicius yra . Sudarome lygti

2 pavyzdys. Skrido biciy spie¢ius. Bités, kuriy skaiCius lygus
kvadratinei Sakniai i§ pusés visy biciy skaiiaus, nutipé ant jazmino

kriimo, uz saves paliko g spieciaus. Dar dvi bités suko apie lotoso
zieda. Kiek i§ viso bi¢iy buvo spieciuje?
Sprendimas. Biciy skai¢iy spieciuje pazymékime X. Pagal uzdavinio

salyga sudarome lygti

§+§x+2=x.
2 9

Pazyméje y = \/% , gausime kvadratine lygti

2y? -9y -18=0.

Jos sprendiniai yra: y;=-15 (netinka), y,=6. Taigi
x=2.62=72.

Ats.: 72 bites.

3 pavyzdys. 25 m per sekunde greiciu | virSy iSmestas kamuolys.
Po keliy sekundziy Sis kamuolys bus 20 m aukstyje nuo Zemés?

Sprendimas. IS fizikos Zinome, kad kiino pakilimo nuo Zemés auks-
tis h skai¢iuojamas pagal formule

2
h:vt—i;
2



| TEMA

¢ia v yra mesto kuno greitis, t — laikas, o g laisvojo kritimo pagreitis
(9,8 m/s?).
Kad biity lengviau skai&iuoti, imkime g=10 m/s* (su 2 % paklaida).
2
Tada gausime lygt] 20= 25t —% , 018 jos — lygti t2 —5t+4=0.

I$ sprendiniy (t; =1, t, =4) matome, kad kamuolys du kartus pabuvoja

20 m aukStyje: pirma karta kildamas (po 1 sekundés), o antrg karta —
krisdamas Zzemyn (po 4 sekundziy).
Ats.: 1s,4s.

4 pavyzdys. Apskritimu prieSingomis kryptimis juda du kanai.
Pirmas juda pastoviu greiciu v, 0 antras juda su pagreiciu a. Tam tikru
laiku abu kiinai yra taske A ir tuo momentu antro kino greitis lygus
nuliui. Nustatykime, po kurio laiko kiinai susitiks pirma karta, jei
zinoma, kad antrg kartg jie susitikty taske A.

Sprendimas. Pirmas kiinas per laikg t nueina kelig vt, 0 antras —
2
kelig %. Jei R — apskritimo spindulys, tai pazyméje t; ir t, — kiiny

pirmo ir antro susitikimo laika, gausime lygc€iy sistema

2
at
vt + L = 271R,
22
vty = =2 = 27R.
2
. 2v 2v? . _ .
I§ ¢ia tp =—, tod¢l 2nR=——. Vadinasi, t; galima rasti i$
a a
sistemos
2
4y
at12 +2vtj ——— =0,
a

t1>0.

I$sprendg ja, gauname, kad t; = %(\/g -1).

Ats.: %(\/5—1).

10



KVADRATINES LYGTYS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

5 pavyzdys. Du péstieji tuo paciu metu i$éjo vienas prie§ kitg ir
susitiko po 3 valandy. Per kiek laiko kiekvienas i$ jy jveiké visa atstuma,
jei pirmas atéjo j vietove, i$ kurios i8¢jo antras, 2,5 h véliau negu antras
atéjo 1 vietove, i§ kurios i§€jo pirmas.

Sprendimas. Atstuma tarp vietoviy pazymékime S. Jei pirmas visa
atstumg jveiké per X valandy, tai antras per (x —2,5) valandy. Sudarome

lygti (

. -3=s. Pertvark¢ gauname kvadrating lygti
X—=25 X

2x% —17x+15=0, turin¢ia du sprendinius: x; =1, X, =7,5. Pagal
uzdavinio salyga turi bati X >2,5; todél x =1 netinka.

Ats.: 7,5h,5h.

6 pavyzdys. Sumaisius du sieros tirpalus gauta 10 kg naujo sieros
tirpalo. Pirmame tirpale buvo 1 kg, o antrame — 0,3 kg grynos sieros.
Nustatykime abiejy tirpaly mases, jei zinoma, kad pirmame tirpale yra
20 % grynos sieros daugiau negu antrame.

Sprendimas. Tegu x — pirmo tirpalo masé, o y — antro tirpalo masé.
Tada x+ y=10.

Pirmame tirpale grynos sieros yra 1-100 procenty, 0 antrame
X

tirpale — 93 -100 procenty. Sprendziame lygciy sistema
y

X+ Yy =10,
100_30_,,
X y
ir gauname:
y=10-x,
X 10-x

100(10—x)—30x=20(10—x) x,
20x2 —330x+1000=0,
2x% —33x+100=0,

11



| TEMA

X =125 (netinka), x, =4.
Taigi x=4, y=6.
Ats.: 4 kg ir 6 kg.
7 pavyzdys. Dviejy teigiamy skaiéiy aritmetinis vidurkis lygus 25.
Jis yra 10 vienety didesnis uz §iy skaiCiy geometrinj vidurkj. Raskime
tuos skaicius.

Sprendimas. Tegu x yra pirmas skaicius, 0 Yy — antras.

Kadangi skai¢iy x ir y aritmetinis vidurkis % lygus 25, tai

y=50-X.
Skai¢iy x ir 50— x geometrinis vidurkis yra /x (50— x) . Pagal

salyga, m =15. Spresdami Sig lygti, gauname:
50x—x? =225,
x2 —50x+225=0; ¥, =5, X, =45.
Tada y; =45, y, =5.
Ats.: 5ir 45.

8 pavyzdys. Miestai A ir B yra ant upés kranto. Miestas B Zemiau
negu miestas A. Devintg valanda ryto i§ A j B buvo i$plukdytas sielis, o
i$ B i A i§plauké valtis. Po 5 valandy juodu susitiko. Valtis, pasiekusi A,
tuojau apsisuko ir grjzo j miesta B. Ir valtis, ir sielis atplauké tuo paciu
metu. Ar suspéjo sielis ir valtis atplaukti j miestg B iki tos pac¢ios dienos
devintos valandos vakaro?

. km . . - .
Sprendimas. Tegu X e yra valties greitis stovin¢iame vandenyje,

km e . : .
y o upés tekmes greitis, o atstumas tarp miesty A ir B yra s km.

s=5(x—-y)+5y,
Sudarome lyg¢iy sistemg ¢ _S S _ S
X-y X+y Yy

I$ pirmos lygties randame x = 5 Kadangi reikia rasti sielio (ir

12



KVADRATINES LYGTYS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

valties) plaukimo laika i, tai antra lygtj pertvarkome taip, kad gautume
y

dydj > :
y
S S S s 5 S 1 1 1
—t——== > —t—=- > + == =
X=y x+y y S, S,y SZSY S+5Y 1y
575 5 5
> 5% 1 2 q0y-25y220 =

s—5y s+b5y vy

2 S
= (EJ —10{3J—25:0 =N Z:? =
y y 72 -10z-25=0

==,
= =

s
21=5—5\/§(netinka) 22=5+5\/5 y

Kadangi 5+5v2 ~12,07, tai 9+12,07=2107 > 21.
Ats.: Nesuspéjo.

—54542.

10 pavyzdys. Staiojo trikampio perimetras lygus 60 cm, 0
aukstingé, nubrézta i§ staciojo kampo vir§iinés j jZambine, lygi 12 cm.
Raskime §io trikampio krastiniy ilgius.

Sprendimas. Staciojo trikampio ABC krastiniy ilgius pazymékime a,
bir c (zr. pav.). Pagal salyga, a+b+c=60.

Trikampio ABC plotg S galima apskaiciuoti dvejopai:

S =1ab arba S =1c-12.
2 2

Gauname lygybe ab=12c. Pagal Pitagoro C
teorema, a%+b% =c?. b a
Toliau sprendziame trijy lygciy sistema A 12L 5
a+b+c=60, ¢D
ab=12c,
a’+b%=c?

13



| TEMA

ir gauname:
a+b=60-c, a® +2ab+b? =3600-120c +¢?,
ab=12c, = <ab=12c, =
a?+b%=c? a’+b%=c?
c? +24c =3600-120c + c2, c =25
= <ab=12c, = <ab=300,
a2 +p2 =2 a+b=35.

Pagal Vijeto teorema, a ir b yra kvadratinés lygties

x2 —35x+300=0
sprendiniai.
Gauname dvi a ir b reikSmiy poras: a=20, b=15 ir a=15,
b=20.
Atsakymas toks: trikampio ABC statiniy ilgiai yra 15 cm ir 20 cm.,
0 jzambinés ilgis 25 cm.
Ats.: 15 cm, 20 cm ir 25 cm.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Duvi valstietés kartu j turgy atnesé 100 kiauSiniy (pirmoji maziau uz
antraja). Juos pardavusios, gavo vienodas pinigy sumas.
Grjzdama namo, pirmoji valstieté taré antrajai: ,,AS tavo
kiau$inius buciau pardavusi uz 15 pinigéliy“. Antroji atsaké: ,,0 as
e a2 . e
tavo kiauSinius buc¢iau pardavusi uz 65 pinigéliy®. Kiek kiauSiniy

buvo atnesusi j turgy kiekviena valstieté?

2. Duviratininkas kiekvieng minute nuvaziuoja 500 m maziau nei
motociklininkas, todél 120 km kelyje jis uztrunka 2 valandomis
ilgiau negu motociklininkas. Raskite dviratininko greitj.

3. Baseinas pripildomas dviem vamzdziais Pirmuoju vamzdziu 1 m®
vandens pribéga 4 min. grei¢iau negu antruoju. Kiek kubiniy metry

14



KVADRATINES LYGTYS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

vandens pribégs | baseing antruoju vamzdziu per 5 h, jei pirmuoju
vamzdziu per ta laika pribéga 100 m® vandens daugiau.

. Rankrast] verCia du vertéjai. Pirmagsias dvi valandas dirbo tik
pirmas vertéjas, o po to Sesias valandas jie dirbo kartu. Per §j laika
buvo i8versta 80 % rankrascio. Kiek laiko reikéty pirmajam vertéjui
iSversti visg rankrastj, jei zZinoma, kad antrasis uztrukty keturiomis
valandomis ilgiau?

. DvizZenklio skaiCiaus skaitmeny aritmetinis vidurkis puse vieneto
didesnis uz jy geometrinj vidurkj, o skaitmeny suma lygi 5. Raskite
ta skaiciy.

. I8 vieno tasko tuo paciu metu viena kryptimi startavo trys ziedine
trasa lenktyniaujantys dviratininkai. Jy greiciai pastovis. Vaziuo-
damas penkta ratg, pirmasis dviratininkas pirmg karta po starto
pasivijo antrajj taske, diametraliai prieSingame starto taskui. Dar po
pusvalandzio pirmasis dviratininkas antra karta aplenké treciaji.
Antrasis dviratininkas pirma karta pasivijo treCiaji praéjus
3 valandoms po starto. Kiek raty per valandg nuvaziuoja pirmasis
dviratininkas, jei antrasis vienam ratui jveikti sugaiSta ne maziau
kaip 20 minu¢iy?

. Pirklys pirko aviy bei arkliy ir sumokéjo 780 auksiny. Po to jis
pardavé visus gyvulius — arklius po 73,6 auksino, o avis po 11
auksiny. Uz kiekvieng arklj jis gavo 15 % pelno, o uz kiekvieng avj
tiek procenty pelno, kiek auksiny ji jam paciam kainavo. Kiek
arkliy ir aviy jis buvo pirkes, jeigu bendras gyvuliy skaiCius
mazesnis uz 30?7 (1921 m. Panevézio berniuky gimnazijos egzamino
uzduotis).

. Keliu, kylanciu j kalng, i§ punkto A i punktg B, esantj uz 12 km,

. . . km o . . .
eina péstysis pastoviu 6 s grei¢iu. Tuo paciu metu i§ punkto A |

punkta B iSvaziavo autobusas. Nuvaziaves | punktg B (grei¢iau negu
per vieng valanda), autobusas pasuko atgal ir po 12 min. sutiko

15



| TEMA

10.

péstiji. Raskite autobuso greiti vaziuojant i kalna, jei Zinoma, kad
jis du kartus mazesnis uz greitj leidziantis Zemyn.

Keliantis paprastuoju liftu j 33 metry aukstj ir sustojant du kartus
po Sesias sekundes, reikia tiek pat laiko, kaip ir keliantis greituoju
liftu § 81 metro aukstj, bet sustojant tik vieng karta septynioms

sekundéms. Raskite greitojo lifto greitj, jei jis yra 1,5 M didesnis
S

uz paprastojo lifto greit;.

Taskas M yra staCiojo kampo viduje. Jo atstumai iki kampo

krastiniy yra 4 cm ir 8 cm. Tiesé, nubrézta per taSkg M, atkerta

statyjj trikampj, kurio plotas lygus 100 cm?®. Raskite §io trikampio
statiniy ilgius.

At

E3
A

(i l(/<l'.
N)

<
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Il. BEZU TEOREMA

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Studijuodami $ig tema, susipazinsime su daugianario P(x) dalumu
i§ dvinario X—a, su algebrinés lygties P(x)=0 racionaliaisiais ir
P(x)
Q(x)
reikSmiy skai¢iavimu daugianariy P(X) ir Q(X) bendry (realiyjy) Sakny
aplinkose.

iracionaliaisiais sprendiniais bei apytiksliu racionaliojo reiskinio

1. Daugianario P(x) dalumas i§ dvinario x—a. Cia nagrinésime
daugianarius P(x), kuriuos galima uzrasyti formule

anX" +an X"t ax® rax+ag,

kurioje koeficientai ay,an_q,...,80, 81,89 Yyra kurie nors racionalieji
skaiciai (ap #0). Auksciausias X laipsnio rodiklis n (n eN) yra vadina-
mas daugianario P(x) laipsniu, o koeficientas ay daznai vadinamas jo

laisvuoju nariu.

Sakoma, kad n-tojo laipsnio daugianaris P(x) dalijasi i§ dvinario
X—a (a — kuris nors realusis skaiCius), jeigu yra toks (n-—1)-0jo
laipsnio daugianaris

Q(X) =by X"+ b, oX"2 4.+ byX+by, by g %0,
kuriam esant galioja lygybé
P(X) =(x-a)Q(x).
Daugianario Q(x) paieska yra tam tikra problema; taciau pakanka
iSmokti dalyti kampu ir jokiy ripes¢iy nebeliks. Stai tokios dalybos
pavyzdys. Daugianarj
P(x)=x3+5x2+7x+3
padalykime i§ dvinario X +3:
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_x3+5x2+7x+3 |x+3
x5 4 3x2 X2 +2x+1
_2x2+7x+3
2x% + 6x

_x+3
X+3

0
Gavome nuliui lygig liekang, todél galima sakyti, kad galioja lygybé
X2 +5%2 +7X+3= (x+3)(x2 +2Xx+1).
Sios lygybés teisingumg lengva patikrinti dauginant dvinarj x+3 i§

trinario x® + 2x +1. Rezultatas turi biti daugianaris X3 +5x2 +7x+3.
Nagring¢jant konkreCius pavyzdzius galima jsitikinti, kad tas pats
daugianaris P(x) dalijasi ne i§ kiekvieno dvinario x—a. Pasirinkime
a=1irdalykime P(x)= x> +5%2 +7x+3 i§ dvinario X—1:
_x3+5x2+7x+3 [x=1

x3— x2 x2+6x+13

_ 6X% +7x+3
6X? — 6X
T 1303
13x-13
16
Dalybos liekana yra 16, todél turime tokiag P(x) iSraiSka:
X +5x% +7X+3 = (x—l)(x2 +6x+13)+16.
Ar galima i$ anksto (taigi nedalijant!) suzinoti, kokia bus P(x)
dalybos i§ x —a liekana?
Bezu teorema (Bezout Etienne, 1730-1783, pranciizy matema-
tikas). Dalijant daugianarj P(X) is dvinario X —a, liekana lygi P(a).
Teoremos jrodyma praleisime — jj galima rasti universiteto studen-

tams skirtuose algebros vadovéliuose.
Zinome, kad realusis skai¢ius a yra vadinamas daugianario P(Xx)
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Saknimi, arba lygties P(x)=0 sprendiniu, jeigu P(a)=0. Kita vertus,
gavus P(x) dalybos i§ x—a lickang P(a), lygia nuliui, galima
tvirtinti, jog a yra P(x) Saknis (lygties P(x) =0 sprendinys); tai aiskiai
matyti i§ lygybés (x—a)Q(x)=0.

Vadinasi, galima suformuluoti tokig iSvada: n-tojo laipsnio
daugianaris P(x) dalijasi is dvinario x—a tada ir tik tada, kai a yra
P(X) Saknis (lygties P(x)=0 sprendinys).

2. Racionalieji ir iracionalieji algebrinés lygties sprendiniai. Jei
n-tojo laipsnio daugianario P(x) koeficientai yra racionalieji skaiCiai,
tai lygtis P(x)=0 vadinama n-tojo laipsnio algebrine lygtimi.

Pavyzdziui, lygtis %xS +4x% + % X +% =0 yra 5-ojo laipsnio algebriné

lygtis. Aisku, kad kiekviena algebringe n-tojo laipsnio lygti galima
pakeisti ekvivalencia to paties laipsnio lygtimi su sveikaisiais koefi-
cientais — tereikia lygtj padauginti i§ visy koeficienty vardikliy bendro
maziausio kartotinio.

Algebrinés lygties P(x)=0 realieji sprendiniai (sprendiniai, pri-
klausantys realiyjy skaiCiy aibei) gali biiti ir racionalieji, ir iracionalieji
skaiCiai. Pavyzdziui, treciojo laipsnio lygtis x> —3x2 —2x+6=0 turi
tris realiuosius sprendinius: 3, -2 , V2 ; vienas 1§ jy yra racionalusis,
0 kiti du — iracionalieji. Daugiau sprendiniy §i lygtis neturi. Tai matyti i$
daugianario P(x)= x° —3x% —2x+6 skaidinio:

P(x) = (x* —3x%) - (2x— 6) = x> (x—3) —2(x—3) = (X —-3)(x> —2) =
=(x=3)(x=v/2)(x+~/2).

Ar yra kokiy nors pozymiy, rodanciy, kokie galéty biiti konkrecios
algebrinés lygties P(x)=0 realieji sprendiniai — racionalieji ar iracio-
nalieji skaiciai? Vieng tokio pobtudZio pozym] galima suformuluoti taip:

Jeigu daugianario

P(x)=a X" +a, X" +..+ax+ag

visi koeficientai yra sveikieji skaiciai, o jo racionalioji Saknis P (p.q-—
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sveikieji skaiciai; q=0) yra nesuprastinama trupmena, tai p yra
laisvojo nario ag daliklis, o q — koeficiento a,, daliklis.

Sprendziant algebrines lygtis P(x)=0 labai pravercia pradinés
analizés rezultatai. Nustacius, kad kuris nors racionalusis skaicius a yra
jos sprendinys, daugianarj P(X) galima padalyti i§ x—a, 0 paskui
nagrinéti Zemesnio laipsnio lygtj. Si lygtis taip pat gali turéti bent vieng
racionalyjj sprendinj.

1 pavyzdys. I$spreskime ketvirtojo laipsnio lygtj

x* —4x3 +5x% —4x+4=0. (1)

Sprendimas. Si lygtis gali turéti tik tokius racionaliuosius

sprendinius: +1; +2; +4. Patikrinti galima tiesiogiai skai¢iuojant
P(x)=x*—4x3+5x2 —4x+4 reikimes P(-1), P(1), P(-2), P(2),
P(-4) ir P(4). Gauname, kad P(2)=0 ir PX)=0, Kkai
xe{-11,—2;—4; 4}. Taigi (1) lygtis turi tik vieng racionalyjj sprendinj
— skaiciy 2. Padalykime P(x) i§ x—2. Dalykime kampu:

_x4—4x3+5x2—4x+4 | x—2
x* - 2x3 X3 —2x% +x—2

23 +5x% —4x+4
—2x3 4 4x2
_x2—4x+4
_x2—2x

_=2x+4
—2x+4

0

Matome, kad (1) lygti galima pakeisti lygtimi
(x—2)(x3—2x2 +x-2)=0.
Toliau sprendziame lygtj
x3—2x% +x-2=0
ir matome, kad laisvojo nario daliklis 2 yra jos sprendinys (kartotiné
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daugianario P(x) Saknis). Vadinasi, daugianaris
Q(x)=x3-2x%+x—2 dalijasi i§ dvinario x—2. Gauname skaidinj
Q(X)=(x— 2)(X2 +1) . Kvadratinis dvinaris x2 +1 realiyjy Sakny neturi,
todél lygtis Q(x) =0 turi tik vieng realyjj sprendinj — skaiciy 2.

Darome iSvada, kad (1) lygtis turi tik vieng realyjj sprendinj
(x=2).

2 pavyzdys. Nustatykime, ar lygtis

x* —2x3 —2x% +10x—15=0 )
turi iracionaliyjy sprendiniy.

Sprendimas. Pirmiausia patikrinkime, ar (2) lygtis turi racionaliyjy
sprendiniy. Tarp pretendenty yra tik Sie sveikieji skaiciai (laisvojo nario
dalikliai): £1, £3, £5, £15. Né vienas i§ jy netenkina lygties. Taigi
(2) lygtis racionaliyjy sprendiniy neturi. TacCiau tas nereiskia, kad ji turi
nors vieng iracionalyji sprendinj (nes lygtis gali neturéti né vieno
realiojo sprendinio).

Pabandykime i$skaidyti daugianarj

P(x)= x*—2x3 - 2x% +10x-15
grupuodami:
P(x) = (x* —25) — (2x% —10x) — (2x° —10) =
= (x? —5)(x? +5) — 2x(x% —5) - 2(x? -5) =
=(x? =5)(x% +5-2x—2) = (x? —5) (x> — 2x + 3).
Kvadratinis dvinaris x2—5 turi dvi $aknis: —~/5 ir \/3, o kvadratinis

trinaris x% —2X+3 realiyjy Sakny neturi.
Vadinasi, (2) lygtis turi du iracionaliuosius sprendinius: V2 ir

V2.

3 pavyzdys. Nustatykime, ar skaiGius r =1+ J2-1 yra raciona-
lusis, ar iracionalusis.

Sprendimas. Pirmiausia sudarykime algebring lygti P(x)=0 su
sveikaisiais koeficientais, kurios vienas sprendinys biity skaicius r, 0
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paskui sugretinkime r su galimais pretendentais j Sios lygties racio-
naliuosius sprendinius.

Aitku, kad 142 -1 yra tiesinés lygties x—(Ll++/v/2-1)=0

sprendinys. Taciau jos laisvasis narys néra sveikasis skaicius; todel lygti
pertvarkykime:

(x—(1+ ﬁ—l) =0):(x2 =(1+ ﬁ—lﬂ:
(122 b -2 (20 )

= (x4 —2V2x2 +2=442 —4): (x4 +6= 2(x2 + 2)\/5):
= [(x“ +6)2 = (2(x2 - 2)&)1 = (x8 +12x* +36= 8(x4 +4x° +4)):>

=x8+4x*-32x2 +4=0.

Skaitius r=1++/2-1 yra aStuntojo laipsnio algebrinés lygties

x8+ax* —32x° +4=0

sprendinys, o galimi Sios lygties racionalieji sprendiniai yra tik Sie
sveikieji skaiciai: £1, £2, +4.

Skai¢ius r néra sveikasis, nes tikrai nepriklauso aibei {-1;1; -
2; 2,4, 4}.

Iivada aitki — realusis skaitius r=1++/2-1 yra iracionalusis
skaicCius.

3. Daugianariy dalybos taikymas racionaliyjy reiskiniu apytiks-
léms reik§méms rasti. Kintamojo x racionaliuoju (algebriniu) reiskiniu
yra vadinamas reiskinys

P(x)  apx"+a,_ X" T+..+ax+ag .
QX)) by XM +by X"+ +byx by

&ia m ir n — natiiralieji skai¢iai, a, #0, by, #0. Stai keli pavyzdziai:

3 7 443
1) 25x+7 ; 2) x3 27; 3) 2X 4;( +x+9'
8x° +3x+1 X" -8 4x°+7
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Aisku, kad racionaliojo reiskinio apibrézimo sritj sudaro tie realieji
skaiciai X, su kuriais galioja nelygybé Q(x) = 0.

Racionaliojo reiskinio reikSmiy skaiiavimas i§ esmés niekuo
nesiskiria nuo bet kurios kitos funkcijos reikSmiy skai¢iavimo — reikia
vieto] Kkintamojo X jraSyti pasirinkta skaiiy ir atlikti konkrecius
matematinius veiksmus. Pasirinkime, pavyzdziui, racionalyjj reiskinj

x> —7x% +14x -8
=5 3
X" —6X" +9X° -6X+8
ir apskai¢iuokime jo reik§mes f(0), f(2) ir f(-1).Gausime:

0°-7.0°+14.0-8 -8 _

O 0*-6.03+9-0°-6-0+8 8 -

f1) = 1°-7.1°4141-8 _ 1-7+14-8 _0 _
14_6.13+9.12-6.1+8 1-6+9-6+8 6

foD) = -)°-7-(-D°+14-(-D-8 _ -1+7-14-8 _
-D*-6-(-1)%+9-(-)%-6-(-1)+8 1+6+9+6+8
_-16 8
=% = I&

Pasirinke X =2 arba x=4, gautume, kad abu daugianariai,
P(x)=x3 —7x° +14x—8

ir

Q(x)= x4 —6x° +9x% —6x+8,
igyja lygias nuliui reikimes: P(2)=P(4)=0, Q(2)=Q(4)=0. Zinoma,
P(x)
Q(x)
Q(x)=#0, kai x~2, ir Q(X)=0, kai x=~4. Pabandykime jvertinti
(rasti) apytiksles reiskinio f(X) reikSmes tasky x =2 ir x =4 aplinkose
(taskuose, kurie mazai nutole nuo X = 2 irnuo x=4).

Pradékime nuo tasko Xx=2. Sio tasko aplinkoje (kai X~2, bet
X#2) gauname: P(X)=0 ir Q(x)~0. Aisku, kad P(x)#0 ir
Q(x) =0, tatiau to per maza, kad galétume pasakyti, koks Siy dydziy
santykis.

ir 2, ir 4 nepriklauso funkcijos f(x)=

apibrézimo sriciai; taciau
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Kadangi 2 ir 4 yra daugianariy P(x) ir Q(x) Saknys, tai (pagal
Bezu teorema) jie dalijasi i$§ dvinariy X —2 bei x—4. Gausime:
x3-7x% +14x -8

F(x) = x3-7x% +14x -8 _ X—2 _
x*-6x3+9x2—6x+8 x*—6x>+9x%—6x+8
X—2
~5x+4  2°-5.2+4  4-10+4 -2

1
X34’ 4x—4 22-4.2212-4 8-16+2-4 -10 5’
kai x~2.

AnalogiSkai galima rasti apytiksle f(x) reikSmg tasko x=4
aplinkoje:

x2 —7x% +14x -8

£ (x 3 _7x? +14x-8 3 X—4 B x? —3x+2 N
()_ T4 a3 2 T3 o920
—6x3+9x? —6x+8  x*-6x3+9x%—6x+8 x3-2x2+x-2

X—4

42-3.4+12 16-12+2 3
43 2.4%2,4_9 T 64-32+4-2 17
Matome, kad dalyba kartais yra labai veiksminga, kai reikia rasti
PX)
Q(x)

aplinkoje. Atkreipiame démesi i tai, kad Sis buidas tinka tik tada, kai a yra

abiejy daugianariy Saknis.
Skaiciy P . QKX
X—a X—a

, kai x=4 (x=4).

apytiksles racionaliojo reiskinio f(x)= reikSmes tasko a

santykis islieka toks pat, kaip ir skaiCiy

()

P(x) ir Q(x) santykis (turima mintyje, kad x = a), bet trupmenq

Q(x)

ir —— moduliai (absoliuciosios reik§més) zymiai padidéja, kai
—l<x—-a<1l. Pavyzdyje matéme, kad tasko x=2 aplinkoje buvo

P(x)=0 ir Q(x)=0, o padalijg gavome: l)2=X2—5X+4z—2 ir
X_
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QM) _
X—2
vimo budo esmé.

X3 —4x?% + x—4~—10. Siame pakeitime ir slypi taikyto skaicia-

ANTROJI UZDUOTIS
1. Tsspreskite algebring lygti 2x° +3x? —9x—10=0.

2. Raskite visus racionaliuosius algebrinés lygties

x> —x2—8x%+8=0 sprendinius.

3. Nustatykite, ar algebriné lygtis x5 +4x% +2x—7=0 turi nors viena
iracionalyjj sprendinj.

4. Raskite visus realiuosius algebrinés lygties
x* —4x3 +5x% —8x+6=0 sprendinius.

5. Raskite visas sveikgsias parametro m reikSmes, kurioms esant
algebriné lygtis
X3 +(m+1)x2 +(m2 —4)x+2=0
turi nors vieng racionalyjj sprendin;.

6. Skaitiai 2 ir 3 yra lygties 2x°+mx>—13x+n=0 sprendiniai.
Raskite koeficienty m ir n reikSmes ir tre€igjj lygties sprendinj.

7. Sudarykite algebrine lygtj su sveikaisiais koeficientais, kurios
vienas realusis sprendinys biity realusis skaiius Y2+42. Pagal

jos racionaliuosius sprendinius nustatykite, ar Y2+42 yra
racionalusis, ar iracionalusis skaiéius.

8. Sudarykite algebring lygtj su sveikaisiais koeficientais, kurios du

realieji sprendiniai biity V2 ir J2-1. Nustatykite, ar $i lygtis turi
bent vieng racionalyjj sprendinj.
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9. Nustatykite, kokia yra racionaliojo reiskinio

x°+2x* +2x% + 7x+6

2x* + 713 +4x% - x+6

apytikslé reik§mé tasko x =-2 aplinkoje, t. y. kai kintamojo x
reikSmés yra artimos skaiciui —2.

f(x)=

10. Raskite apytiksle racionaliojo reiskinio
g(x) = 3x* —5x3 +2x2 —x+1
x° = 2x* +6x3 —6x% —3x+4
reikSme, kai x =1 (tasko x =1 aplinkoje).

26



I11. MASIU CENTRAS IR JO TAIKYMAS

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Dabartiniuose vidurinés mokyklos matematikos vadovéliuose dau-
giau démesio skiriama vektoriams. Taikant juos palengvéja daugelio
geometriniy uzdaviniy sprendimas. Taciau, taikant masiy centro metoda,
geometriniy uzdaviniy sprendimg galima dar labiau supaprastinti.
Susipazine su materialiy tasky masiy centro savybémis ir iSnagrinéje
pateiktus pavyzdzius, sékmingai atliksite uzduotj.

1. Materialiy ta§ky masiy centras ir jo savybés.
1 apibrézimas. Taskq A su jam priskirtu teigiamu skaiciumi m
vadinsime materialivoju tasku, kurio
masé m, ir Zymésime (A, m). A G B
IS fizikos zinoma, kad dviejy mate- J 2N J
m;

rialiy tasky (A, my) ir (B, m,), sujungty

- . W w m
besvoriu strypu, turin¢iu atramos taska G 1

(zr. 1pav.), sistema yra pusiausvyroje, 1 pav.
jeigu
m -GA=m,-GB. (1)
Sia lygtj galima uzragyti vektoriskai:
— — — —
m GA=-m, GB arba my GA+m, GB=0. (2)

Taskas (G, m +m,) vadinamas materialiy tasky (A, my) ir
(B, my) masiy centru.

Apibendrinsime dviejy materialiy tasky masiy centro sgvoka
taskams, turintiems neigiamas ,,mases‘.

2 apibrézimas. Taskas (G, o+B) vadinamas tasky (A o) ir
(B,B), o, BeR, masiy centru, jeigu galioja lygybé

— - o
aGA+BGB=0. (3)
e
Kadangi GB =GA+ AB (vektoriy sudéties taisyklé), tai (3) lygybe

galima uzraSyti taip:
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aGAiﬂ((;A+A73)=(a+ﬂ)(§A+ﬂA73)=8,

ty.
(a+() AG =B AB. (4)
Kai a+pB=0,
AG=—P_AB (5)
o+p

ir taSkas G randamas vienareik$miskai.
- -
Kai a+p=0,0 B-AB= 0, taskas G neegzistuoja.

- -

Kai a+B=0 ir B-AB=0, (4) lygybe tenkina bet kuris taskas
(G,0).

IS (4) ir (5) lygybiy iSplaukia tokios dviejy materialiy taSky
savybés:

1. Tasky (A o) ir (B, B) masiy centras priklauso per Siuos taskus

— —
einanciai tiesei (vektoriai AG ir AB yra kolinearis); be to:

— —
lo|-| AGIHB|ABI; (6)
2. Tasky (A ), ir (B,B) ir (Aka), (B,kB), keR, k=0,
masiy centrai sutampa.

I§ tikryjy , jeigu tasky (A ko), (B, KkB) masiy centras yra
taskas (G', ka+kpB), o tasky (A, a), (B,a) masiy centras —
taskas (G, a+p), tai

— kB = B =2 =
AG'=————AB=——AB=AG = G'=G.
ko + k3 o+p
3. Tasky (A, a) ir (B,a), a=0, masiy centras yra atkarpos AB
vidurio taskas.
o 2 1=

AB==AB.
a+ao 2

_)
I8 tikryjy, AG =

1 pavyzdys. Plok§tumoje pazymékime du taskus A ir B. Rasime
masiy centrus $iy materialiy tasky:
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a) (A, 2), (B,3); b) (A-3), (B,5; ¢) (A-8), (BD);
d) (A,0), (B,5);e) (A 2), (A1;f (A a), (A-a), az0.

Sprendimas. a)l (5) lygybe jrase o=2, B=3, gauname:

ﬁ
AG = % AB —%AB Taigi taskas G atkarpg AB dalija santykiu 3:2
+

(Zr. 2 pav.).

(A 2) (G, 5) 8,3
¢ ¢
2 pav.

5 =2 52> .
b) Pagal (5) lygybe AG = 3.% AB:EAB. Atkarpg AB padalije
+

%
pusiau ir nuo tasko A vektoriaus AB kryptimi atidéj¢ vieng atkarpos AB
puse 5 kartus, gausime taska (G, 2) (zr. 3 pav.).
(A, -3) (B, 5) (G, 2)

¢+
3 pav.

5

-8+5
prieSingy kryp¢iy. Taskas (G, —3) pavaizduotas 4 paveiksle.

(G, -3) (A, _8) (B’ 5)

* I I ! I é | | s
v I I I I ? I T *

4 pav.

.2 - 5= L2 2
¢) Kadangi AG = AB=—§AB,MMmMMm|AG|rABym

5
-0+5

e - o
d) Kadangi AG = AB = AB, taskas G sutampa su tasku B.
— 1 = - _
e) I8 lygybés AG = 711 AA= 0 iSplaukia, kad G=A.
+
—> — . B

) IS lygybés (o +(—a)) AG=a - AA isplaukia, kad tasky (A, o) ir
(A, —0o) masiy centru gali biti bet kuris taskas (G, 0); laikysime, kad
Siy tasky masiy centras yra taskas (A, 0).
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1 teorema. Jeigu taskas (G,a+) yra tasky (A a) ir (B,B)
masiy centras, tai su bet kuriuo tasku M teisinga lygybé

— — -
o MA+BMB = (a.+B) MG (7
. -> - o -> > o .
Irodymas.  Kadangi MB =MG+GB, MA=MG+GA ir
— —
aGA+BGB =0, tai
- - - o -> o
aMA+BMB = a(MG+ GA) + B(MG+ GB) =
— — — —
=(a+B)MG+aGA+BGB = (a+B) MG .
Kai M =G, (7) lygybé sutampa su (3) lygybe.

3 apibrézimas. Taskg (G, a+B+7y), o+pP+y=0 vadinsime
tasky (A, ), (B, B) ir (C,y) masiy centru, jeigu
— — - >
aGA+BGB+yGC=0. (8)
3 teorema. Jeigu taskas (G, o+B+vy) yra tasky (A o), (B,B) ir
(C,v) masiy centras, tai su bet kuriuo tasku M teisinga lygybé

— — — —
o MA+BMB+yMC = (a.+B+v) MG. 9)

Si teorema jrodoma analogiskai kaip 1-0ji teorema. Atskiru atveju,
kai M = A, gauname:
—> B — v —>
AG = AB+ AC. (120)
oa+P+y oa+p+y
Taigi, kai a+B+vy=0, trijy tasky, (A o), (B,B) ir (C,y) masiy
centras G randamas vienareikSmiskai.
I8 (10) lygybés isplaukia Sios trijy taSky masiy centro savybés:

1) jeigu trys taskai (A, o), (B,B) ir (C,y) nepriklauso vienai

— —
tiesei (vektoriai AB ir AC yra nekolineards), tai Siy tasky masiy centras

priklauso per juos einanciai plokstumai;

2) tasky (A,0), (B,B) ir (C,y) ir (A ko), (B,kB) ir (C,ky),
k =0, masiy centrai sutampa.
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4 apibrézimas. Taskq
(G,oq+0+...4+0ap), ag+dy+...+0, #0,
vadinsime tasky (A, 0q), (Ao, 02), ..., (Ay, n) masiy centru, jeigu
— — N
o GA+ 0y GA+...4 0, GA, = 0. (11)

3 teorema. Jeigu taskas
G,y +ap+...+0p,), og+ao+...+0, %0,

yra tasky (A, aq), (Ap,00), ..., (Ay, o) masiy centras, tai su bet
kuriuo tasku M teisinga lygybé
— — — -
o MA+ oo MAY+...+ oy MA, =(oy +0p +...+ay)MG.  (12)

Teoremos jrodymas analogiskas 1-os teoremos jrodymui.

4 teorema. Tasky (A, aq), (Ao, ), vy (A o)y (Acity Oiit) s
oy (A, o) masiy centras nepasikeis, jeigu taskus (A, 04), (A, a),

ooy (Ag, oy ) pakeisime jy masiy centru (B, aq +ap +...+ 0ty ).
yra

kad taskas (G,oq+0p+...+0p)

Irodymas  Sakykime,
nagrinéjamy taSky masiy centras, t. V.
— - — — - >
oy GA+ 0oy GAy+...+ o GA+ oy 11 GAq+...+ 0, GA, = 0.
Kadangi taskas (B,oq+ap+...+0y) yra tasky (A, aq),
(Ay,ap), ..., (Ax,og) masiy centras, tai pagal (12) formulg, kai

M =G, gauname:
- - — -
o GA -+ 0oy GAy+...+ oy GA = (ag +ap +...+ 0 )GB.

I§ paskutiniyjy dviejy lygybiy iSplaukia, kad
- - >

N
(o +op +...4+0,)GB + oy GAq+...+an GA, =0 .

Taigi taskas (G,oq+o0p+...+0a,) yra tasky (B,oq+op+...40y),

(Aia, Ok4a) s - (An, o) masiy centras.
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1 iSvada. Jeigu taskas (G,o+B+7y) yra trikampio ABC virsiniy
(A, ), (B,B) ir (C,y) masiy centras, tai tiesé AG kerta krasting BC
arba jos tesinj taske Ay, kuris yra tasky (B, B) ir (C,y) masiy centras.
— - >

Irodymas. Kadangl ocGA+BGB+ yGC 0, tai pagal 4 teorema
- -

o GA+BGB+y GC = = OLGA+ B+7v) GAL = O . Taigi taskas G yra tasky
(A a) ir (A, y+P) masiy centras. Kadangi taskas A; priklauso tiesei
BC (1 savybeé) tai ties¢ AG ties¢ BC kerta taske A;.

2 i8vada. Jeigu trikampio ABC virsuniy (A o) ir (B,B) masiy
centras yra taskas (Cq,a+B), o virsuniy (A o) ir (C,y) masiy
centras — taskas (By,ou+Y), tai tasky (A o), (B,B) ir (C,y) masiy
centras yra tiesiy CCy ir BBy susikirtimo taskas.

Irodymas. Sakykime, kad taskas (G, o+ +7) yra trikampio ABC
virsaniy (A, o), (B,p) ir (C,y) masiy centras, t. .

- - -> o
o GA+BGB+yGC =0
-> o

arba pagal 4 teorema (o + ) GC1+yGC 0. Taigi taskas G priklauso

—

tiesei CC,. Kita vertus, aGA+BGB+ yGC = (oc+y)GBl+BG = O,
t. y, taskas G priklauso ir tiesei BB .

2 pavyzdys. Rasime trikampio ABC virsaniy: a) (A, 2), (B,1) ir
C,4; b (A3, (B, .4
(C, —2) masiy centra.

Sprendimas. a) Nusibraizy-
kime trikampj ABC (Zr. 5 pav.). G 7)
Pagal 4 teoremos 1-aja iSvada
Siy trijy tasky masiy centras
yra tasky (A, 2), (B,1) masiy ‘ “ 1 ‘
centro (Cq,3) ir tasko (C,4) (A2 (c,3 (B.1)
masiy centras (G, 7). 5 pav.
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b) Nubraizykime trikampj ABC (zr. 6 pav.). Pagal 4 teoremos 2-aja
iSvadg tasky (A,3), (B,1) ir (C,—2) masiy centras (G, 2) yra tiesiy
CC, ir BBy susikirtimo
taSkas; ¢ia C; yra tasky
(A/3) ir (B,1) masiy
centras, o (By,1) — tas-

G, 2
ky (A3) ir (Cp-2) P A3)
masiy  centras, t.Y. \

- - - ‘ \ !
CB; = ~ 3 ChA-3caA. (8,1) (€. -2)
—-2+3

By, 1)

6 pav.
Pastebésime, kad taskas
(G,2) yra tasky (B,1) ir (B;,1) masiy centras, t.y. atkarpos BB;

vidurio taskas.

3 pavyzdys. Rasime trikampio ABC virsiniy (A, o), (B,p) ir
(C, —B) masiy centra.

Sprendimas. I8 (10) lygybeés, kai y = —f3, iSplaukia, kad

- B — — > B2
AG=-AB-—AC == AB+—~CA=-CB.
a a a a a

iy > . A M
Taigi vektorius AG yra kolinearus vektoriui CB ir |AG|=H|CB|. Kai
(04
_)

%
a-B >0, vektoriai AG ir CB yra vienakrypciai, o keturkampis ACBG

— trapecija (Zr. 7a) pav.).
- - - ﬁ - %
Kai a-B <0, vektoriai AG ir CB yra prieSpriesiai, o keturkampis

CBAG - trapecija (zr. 7b) pav.).
- -

Kai a=p, vektoriai AG ir CB yra lygus ir keturkampis ACBG
yra lygiagretainis (zr. 7c) pav.). Taigi trikampio ABC virstniy (A, o),
(B,a) ir (C,—a) (arba (A,1), (B,1) ir (C,—1) masiy centras yra
lygiagretainio ACBG virsiné (G, a) (arba (G,1)).

33



111 TEMA

(B, B) (B,B)
(G, o)
A cp Y C.-p)
G, o)
a) b)
(G, o) (B, B)
(A @) (€ -B)
c)
7 pav.

2. Masiy centro taikymas geometrijoje

Nagringjamy figtry (kiiny) virStinéms priskyrus atitinkamas mases
galima spresti daugeli geometriniy uzdaviniy. Ypac nesunkiai jrodoma,
kad keletas tiesiy susikerta viename taske, kad keletas tasky priklauso
vienai tiesei (plokStumai) ir kt.

Kaip tinkamai parinkti taskams mases iSsiaiSkiname spresdami
uzdavinius.

4 pavyzdys. Irodysime, kad trikampio pusiaukrastinés susikerta vie-
name taske ir surasime kokiu santykiu tas taskas jas dalija.

Sprendimas. Sakykime AA;, BB; ir CC; yra trikampio ABC
pusiaukrastinés (zr. 8 pav.).

Kadangi AC=AB, BjA=B,C (C.1)

ir C{A=C;B, tai trikampio vir§inéms

priskiriame lygias mases. Nagrinékime By 2) (A, 2)
tasky (A1), (B,1) ir (C,1) ir jy

masiy centrg (G, 3). Kadangi taskas A1) (C. 2 (B, 1)
(Aq,2) yra tasky BB; ir CC; masiy 8 pav.

centras, tai taSkas (G,3) yra tasky
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(A1) ir (A, 2) masiy centras (4 teoremos 1 iSvada). Taigi taSkas G
priklauso atkarpai AA ir 1- AG =2-GA, . Kita vertus, taskas (Bq, 2) yra
tasky (A, 1) ir (C,1) masiy centras, todél taSkas (G, 3) yra taskuy (B, 1)
ir (By,2) masiy centras. Taigi taskas G priklauso atkarpai BB; ir
1-BG =2-GB;. Analogiskai jrodoma, kad taskas G yra atkarpoje CCy ir
1.CG =2-GC,. Taigi visos trikampio pusiaukrastinés susikerta taske G.
Sis taskas pusiaukrastines dalija santykiu 2:1 skaitant nuo virsaniy.

Sio uzdavinio sprendima uzraSysime schematiskai dvieju eiluéiy
lentele. Lentelés pirmoje eilutéje rasysime taskus, o antroje eilutéje —
jiems priskirtas mases.

Turime:
—
A|B|C Ci| C
G =Centr 1111 = Centr > 11 = Ge[CCq],
2GC,; =1-GC,
ty. CG:GCy=2:1,
—1
A|B|C A | A
G =Centr 11111 = Centr 112 = G e[AA],
1GA=2-GA,
ty. AG:GA =21,
A|B|C Bi| B
G =Centr 1111 = Centr > 11 = G €[BB],
2GB; =1-GB,
ty. BG:GB;=2:1.
5 pavyzdys. TaSkai M, N, E ir F yra N _C
atitinkamai  iSkilojo  keturkampio ABCD B

krastiniy AB, BC, CD ir DA vidurio taskai, o
taSkai K ir L — jstrizainiy AC ir BD vidurio
taSkai (Zr. 9 pav.). Irodysime, kad atkarpos
ME, NF ir KL susikerta viename taSke ir
Siame taSke dalijasi pusiau.
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Sprendimas. Kaip ir ketvirtajame pavyzdyje, nagrinékime taskus
(AD, (B,D, (C,D ir (D,)), kuriy masiy centras yra taskas (G, 4).
Tada

A|B|C|D| _ M| E
G =Centr 111111 = Centr > 2 _:>Ge[ME]
ir GM =GE;
| |
A|B|C|D| _ F|N
G =Centr 111 | 111 = Centr 5 | 5 = G e[FN]
ir GF =GN ;
C ——1——
B AlB|C|D]| _ K| L
G = Centr 1111 = Centr > 2 1= GelKL]

ir GK =GL.

Taigi atkarpos ME, FN ir KL susikerta viename taske G ir Siame taske
dalijasi pusiau.

6 pavyzdys. Taskas M trikampio ABC krasting AB dalija santykiu
AM :MB=2:5, o taskas N krastinge BC — santykiu BN:NC =4:3.
Tiesés AN ir CM susikerta taske K (Zr. 10 pav.). Rasime santykius
AK: KN ir CK:KM .

Sprendimas. Taskams A, B ir C priski- C
riame tokius skai¢ius, kad taskas M biity tasky
A ir B masiy centras, o taskas N — tasky B ir C

masiy centras. Kadangi N
5AM =2BM, 3BN =4CN arba K
15AM =6BM , 6BM =8CN, AL N\
tai taskui A priskiriame skaiciy 15, taskui B — M
skai¢iy 6 ir taskui C — skaitiy 8. Siy tasky 10 pav.

masiy centras — taskas (G, 29) . Turime:
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-
A|lB|C]| AN
G =Centr 516 | 8 = Centr 15| 14 = G e[AN],
15GA=14GN,
t.y. AG:GN =14:15
—1
A|B|C M| c
G=Centr =16 g | =Centr (57 g = Ge[GM],
21GM =8GC,

t.y. CG:GM =21:8.
Kadangi G €[AN] ir G e[GM], tai taskas G sutampa su tasku K. Taigi
AK:KN =14:15ir CK:KM =21:8.

7 pavyzdys. Iskilojo keturkampio ABCD jstrizainése AC ir BD
pazyméti taskai M ir N, be to AM =6MC ir BN =6ND (zr. 11 pav.).
Irodysime, kad atkarpos MN vidurio taskas ir krastiniy AB ir CD vidurio
taskai yra vienoje ties¢je.

Sprendimas. Jeigu taskui A priskirsime skai¢iy 1, o taskui C — skai-
Ciy 6, tai taskas M bus tasky (A1) ir
(C, 6) masiy centras. Nesunku patik- D E.C
rinti, kad taskas N yra tasky (B,1) ir
(D,6) masiy centras. Nagrinékime
taskus (A1), (B,1), (C,6) ir (D,6).

Sakykime, kad taskas G yra jy masiy A ] E‘ I
centras.
Tada: 11 pav.
C —+—
G =Centr 'i‘ ?||g 2 = Centr '\7/| ';l = G e[MN],
GM =GN ;
— | —
A|B|C|D E|F
= = G EF y
G =Centr 111 | 5 6 Centr > 112 = G e[EF]

¢ia E — krastinés AB vidurio taskas,
0 F — krastinés AB vidurio taskas.

Taigi atkarpos MN vidurio taskas G ir krastiniy AB ir CD vidurio taskai
E ir F yra vienoje tieséje.
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8 pavyzdys. Trikampés piramidés ABCD pa-
grindo ABC pusiaukrastinés AK ir CF susikerta
taske E, o piramidés briaunose AD ir CD parinkti

taSkai L ir M taip, kad CM:%CD ir

DL =%DA (zr. 12 pav.). Irodysime, kad atkar-

12 pav.

pos FM, KL ir DE susikerta viename taske ir
rasime kokiu santykiu $is taSkas jas dalija.

Sprendimas. Taskas E yra tasky (A1, (B,1) ir (C,1) masiy
centras (Zr. 4 pavyzdj). Jeigu taskui D priskirsime skaiéiy 3, tai taSkas L
bus tasky (A,1) ir (D,3) masiy centras, o taSkas M — tasky (D, 3) ir
(C,1) masiy centras.

Sakykime, kad taskas G yra tasky (A1), (B,1), (C,1 ir (D,3)
masiy centras. Tuomet

A|B|C]|D F| M|=Ge[FM]
G =Centr = Centr
1 1 6 | 6 2 | 4 lir 2GF =4GM ,
t.y.
FG:GM =2:1;
[ —— 1
A|B|C]|D L | K |= Ge[LK]
G =Centr = Centr
1 1 1] 3 4 | 2 |ir 4GL=2GK,
t.y.
KG:GL=2:1;
 ——
G:Centr'i‘ E’ (1: IZ3) = Centr 5 ?, = Ge[ED]
ir EG=GD,

Taigi atkarpos FM, LK ir ED susikerta viename taske G ir
FG:GM =2:1 KG:GL=2:1, EG=GD=1:1.
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9 pavyzdys. Trikampio PRQ kraStinése Q
PR, RQ ir QP pazyméti taskai E, F ir L; L F
be to, PE:ER=3:4, RF:FQ=3:2 ir
QL:LP=1:2. Atkarpos RF ir EF susikerta  P<+4+— : SR
taSke K (Zr. 13 pav.). Rasime santykius 13 pav.

RK:KL ir EK:KF .

Sprendimas. Nagrinékime taskus (P, o), (R,B1), (R,Bp) ir
(Q, 7). Skaiius a, By, By ir y parinkime taip, kad taskas E bty tasky
(P,a) ir (R,B;) masiy centras, taskas F — tasky (R,B5) ir (Q,y)
masiy centras, o taSkas L — tasky (P,a) ir (Q,y) masiy centras.
Tuomet atkarpy EF ir LR susikirtimo taskas sutaps su tasky (P, o) ir
(R,B1), (R,Bp) ir (Q,y) masiy centru. Akivaizdu, kad tasky (P,1) ir

(Q,2) masiy centras yra taskas (L, 3), tasky (P,1) ir (R,g) masiy
. 7 y . 4 .
centras — taSkas E,Z , o tasky (Q,2) ir R’§ masiy centras —

taskas (F,%). Nagrinékime tasky (P,1), [R,%), (R,%) ir (Q,2)

arba tasky (P,12), (R,9), (R,16) ir (Q,24) sistema (pasinaudojome
masiy centro savybe ir visy tasky mases padauginome i$ 12, t. y. masiy
vardikliy bendro maziausio kartotinio).

Turime:
P'_R| R'_|Q E|F K e[EF]
= Ke
G =Centr 2 9 116 [ 24 = Centr 21140 |ir 21KE — 40KF .
t.y.
EK:KF =40:21;
Kita vertus,
P R'_|R Q L|R K e[LR]
= Ke
G = Centr 121 9 |16 | 24 = Centr 36 | 25 |ir 36KL =25LR,
t.y.
LK : KR =25:36.
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10 pavyzdys. Piramidés SABCD pagrindas yra lygiagretainis
ABCD. Briaunose SA, SB ir SC pazyméti taskai A, By ir Cq; be to,

SA =%SA, SB; =%SB ir SC; =%SC (Zr. 14 pav.). Jrodysime, kad

plokstuma (A;B;C;) kerta briaung SD ir rasime
kokius santykiu susikirtimo taSkas ja dalija.

Sprendimas. Tasky (AL, (B,-1) ir
(C,) masiy centras yra taskas (D,1) (zr.
3 pavyzdj). Taskui S priskirsime mases taip, kad
taskas A buty tasky A ir S masiy centras, taskas
By — tasky B ir S masiy centras ir taskas C; —
tasky C ir S masiy centras. Kadangi SA :AA=1:2, tai taskui S
priskirsime skaiciy 2. Analogiskai i§ santykio SB; : BB =1:3 iSplaukia,
kad taskui S reikia priskirti skaic¢iy (—3). Kadangi SC; :C,C=1:4, tai
taskui S priskirsime skai¢iy 4. Nagrinékime taskus (A1), (B,-1),
(C,D, (S,2), (S,-3) ir (S,4). Sakykime jy masiy centras yra G.

Tada:
A|B|C|S|S|S
G =Centr = Centr ABL G =
1 /1|12 |-3]| 4 314|565
:>GE(A181C1),
[ I | [ I |
A|B|C|S|S|S|_ D| S
G =Centr 1111 > 13l 4 = Centr 1 3 =
Ge[DS]irGD:GS=1:3,t.y SG:GD=1:3.

Taigi plok§tuma (A;B;C;) kerta briaung SD taske G, kuris ja dalija
santykiu 1:3 skaitant nuo vir$iings.

11 pavyzdys. Trikampés piramidés ABCD briaunose DA, DB ir DC

pazyméti taskai M, N ir K, kad DM =%DA, DN:%DB ir
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DK :%DC . TaSkas E yra trikampio ABC pusiaukrastiniy susikirtimo

taSkas. PlokStuma, einanti per taSkus M, N ir K,

D
kerta atkarpa DE taSke P (Zr. 15 pav.). Apskai-
¢iuosime DP: PE .
Sprendimas. TaSkams A ir D, Bir D, C ir D .
priskirsime tokias mases, kad taskai M, N ir K biity M K

ju masiy centrais. Kadangi taskas E yra trikampio
pusiaukrastiniy susikirtimo taskas, tai taSkams A, B A

ir C priskirsime vienodas mases, pavyzdziui 1. Tada C
tasky (A,1) ir (D,2) masiy centras yra M, taSky
(B,1) ir (D, 3) masiy centras yra N, o tasky (C,1) B

15 pav.

ir (D, %} masiy centras — taskas K.

Nagrinékime tasky (A,1), (B,1), (C,1), (D,2), (D,3) ir (D,%}

arba tasky (A, 3), (B,3), (C,3), (D,6), (D,9) ir (D,2) sistema.
Sakykime, kad Sios sistemos masiy centras yra G. Tada:

A|B|C|D|D|D]|_ M| N | K
G =Centr 3 3 3 6 9 5 = Centr 9 1215 =
= G e (MNK);
[ I | [ I |
G=Centr| A| B|C | D|D|D]|_ Centr E | D N
313[3|6[9]2]|" 9 | 17 '

= G e[ED] ir 9GE =17GD, t.y. DG:GE =9:17.
Akivaizdu, kad G=P .

12 pavyzdys. TaSkas E yra trikampés piramidés ABCD pagrindo
ABC pusiaukrastiniy susikirtimo taskas. Briaunose DA, DB ir atkar-
poje DE pasirinkti taSkai A, B; ir E;, kad BB;:B;D=4:1,
AA : AAD=2:1ir EE;:E;D=1:3. Istirsime ar plokStuma (A B;E;)
kerta briauna DC.
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Sprendimas. Tasky (A,1) ir (D, 2) masiy centras yra taskas A,
tasky (B,1) ir (D,4) masiy centras yra taskas By, tasky (E,3) ir
(D,1) masiy centras — taSkas E;. Nagrinékime tasky (C,1) ir (D, x)
pora. Skai¢iy X parinkime taip, kad $iy tasky masiy centro (Cq,1+X) ir
taskuy (Aq,3), (Bq,5) masiy centras sutapty su tasku (Eq,4). Tasky
(A,3), (By,5 ir (Cq,1+x) masiy centras yra (Eq,4), Kkai
3+5+1+x=4, ty., kai x=-5. Tasky (C,1) ir (D,-5 masiy
centras (Cq,—4) nepriklauso briaunai DC. Taigi plokStuma (A, B, E;)
briaunos DC nekerta.

13 pavyzdys. [rodysime, kad trikampio ABC pusiaukampinés AA¢,
BB, ir CC, susikerta viename taSke ir rasime kokiu santykiu Sis taskas
jas dalija (16 pav.). A
Sprendimas. Remsimés trikampio pusiau-
kampinés savybe: trikampio kampo pusiaukam-
piné prie§ ji esancia kraSting dalija i atkarpas, C B
proporcingas prie jo esanc¢ioms krastinéms. Jeigu !

AB=c, BC=a, AC=b, tai %—3, B A C

AC b
CBi_a BG_b v aac-bcsB,
BlA c ClB a
c-CBy=a-BjA, b-BA =c-AC. Nagrinésime tasky (A, a), (B,b) ir

(C,c) sistema. Tegul jos masiy centras yra G. Tada

16 pav.

A|lB|C Al A
G =Centr = Centr
albl|c a |b+c

= Ge[AA] ir aGA=(b+C)GA,t.y. AG:GA =(b+c):a.

=

Analogiskai  jrodoma, kad Ge[BB;], Ge[CC] ir
BG:GB; =(a+c):b, CG:GCy=(a+b):c. Taigi trikampio pusiau-
kampinés susikerta viename taske.
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14 pavyzdys. Trikampio ABC krastinés AB ilgis 3, o krastinés AC
ilgis 4. Pusiaukrastiné BB; ir pusiaukampiné AA; susikerta taske G
(Zr. 17 pav.). Raskime trikampio ABC plota, jei- B
gu SBGAl =S.

Sprendimas. Pagal pusiaukampinés savybeg

CA 4 .
—==—,1.y. 3CA =4AB. Taigi tasky (B, 4
ir (C,3) masiy centras yra taskas (Aq,7), 0 17 pav.

tasky (A, 3) ir (C, 3) masiy centras — taskas (By, 6) . Tada

A

AlB|C Al A
G = Centr = Centr =

31413 317
= 3GA=7CGA,t.y. AG:GA =7:3.

Kadangi trikampiy AGB ir BGA; pagrindai AG ir GA; yra vienoje
ties¢je ir ju aukstinés lygios, tai, Sagp:Spgpa =AG:GA;, LY.

7 .. 7 10S . CA 4 .
S =—S. Taigi S =—S+S="—, Kadangi —==—, tai
AGB =73 gr Saa 3 3 g AB

3
S
ACA :i, ty. Saca, zf.ﬁzﬁ_ Taigi,
Sapa, 3 3 3 9
10S 40S 70S
S =S +S = + = .
ABC ABA ACA 3 9 9
TRECIOJI UZDUOTIS

1. Raskite trikampio ABC virstniy (A, 2), (B,-3) ir (C,5) masiy
centra.

2. Trikampio ABC krastinése AC ir BC pazyméti taskai E ir F, kad
CE =%CA ir CF =%CB. Atkarpos BE ir AF susikerta taske M.
Raskite AM : AF ir BM : BE.
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3.

10.

Trikampio ABC krastinése AB, BC ir CA pazymeéti taskai Cq, A ir
By; be to AC,;:CiB=2:5, BA:AC=1:2, CB;:BjA=4:1.
Atkarpos CC, ir AB; susikerta taSke E. Raskite CE:EC; ir
B1E:EA.

Trikampés piramidés ABCD briaunose AB ir CD pazyméti taskai P
ir Q, kad AP:PB=3:1 ir CQ:QD =3:1. Trodykite, kad atkarpos
PQ vidurio taskas ir briauny AC ir BD vidurio taSkai yra vienoje
tieséje.

Piramidés SABCD pagrindas ABCD yra lygiagretainis. PlokStuma
kerta briaunas AS, BS, CS ir DS taskuose A;, By, C; ir Dy; be to,
AA =2AS, BB =4B;S ir CC; =3C,S . Raskite DD : D;S.

Trikampés piramidés ABCD briaunose DA, DB ir DC pazyméti
taSkai M, N ir L, kad AM:MD=3:2, BN:ND=2:5 ir
CL:LD=1:3. TaSkas E yra trikampio ABC pusiaukrastiniy susi-
kirtimo taSkas. Plok§tuma, einanti per taSkus M, N ir L kerta atkarpa
DE taSke K. Raskite DK : KE .

Taskai E;, E,, E3, E4, Eg ir Eg yra iSkilojo SeSiakampio
ABCDEF krastiniy AB, BC, CD, DE, EF ir FA vidurio taskai.
[rodykite, kad trikampiy EjE3Eg ir Ep,E4Eg pusiaukrastiniy
susikirtimo taskai sutampa.

Trikampyje ABC ~ A=30°, £ B=60°. Trikampio aukstin¢ CD ir
pusiaukrastiné AF susikerta taSke E. Raskite AE:EF ir CE:ED.

Trikampio ABC krastinés AB ilgis 3, o krastinés BC ilgis 2. TaSkas
D krasting AB dalija santykiu AD:DB =1:2. Pusiaukampiné BE ir
atkarpa CD susikerta taSke F. Apskai¢iuokite trikampio ABC plota,
jeigu trikampio BCF plotas lygus S.

Smailiojo trikampio ABC kampy didumai yra o, B ir y. Irodykite,
kad trikampio aukstinés susikerta viename taske ir raskite santykius,
kuriais Sis taSkas aukstines dalija.
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IV.LYGINIAI IR JU TAIKYMAS

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Lyginio savoka labai svarbi nagrin¢jant sveikyju skaiciu savybes.
Remiantis lyginiy savybémis jrodomi sveikyju skaiciy dalumo pozymiai.
Lyginiy teorija naudojama jvairiems skaiciy teorijos uzdaviniams spresti.
Cia susipazinsime su lyginio savoka, jrodysime kai kurias lyginiy
savybes ir pateiksime keleta lyginiy taikymo pavyzdziy.

Taciau, norédami apibrézti lyginj, pirmiau turime panagrinéti
sveikyjy skaiciy daluma, dalyba su liekana bei kai kuriuos kitus dalykus,
susijusius su lyginio savoka.

Toliau naudosimés jprastiniais Zymenimis: N ={, 2, 3,...} — natiira-

liyjuy skaiciy aibé, Z={...,-2,-1,0,1, 2, ...} — sveikuyjy skai¢iy aibé.

Sveikyjuy skai¢iy dalumas.

1 apibréZimas. Skaicius a dalijasi i$ skaiCiaus b arba b dalija a
(Z2ymima b|a), jeigu yra toks sveikasis skai¢ius ¢, su kuriuo teisinga
lygybé a=bq (a,beZ,b=#0). Skai¢iai b ir g vadinami skaiCiaus a
dalikliais, o skaicius a yra skai¢iaus b kartotinis.

Irodysime kelias sveikyju skai¢iy dalumo savybes.

1.Jei bla ir c|b,tai c|a.

[rodymas. Kadangi a=bo, ir b=cqg,, tai a=cqq,. Vadinasi,
skaiCius a dalijasi i§ skai¢iaus c.

2. Jeigu zinoma, kad lygybés

q+ay+..+an=b+by+...+Dby (1)

kairiosios ir deSiniosios pusés visi démenys, i§skyrus kurj nors viena,
dalijasi iS c, tai ir pastarasis démuo dalijasi i$ C.

[rodymas. Tarkime, kad skaifiai a,..., @y, by, by, ..., b, dalijasi
5 ¢, t y. a=cdp,..,ay=C0qy,, b =ch,by=cly, .. b,=cl,.
[raS¢ Sias iSraiSkas | (1) lygybe ir iSreisk¢ &, gauname:
a=c(lh+lo+..+1,-0qr—...— Q) - Taigi a; taip pat dalijasi iS c.
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3.Jei alby,alby,..,alb,, tai a|(b +by+...+by).

[rodymas. Kadangi by = agy, b, =aqy,..., by, =aqy, tai
by +by+...+b,=a(gq + 0o +...+0y), t.y. suma by +b, +...+b, dalijasi
i a.

2 apibrézimas. Natiiralusis skai¢ius n vadinamas pirminiu skai-
Giumi, jeigu jis dalijasi tik i§ saves ir i§ vieneto (skaifius 1 nelaikomas
pirminiu). Visi Kiti nattralieji skai¢iai, didesni uz 1, vadinami sudétiniais
skaiciais. Pirminiai skaiciai dazniausiai zymimi raide p.

Nesunku iSvardinti keleta pirmyjy pirminiy skai¢iy: 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, ... . Kad ju yra be galo daug, irodé senovés graiky
matematikas Euklidas (365-apie 300 m. pr. Kr.). Idomu, kad iki $iol
nezinoma, ar be galo daug yra pirminiy skaic¢iy pory, tokiy kaip (3, 5),
5, 7), (11, 13), (17, 19), vadinamu pirminiais dvyniais. Tai garsioji
dvyniy problema.

Pagrindiné aritmetikos teorema. Nagrin¢jant natiiraliyjuy skaiciu
savybes pirminiai skaifiai ypatingai svarbiis. Pirminiais skaiciais
iSreiskiami visi nelygts nuliui natiiralieji (taip pat ir sveikieji) skaiciai.

1 teorema. Bet kuris sudétinis nattralusis skai¢ius n vieninteliu badu
iSreiskiamas pirminiy skai¢iy sandauga (jei nekreipiama démesio |
dauginamuyjy tvarka):

k k Km -
N=pt-p2-opp™; 2
¢ia py, P2, ..., Py yra pirminiai skai€iai, i§ kuriy dalijasi skaicius n, 0
ki, Ko, ..., ky — teigiami patys didZiausi pirminiy skaiiy laipsnio rodik-
liai, su kuriais skai¢ius n i§ Siy laipsniu dalijasi.

PavyzdZiui, 84=22.3.7, —59535=-3°.5.72. Skaitiaus n uzra-
Symas (2) iSraiSka vadinamas skai¢iaus n faktorizavimu. Kai skaicius n
didelis, tai faktorizavimo uzdavinys tampa gana sudétingas netgi Siuolai-
kiniams kompiuteriams.

Dalyba su liekana.

2 teorema. Tarkime, a ir b — sveikieji skaic¢iai, b # 0. Tuomet yra
tokie vieninteliai skaiciai q irr, 0 <r <|b|, su kuriais galioja lygybé
a=bg+r. 3
Skaicius g vadinamas dalmeniu, o r — liekana.
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Skai¢iams q ir r, 0<r <|b|, tenkinantiems (3) lygybe, rasti galima
taikyti dalybos kampu algoritmg. Pavyzdziui, skai¢iy a=2009
dalydami i§ b=17, gausime, kad 2009=17-118+3. Taigi q=118

r=3. Kai a=-2009 b=17, tai -2009=17-(-119+14=>
= q=-119 r=14. Jeigu a=2009 b=-17, tuomet
2009=(-17)-(-118+3 = q=-118 r=3. Kai a=-2009, b=-17,
turésime: —2009=(-17)-119+14 = q =119, r=14.

Atkreipkime démesj, kad kiekviename pateiktame pavyzdyje bq
yra didZiausias, nevirSijantis skai¢iaus a, skaic¢iaus b kartotinis.

Poziciné skaifiavimo sistema. Pasirinkime nattralyjj skaiCiy
0, 2<9<10. Tuomet, remiantis dalyba su lieckana, kiekvieng
natiiralyjj skai¢iy n galima uzrasyti pavidalu

k k-1 2 1 0.

n=a-g +ax_1-9 +...+a-0°+&-0 +ay-0 ; (4)
¢ia 0<agj<g, i=0,12,...,k.

Pavyzdziui, tegu ¢ =8. Skai¢iy 2009 uzraSykime (4) pavidalu.
Auksciausias skaiciaus g =8 laipsnis, nevirSijantis 2009, yra 3 (nes
g%2=64, g3=512 g*=4096). Skai¢iy 2009 padalije i g>=512
gauname 2009=3-8%+473 Kadangi 473=7-8%+25, tai 2009=
=3.8%+7.82+25 ir 25=3-8+1.8°. Taigi 2009=3-8%+7.8%+
+3-81+1-8°. §i lygybé vadinama skaiCiaus 2009 iSraiska pozicine
skai¢iavimo sistema pagrindu g =8. Sutrumpintai tai uzraSoma
20090) =373%g).

Atkreipkime démesj, kad skaiciaus uzrasa 2009 taip pat suvokiame
kaip natiiraliojo skaiCiaus iSraiSka pozicine skaiCiavimo sistema
pagrindu g =10, ty. 2009=2 -10%+0-10° +0-10" +9-10°.

Si poziciné desimtainé skai¢iavimo sistema (pagrindu 10) labiausiai
jprasta. Ja kiekvienas natiiralusis skaiCius n uzraSomas naudojant skait-
menis 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Kartais naudojamas toks (4) iSraiSkos
uZrasas: N=auayx_1...84ay -

Kompiuteriy moksle labai svarbi dvejetainé sistema, kurios pagrin-
das yra g=2. Naturalusis skai¢ius n S$ioje sistemoje uZraSomas
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n=agay_y..4a. Cia galimi skaitmenys yra tik 0 ir 1. Pavyzdziui,
skai¢iy 2009, uzraSyta deSimtaine sistema, uzraSykime dvejetaine
sistema:
2009=1-21041.2%4+1.28 41.27 +1.25 4 0. 2° +1. 2% +1. 28 +
+0-2240-2t+1.2°,
Taigi 20090) =1111101100Q.

Lyginiai ir ju savybés. Tegu m>2 yra natiralusis skai¢ius. Nagri-
nésime lickanas, gaunamas dalijant sveikuosius skai¢ius i§ m. Naudojant
lyginius moduliu m, galima iSsiaiSkinti tokiy liekany savybes. Lyginio
sgvoka jvedé zymus vokie¢iy matematikas Gausas (Johann Carl
Friedrich Gauss, 1777-1855) knygoje ,,Disquisitiones arithmeticae*,
iSleistoje 1801 metais.

3 apibrézimas. Sakoma, kad skaiCius a lygsta skaiciui b moduliu
m, jei skirtumas a—b dalijasi i§ m (Zymima uzrasu a =hb(modm), kuris
vadinamas lyginiu moduliu m).

Lyginiy savybés, kaip ir pats jy uzraSas, panaSios ] jprastiniy
lygybiy savybes.

1. Jei a=b(modm), tai ir b=a(modm).

2. a=a(modm).

Pirmosios dvi savybés iSplaukia tiesiogiai i§ lyginio apibrézimo.

3. Lyginys a=b(modm) galioja tik tuomet, kai skaifius a ir
skaiéius b, dalijant i§ m, turi vienodas liekanas.

Irodymas. Savybés formulavime Zodeliai ,,tik tuomet™ reiskia, kad
turime jrodyti du teiginius:

e i§ a=b(modm) isplaukia, kad skaiCius a ir skai¢ius b, dalijant
i§ m, turi vienodas liekanas;

e i$ to, kad skaicius a ir skai¢ius b, dalijant i§ m, turi vienodas
liekanas i$plaukia, kad galioja lyginys a=b(modm).
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Jei a=b(modm), tai pagal apibrézZima a—b=mq. Skaiciy a
dalydami i§ m gausime a=mq +r, 0<r <m, o skai¢iy b — turésime
b=mg+r,, 0<rp<m. I§ c¢ia a-b=m(p-0y)+(mH—-r) Iir
0<|p—ry|<m. Kadangi m|(a—b), tai pagal 2 dalumo savybe i§ m
turi dalytis ir skaiius R —ry. Todel R —-KL=0=r=1,.

Jei skaicius a ir skaiCius b, dalijant i§ m, turi vienodas liekanas, tai
a=mq+r ir b=mq +r. Tuomet

a—-b=m(q —9y) > m|(a—b)=a=b(modm).

4. Jei a=b(modm), tuomet ac=bc(modm) su bet kuriuo ce Z.
Irodymas. a=b(modm)=a-b=mg= ac-bc=mgc=
= ac=bc(modm).

5. Jei a=b(modm), tuomet a+c=b+c(modm) su bet kuriuo
ceZ.

Jrodymas. a=b(modm)=a-b=mg= (a+c)—(b+c)=mgq=
=a+c=b+c(modm).

6. Jei a; =by(modm) ir a, =b,(modm), tai
a; +ay =by +by(modm) .

Irodymas. a; =bj(modm), a,=by(modm) = a=b+mq,
ap=bh+mp = gtay=bh+bh+my+q) = G+ap=
=y +by(modm).

Pastaba. Nesunkiai jrodoma, kad §i savybé galioja panariui
sumuojant bet kurj lyginiy skaiciy.

7. Jei gy =b;(modm) ir a, =b,(modm), tai

a -ay =by -by(modm).

Irodymas. a; =bj(modm), a,=by(modm) = & =b+mq,
a=bh+mp= a-ap=0b+mq)b, +mp) =
= &g -8y =y by +m(bgp +bp0p + MGQp) = @ -ay =by -by(mModm) .

Pastaba. Nesunkiai jrodoma, kad §i savybé galioja panariui
dauginant bet kurj lyginiy skaiciy.
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Klasés moduliu m ir veiksmai su jomis.

4 apibrézimas. Klase @ moduliu m vadinama visy sveikyjy skai¢iy
X, tenkinanciy lyginj x =a(modm), aibé.

Atkreipkime démesj — i§ 3 savybés iSplaukia, kad visi klasés &
skaiciai turi tokias pat lickanas r (dalijant i§ m), kaip ir skaicius a. Taigi
kiekvienas klasés @ skaiCius uZraSomas pavidalu x=r+mk keZ,

vadinasi, § sveikyjy skai¢iy aibé yra begaliné. Zymuo r+mk su
kiekvienu k € Z reiskia tg paciag klasg, ta¢iau maziausias teigiamas tos
klasés ,,atstovas“ yra r, todél patogiausia §ig klase zyméti 7. Kadangi
visuomet 0<r <m, tai i§ viso skirtingy klasiy yram: 0,1, 2,...,m—-1 —
tai pilnoji liekany moduliu m sistema. Be t0, Z =0ulu2u...um-1.
Pavyzdziui, kai m=5, tai yra penkios klasés moduliu 5:

0={0+5k, kez}={...,-10,-5,0,5,10,15, 20, ...};

i={1+5k, kez}={...,—9,-4,1,6,1116, 21,...};

§={2+5k, kez}={...,—-8,-3,2,7,12,17, 22, ... };

§={3+5k, kez}={...,—7,-2,3,8,1318,23 ...};

L_1={4+5k, kez}={...,—6,-14,9,14,19,24,...}.

5 apibréZimas. Klasiy @ ir b suma @ +b vadinama klasé, kuriai
priklauso skaicius a+b, t.y. klasé a+bh.

Pavyzdziui, klaséms moduliu 5 turésime: 1+4=0, 4+3=2,
3+3=1, 2+4=1 ir pan. Galima sudaryti pilng klasiy moduliu 5
sudéties lentelg:

a — - — — -

b 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3
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6 apibrézimas. Klasiy a ir b sandauga a-b vadinama klase,
kuriai priklauso skai¢ius a-b, t.y. klasé a-b.

Pavyzdziui, sudauging klases moduliu 5 gausime: 1-4=4,
4.3=2, 3.3=4 ,2-4=3ir pan. Galima sudaryti pilng klasiy moduliu
S daugybos lentelg:

3 _ - _ _ _
5 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

7 apibrézimas. Klasés a (moduliu m) k-uoju laipsniu ak vadi-

nama klasé, kuriai priklauso skaicius ak , L. y. klasé ak .

8 apibrézimas. Sveikojo skaiCiaus c ir klasés @ (moduliu m)
sandauga c-a vadinama klas¢, kuriai priklauso skai¢ius c-a, t.y. klasé
c-a.

Taigi su klasémis pasirinktuoju moduliu galima atlikti sudéties ir
daugybos, kélimo laipsniu bei dauginimo i§ sveikojo skaiéiaus veiksmus.
Pavyzdziui, apskaiciuokime reiSkinj, sudaryta i§ klasiy moduliu 5:
_3 _2 —_ - —_ —_ —_ - —_

3 +2-4 -3-2+1=2+2+4+1=4.

Lyginiai su neZinomaisiais. Taikant lyginius skai¢iavimuose, daz-
nai reikia spresti lyginius su nezinomaisiais, pavyzdziui, 5x = 6(mod7).
Cia reikia rasti sveikuosius x, su kuriais lyginys tenkinamas. Kitaip
tariant, §io lyginio sprendiniai yra skaiCiai, priklausantys klasei X
moduliu 7, su kuria 5-X=6. Patikring visas klases moduliu 7, nusta-
tome, kad X=4 arba x=4(mod7). Sios klasés visi skaidiai uzragomi
formule x=7k+4,keZ. Tai pirmojo laipsnio lyginio pavyzdys.
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Lyginiy teorijoje nagringjami ir aukstesnio laipsnio lyginiai, pavyzdziui,
x2 = a(modp) ar lyginiy sistemos.

Lyginiy taikymas nustatant dalybos liekana. Panagrinékime
pavyzdj.

Raskime skaidiaus n=111+12"%+13"3 a) dalybos i§ 7 liekang ir
b) paskutinj skaitmen;.

Sprendimas. a) Nagrinékime kiekvieng sumos démenj atskirai.
Pirmajam démeniui turésime:

11= 4(mod7) =11 = 42(mod7) = 11% = 2(mod7) =
—11* = 4(mod7) = 12 = 2(mod?).

Dabar panariui sudauginkime pirma, trecig ir paskutinj lyginius —
gausime 11'=16= 2(mod7).

12=5(mod7) = 12° = 5?(mod7) =12 = —3(mod7) =
—12% = 2(mod7) =128 = 4(mod7) ;
sudauging du paskutiniuosius lyginius, turésime 1212 =1(mod7).

13=-1(mod7) =13% =1(mod7) =13* =1(mod7) =13 =1(mod7);
sudauginame pirma, trecig ir ketvirta lyginius — gauname
133 = —1=6(mod7).
Sudéje gautuosius lyginius 11t = 2(mod7), 1212 =1(mod7) ir

1313 =-1(mod7), turésime n=2(mod7). Taigi skai¢iy n dalydami i$
7, gausime liekanag 2.

b) Naturaliojo skaiiaus, uzraSyto pozicine deSimtaine sistema,
paskutinysis skaitmuo yra lickana, gauta §j skai¢iy dalijant i§ 10. Vél
nagrinékime kiekvieng démenj atskirai:

11=1(mod10) = 11** =1(mod10);

12=2(mod10) =122 = 4(modL0) = 12* = 6(modL0) =
— 128 =6(mod10) =122 = 6(mod10) ;

13=3(mod10) =13? = —1(mod10) =13 =1(mod1L0) =
— 13 =3(mod10).
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Sudéje panariui gautuosius tris lyginius, gauname n = 0(mod10).

Vadinasi, duotojo skaic¢iaus paskutinysis skaitmuo yra 0, arba kitaip,
Sis skaicius dalijasi i 10.

Lyginiy taikymas jrodant skai¢iy dalumo poZymius. Pateiksime
tik vieno daznai vartojamo dalumo pozymio jrodyma, kuris i§ esmés
remiasi lyginiy savybémis.

Dalumo is 3 (is 9) poZymis. SkaiCius, uzra§ytas deSimtaine skaiCia-
vimo sistema, dalijasi i§ 3 (i§ 9) tik tuomet, kai jo skaitmeny suma
dalijasi 1§ 3 (i§ 9).

Jrodymas. Atkreipkime démesj, kad

10 =1(mod 3), 102 =1(mod 3), ...,10 =1(mod 3),

taip pat 10 =1(mod 9),102 =1(mod9), ...,10" =1(mod9). Tuomet i§ (4)
formulés ir lyginiy savybiy gauname n=ay +ay_q +...+3 +ag(mod3) ,
taip pat ir n=ay +ag_q+...+a +ag(mod9) . Vadinasi, jei skaitmeny
suma dalijasi i§ 3 (i§ 9), tai ir pats skaicius dalijasi i§ 3 (i§ 9), ir
atvirksciai — jei skaiCius dalijasi i§ 3 (i§ 9), tai ir jo skaitmeny suma
dalijasi 1§ 3 (i§ 9).

Metodinés medZiagos apie skaiciy daluma, apie lyginius rasite ir
LJMM isleistose knygelése:

1. E. Stankus. Skai¢iy dalumas, Jaunajam matematikui 3, Danieliaus
leidykla, Vilnius, 2002, 8-14.

2. E. Stankus. Skai¢iy dalumas, dalumo pozymiai, Jaunajam mate-
matikui 7, Danieliaus leidykla, Vilnius, 2006, 8-16.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Skaiéiy 234329 , kuris uzraSytas deSimtaine sistema, uzrasykite
aStuntaine sistema.

2. Israiskoje a=bqg+r,0<r <|b|, raskite trikstamus skai¢ius, kai
a) a=-38743,b=213; b) a=-621,b=-53;
c) a=5995,q=-19; d) a=-5960, q=-315.
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w

10.

Sudarykite klasiy moduliu 7 sudéties lentele.

Sudarykite klasiy moduliu 7 daugybos lentele.

Apskaiciuokite f(6), kai 6 yra klasé moduliu 7, 0 f(x)=2x3—3x°.

. I8spreskite lyginj 3x +8=5(modll).

Isspreskite lyginj 3% = 5(modll).

Raskite liekang, gaunamg skaiiy n= 1747 +1818 41910 dalijant
is 11.

Raskite skaigiaus n=17"7 +188 +199 paskutinjjj skaitmenj.

Trodykite, kad skaicius M =14n° +9n? +n su visais ne Z dalijasi
i 3.
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V. FUNKCINES LYGTYS

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Si tema skiriama pirmajai pazindiai su lygtimis, kuriose neZino-
masis yra vieno kintamojo funkcija, apibrézta tam tikroje srityje. Stai
keli funkciniy lyg¢iy pavyzdziai:

fX)+f(—=x)=0, f(x)—f(-x)=0, f(x)—f(x+2m)=0,

f(x)+2xf(1)=5, 2x f(x)+ f(iJ=2x.
X 1-x

Pirmosios trys lygtys (nagrinéjant jas visoje realiyjy skaiCiy tieséje) jau
yra matytos mokykliniuose vadovéliuose. Pirmosiomis dviem lygtimis
nusakoma nelyginé ir lyginé funkcijos, o trecigja lygtimi — periodiné
funkcija y= f(x), Xe(—o0;+o0), kurios periodas lygus 2m. Visos trys
lygtys turi be galo daug sprendiniy — Sias lygtis tenkinanciy funkcijy.

Kitos dvi lygtys ( f(x)+ 2xf (%) =5 ir 2x f(x)+2xf (ﬁj =2X)
neturi lengvai paaiskinamy interpretacijy. Jos gali atsirasti matematiskai
modeliuojant kuriuos nors gamtos ar socialinius reiskinius arba pertvar-
kant tokiy matematiniy modeliy lygtis.

Nagrinédami funkciniy lyg€iy tema, §j kartg nesigilinsime j lygciy
prigimtj, j jy sprendiniy egzistavimg, o visa démesj skirsime funkcinés
lygties sprendinio sampratai ir jo paieskos procesui.

Prisiminkime, kad pagal apibrézimg funkcija f yra kokia nors
taisyklé, pagal kurig kiekvienam vienos aibés, tarkime, A elementui
priskiriamas kuris nors (bet tik vienas!) realusis skaiius, priklausantis,
pavyzdziui, aibei B. Susitarkime $j faktg sutrumpintai rasyti taip:

f. A>B.
Aibé A ¢ia yra funkcijos f apibrézimo sritis, o B — arba jos reikSmiy aibg,
arba bet kuri platesné aibé. PavyzdZziui, Zinome, kad trigonometrinés
funkcijos y=sinx ir y=cosx yra apibréztos visoje realiyjy skaiciy
ties¢je, o jy reikSmiy aibés yra uzdarieji intervalai [-1; 1]. Vis délto
galima raSyti ne tik
sin: R — [-1;1] ir cos: R — [-1; 1],

bet ir taip:
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sinn R>R ir cos: R>R
(¢ia R yra realiyjy skaiéiy aibé — intervalas (—oo; +o0)).
Pastaraisiais uzrasais pabréziamas faktas, kad tiek sinuso, tiek kosinuso
reik§meés yra realieji skaiciai.
Funkcine lygtimi pateikiamas sarySis tarp nezinomos funkcijos,
tarkime, f reikSmiy dviejuose ar keliuose taskuose. Pavyzdziui, lygtis
f(x)+ f(—x)=0 sieja funkcijos f: R > R reikSmes taskuose X ir —x

(x € R), o lygtis f(x)+2x f(lj =5 sieja funkcijos f: R — R reik§mes
X

1 . .
taSkuose X ir =, kaix € Rir x #0.
X

ISspresti funkcing lygti reiskia rasti visas (jei nenurodyta kitaip)
funkcijas, kurios tenkina jg ir kitas uzdavinyje suformuluotas salygas.
Pereikime prie konkreciy uzdaviniy analizés ir sprendimo.

1 pavyzdys. Patikrinkime, ar f(x) = X= , X € R, yra funkci-
2
X®—X+4
nés lygties
2f(1—-x)+1=xf(x), x e R, (1)
sprendinys.
Sprendimas. Apskai¢iuokime funkcijos f reik§me taske 1— X :
F(1—x) = (12—x)—3 _ 2—x—2 _ 2x+2 .
A1-x)"-@1-x)+4 x“°—-x+4 x°—-x+4
Tada
2f(1—x)+1=— 22(x+2) 1o 2X ;1+x x+4= >2< 3X .
XS —=Xx+4 XS —=x+4 X —X+4
Nesunku jsitikinti, kad §i iSraiska sutampa su sandaugos X f (X) iSraiska:
_ 2_
xf(x)=x- 2X 3 = )2( 3X.
XS —X+4 x°—-x+4
Vadinasi, funkcija f, apibrésta formule f(X)=—>—> xeR, yra
X% —x+4

(1) lygties sprendinys.
2 pavyzdys. Isspreskime funkcing lygti
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X(F(X)+ f(—x)+4)+2f(x)+2=0. 2
Sprendimas. Uzdavinio salygoje nepasakyta, nei kokia funkcijos f
apibrézimo sritis, nei kokie yra apribojimai Sios funkcijos reikSméms.
Todél ieskosime funkcijy f: R — R, tenkinanéiy (2) lygtj.
Kadangi ir X, ir —x yra realieji skaiéiai, tai vietoj x galima pasirinkti
—X, t. y. atlikti keitinj X — —X; gausime nauja lygtj
—X(f(=X)+ f(—=(—x))+4) +2f (—x)+2=0,
arba
—X(f(=x)+ f(X)+4)+2f(—x)+2=0. 3)
Si lygtis kaip ir (2) turi du ,,nezinomuosius“ — funkcijos f reikimes f (x)
ir f(—x). Masy tikslas — rasti f(X) iSraiska (formule). Pabandykime jg
rasti i§ (2) ir (3) lyg€iy sistemos
X(F(X)+ f(=x)+4)+2f(X)+2=0,
{—x(f =)+ f(xX)+4)+2f(-x)+2=0.
Sudéje abi lygtis, gausime lygti
2f(x)+2f(—x)+4=0,
0 i$ jos — sarysj
f(—x)=—f(x)-2.
Irase i (2), gausime:
X(FX)+(f(xX)—2)+4)+2f(x)+2=0,
2x+2f(x)+2=0,
f(x)=—x-1.
Taigi radome tokig funkcijos f: R — R, tenkinancios (2) lygt;j, iSraiska:
f(x)=—x-1 xeR.
Matome, kad (2) lygtis turi vienintelj sprendinj.
Ats.: f(x)=—x-1, x e R.
3 pavyzdys. Raskime visas funkcijas f: N — N (¢ia N — natiraliyjy
skaiCiy aibé), tenkinancias lygti
f(X+y)=1f(X)+ f(y)+xy; X,y € N, (4)
kai f(1)=1.
Sprendimas. Tegu X yra bet kuris nattralusis skaicius. Tada i§ (4)
lygties (pasirinkg y =1) gauname lygti f(x+1)=f(X)+ f (D) +Xx, ois
jos (jrase (1) =1)—lygtj

57



V TEMA

f(x+1)=f(X)+x+1.
Pagal Sig salyga galioja tokios lygybés:
f(Q=f@Q+2,
f(3)=1(2)+3,
f(4)=1(3)+4,
f(n)=f(n-1+n.
Sudéje jas (atskirai kairigsias ir deSinigsias puses), gauname ieSkoma
funkcijos f reik§miy formulg:
n(n+1) 0

f(nN)=fQ)+2+3+4+...4n=1+2+3+4+...4+n= 5 e N.
Ats.: f(n):@, neN.
4 pavyzdys. Isspreskime funkcing lygti
Xf(X)+2f(—1)=3;X€R,X¢O. (5)
X

Sprendimas. Tarkime, kad funkcija f, tenkinanti (5) lygti, egzis-

tuoja. Argumento reik§me X (X =0) pakeiskime reik§me 1 (atlikime
X
- 1 .
keitinj X —» ——). Gausime:
X

L f(—1j+2f(x) =3, nes —lz—iz X.
X X X B 1
X
Sioje lygtyje yra tie patys du ,,nezinomieji ( f(x) ir f(— lj) kaip ir
X
(5) lygtyje. Jy iSraiSkas nesunku rasti i§ sistemos
X f(x)+2f(—1j:3,
X

_L f(—1j+2f(x)=3.
X X
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IS pirmos lygties gauta f(— EJ iSraiska
X

1) 3 «x
f(‘;):?zf(x)

jrase¢ j antrg lygtj, turésime lygtj tik su ,,nezinomuoju“ f (x):

1/3 X
————— f(x)|+2f(x)=3.
x(z > ()) (X)
Toliau:
3 1
——+=f(X)+2f(x)=3,
%3 (X) (%)
5 3
—f(xX)=3+—,
2 o 2X
f(x)zw_
5x
Ats.: f(x):m, x=0.

5X
5 pavyzdys. I$spreskime funkcing lygtj

f(x)+f(1ij:x;XeR,x¢O, x#1. (6)
—X
Sprendimas. Atlikime keitinj X — % Gausime, kad

-X

()| | (5
1-x 1o 1 X

1-x

todél vietoj (6) lygties turésime lygti
f(i}f(x_—ljzi_ )
1-x X 1-x

Matome, kad greta ,,nezinomyjy*“ f (x) ir f(lij atsirado trecias
—X
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,,nezinomasis“ — funkcijos f reik§mé f( j Pabandykime atlikti
X

o x-1 .
keitinj x > ——. Gausime
X

x-1 1 1
f(X)Zf(Tj, f(mjzf 1_X—1 =f(X),

X

todél (6) lygtis tampa lygtimi
f(x 1j+f(x)——1 ®)
X X

" o 1 . x-1
Funkcijos f argumento reik§miy taskuose X, T ir —— ciklas
—X X

uzsidaré. Todél sudarome (6), (7) ir (8) lygciy sistema ,,neZinomiesiems*

f(x), f(ij ir f[x—_lj rasti
1-x X

1
f(X)+ f| — [=X,
00+ 1( %]
f[_l jn(_x‘l - ©
1-x X - X
f(x—_lj+f(x)=x—_1
X X
1 x—-1 . . .
Tegu u=f(x), v= f(l—j t= f(—j Irase i (9), gausime tokig
—X X
u+v=x,
. 1
lygciy sistema: V4t=—o,
1-x
t+u=X—_1.
X
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. . x-1 o .
IS trecios lygties randame t = ———u; tada i antros lygties
X

1 1 x—-1 1
V= -t= - -ul= -1+u,
1-x 1-x X X(L—X)

0 i§ pirmos lygties

_ x3 —x+1

1 1
U=X-V=X- —-1+u|=x- +l-U=———
X(L—X) X(L-X) X(x=1)
Dyd;j U randame i$ lygties

B X3 —x+1

X(x-1)
Jo israiska tokia:
B x3—x+1,
C2x(x-1)
Taigi ieSkoma funkcijos f formulé yra

3
f(x)

X#0, x=#1.

X7 =x+1

2x(x-1)

_ x3—x+1
2x(x-1) '

Xx=0, x=1.

Ats.: f(x) x#0, x=1.

6 pavyzdys. Raskime visas funkcijas f: R — R, tenkinancias lygtj
xE(Y)+yf () =(x+y)f()-f(y); x,y eR. (10)

Sprendimas. Tegu x € R ir y =x; tada i§ (10) lygties gausime lygtj

2x f(X) = 2x f 2(x), arba lygtj

X f(x)(f(x)—-1)=0. (12)
Kadangi (11) galioja ir tada, kai x =0, tai yra tik dvi galimybés: arba
f(x)=0, arba f(x)=1.

Jei f(x)=0, taiis (10) gauname lygybe X f(y)=0, galiojancia su
visais y € R. Vadinasi (nes x gali buti ir nelygus nuliui), f(y)=0
aibéje R, kai f(x)=0.

Jei f(x)=1, taii$ (10) gauname lygybe x f(y)+y=(X+y)f(y);
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o i§ jos — lygybe y(f(y)—1)=0, galiojanCig su visais y € R. Taigi
f(y)=1suvisaisy € R, kai f(x)=1.

I$ atliktos analizés matome, kad yra tik dvi funkcijos — (10) lygties
sprendiniai: f(x)=0 ir f(x)=1 (aibéje R).

Ats.: f(x)=0 ir f(x)=1 (aib¢je R).

PENKTOJI UZDUOTIS
2
1. Patikrinkite, ar f(x) =w, X € R, x#1, tenkina funkcing
5(x-1)
lyeti
X f(x)+2f[x—_1j=1.
x+1

2. Funkcijaf: R — R yra lygties
(X% =D f () - f(=x) = x*(2—-x?)
sprendinys. Apskaiciuokite f(2).

3. Raskite visas funkcijas f: R — R, kurios tenkina lygtj
X2 f (x)+ f (1-x) =2x—x%.

4. ISspreskite funkcing lygtj
xLof (=) + f(x 1) =x, x e R\{0}.
5. Nustatykite, su kuriomis a, b ir ¢ reik§mémis funkcija f:
R — R, apibrézta formule f(x)= ax? +bx+c, tenkina lygti
f(x+y)=1T(X)+ f(y)+xy; x,y € R\{0}.

6. Raskite visas funkcijas f: N — R, kurios tenkina lygtj
f(n)=f(n-1)+2" irsalyga f(1)=1.
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7. ISspreskite funkcing lygtj
2f(xM)+ f(—x")=3x, x e R,
kai n — nelyginis natiiralusis skaicius.

8. Raskite bent vieng funkcijg f: R — R, tenkinancig salyga
Fx-f ) =x*%-f(F ()i xyeR

9. Raskite f: R — R, jeigu
f(x)- f(y)=f(x—y), kaix,y € R.

10. ISspreskite funkcine lygtj
2x f(x)+ f(liJ:Zx, XeR, x#1.
—-X
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VI. TRIGONOMETRIJOS TAIKYMAS
GEOMETRIJOJE

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Siame darbe Jis giliau susipaZinsite su trigonometrijos taikymais
geometrijoje, pakartosite zinomas trigonometrijos formules ir teoremas,
iSmoksite naujy.

Priminsime geometrijos pamokose jrodytas sinusy ir kosinusy
teoremas.

1 teorema (kosinusy teorema). Trikampio krasStinés kvadratas
lygus kity trikampio krastiniy kvadraty sumos ir dvigubos ty krastiniy
sandaugos, padaugintos i§ kampo tarp jy kosinuso, skirtumui:

AB% = AC% + CB2 —2AC-CB-c0s/C,
AC? = AB? + BC2 - 2AB-BC-cos/B,

BC2 = AB? + AC2 —2AB- AC-c0s /A
2 teorema (sinusy teorema). Trikampio krastinés ir prie§ ja
esan¢io kampo sinuso santykis yra lygus apibrézto apie trikampi
apskritimo skersmeniui:
AB AC  BC
sinZC sinZB sin ZA
3 teorema (trikampio ploto formulé). Trikampio plotas lygus
dviejy trikampio krastiniy ir kampo tarp jy sinuso sandaugos pusei:

S :%AB-ACsinAA:%AC'CBsinLC:%AB- BCsin £B.

=2R.

Pateiksime keleta Siy teoremy taikymo geometrijos uzdaviniy
sprendime pavyzdziy. B C

1 pavyzdys. Irodysime, kad lygiagre-
tainio jstrizainiy kvadraty suma lygi jo
krastiniy kvadraty sumai (1 pav.). A

Trikampiams ABD ir ACD taikome
kosinusy teorema ir gauname

BD? = ABZ + AD? —2AB- AD- cos/BAD,

D
1 pav.
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AC? = AD? + CD? - 2AD-CD - cos/ ADC.
Kadangi ~#BAD+ /ADC=180", tai cosZADC =-cosZBAD.
Sudéje gautgsias lygybes ir atsizvelge j tai, kad AB=DC, gauname
AC? + BD? = 2(AB? + AD?), Ka ir reikéjo jrodyti.

2 pavyzdys. Jrodysime, kad trikampio ABC pusiaukrastinés AD
ilgis randamas pagal formulg

AD=%\/2ABZ +2AC2 —BC2.
Prateskime pusiaukrasting AD ir atidékime E
atkarpg DE, lygiag atkarpai AD (2pav.). A
Keturkampio ABEC jstrizainés AE ir BC ‘
susikerta taSke D, kuriame abi dalijasi pusiau,
todél Sis keturkampis — lygiagretainis. Pagal 1 C
pavyzdyje jrodyta lygybe turime 2 pav.
AE? + BC? =2(AB? + AC?).

I &ia 4AD? = 2(AB? + AC?) — BC2- tai ir reikéjo jrodyti.

3 pavyzdys. Smailiojo trikampio ABC plotas yra 18, atkarpos AP ir
CQ —jo aukstinés. Trikampio BPQ plotas lygus 2, o atkarpos PQ ilgis

lygus 22 Apskai¢iuosime apie

trikampj ABC apibrézto apskritimo B p
spindulio ilgj. 0
I§ staciyjy trikampiy ABP ir CBQ
BP B
randame (3 pav.): COSB=——= BQ ,
AB BC A C
BP AB
= —. I§ ¢&ia seka, kad trikam- 3 pav.

Ly —

BQ
piai BPQ ir BAC yra panasis, o jy panasumo koeficientas lygus cosB.
Kadangi panasiyjy trikampiy ploty santykis lygus panasumo koeficiento

kvadratui, tai pagal salyga 1_28 = cos? B. Kadangi kampas B smailusis, tai
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COSBZ%. IS minéty trikampiy panasumo gauname P—QzE

AC AB’
F)—chos B. Is ¢ia AC = PQ
AC cosB

t.y.

=6+/2. Tuomet pagal sinusy teorema

6+/2 9

trikampiui ABC turime A—C=2R, t.y. R= =—.

sin B 2 2
2 1_@
3

Spresdami $j uzdavinj, gavome tokj fakta: jei atkarpos AP ir CQ yra
trikampio ABC aukstinés, tai A ABC ~A PBQ. Si trikampiy aukstiniy
savybé daznai taikoma sprendziant uzdavinius.

Atliekant $ig uzduotj, Jums reikés prisiminti (o gal suzinoti) visg
eilg trigonometriniy formuliy. Kai kurias jy ¢ia pateikiame:

sin (o + ) =sin acosP + cosasin 3,
cos (o £ B) = cosa.cosP Fsin asin 3,

Sin2a+0052a=l,

. oo l—cosa 2o l+cosa

sin“—=———, cOs" —=——,
2 2 2 2

a sin o 1-cosa
tg— = ==,
2 1+cosa sin o

Taikant Sias trigonometrines tapatybes, galima jrodyti ir naujy
trikampio elementams budingy lygybiy.

4 pavyzdys. Irodysime, kad trikampiui ABC yra teisinga lygybé
a(cosA+cosBcosC) =b(cosB + cos AcosC) =c(cosC + cos AcosB),
Cia a, b, ¢ — krastiniy BC, AC ir AB ilgiai.
Kadangi trikampio kampy suma lygi 180°, tai
ZA=180" - (£B+ £C), tuomet
a(cos A+cosBcosC) =a(—cos(B+C)+cosBcosC) =

=a(—cos BcosC +sin BsinC + cos BcosC) = asin BsinC.

Analogiskai
b(cosB + cos AcosC) =b(—cos(A+ C) +cosAcosC) =bsin Asin C.
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Lygybé asin Bsin C =bsin Asin C ekvivalenti lygybei asin B=Dbsin A,
t.y. lygybei _i =_L. Taigi pirmoji jrodomoji lygybé ekvivalenti
sinA sinB
sinusy teoremai, taigi ji jrodyta. AnalogiSkai jrodoma ir antroji lygybé.
Kartais geometrinio uzdavinio sprendimas yra suvedamas j trigono-
metrinés lygties sprendimg. Suradus trigonometrinés lygties sprendiniy
aibe, i jos atrenkami tie sprendiniai, kurie tenkina uzdavinio sglyga.

5 pavyzdys. Stadiojo trikampio ABC (£C =90") smailiojo kampo
pusiaukampiné AD jbrézto j trikampj apskritimo centru O dalijama
santykiu AO:0OD=(/3+1):(+3-1).

Rasime trikampio smailiyjy kampy didumus. A

Kadangi taskas O - trikampio ABC "\

pusiaukampiniy sankirtos taskas, tai atkarpa
CO taip pat pusiaukampiné (4 pav.) ir pagal

trikampio ACD pusiaukampiniy savybe C ‘ B
A D
AO:OD=AC:CD=cth. 4 pav.

Taigi

p— [— 2 —
@A_OD_V3-1_ (f3-D° _4-23_, g
2 A0 3+1 (B+1)(W3-1) 2
Pagal pusés kampo tangento formule tgg = %, taigi gauname
Sin

trigonometring lygtj 1-—cosA=(2- \/§) sin A, Pakéle abi puses
kvadratu turime
1—2c0sA+Cos® A = (7-43)1- cos? A), arba

(4—2\/§)cos2 A—cosA+23-3=0.
Sios lygties sprendiniai COSA=1 ir COSA=7. Kadangi A — smailusis
staciojo trikampio kampas, tai uzdavinio salygg tenkina tik antrasis

J3

sprendinys, t. y. cosA=7, ZA=30°, ZB=60".
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6 pavyzdys. Trikampio ABC krastinés AB vidurio statmuo kerta
krastine AC taske M ir AM : MC =3. Krastinés AC vidurio statmuo
kerta krasting AB taske N ir AN:NB=2. Rasime trikampio ABC
kampus.

Sakykime, kad trikampio ABC krastinés AB vidurio taskas P, 0
krastinés AC — taskas Q (5 pav.). Jei a, b, ¢ — atitinkamai krastiniy BC,
AC ir AB ilgiai, tai pagal uzdavinio salyga

C
M
AM=§b, MC=lb, ANng, NleC.
4 4 3 3
I staCiyjy trikampiy AMP ir AQN seka, A P B
AP 2c AQ 3b
kad cosA=——=—", COSA=—=—. 5 pav.
AM 3b AN 4c
Taigi 2c_30 ty., c=ib. Todé¢l cosA:ﬁ ir Z/A=45",
3b  4c 22 2
Trikampiui ABC taikome kosinusy teoremg ir gauname
a2=b2+02—2bccosA=b2+gb2—2b-ib-£=§b2,
8 22 2 8
J5 a b
t.y. a=——=Db. Tuomet pagal sinusy teorema ——=——, taigi
y 2.2 pag 4 ¥ SnA sinB g
. 2 a c . 3
sihnB=—, ——=—— 1.y, sinC=—.
J5' sinA sinC y V10

Geometrijos uzdaviniuose Kartais reikia naudoti atvirk$tines trigo-
nometrines funkcijas, jy savybes. Priminkime, kad skaidiaus X (|x|<1)

arksinusu yra vadinamas kampas i$ intervalo [-90°;90°], kurio sinusas
lygus X; taigi pagal apibrézima sin(arcsinx) =X, jei |x|<1. Analogiskai
skaic¢iaus x (|x|<1) arkkosinusas yra kampas, priklausantis intervalui
[0°;180°], kurio kosinusas lygus x, t. y. cos(arccosx) =x, jei | x|<1. Be
to, visiems X, (|x|<1) yra teisinga lygybé arcsinx + arccosx =90°.

7 pavyzdys. Skritulio iSpjovos centrinis kampas AOB lygus o,
skritulio spindulys lygus R. Per skritulio spindulio OA vidurio taska C

nubrézta tiesé, lygiagreti su spinduliu OB, kuri lankg AB kerta taske D.
Rasime trikampio OCD plota.
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Sakykime, kad taskas C yra atkarpos OA vidurio taskas (6 pav.).

Kadangi ties¢s OB ir CD lygiagreCios, tai D
Z0CD =180"—a. I§ sinusy teoremos trikampiui B
OCD turime — oc = oD . Kadangi

sinZ0DC  sin(180° — o) 5
OD =R, OC=§, tai i§ Sios lygybés seka, kad 6 pav.

sin Z0DC = %sin a, ty. ZODC = arcsin[%sin aj. Tuomet

ZCOD =180" - (180" — ) —arcsin(%sin aj =o-— arcsin[%sin oc]

sinACOD:sm(oc arcsm smaj}

. (1.
Sin OLCO{&I’CSII‘I =sin aj} COS(XSIH(&I‘CSIH(E SIn OLJ] =

. 2 1 1
sina.-_|1—sin“| arcsin Esma —cosa - Esma_
sina - 1/1——sm o —Coso. - —sma.

Taigi trikampio COD plotas

S :%OC-OD-Sin ZCOD =

-R-(sinoc- 1—%5in2a —cosa-%sinajz

B
ma(\/ —sina - cosaj L E

D

pa

8 pavyzdys. LygiaSonio trikampio ABC
(AB=BC) aukstine AE yra tokia, Kkad

BE : AC =7:6. Rasime trikampio kampus. 7
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C . . EC
I§ staCiojo trikampio AEC (7 pav.) turime cos~/C :E' Nubreé-

Ziame auksting BD ir i§ trikampiy AEC ir BDC panaSumo gauname
EC CD

. X
——=—— Pazyméj AC =X, EC=y, turime CD=—,
AC BC M y 2

N | X

BC:BE+EC:%AC+EC:%x+y. Taigi 1=7 . Pertvarke
X

X+
6 y

gauname lygti 6y2+7xy—3x2:0. Tare, kad y yra Kkintamasis,

—TXEV49X2 +72x2  —7x+11x

auname = . Kadangi x iry —
g Y1,2 12 12 g y
C e . 1 y 1 )
teigiamieji  skaiCiai, tai Yy = gx. Tuomet cos£C == 3 todél
X

/A=/C= arccos%, /B =180° - 2arccos%.

9 pavyzdys. Rasime staciojo trikampio smailiuosius kampus, jei
apibrézto apie ji apskritimo ir jbrézto i ji apskritimo spinduliy santykis
lygus 5:2. A

Sakykime, kad tadkas D yra staiojo /A.Q::
trikampio ABC {zambinés AB vidurio /" D
taSkas (8 pav.), t.y. apibrézto apskritimo = | o y, )
. . C '\\_\_ ‘_." ~— B
spindulys, AD = DB _c Sakykime, kad rH
2 8 pav.

taSkuose E, F ir H jbréztas { trikampj

apskritimas lie¢ia trikampio jzambing AB ir statinius AC ir CB.
Pazymékime AE=AF =y, BE=BH =x, tai pagal apskritimo
liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko savybe trikampio ABC perimetrui 2p
galioja lygybé 2x+2y+2r=2p, ¢ia r =CF =CH - jbrézto i trikampi
apskritimo spindulys. I$ ¢ia

r=p-(x+y)= p—c=%(a+b+c)—c:%(a+b—c).
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- r a+b-c 2 a b 7
I§ uzdavinio salygos —=—, t =—, atha —+—=—.
1. c c ¢ 5
2
.ooa . b . . : . .
Kadangi —=sinA, —=cC0SA, tai turime trigonometring lygti
c c
7 . A .
SinA+cosA= s Kadangi kampas A -  smailusis, tai

sin A=+v1-cos® A , todél lygtis tampa tokia: v1— cos® A = % —CosA. I3

¢ia  gauname, kad 1-cos? A= 2—2 - %cos A+ cos? A, arba

we

coszA—ZcosA+E=O. IS Cia cosAzi, arba cosA=§. Tuomet
5 25 5 5

cosstinAzg, arba cosB:%. Taigi trikampio smailieji kampai

_ 4 . 3
lygils arccos— ir arccos—.
5 5
Spresdami $i uzdavini gavome jbrézto i statyji trikampj apskritimo
spindulio formulg r =E(a+ b-c), ¢ia a ir b — trikampio statiniai, ¢ —
1zambiné.
10 pavyzdys. [ statyji trikampi ibrézto apskritimo ir jzambinés
lietimosi taSkas dalija jzambing | dalis, kuriy ilgiu santykis lygus k.

Rasime trikampio smailiyjy kampu didumus.
Tarkime, kad AE:EB =k (8 pav.). Pazymékime BE =X, tuomet

AE =kx, o AB=(k+1)x. Tada BC = ABcos /B =(k +1)xcosB,
AC = ABsinZB = (k +1)xsinB. Kaip jrodéme 9 pavyzdyje ibrézto
1 statyji trikampi apskritimo spinduliui r teisinga lygybé
1
r= E(AC +BC - AB). Kita vertus
BC=CH+HB=r+BE, t.y. r=BC-BE.
Taigi
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%(AC +BC - AB) =BC - BE,
arba
(k+1)xcosB—-x= %((k +1)xsinB + (k +1)xcos B — (k +1)x).
Suprasting i§ X # 0, gauname trigonometring lygti

(k +1)cosB—1:%(sin B-+cosB-1),

t.y.
(k +1)(cosB —sinB) =1—Kk.
IS ¢ia
2(k +1) (sin45° cosB —cos45°sinB) =1—k, sin(45° — B) :M.
J2 2(1+k)
Kadangi 45 —B e (-45°,45°), tai 45°-B= arcsinM. I§ &ia
2(1+k)
£ZB =45 - arcsinM,
2(1+k)
V2(1-K)

ZA=90° - /B =45 + arcsin )
2(1+k)

SESTOJI UZDUOTIS

1. Kampas tarp lygiasonio trikampio krastiniy lygus o, ibrézto i
trikampi apskritimo spindulys r. Apskai¢iuokite trikampio plota.

2. Atkarpos AP ir CQ yra smailiojo trikampio ABC aukstinés.
Trikampio ABC perimetras lygus 15, trikampio BPQ perimetras

lygus 9. Apie trikampi BPQ apibrézto apskritimo spindulys yra %
Apskaiciuokite krastinés AC ilgi.
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10.

Staciojo trikampio ABC staciojo kampo pusiaukampiné CD jbrézto
1 trikampj apskritimo centru O dalijama santykiu CO:0OD =/3:42.
Raskite trikampio smailiuosius kampus.

LygiaSonés trapecijos aukstiné lygi h, smailusis kampas tarp
Istrizainiy yra o . Raskite trapecijos viduring linija.

Skritulio i8pjovos AOB spindulys lygus R, centrinis kampas AOB
lygus o . I Sig iSpjova jbréztas lygiakrastis trikampis, kurio viena
vir§tiné yra lanko AB vidurio taskas, o kitas priklauso spinduliams
OA ir OB. Raskite trikampio krastinés ilgj.

Apie apskritimg apibrézta stacioji trapecija, kurios perimetras lygus
P, o smailusis kampas lygus o . Raskite trapecijos auksting.

Atkarpos AA; ir CC; yra smailiojo trikampio ABC aukstinés.
Taskai A, ir C, yra simetriski taSkams A ir C; atkarpy BC ir AB
vidurio tasky atzvilgiu, taSkas O yra apie trikampj ABC apibrézto
apskritimo centras. [rodykite, kad ties¢ OB kerta atkarpa A,C, jos
vidurio taske.

Trikampio kraStinés lygios a ir b, o jy sudaromo kampo pusiau-
kampinés ilgis |. Raskite trikampio kampg, kurj sudaro duotosios
krastinés.

Dviejy iSoriskai besilieCianciy apskritimy bendroji iSoriné liestiné
su jy centry tiese sudaro kampa o . Raskite apskritimy spinduliy
santyk].

Lygiagretainio ABCD krastiniy santykis AB: AD=m:n, jstrizainiy
santykis BD: AC = p:g. Raskite lygiagretainio kampus.



VI1I. ISKILOSIOS FUNKCIJOS IR NELYGYBES

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Viduriniy mokykly ir gimnazijy matematikos programose mazai
démesio skiriama funkcijy savybiy taikymui sprendziant elementariosios
matematikos uzdavinius. Si tema skirta iskily zemyn ir iskily aukstyn
funkcijy savybiy taikymui sprendziant algebrines, geometrines ir
trigonometrines nelygybes. Manau, kad kiekvienas i§ Jusy atidziai
perskaites pateiktus nurodymus ir iSnagrin€jes pavyzdziy sprendimus,
sékmingai atliks duotaja uzduot;.

1 apibrézimas. Funkcija f. (a;b) c R—>R vadinama iskila Zemyn
(aukstyn), jeigu bet kuriems X1, X, € (a; b) galioja nelygybe

f(lerxz)S o)+ f(xp) )
2 )(®) 2

Jeigu lygybé galioja tik tada, kai X; = X,, funkcija f vadinama
grieztai iskila Zemyn (aukstyn). Toliau nagrinésime tik grieztai iSkilas
funkcijas ir Zodj ,,grieztai“ praleisime.

I$siaiSkinsime funkcijos iskilumo Zemyn (auk$tyn) geometring
prasmg (zr. 1 pav. a) ir b)).

a) Vv b) v

I pav.

Jeigu funkcija f intervale (@;b) yra iskila Zemyn (aukstyn), tai bet
kuriame intervale [xg; Xx,] < (a;b) funkcijos grafiko taskai yra Zemiau
(auksciau) kirstinés, jungiancios taskus B(Xq, T(x)) ir C(xp, f(xy))
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(PM = f[xl“;xz]:) f(xl)“;f(XZ) PN; &a PN —trapecijos ABCD
>

viduriné linija).

Remdamiesi apibrézimu, iStirkime kai kuriy funkcijy iSkiluma.

1. Irodykime, kad funkcija f(x)=sinx intervale (0; ) yra iskila
aukstyn.

Irodymas. Jeigu 0< X1 < Xo <, tai
X1+ X2 _E<X1_X2

0< <7, <—,
2 2 2 2
Taigi
sin X1 +sin X . X1+ X X1 — X . X1+ X
1 2 _ginLT72 oefl 72 (g LT 72

2 a 2 2 2

nes 0<cos’t X2 5 X2 1. Lygybé galima tik tada, kai xq = xo. Vadinasi,

funkcija f(x)=sinx intervale (0; ) yra iskila aukstyn.

1

2. Funkcija f(x)==, xe(0;+ ), yra iskila Zemyn, nes
X
f xi+x2 ) o)+ f(x)
2 2
2 1 1 (Xl—X2)2

X1 + X2 2X1 2X2 2X1 *Xg - (Xl + X2)

su bet kuriais xq, Xo € (0; +). Lygybé galima tik tada, kai X; = X,.
AnalogiSkai jrodoma, kad funkcija f(X)= X2, xeR, yra iskila

Zemyn.

3. Irodykime, kad funkcija f(x)=Igx, xe(0;+o0), yra iskila

aukstyn.
Irodymas. Pasirinke bet kurivos X3 >0 ir x, >0, gauname:
X1+ X2 lgxq +1gx x + X
Ig XL 2 9% +Igx3 | X1+X2 Ig\/xl—x_lg X*X2 50, nes
2 2 2 X1 X2
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(VX —\2 f 2023 +%0 2 23z ir %ZL Lygybé galima

tik tada, kai X; = X,. Taigi funkcija f(x)=Igx yra iskila aukstyn.
4. Trodysime, kad funkcija f(x)=tgx intervale (O; gj yra iSkila

Zemyn.

Irodymas. Kadangi

. X1+ Xo
sin .
tgx1+x2_tgx1+tgx2 3 2 sin(xg +Xp)
2 2 CosX1+X2 2C0S X1 COSX 5
2
X Xo . XX X + X
sin 172 5in 1172 . cos L2
_ 2 2 2 _
X + X
cos Lt X2 COSXq COSX»
2
X+ X
sin 1~ 2
- 2 2X+X2 ) _
= .| COSXq - COSX9—COS” =—"4 | =
X1 + X2 2
COS—~%-COSX{ - COSX9
. X+ Xo
sin "4
B 2 (cos(xl +Xp) +COS(X;—Xp)
x| + X
oS L~ "2, oS X - COSX5 2
1+cos(x +X%p) |
2
X+ X
sin
_ 2 ‘cos(xl—xz)—lgoy
Xq + X
cos L —"2..¢cos X, - COSX, 2

tai funkcija f(x)=tgx intervale [0; gj yra iSkila Zemyn.
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Analogiskai jrodoma, kad funkcija f(X)=ctgx intervale [0; gj
yra iskila zemyn.

Pastaba. Tiriant funkcijy savybes iSvestiniy pagalba, funkcijos
iSkiluma galima nustatyti remiantis Sia teorema:

Funkcija f: (a;b) eR—R, turinti antraja iSvesting, yra iskila Zemyn
(aukstyn) tada ir tik tada, kai f”>0 ( f”<0) intervale (a;b).

Pavyzdziui, funkcija f(X)=X4, XeR, yra iskila Zemyn, nes
f"(x) =12x2 > 0.

1 teorema. Jeigu funkcija f: (a;b)cR—R yra iskila Zemyn
(aukstyn), tai visiems X, X, ..., X, € (&; b) teisinga nelygybe

f(x1+x2 +...+xn] < F(x)+ (X)) +.t F(X,)
n ) n '

Lygybé¢ galima tik tada, kai X; =Xy =...=X,.

)

Jrodymas. Teorema jrodysime tik atskiriems n atvejams.
1 atvejis, kai n=4. Kadangi funkcija f yra iskila Zemyn (aukstyn),
tai

X1+ Xo +X3+X4

f(x1+x2+x3+x4):f 2 2 <
4 2 =)

()]
) 2 (2)

< fx)+ fF(x)+ F(x3)+ f(Xa)
) 4 '

Analogiskai jrodoma, kad (2) nelygybé teisinga, kai n:2k,
k=34,5,...

2 atvejis, kai n=3. Siuo atveju gauname:

77



VII TEMA

X1 + X2 +X3

f(xl+x2+x3j_f 3 + X1+ X2 +X3

<
4 )

3

<1 X + X2 + X3 1 1 1
—fl —L 2 |+ () +=FT(X))+=FT(Xq) >
(2)4( 3 ]4(1)4(2)4(3)

jf(x1+x2+x3j < f(x)+ f(x)+ f(x3)
3 ) 3 '
Lygybé galima tik tada, kai X = Xy = X3.

Nesunku jrodyti (2) nelygybe ir atvejais, kain =6k, k=1, 2, 3, ....
Remdamiesi | teorema, jrodysime nelygybes tarp n teigiamy skaiéiy
aritmetinio (Ay), geometrinio (Gp), kvadratinio (K,,) ir harmoninio

(Hp) vidurkiy.

2 apibréZimas. 1) Realiyjy skai¢iy @y, a,, ..., &, aritmetiniu
vidurkiu vadinamas skaicius

& +tay+..+a
Aﬂ _9a 2 n :
n
2) realiyjy neneigiamy skai¢iy @, a,, ..., &, geometriniu vidurkiu
Gh=Va as...a,;

3) realiyjy teigiamy skaiCiy ag,ap,...ay, harmoniniu vidurkiu
vadinamas skaicius

vadinamas skaicius

n -
1 1 1’
Tt
ar  az an
4) Realiyjy skaiCiy ap,as,...,an kvadratiniu vidurkiu vadinamas
skaiCius

Hn=

2 2 2
+a5 +...+a
n
2 teorema. Teigiamy skai¢iy &, ay, ..., @, Vidurkiams teisingos

nelygybés:
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H, <G, <A, <K,. (3)
Vidurkiai lygiis tada ir tik tada, kai visi skaiciai yra lygus.

Irodymas. 1) Pirmiausia jrodykime, kad G, < A,. Remdamiesi
funkcijos f(x)=I1gx, xe(0;+x), iskilumu auksStyn, gauname:
Ig 8+t +an lga; +1ga; +...+1ga, _ Ia(alaz...an)l/” N
n n
= aa,.a, <2 %t
n
Lygybe galima tik tada, kai &y =ay, =...=a, .
2) Irodykime, kad H,, <Gj,.

. Taigi Gy <A,.

Pasirinkime n teigiamy skaiéiy i, i, 1 ir jiems pritaikykime
& a8 an

geometrinio ir aritmetinio vidurkiy nelygybe

IS jos iSplaukia nelygybé

n
1 1 1 < Vayay..a,,

— .+ —
a a an

t.y. nelygybé H, <G, . Lygyb¢ galima tik tada, kai &g =ay =...=a, .
3) [rodysime, kad A, < K,.

Remdamiesi funkcijos f(x)=x2, x € (0; +00), iSkilumu Zemyn,
gauname, kad bet kuriems teigiamiems skaiiams &, a,, ..., &, galioja

nelygybé

2 2, .2 2
(a1+a2+...+an] _ai+aj+..tap

n n

Tada gauname:

2 2 2 2
d +ap +...+4a, d +ay+...+a,
an 2 =

n n
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q+a,+..+a
A 2 n _ An
n

Taigi K, > A,,.

Lygybé galima tik tada, kai a; =a, =...=a,,.

Vadinasi, Hp <Gp < A <K

Remdamiesi (2) ir (3) nelygybémis, iSspregsime keleta uzdaviniy.
Daug uzdaviniy, sprendziamy remiantis (3) nelygybémis, galima rasti [1]
knygeléje.

1 pavyzdys. Jeigu o, P ir y yra trikampio kampy didumai, tai
teisingos $ios nelygybés:

1) Sing-sinﬁ-sinlgl;
2 2 28
2) sina+sin[3+sinyscosg+cosE+cosl;
2 2 2
3) tg%+tg%+tg%£ctga+ctg B+ctgy, kai a,B,ye(o;gJ_

Irodymas. 1) Funkcija f(x)=sin§, x e (0; ), yra iSkila aukstyn,

todél
.a By
sin— +sin—+sin -
2 2 (gin @By _gpr_ 1
3 B 6 6 2
o B 3
o B sin—+sin—+sin1 1 3 1
O tada sin—-sin—-sinls 2 2 2 <= ==,
2 2 2 3 2 8
Lygybe galima tik tada, kai aszyz%;

2) Kadangi funkcija f(x)=sinx intervale (0; =) yra iSkila aukstyn,
tai
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sina+sinB<sina+B sinB+siny<sinB+y

2
siny+sina <sin ¥t
Sudéje Sias nelygybes, gauname:
sina+sinf+siny <sin o+p +sin Bty psin Y%
2 2 2
- - —B p Y

. T .o T—A . T a
=sin +sin +sin = COS— +COS—+COS—;
2 2 2 2 2 2

3) Funkcija f(x)=ctg x intervale (0;%) yra iSkila Zemyn, todél

ctgoc+cth>Ctgoc+B ctg[3+ctgy>c,[gl
2 B 2 2 - 2
ctg y+Ctga2ctgy+a.

2 2

Sudéje sias nelygybes, gauname:

ctg a+Cth+Ctgyzctga;B

+ctg

=ctg a +ctg B+ctgy2ctgm;FB

B+Y+Cth+0t =
2 2

Y+
+ ct =
9 2

B+y
+ct
g 2

p p

T—Yy - o Y
=ctg——+ctgn—-a2+ctg——=tg—+tg—+1tg—.
g 5 gn-o g 5 92 92 92

Lygybé galima tik tada, kai a ==y =g

2 pavyzdys. I$ visy trikampiy, apibrézty apie spindulio r apskritima,
raskime maziausio perimetro trikampj.

Sprendimas. Sakykime, apie apskritimg apibréztas trikampis ABC,
kurio kampy didumai yra o, B ir y (Zr. 2 pav.). Kadangi
AB; =ACy = rctg%, CB; =CA = rctg%, BA =BCy = rctg%, tai

B

Pasc =2r(ctg%+ctg5+ctggj Funkcija ctg% intervale (0; r)
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yra iSkila zemyn, todél

a p Y
P=2r|ctg—+ctg=+ctg— |2

( g 2 g 2 g 2]

+B+
22r-3ctgaTBY=6r ctg%=6\/§ A
Lygybé galima (perimetras yra maziau-
sias) tik kai o =p =y . Taigi apie apskri-
tima apibrézto lygiakrasc¢io trikampio pe-
rimetras yra maZiausias.

3 pavyzdys. Jeigu ap,ap,..,ay — N-kampio krastiniy ilgiai, o

P=a; +ay +...+a, — perimetras, tai teisinga nelygybé

2 pav.

I L

k:1P—ak n-1

(Moksleiviy matematikos olimpiados uZdavinys: Vokietija, 1967;
Anglija, 1976.)

n
N a LA by
rodymas. Pazymekime b, = =K. Tada E b, =1ir =—n
frody Y K™ p ] K P-ay 1-by

Taigi reikia jrodyti, kad
N N n
Z k > 0 kai Zbk =1, b, >0.

k=11_bk n-1 1

Pasirinkime funkcija f(x)=1i, xe(0;1). Ji yra iskila Zemyn, nes

f'(x)= 3>0,kaiXe(0;1).
(1-x)
Taikydami 1 teorema, gausime nelygybe
bi+by +...+ by

n si by + b +o+ by
_bytby +.+by T n{1-b; 1-by 1-b, )’

n
0 i§ jos — jrodoma nelygybe:

1
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1
D >p.n___1_
n

Literatira. 1. J. ginkﬁnas, Ekstremumai be isvestiniy, TEV, 2008, 128 p.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

. Remdamiesi iSkilosios funkcijos apibrézimu, irodykite, kad funkcija

f(x)=cosx intervale [—%gj yra iSkila aukstyn.

. Tarp trikampiu, ibrézty i spindulio R skrituli, raskite didziausio
ploto trikampi.

. Irodykite, kad COSa-cosB-COSys% (¢ia o, P,y — smailiojo tri-

kampio kampuy didumai).

.Jeigu o, P ir y — smailiojo trikampio kampuy didumai, tai
ctg%+ ctg%+ ctg% <tg a+tg B +1tg y. Irodykite.
. Trikampio krastiniy ilgiai lygis &, b ir ¢, o apie trikampi apibrézto
apskritimo spindulys yra R. Trodykite, kad a+b+c<3V3R.
Kokiam trikampiui galioja lygybé?
Nurodymas. Remkités sinusy teorema ir funkcijos f(x)=sinx
iSkilumu aukstyn intervale (0; r) .
. a) Irodykite, kad funkcija f(x)=x®
apibrézimo srityje;
b) Irodykite, kad 32(a®+b®)>(a+b)®su visomis a, b reiks-
mémis.

yra iSkila zemyn visoje
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7. a) [Irodykite, kad funkcija f(x)=\/; yra iskila aukstyn visoje

10.

apibrézimo srityje.
b) Irodykite, kad \/p—a++p-b+,p-c<3p; caab,c-
trikampio krastiniy ilgiai, 0 p — trikampio pusperimetris.

Trikampio ABC vidiniy kampy A, B ir C pusiaukampinés kerta apie
§i trikampj apibrézta apskritima taskuose A, By ir Cq. Irodykite,
kad trikampio ABC perimetras ne didesnis uz trikampio A BiCq
perimetra.

Nurodymas. Pastebéje, kad £ A :izlc, /By - LZAC |
£Cq :¥, remkités sinusy teorema ir funkcijos

f (x) =sin x i8kilumu aukstyn intervale (0; ) .

Irodykite, kad 1 + 1B+ ! >6; ¢ia a,P,y — trikampio

oo . .y
smE SIn— SIN—

kampy didumai.
Nurodymas. Remkités nelygybe tarp trijy teigiamy skaiCiy arit-
metinio ir geometrinio vidurkiy bei pirmo pavyzdzio 1-aja nelygybe.

a) Irodykite, kad funkcija f(x)=1i, xe(0;1), yra iSkila
- X

Zzemyn.

b) Irodykite nelygybe P + P + P >9; &a a,b,c -

p-a p-b p-c
trikampio krastiniy ilgiai, o p — trikampio pusperimetris.

D3

&)
R
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VIIl. PRIKLAUSOMI IR NEPRIKLAUSOMI
ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Mus supa daugybé atsitiktiniy reiSkiniy ir atsitiktiniy dydziy — mete
monetg, nezinome, kuria puse ji atsivers; mete loSimo kauliuka,
nezinome, kiek akuciy atsivers; nezinome, kiek autoavarijy per diena
jvyks stebimoje automagistralés atkarpoje, kokios bus degaly kainos po
savaités, koks bus pirmojo sutikto gatvéje Zzmogaus Ugis ir svoris ir pan.
Taigi i§ pirmo zvilgsnio atrodo, kad mes visai nieko nezinome ir
gyvename atsitiktinumy pasaulyje, kuriame vis délto gebame iSgyventi,
netgi planuojame savo, Salies ar pasaulio ateitj. Taip yra todél, kad ir
tarp atsitiktiniy reiskiniy galima jzitréti désningumy. Tikimybiy teorija
ir tiria tokius désningumus. Zinoma, remdamiesi ja negalime nustatyti,
ar jvyks mus dominantis jvykis, kokig reikSme jgis stebimas dydis tam
tikru momentu, taciau galime jvertinti Sio jvykio jvykimo, konkrecios
dydzio reikSmés pasirodymo galimybe, t. y. apskaiciuoti tokiy jvykiy
tikimybes. Taip pat daznai svarbu nustatyti, kokia jtaka vieno dydzio
igytos reikSmés daro kitam dydziui — Kartais jokios (kai dydZziai yra
nepriklausomi), o kartais — gana didele (kai dydziai yra priklausomi).
Tokio pobtidzio klausimams nagrinéti ir skirta $i tema.

Trumpai prisiminkime pagrindines tikimybiy teorijos sgvokas ir kai
kurias tikimybiy skai¢iavimo formules.

Bandymas ir su juo susije jvykiai. Bandymu arba eksperimentu
vadiname  salygy, sudaranCiy galimybe jvykti stebimajam jvykiui,
visuma. Tai — salygos, kurioms esant, metama moneta ar loSimo
kauliukas, tai — salygos (meteorologinés, laikotarpis, tam tikra vieta ir
t.t.), kai stebimas autoavarijy skaiCius magistraléje, tai — salygos,
kuriose mes gyvename, kai domimés zmogaus figiu ir svoriu ar jo
gyvenimo trukme.

Kiekvieng kartg atlikdami bandyma neZinome, ar jvyks stebimasis
jvykis, nors salygos atrodo ir yra tos pacios. Taciau mes galime iSvardyti
visas $io bandymo baigtis ir sudaryti bandymo baigciy aibe. Klasikinis
pavyzdys — simetrisko loS§imo kauliuko vieno metimo bandymo baigtys
yra SeSios — gali atsiversti bet kuri i§ SeSiy loSimo kauliuko sieneliy.
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Taigi su Siuo bandymu susiejame baig¢iy aib¢ E ={e;;e5; e3;ey; es5; eg}-
Jeigu nagrinétume dviejy simetriSky skirtingy spalvy losimo kauliuky
metima, tai bandymo baig¢iy aib¢ E={g;,i=12...6, j=i=12,..6}

galétume sudaryti i§ 36 baigCiy; Cia €jj yra baigtis, reiskianti, kad

pirmasis kauliukas atsiverté i akutémis, o antrasis — j akutémis.
Atkreipkime démesj, kad SeSias simetriSsko loSimo kauliuko metimo
baigtis galime laikyti vienodai galimomis — né viena i$ jy neturi daugiau
Sansy pasirodyti, negu bet kuri kita. Taip pat vienodai galimos yra ir
dviejy losimo kauliuky metimo 36 baigtys.

Zinoma, ne visi bandymai tokie ,,geri“. Daugeliui bandymy vie-
nodai galimy baig€iy aibés sudaryti negalime. Pavyzdziui, kai stebima
jmonés akcijy kaina, negalime teigti, kad baigtys, jog kaina sumazés,
nepakis ir padidés, yra vienodai galimos, baigtys, kad tam tikroje kelio
atkarpoje per tam tikrg laikotarpj jvyks 0, 1, 2, 3, ...., n autoavarijy,
tikrai néra vienodai galimos.

Kai bandymo baig¢iy aibé sudaryta, galime nagrinéti jvairius jos
poaibius, reiskiancius atitinkamus jvykius (kurie gali jvykti atlikus §j
bandyma). Pavyzdziui, poaibis A={ey;e,;eg} reiskia jvyki A, kad,
metus losimo kauliuka, jis atsivers lyginiu akuciy skaiiumi, poaibis
B ={e; e3;e5} yra jvykis, kad atsivers nelyginis akuciy skaicius, o
Eg ={ec} — ivykis, kad atsivers Sesiuke (jis sudarytas i§ vienos baigties
— tokius jvykius vadinsime elementariaisiais jvykiais). Galime sudaryti
ir daugiau su $iuo bandymu susijusiy jvykiy. Ivykis E yra bitinasis, 0
tusios aibés simboliu & zymimas negalimasis jvykis. Baigtys, suda-
ranios jvykj, vadinamos palankiomis Siam jvykiui (negalimasis jvykis
neturi né vienos baigties). Visos baigtys, kurios néra palankios pasi-
rinktajam jvykiui A, sudaro baig¢iy aibe, reiSkiancia priesingqjj jvvkj A.

Kadangi jvykiai tapatinami su baig€iy aibémis, tai su jais, kaip ir su
bet kokiomis aibémis, galima atlikti veiksmus. Prisiminkime jvykiy
sajungos ir sankirtos sgvokas.

Dviejy jvykiy A ir B sgjunga (zymima AU B) yra jvykis, kurj
sudaro baigtys, palankios bent vienam is jvykiy A ir B.

Dviejy jvykiy A ir B sankirta (zymima ANB) yra jvykis, kurj
sudaro baigtys, palankios abiem jvykiams — ir A, ir B.
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Du jvykiai A ir B vadinami nesutaikomaisiais, jei A B =, kitaip
tariant, abu jvykiai negali jvykti kartu.

Ivykio tikimybé. [vykio tikimybe galima apskaiciuoti pagal klasi-
kinj apibrézimg (kai bandymo baigtys yra vienodai galimos). Jeigu
baigtys néra vienodai galimos, tai jvykio tikimybé randama naudojantis
bendruoju apibrézimu. (Zr. vadovelj Matematika 11, II dalis — iSpléstinis
kursas, TEV, Vilnius, 2002, 112 ir 124 psl.). Prisiminkime klasikinj
tikimybés apibrézimgq.

1 apibrézimas. Tarkime, bandymo baigCiy aibé yra sudaryta i§ n
vienodai galimy baigciy. Ivykio A, kuriam palankiy baigciy yra m,
tikimybe vadinamas skaicius P(A) = % .

SkaiCiuojant tikimybe pagal klasikinj apibrézimg svarbu jsitikinti
baigéiy vienodu galimumu, nors tai néra paprasta. Vienoda baigéiy
galimumg suvokiame intuityviai — i§ patirties, kaip ir kai kurias kitas
pirmines matematines sgvokas (pavyzdziui, skaiCius, taskas, tiesé ir
pan.). Dazniausiai teigiama: jeigu né viena baigtis neturi daugiau Sansy,
negu bet kuri Kita, tai tokios baigtys laikomos vienodai galimomis.

Ivykio tikimybe¢ galima jvertinti remiantis statistiniais duomenimis.
Jeigu atlikus vienodomis salygomis N bandymy, stebimasis jvykis A

. . .M .
jvyko M Kkarty, tai santykis N (jvykio A santykinis daznis), kai N yra

pakankamai didelis, gali buti apytikriai laikomas lygiu jvykio A
tikimybei, nes santykinis daznis didinant bandymy skaiciy yra stabilus
ir apytikriai lygus tikimybei. Si santykinio daznio savybé yra bendresnio
tikimybiy teorijos teiginio, vadinamo didZiyjy skaiciy désniu, atskiras
atvejis. Didziyjy skaiCiy désnis patvirtinamas ir eksperimentiskai:
literatiroje galima rasti pavyzdziy, kai moneta buvo mesta 6000 ar
12000 karty ir herbo atsivertimo santykinio daznio reik§mé beveik lygi
0,5, t. y. Sio jvykio tikimybei.

Skaiciuojant jvykiy tikimybes naudingos ir kai kurios formulés.
PavyzdZiui, i$ tikimybés apibrézimo iSplaukia: jeigu jvykiai A ir B yra
nesutaikomi, tai

P(AUB)=P(A)+P(B). (1)
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Ivykiu nepriklausomumas ir priklausomumas. Jei vieno jvykio
jvykimas nedaro jtakos kito jvykimui, o tiksliau — vieno i§ jy tikimybé
nepriklauso nuo to, ar jvyko, ar ne, kitas jvykis, tai jie yra
nepriklausomi. Jeigu taip néra, tai jie — priklausomi. Prisiminsime $iy
savoky matematinius apibrézimus, kurie paremti sglygine tikimybe.

Ivykio A sqglygine tikimybe su salyga, kad jvykis B jvykes (ji
zymima P(A|B)), vadinama tikimybé
P(ANB) Kai

P(B)
Pastaraja formule salyginé tikimybé iSreiksta ,,besalyginémis® tikimy-
bémis. Tai visai natiiralu, nes skai¢iuojant jvykio A salyging tikimybe,
kai jvykis B jvykes, baigCiy aibe sudaro tik jvykiui B palankios baigtys,
o jvykiui A i§ jy palankios tik tos, kurios priklauso $iy jvykiy sankirtai.

Jeigu P(A|B) =P(A), tai jvykiai A ir B vadinami nepriklausomais.
Taip bus tik tuomet, kaip iSplaukia i§ (2) formulés, kai

P(AnB)=P(A)-P(B). (3)
Jei P(AnB)=P(A)-P(B), tai A ir B— priklausomi jvykiai.
Nesunkiai jrodomas teiginys: kai viena i§ nepriklausomy jvykiy

P(A|B) = P(B)>0. )

pory AirB,Air B, A irB, A ir B yra nepriklausomi jvykiai, tai ir
visos kitos §ios poros yra nepriklausomi jvykiai.

Atkreipkime démesj, kad jvykiy nepriklausomumas ir priklauso-
mumas visiskai atitinka gyvenimiska Siy terminy sampratg.

Atsitiktiniai dydziai. Su kiekvienu bandymu susiejome jo baigciy
aibe, jvykius — baigéiy aibés poaibius — ir tokiy jvykiy galimumo jvykti
matg — tikimybe. Sioje baig¢iy aibéje galime apibrézti jvairias funkcijas,
kiekvienai baigéiai priskirdami kokj nors realyjj skaiCiy ar realiyjy
skai¢iy pora. Tokios funkcijos reikSme galima suzinoti tik atlikus
bandymg — kai bus Zinomas bandymo rezultatas. Neatlike bandymo
galime nustatyti tik Sios funkcijos reikSmiy tikimybes.

Funkcija x= f(e),ecE, xeR, priskirianti kiekvienai bandymo
baigciai skaitine reikSme (realyjj skaiciy), apibrézia vienmatj, su tuo
bandymu susijusj, atsitiktinj dydj.

1 pavyzdys. Taisyklingo loSimo kauliuko vieno metimo baigéiy
aib¢je funkcija
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2, kaie=egj,e,;
X = f(e) =45, kaie =e3,ey4, €5;
6, kaie =eg

apibrézia atsitiktinj dydj X, kurio galimos reik§Smés yra 2, 5 ir 6. Kokia
reikSme jgis atsitiktinis dydis X prie§ metant kauliukg nezinome, nes
nezinome, kuris jvykis jvyks: ar {e,e,}, ar {e;,e,,e.}, ar {&}.
Taciau mokame apskaiciuoti $iy jvykiy tikimybes:

P{e]_: eZ}= P(X =2)=%=%, P{eS,e4,e5}= P(X =5):§=%,
P{eg} = P(X =6)=%.

Sio atsitiktinio dydZio galimas reik§mes ir jy tikimybes suragykime j
lentele

m

P(X =m)

5
1
2
Gavome atsitiktinio dydzio X tikimybiy skirstinio lentele arba
tiesiog skirstinj. Skirstinio tikimybiy suma lygi 1 — taip ir turéty biiti, nes
ivykis, kad atsitiktinis dydis jgis kurig nors savo reikSme — biitinasis.
Jeigu atsitiktinis dydis X gali jgyti k skirtingy reikSmiy
X, X5y 0y X, su  tikimybémis  p;, P,, ..., P, atitinkamai, tai jis

Wl |N

ol o

apibudinamas skirstiniu

m X0 | X | o | %
P(X =m) P, P, P,

(4)

Jame p,+p, +...+ p, =1. Taigi atsitiktinis dydis gali buti nusakomas
skirstiniu — ta dydj apibrézianéios funkcijos nebitina zinoti.

Daznai vartojamos atsitiktinio dydzio skaitinés charakteristikos yra
vidurkis (arba matematiné viltis), dispersija ir standartinis nuokrypis.
Vidurkis nusako atsitiktinio dydzio viduting reikSme, o dispersija ir
standartinis nuokrypis apibudina atsitiktinio dydzio reikSmiy
i§sibarstymo apie vidurkj laipsnj (kuo placiau apie vidurkj pasklidusios
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dydzio reikSmés, tuo dispersija ir standartinis nuokrypis didesni).
Prisiminkime $iy charakteristiky apibrézimus.

Atsitiktinio dydzio X, apibrézto (4) skirstiniu, vidurkiu, dispersija ir
standartiniu nuokrypiu vadinami skaiciai

EX =X P+ XoPpp +...4 Xy P » (5)
DX =E(X — EX)? = E(X?) - (EX)?, (6)
o(X)=+DX )

atitinkamai.

Funkcija u = f (€), e € E, u e R?, priskirianti kiekvienai bandymo
baigciai realiyjy skaiciy porq, apibrézia dvimatj, su tuo bandymu
susijusj, atsitiktini dydj. Cia zymuo R? reiskia visy realiyjy skaiciy
pory U=(X, Y),XeR, yeR, aibe.

2 pavyzdys. Taisyklingo losimo kauliuko vieno metimo baigCiy
aib¢je funkcija

(3,1), kaie=ey,ey;
u= f(e)=<(3,5), kaie=e3,ey,ex;
(6,1), kaie =¢eq
apibrézia dvimatj atsitiktinj dydj (X, Y), kurio galimos reik§Smés yra
3,D, (3,5 ir (6,1).

Kaip ir 1 pavyzdyje, galime nesunkiai apskaiciuoti atsitiktinio

dydzio reik§miy tikimybes

P(X,Y)=B1)=P(X=3Y =1)=P({e;.e2}) =

oIN

P((X,Y)=(35))=P(X =3Y =5) = P({e3,e4,65}

~—

olw wl|k
N

P((X,Y) = (6,1)) = P(X =6,Y =1) = P({es}) =%.

Taciau ir dvimacius atsitiktinius dydzius (kaip ir vienmacius)
patogiau nusakyti dvimate skirstinio lentele, kurioje iSvardinamos visos
galimos dydzio X reiksmés (kairiajame stulpelyje) ir dydzio Y galimos
reik§més (pirmoje eilutéje) bei jy jgijimo tikimybés:
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Y 1 5
X
3 1 1
3 2
6 11
6

Paanalizuokime Sig lentele. Pazymékime lentelés tikimybes
i, 1=12, j=1,2, ir papildykime lentel¢ vienu stulpeliu ir viena eilute

ten jra§ydami atitinkamy tikimybiy sumas:

Y 1 5 A.d. X reik§miy
X tikimybés:

1 1 1 1 5
3 r;l_l_g rlZ:E p:|-=§—|—5=g
1 1 1
6 1= =0 pz=g+0=€

Ad.Y C :

1 1 1 1 1
reikSmiy =—+=-==1Q,==-+0=— V;Z‘;:;kllm?’zm
tikimybés: 3 6 2 2 2 Y9

Nesunku suvokti, kad tokiu budu (sudéjome nesutaikomy jvykiy
tikimybes) gavome atsitiktinio dydzio X reik§miy 3 ir 6 tikimybes
(paskutinysis stulpelis) ir atsitiktinio dydzio Y reikSmiy 1 ir 5 tikimybes
(paskutinioji eiluté). Taigi galime uZraSyti atsitiktinio dydzio X ir
atsitiktinio dydzio Y skirstinius:

m 3 6 m 1 5
5 1 1 1 (8)
( ) 5 | & (Y =m) 5 | 3

Dviejy jvykiy nepriklausomumas apibréziamas (3) formule. Kadangi
ir ¢ia 1§ tikryjy kalbama apie jvykius, tai atsitiktiniy dydziy
nepriklausomumas (ir priklausomumas) apibréziamas panaudojant tg
pacia formule.
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Atsitiktiniai dydziai X ir Y vadinami nepriklausomais, jeigu su
visomis jy reikSmémis x ir y galioja lygybés
P(X=xY=y)=P(X=x)-P(Y =Y) ©)
Jeigu su bent viena x ir y reiksmiy pora (9) lygybé negalioja, tai
atsitiktiniai dydziai vadinami priklausomais.

2 pavyzdyje nagrinéti atsitiktiniai dydziai X ir Y yra priklausomi, nes,
51 5 1
avyzdziui, -0, =—+-—=—#—=1I,,. Aisku, kad tikrinti, ar galioja
pavy p1Q16212311 galio)
kitos lygybés, nebereikia.
Kaip ir vienmaciam atsitiktiniam dydziui, ji apibréziancios funkcijos
nebitina zinoti — visg informacija apie dydj teikia jo skirstinys.

3 pavyzdys. Dvimatis atsitiktinis dydis (X,Y) nusakomas skirstiniu

A\ 1 5
X
3 3 3
12 12
1 1
6 R R
12 12

Isitikinkime, kad Sio dydzio komponentés X ir Y yra nepriklausomi
atsitiktiniai dydziai. Kaip ir 2 pavyzdyje papildykime skirstinj vienu
stulpeliu ir viena eilute:

A S | b
X

3 El ki S
12 12 6
6 1 1 1
12 12 6

1 1
- = = 1

% 2 2
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Kadangi ,,visose pozicijose® galioja (9) lygybés, tai X ir Y yra neprik-
lausomi atsitiktiniai dydziai.

Pastaba. Atkreipkime démesj, kad vienmaciai X ir Y skirstiniai (8)
yra tokie patys kaip ir 2 pavyzdZzio, nors 2 pavyzdyje dydziai X ir Y yra
priklausomi.

Sioje temoje susipazinome tik su padia atsitiktiniy dydziy priklau-
somumo matematine savoka. Toliau reikéty iSsiaiskinti, kaip jvertinamas
atsitiktiniy dydziy priklausomumo stiprumas, kaip pagal vieno dydzio
igyta reikSme¢ prognozuoti kito dydzio reikSmes ir pan. Atsitiktiniy dy-
dziy priklausomumas labai svarbus taikant tikimybiy teorija kitose
srityse, ypa¢ ekonomikoje.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Taisyklingas losimo kauliukas metamas du kartus. Apskaiciuokite
tikimybe, kad atsivertusiy akuciy suma bus nelyginé.

2. Dézéje yra 2 geltoni, 3 Zali ir 4 raudoni rutuliai. IS jos atsitiktinai
traukiami 2 rutuliai. Apskaiciuokite tikimybe, kad bus iStraukti
skirtingy spalvy rutuliai.

3. Tegu X yra herbo atsivertimy skai¢ius metus monetg tris kartus.
Sudarykite atsitiktinio dydzio X skirstinj.

4. Apskaiciuokite atsitiktinio dydzio X, apibrézto 3 uZzdavinyje,
vidurkj, dispersija ir standartinj nuokrypij.

5. Taisyklingo lo§imo kauliuko vieno metimo baig¢iy aibéje funkcija
1, 2), kaie =¢y;
u=f(e)=4(21),kaie=ey,e;3 ey;
(3,4),kaie=¢eg, eg
apibrézia dvimatj atsitiktinj dydj (X,Y). Sudarykite $io dydzio
skirstinj.
6. Yra dvi urnos: vienoje — rutuliai, kitoje — kaladélés. Pirmoje urnoje
yra 9 vienodi rutuliai: du i$ jy pazyméti skai¢iumi 1, trys — skai-
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Ciumi 2, likusieji — skai¢iumi 3. Antroje urnoje yra 5 vienodos
kaladélés: dvi 1§ jy pazymeétos skai¢iumi 0, o trys — skaiiumi 1.
Dvimacio atsitiktinio dydzio (X,Y) pirmoji komponenté X yra i$
pirmos urnos atsitiktinai iStraukto rutulio skaicius, o Y — i§ antros
urnos atsitiktinai paimtos kaladélés skaicius. Sudarykite atsitiktinio
dydzio (X,Y) skirstinj ir nustatykite, ar dydziai X ir Y yra
priklausomi.

7. Yra dvi urnos: abiejose — vienodi rutuliai, kurie pazyméti skaiciais.
Pirmoje urnoje yra 3 rutuliai: du i8 jy pazyméti skai¢iumi 1, vienas
— skai¢iumi 2. Antroje urnoje yra 2 rutuliai: vienas pazymétas skai-
¢iumi 1, kitas — skai¢iumi 2. I§ pirmos urnos atsitiktinai iStrau-
kiamas rutulys, uzsiraSomas jo skai¢ius (tai — atsitiktinis dydis X),
po to jis jdedamas ] antrajg ir i$ jos atsitiktinai iStraukiamas rutulys
(8io rutulio skaicius — atsitiktinis dydis Y). Sudarykite atsitiktinio
dydzio (X,Y) skirstinj ir nustatykite, ar dydziai X ir Y yra
priklausomi.

8. Dvimacio atsitiktinio dydZio skirstinys toks:

Y -1 1
X
1 01 0,2
2 01 01
3 0,2 0,3

Sudarykite komponenc¢iy X ir Y skirstinius ir nustatykite, ar Sie
atsitiktiniai dydziai yra priklausomi.

9. Dvimacio atsitiktinio dydzio skirstinys toks:

Y 1 2
X
0 0,08 0,32
1 012 0,48
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PRIKLAUSOMI IR NEPRIKLAUSOMI ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Sudarykite komponencéiy X ir Y skirstinius ir nustatykite, ar Sie
atsitiktiniai dydziai yra priklausomi.
10. Atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi, o jy skirstiniai tokie:

m 1 2 3 m -1] 1
P(X=m)| 01 | 05 | 04 P(Y=m) | 0,7 | 0,3

Sudarykite dvimacio atsitiktinio dydzio (X,Y) skirstinj.

§ R
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

ISspreskite lygtj
x*+x3-3x%—4x—4=0.

Raskite skaiciaus n =161 +171" dalybos i% 7 liekana.

Trikampio ABC krastinés AB ir AC atitinkamai lygios 2 cm ir 5 cm.
Taskas M pusiaukamping AA; dalija santykiu 3:2 skaitant nuo
vir§inés A. Ties¢ BM kerta krasting AC taske B;. Apskaiciuokite
santykj AB;:B,C.

Apskritimo skersmuo AB, kurio ilgis 8, su
styga AC sudaro 22° 30" kampa. Apskai-
¢iuokite uzbriik$niuotos figiiros plota.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Akivaizdu, kad ieSkomas skaicius yra trizenklis. Kadangi sandaugos
paskutinis skaitmuo yra 5, tai ieSkomo skaiCiaus pirmas arba
paskutinis skaitmuo turi bati 5 arba 1.

1x5-5x1=78445 = x=4.

Ats.: {145; 541}.

2. Sakykime, kad dziovinama a kg duonos. Pagal salyga, Sioje duonoje
yra 0,4a kg vandens ir 0,6 — ,,grynosios* masés. ISgarinus X kg
vandens gauta (a-—x) kg dzitvésiy, kuriuose yra (a—x)-0,8
,grynosios masés. Sudarome lygti 0,6a=(a—x)-0,8. 15 jos
gauname x=0,25a. Taigi dziovinant duong, jos masé¢ sumazéja
25 %. Kai a—x=9, gauname a=12.

Ats.: 25 %, 12 kg.

3. Tarp skaiciy 1,2,3,...,1000 yra 76 dalus i§ 13 skaiciai, 200
skaiCiy, daliy i85, ir 15 skai¢iy, daliy ir i§ 13, ir i$ 5. Taigi bendrové

gavo
76-1000-0,75+ (200-15)-1000-0,9 + (1000 — 76 —185) -1000 =
=962 500
lity pinigy suma.

Ats.: 962 500 Lt.

4. Kadangi ZCDA=090°" (remiasi i apskritimo skersmenj AC), tai

BD =+/302 — 242 =18.

Tegu AD = x. Tuomet

) C
BC2=BD-BA,
18(18+x)=900 = x=32 = 30
AB =50, 24 )
B A
AC =4/502 —30% = 40. D
s=m-20.
Ats.: 207,
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5. Nuo kubo virSiiniy nupjaunamos taisyklingosios piramidés, kuriy
. vt s . . .. . a—X .
pagrindo krastiné lygi X, Soninés briaunos Y :T, 0 sienos yra

statieji trikampiai. Rasime x:

y X

2.2 2 _x

y+y_x:y\/§: Y|
+xa:>\/_+1xa:> a

=57 2+

:x:a-(\/_—l).

Piramidés briaunos ilgis

_a-a(v2-1) _Z—ﬁa
- 2 o2

vienos piramidés tiiris

1 1(2 \/_} 2-V2  10-742 3
a= a .

Vy==.2
= 2 2 24

3 2
Taigi likusios kubo dalies tiris
10-7v2 2 72 -1) 2

V=a’-8y,=a’-8
24 3

Ats.: V =@a‘°’.

6 X2 —4y? —xy+5y =1, :{2 4y? —xy+5y =1,
x2 +3y% —xy—4y=-1 7y? -9y +2=0

X’ -dy?—xy+5y=1 | _2 y=1
arba{ =

= = 7 5
Xc—x=0

2 arbay=1
y=7 amay= 49x? ~14y% +5=0

y=1

= x=0,y=1arba x=1,y=1.
x=0 arba x=1

= J arba {

Ats.: (0; 1), (1; 1).
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7. D=9y?-8y?-24=y?-24 = y?>-24=k’ keZ =
= (y—k)(y+k)=24-1=12-2=8-3=6-4 =

= k=241 k=8, k:6,
= {y+k_12, arba {§+ arba {§+ arba {er

y-k=2 =1, k=3, y—k=4

U U

y=7, y =5,

U U
x?-21x+104=0= [ | x?-15x+56=0=
= X=8,x=13 %) %) = X=7,Xx=8

U U

(8;7)ir (13; 7) (7:5), (8;5)

Ats.: (8;7), (13;7), (7; 5), (8; 5).

8. Tegu ieskoma pora yra (a; b). Pagal salyga, BMK (a;b) =2496 ir
BDD (a;b) =24.Todél a=24k, b=24l; ¢ia k, | — tarpusavyje
pirminiai skai¢iai. Kadangi

BMK(a; b)-BDD(a;b)=a-b,
tai
24k - 241 =2496-24 = k-1=104 = k-1=1.104=8-13 =
= k=1, 1=104; k=104, 1 =1; k=8, 1 =13; k=13, | =8.

Ats.: a=24, b=2496 arba a=192, b=312.

9. I8 viso galima sudaryti 100-99

=4950 pory skaiciy. Tarp skaiciy 1,

2,3, ..., 100 yra 67 skaiciai, kurie nesidalija i§ 3. Todél pory (m; n),

67'66:2211.

m<n, kuriy skai¢iy sandauga nesidalija i§ 3, yra

Vadinasi, ieSkomy pory skaicius yra 4950—2211=2739.
Ats.: 2739.
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10. Tegu x+2 yra turnyro dalyviy skaicius. Like Zzaidéjai turnyre
suzaidé w partijy.
Jeigu abu pasitrauke i$ turnyro zaidéjai biity zaide tarpusavyje,
tai jie buty suzaide 9 partijas. Gautume lygti

X(x=D g_3g

kuri neturi natiiraliojo sprendinio.
Taigi pasitrauke i$ turnyro zaid¢jai tarpusavyje nezaideé.
Belieka jsitikinti, kad toks turnyras galéjo buti. Tuo tikslu

(x-1)

reikia iSspresti lygti XT+1O=38. Ji turi natiiralyjj sprendinj

x =8. Todél uzdavinys yra korektiskas.
Ats.: Pasitrauke i$ turnyro zaidéjai tarpusavyje nezaide.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tarkime, pirma valstieté j turgy atne$é X kiauSiniy, o antra 100— x
kiau$iniy. Jei pirma bty turéjusi 100— x kiauSiniy, tai ji juos bity
pardavusi uz 15 pinigéliy. Taigi pirma valstieté savo kiauSinius

pardavé po pinigéliy.

100-x
Analogiskai nustatome, kad antra valstieté savo kiausinius

oL 2 20 .. ..
pardavingjo po 6—: X = — pinigéliy.
3 3X
Pagal uzdavinio salyga sudarome lygtj
X - 15 = (100— x)-@.
100—- x 3X
Atlike veiksmus, gauname kvadratine lygtj
x2 +160x —8000=0,

kurios sprendiniai yra 40 ir —200. Tinka tik x =40.
Ats.: pirma — 40 kiausiniy, antra — 60 kiau$iniy.
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2. Tegu dviratininko greitis yra kam , 0 motociklininko — ykTm . Pagal

uzdavinio sglyga sudarome lygciy sistema

Y X 05
60 60
120 120 _,
X y
Spresdami gauname:
1—1:0,5, y—x=230, y=30+x,
00 60 = 160 60 = =
120 120_, ~ |2-=t-1 7 |20 9
X y Xy X 30+Xx
y =30+ X,
2 =
60 (30+ x) —60x =30x + X
y=30+X, {y:30+x,
=1, =
X~ +30x-1800=0 x e{-60; 30}
I$ ¢ia gauname: X =30 ir y =60.
Ats.: 30 kTm

3. Tarkime, kad pirmu vamzdziu 1 m® vandens j baseing pribéga per
X min.; tada antru vamzdziu 1 m® vandens pribéga per x+4 min.
Tai reiskia, kad per 1 valandg pirmu vamzdziu j baseing

m® vandens. Pagal uzdavinio

pribéga 50 m®, o antru —
X X+4
salyga sudarome lygtj
60 60 100

X X+4 5
Spresdami jg, gauname:
3 3 PN 3(x+4)—3x—x(x+4):
X X+4 X (x+4)

0 =
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PIRMOJI UZDUOTIS

g2 _ 2 _19_
:{ X2 —4x+12=0, _ {x $AX-1220, e oo

X(x+4)=0
Tinka tik x =2.Taigi antruoju vamzdziu j baseing 1 m*> vandens

pribéga per 6 min. Todél per 5 h j baseing pribégs 50 m?® vandens.
Ats.: 50 m.

X#0, x4

. Rankras¢io puslapiy skai¢iy pazymékime p. Tarkime, kad pirmas
vertéjas visg rankrastj iSversty per X valandy, 0 antras — per x+4

valandy. Tada pirmo vertéjo darbo sparta biity P puslapiy per
X

p

valanda, o antro — i puslapiy per valandg. Per pirmasias
X+

2p

2 valandas buvo iSversta — rankra$¢io puslapiy, 0 per Kkitas
X

6 valandas — [% + 6_pj puslapiy. Sudarome lygtj
X X+4

2p 6p, 6p _4p

X X x+4 5
Spresdami ja gauname:

8 6 4 {40(x+4)+30x—4x(x+4)=0,
° N -

X x+4=§ X#0, X#-4

2 -
N 2x°—27x—-80=0, — xe{-2516}.
X#0, x4
Tinka tik x =16.
Ats.: 16 h.
I N - +y .
. Tegu Xy — ieSkomas dvizenklis skaiCius. Tada yra jo

skaitmeny aritmetinis vidurkis, o \/x_y — geometrinis vidurkis.
Pagal uzdavinio salyga,
X+y 1 .
——=—+,/Xy Ir Xx+y=5.
> > y y
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SPRENDIMAI

Toliau sprendziame $iy lygcCiy sistema:

x+y:1+ Xy, x+5—x:%+ ’—x-(5—x),

2 2 = 2 =
X+y=5 y=5-X
X-(5—X) =2, X2 —5x+4=0,
= = =
y=5-X y=5-x
xe{l; 4}, o
:>{ sth 4 = Xy =14 arba Xy =41
y=5-xX

Ats.: 14 arba 41.

6. Tarkime, kad per vieng valanda pirmasis dviratininkas nuvaziuoja X
raty, antrasis — Y raty, treciasis — z raty. Tada pirmasis dviratininkas

. . 1 . 1 . . 1
vieng ratg vaziuoja per — h, antrasis per — h, treCiasis per — h.
X y z

Sudarome lygciy sistema:

45_35
X oy
Eﬂé+05)x:[£é+05)z+z
X X
3y=3z+1.
Spresdami ja gauname: y—zx Z—ZX—l
pre Jag : 9 X 9 3

Tada 2x% —15x+27=0. $i lygtis turi du sprendinius: X; =3,
Xo =4,5. Tikrindami, ar Sie sprendiniai tenkina uzdavinio salyga,
turime rasti antrojo dviratininko sugaiSta laika vienam ratui

nuvaziuoti: iﬁ:jL=§h>20mm,j;:gih<20mm.Tmm
yi ix 7 Yo X
tinka tik x=3.
Ats.: 3.
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7. 1) Tarkime, kad arklys pirkliui kainavo x auksiny. Tuomet
115x=736. Todél x=64.
2) Tarkime, kad avis pirkliui kainavo y auksiny. Pagal uzda-
- y -
vinio salyga, |1+ — |y =11. IS ¢ia y=10.
alyga ( 100) y y
3) Tarkime, kad pirklys pirko m arkliy ir n aviy. Pagal salyga,
64m +10n =780 ir m+ n < 30. IeSkome sistemos
64m +10n =780,
m+n<30

natiiraliyjy sprendiniy. Gauname:

32 m=5k, k e N,
nN=78——m,
5 n=78-32k, = k=2, m=10, n=14.
m+n<30 5k +n <30

Ats.: 10 arkliy ir 14 aviy.

8. Autobuso greitj j kalng pazymékime VkTm. Tada autobusas atstuma
S 12
nuo A iki B jveiké per — h.
Vv

. . . 1 .
Grizdamas i§ punkto B autobusas vaziavo g h, kol sutiko

péstiji. Vadinasi, i§ viso jis vaziavo (£+%j h. Per ta laika
Vv

. . .. 12 1
péstysis nuéjo 6- —+g km.
Vv

Autobusas nuo B iki susitikimo su pés€iuoju nuvaziavo
1 .
atstumga, lygy 2V-g km. Sudarome lygti

6(1—2+EJ+ZV-E=12.
v b5 5

Atlike veiksmus, gauname kvadratine lygtj v2 —27v+180= 0,
turin¢ig du sprendinius:
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10.

V1 =12, Vo =15.
ReikS§mé v; =12 netenkina sglygos, kad autobusas atvaziavo 1§
A i B greiciau negu per vieng valanda.

Ats.: 15 kTm

Sakykime, x m yra greitojo lifto greitis; tuomet paprastojo lifto
S

33

+12. Kai

greitis yra (x—1,5) M . Sudarome lygti 8—1+ 7=
S X

x {0: 1,5}, ji ekvivalenti kvadratinei lygéiai x> —111x +24,3=0,
kuri turi du sprendinius:

X1 =3, Xp =81.
Tinka abu sprendiniai, nors antrasis — nelabai realus.

Ats.: 3 m arba 8,1 m.
S S

Tegu BK=LM =8, BL=KM =4, x=KD ir y=LE.
Skaiciuodami trikampio BDE plota (jis pagal salyga lygus 100)
dvejopai, gauname dvi lygtis:

1 C
E(8+x)(4+y)=1oo E
ir
1 1
4.8+=-4x+—--8y=100. y
2 2 Y
Sprendziame Siy lyg€iy sistemg ir
gauname: L M
32+4x+8y+ xy =200, 4
= BU 8 X D
64+4x+8y =200 K A
32
Xy =32, y=—,
= X =
X+2y=34

X2 —34x+64=0
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= (x=2,y=16) arba (x=32,y=1).
Ats.: 10 cm ir 20 cm arba 40 cm ir 5 cm.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Galimi racionalieji sprendiniai yra tokie: +1, +2; +5; +10;
RENE)
2 2

Isitiking, kad skai¢ius -1 tenkina lygtj, daugianarj
P(x)=2x° +3x%> —9x 10 padalykime (pavyzdziui, kampu) i%
dvinario X+1 ir gausime  tokj P(x) skaidinj:
P(x)=(x+1) (2x2 +x—10). Kvadratinio trinario 2x% +x-10
Saknys (kvadratinés lygties 2x% +x-10=0 sprendiniai) yra 2 ir
-2,5. Vadinasi, lygtis 2x3 +3x% —9x—10=0 turi tris sprendinius:
-2,5;-1; 2.

Ats.:-2,5; -1; 2.

. Galima tikrinti visus laisvojo nario daliklius: +1; +2; +4; +8.
Bet galima i§ pradziy pertvarkyti lygtj grupuojant:

x> —x2—8x% +8= (x5 — x3) —(8x2 -8)= x3(x2 -1)-8 (x2 =
=(x% -1 (x° —8) = (x=1) (x+1) (Xx—2) (x* +2x +4).

IS Sio skaidinio matyti, kad lygtis turi tris racionaliuosius spren-

dinius: —1; 1; 2.
Ats.: -1; 1; 2.

. Galimi racionalieji sprendiniai yra sveikieji skai¢iai +1 ir +7.
Lygti tenkina tik skaicius 1. Taigi $i lygtis turi tik vieng racionalyjj
sprendin;.

Daugianarj P(x) = x3 +4x% +2x-7 i§skaidykime remdamiesi
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Bezu teorema — padalykime P(x) i$ dvinario x —1. Gausime:

P(x) = (x—1) (x*> +5x+7)
Kvadratinis trinaris x° +5x+7 realiyjy Sakny neturi. Vadinasi,
algebriné lygtis X3 +4x% +2x-7=0 iracionaliyjuy sprendiniy

neturi.
Ats.: neturi.

4. Galimi racionalieji sprendiniai yra sveikieji skaiciai: £1, £2; +3;
+6.
Tiesiogiai tikrinant galima jsitikinti, kad lygti tenkina tik du
sveikieji skaiciai: 1 ir 3.
Padalykime daugianari P(x)= x* —4x3 +5x2 —8x+6 i3
sandaugos (x—1) (x—-3) = X2 —4x+3. Dalykime kampu:

_x4 —4x3 +5x% —8x+6 |x2 —4x+3
x* —4x3 + 3x2 X2 +2
_2x2 —8x+6
2x% —8x+6
0
IS skaidinio P(x)=(x-1) (x—-3) (x2 +2) matyti, kad daugianaris
P(X) turi tik dvi realigsias Saknis 1 ir 3, o algebriné lygtis P(X) =0

— tik du realiuosius sprendinius.
Ats.: 1; 3.

5. Kai m yra sveikasis skaicius, tai visi lygties koeficientai yra svei-
kieji skaiciai. Galimi racionalieji sprendiniai yra tik sveikieji skai-
¢iai: £1, +2.

Kad sveikasis skai¢ius 1 baty lygties sprendinys, parametras m
turi tenkinti lygybe

B +Mm+1)-1° + (m? - 4)-1+2=0.
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Ji ekvivalenti kvadratinei lygciai m?+m=0 , turin¢iai du
sveikuosius sprendinius: my =0 ir m, =-1.

Skaicius —1 yra lygties sprendinys, kai m?>-m-6=0,t. y. kai
me{-2; 3}.

Kad skaicius 2 buty lygties sprendinys, turéty galioti lygybé
m? +2m+3=0 ; taciau kvadratiné lygtis m? +2m+3=0 realiyjy
sprendiniy neturi.

Skaiius —2 yra lygties sprendinys, kai galioja lygybe
m? -2m-3=0,t.y. kai me{-1 3}.

Taigi lygtis turi nors vieng racionalyjj sprendinj, kai
me{-2,-10; 3}.

Ats.: -2; -1; 0; 3.

. Iras¢ 2 ir 3 j lygtj, gauname lyg¢iy sistemg dydziams m ir n rasti:
4m+n =10,
{Qm +n=-15.

Ji turi vienintelj sprendinj: m=-5, n=30.

Toliau nagringjame treciojo laipsnio lygtj

2x3 —5x% —13x+30=0. 1)

Pagal Bezu teorema daugianaris P(X) = 2x3 —5x% —13x+30
dalijasi ir i§ x—2, ir i§ x—3; taigi dalijasi i§ sandaugos
(x=2)(x-3)= x% —5X +6. Dalydami kampu, gauname:

_2x3-5x%-13x+30 |x? —5x+6

2x3 —10x2 +12x 2X+5
_ 5x% —25x+30
5x2 — 25x + 30
0

Vietoj (1) turime tokig ekvivalencig lygtj
(x=2) (x—3) (2x+5) =0.
I§ ¢ia ir randame trecigjj sprendinj — racionalyjj skaiciy —2,5.
Ats.: m=-5 n=30, x=-2,5.
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7. Skaitius 2++/2 yra tiesinés lygties X-— (%/E +/2 ): 0
sprendinys; taciau jos laisvasis narys néra sveikasis skaiCius
1<¥2 <13, 1<y2<15=2<32++2<28). Todél ieskome
aukstesnio laipsnio lygties:

{2 442)=0 = (2 - {2f =
x3—3/2x% +6x-242=2 =
= (x3+6x—2)2=(3\/§x2+2\/§)2 =
= x8+12x* —4x3 +36x% — 24x+ 4 =18x* + 24x° +8 =
— x8—6x* —4x® +12x% —24x -4 =0. (1)

Skaicius 32 ++/2 yra §ios lygties sprendinys, taCiau jis néra
racionalusis skaiCius, nes jo néra tarp galimy (1) lygties racionaliyju
sprendiniy — sveikyjy skai¢iy +1, +£2, +4.

8. Pradékime nuo lygties (X ~\2 ) (X - (\/E —l»z 0. Sudauging

gausime ckvivalencia lygti x2 + (1— 22 )X +2-4/2=0. Matome,
kad du jos koeficientai néra sveikieji skaiciai, todél pertvarkykime
(keldami kvadratu):

x2+(1—2\/§)x+2—\/§=0 = x2+x+2=2\/§x—\/§ =

:>(x2+x+2)2=(\/§(2x+1))2 = x*+2x3 +5x% +4x+4=

=8x% +8X+2.
Gavome ketvirtojo laipsnio algebring lygti su sveikaisiais koefi-
cientais:
x* +2x3 —3x% —4x+2=0. (1)

Skaitiai +2 ir +2-1 yra jos sprendiniai. Taciau jie néra

racionalieji skai¢iai. Racionaliaisiais (1) lygties sprendiniais galéty

buti tik sveikieji skaiiai +1 ir £2. Tafiau né vienas i§ ju

netenkina lygties. Taigi (1) lygtis racionaliujy sprendiniy neturi.
Ats.: Neturi.
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10.

Skai¢ius -2 yra ir P(x)=x5+2x4+2x2+7x+6, ir

Q(x)= 2x* +7x3 +4x° —x+6 saknis. Pagal Bezu teorema abu

daugianariai dalijasi (be liekanos) i§ dvinario X+2. Padalije
(pavyzdziui, kampu) gauname:

PO _ 4 oxizir Q0031342 oyi3)

X+2 X+2
Vadinasi,
P(x)
f(x):P(X)=x+2: x4 £ 2x+3 k2
Q) QM) 2x343x%2 _2x+3
X+2

Gauto racionaliojo reiSkinio vardiklis taske X=-2 néra lygus
nuliui, todél

F00~ (-2*+2.(-2+3  16-4+3 _15
2.(-2)3 +3(-2)2 —2(-2)+3 -16+12+4+3 3
kai x ~-2.

Ats.: f(x)=5, kai x~-2.

Skaic¢ius 1 yra ir skaitiklio, ir vardiklio Saknis. Todél juos dalijame
i§ x—1 ir gauname:

3x4—5x3+2x2—x+1

_ 3x3-2x% -1
9X)=——— X31 5 = X1,
X7 —=2X" +6X°—6X°—-3x+4 X —x"+bx"-x-4

x-1

Matome, kad norimo aiskumo nepasieckéme, nes taske x=1 ir
skaitiklio, ir vardiklio reikSmé lygi nuliui. Remdamiesi Bezu
teorema, vél dalijame i§ x—1 ir gauname:

3x3-2x? -1
3 2 I
g(x) = 3x”-2x"-1 X—1 B
x4—x3+5x2—x—4 x4—x3+5x2—x—4
x-1
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3x +x+1 3124141 5 1

X +5x+4 “B315144 10 2
ts.: g(x)zE,kai X=1.

=—==kai x=1.

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pagal ketvirtos teoremos antrajg iSvada tasky (A, 2), (B,—3) ir

(C,5) masiy centras (G, 4) yra
tiesiy BBy ir AA susikirtimo
taskas; ¢ia (By, 7) yra tasky (A, 2)
ir (C,5) masiy centras, o (A, 2) —

tasky (B, —3) ir (C,5) masiy (G, 4)

centras t.y.
- -
BA&— 5 5
3+5

BC = EBC Taskai
(AL, 2), (B, 7) ir (G, 4)
pavaizduoti 1 pav.

(A,

(A1, 2)

2) (B, -3)
1 pav.

2. Kadangi CE:EA=2:1ir CF:FB=4:1 (2 pav.), tai 1-CE =2EA
ir 1.CF =4FB. (C, 1)

Taskas (E, 3) yra tasky
(A,2) ir (C,1) masiy
centras, o taskas (F,5) E
— tasky (C,1) ir (B,4)

F

masiy centras. Tiesiy A 2)
AF ir BE susikirtimo '
taskas M yra trijy tasky

(B, 4)
2 pav.

(A 2), (B,4) ir (C,1) masiy centras (zr. 4 teorema 2-oji iSvada).

Taigi
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—
A|B|C E | B |= 3EM=4MB,
M=Centr| 2 | 4|1 |=Centr| 3|4 |ty BM:ME=3:4

arba BM :BE=3:7.

Kita vertus,

— 2AM =5MF ,
t.y. AM:MF =5:2
arba AM : AF =5:7.

—
B|C A|F
4 11

M = Centr = Centr

Ats.. BM:BE=3:7, AM:AF =5:7.
. Akivaizdu, kad taskas (Cy,7) yra tasky (A,5) ir (B,2) masiy
centras (3 pav.). Jeigu taskui C priskirsime skaiciy %, tai taskas By

bus tasky (A,5) ir (C,%) masiy

centras. Papildomai taskui C priskyre
skai¢iy 1, gauname, kad taskas (A, 3)
yra taSky (B, 2) ir (C,1) masiy centras.

Nagrinékime tasky (A, 5), (C,gj, 3 pav.

(C,1) ir (B,2) sistema arba tasky (A, 20), (C,5), (C,4) ir
(B, 8) sistema. Abiejy sistemy masiy centrai sutampa. Sakykime,
kad taskas G yra nagriné¢jamos tasky sistemos masiy centras.
Tuomet

—1

A|lC|C|B
G =Centr = Centr Bl A
20051 4| 8 25112

= G e[AB] ir 25B,G =12GA, t.y. B;G: GA =12:25.
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Kita vertus,
———
A|lC|C|B
G = Centr = Centr G| C
200 51| 4| 8 281 9

= G €[CCy] = G sutampasu E ir 9CG =28GC,,
t.y. CG:GC; =28:09.

Ats.: CE:EC; =28:9, D
B.E: EA =12:25. Q
4. Sakykime, kad taskai E ir F yra briauny AC ir C
BD vidurio taskai (4 pav.). Nagrinékime tasky A
(AD, (B,3), (C,1) ir (D,3) sistemg, ku-
rios masiy centras yra taskas G. Tuomet: P B
— 4 pav.
B A|B|C|D]|_ P|Q
G =Centr 1131 13]" Centr 41 a
= taSkas G yra atkarpos PQ vidurio taskas.
Kita vertus,
==
A|B|C|D E|F
G =Centr |————— 5| =Centr (= e[EF]

Taigi atkarpos PQ vidurio taskas G ir atkarpy AC ir BD vidurio
taskai E ir F yra vienoje tieséje.

5. Tasky (A1), (B,-1) ir (C,1) masiy centras
(5 pav.) yra taskas (D,1) (zr. 3 pav.). Taskui S
mases paskirsime taip, kad taskai A;, By ir C;
bty atitinkamai taSky A ir S, Bir S, C ir S
masiy centrai. Nagrinékime tasky (A1),
(B,—l), (C!1)1 (812)! (81_4) ir (813)

sistemg, kurios masiy centras yra taSkas G. Tuomet:
[ I | [ I |

A|B|C|S|S|S|_ D| S
G =Centr 1111 > a3 |~ Centr 1 1
= G e[SD]
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Taigi G=D, ir DD, : DS =1:1.
Ats.: DD, :D;S =1:1.

. Taskas (E,3) yra tasky (A1, (B,1) ir (C,1) masiy centras
(6 pav.). Taskui D priskirsime mases taip, kad taskai M, N ir L baty
atitinkamai tasky A ir D, Bir D, C ir D
masiy centras. Nagrinékime tasky (A1),

3 2) . 1
(B,),(C,D, (DEJ (D, g] ir (Dg)
sistemg arba tasky (A, 30), (B,30),
(C,30), (D,45, (D,12) ir (D,10)
sistemg, kurios masiy centras yra taskas G.
Tuomet

A[B|C|D|D|D]_ D|E
G=Centr =330 (30 [45 | 12 [ 10| - °&"" [67 [ 90
— G <[DE] ir 67DG = 90GE , t. y. DG : GE = 90: 67.
Kita vertus,
]
A[B]C|D|D|D]_ M| N L
G=Centr 3030 (30 [45 [ 12 | 10| ~ °&™" [75 [42 [ 40

= G priklauso plokStumai (MNL).

Taigi, G=K. Todél DK : KE =90:67.
Ats.: DK : KE =90:67.

Nagrinékime tasky (A1), (B,1), (C,1), (D1, (E,1) ir (F,1),
kuriy masiy centras G, sistemg. Turime:

A|B|C|D|E]|F
G =Centr = Centr B1 B3| Es
11111111 212 2

= G yra trikampio E;E3Eg pusiaukrastiniy susikirtimo taskas.
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Kita vertus,
| 1 1 |
A|B|C|D|E|F

= Centr E2 | E4 | Es

G=Centr| 1 | 1|1 |1]1]1 2 12| 2

= G yratrikampio E,E4Eg pusiaukrastiniy susikirtimo taskas.
Taigi trikampiy EqE3Eg ir EoE4Eg pusiaukrastiniy susikirtimo
taskai sutampa.
8. Trikampis ABC yra statusis (£ C =90°). Sakykime, kad CB =a.
1 .
Tada AB=2a, BD:%a, AD = 2a—§a:ga ir

AD : DB = 3:1. Nagrinékime taskus (A, 1), (B, 3) ir (C, 3), kuriy
masiy centras yra taskas G. Tada

1
G = Centr AlB|C|_ Centr D|C|=Geg[CD]ir
- 113]3 ]| 413 CG:GD=4:3.
Kita vertus,
A|lB|C Al F|=Ge[AF]ir

G=Centr =733 |FCM 16 | AG:GF=6:1.

Kadangi taskas G priklauso ir atkarpai CD ir atkarpai AF, tai G
sutampa su tasku E. Taigi, CE:ED=4:3 ir AE:EF =6:1.
Ats.: AE:EF=6:1, CE:ED=4:3.

9. Kadangi trikampiy BFC ir BEC (7 pav.) pagrindai yra vienoje tie-

séje, o aukstiné, iSvesta 1§ vir§inés C, A
yra bendra, tai Seec _ BE  pnalo- D
SFc
giskai SaBC =£. I8 Siy lygybiy g C
Segc  CE
7 pav.

iSplaukia, kad
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TRECIOJI UZDUOTIS

10.

AC BE AC BE

CE BF BF¢TCE BF

Taigi, apskaiciave santykius AC:CE ir BE:BF , rasime
trikampio ABC plota.

Pagal pusiaukampinés BE savybe CE : EA=2:3 arba
CA:CE =5: 2. Nagrinékime taskus (A, 2), (B,1) ir (C, 3), kuriy
masiy centras yra G. Tada

SABC =

1

AlB]C B|E|= Ge[BE]ir
G =Centr = Centr
213|715 BG:GE=5:1
Kita vertus,
—1
Al B | C C|D
= = G e[CD].
G = Centr > T 113 Centr 3 3 = G €[CD]

Taigi G=F ir BF:FE=5:1,t.y. BE:BF =6:5. Vadinasi,
56
SABC:E g S 38

Ats.: SABC =3S.

Irodysime, kad trikampio ABC aukstinés AA, BB; ir CC;
susikerta viename taske.

I staciojo trikampio CC4B turime: % =tgp, o i$ staciojo

1
. . CCy _— . .
trikampio CC;A — E:tg o. I§ siy lygybiy iSplaukia, kad
1

AG _ top
C]_B thL
tgp-BA =tgy-AC ir tgy-CB; =tga-BjA. Taigi nagrinékime

tasky (A, tga), (B, tgP), (C, tgy) sistema, kurios masiy centras yra
taskas H. Tuomet

, t.y. tga- AC; =tgP-CyB. Analogiskai jrodoma, Kad
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1
H=Centr| A| B | C A A
= Centr
tgo | tgP | tgy tgo | tgP +tgy

= H e[AA] ir AH : HA = (tgp +tgy): tgo.

Analogiskai jrodoma, kad H e€[BB;], He[CCq] ir
BH : HB; = (tga+tgy):tgf, CH : HC; = (tga +tgP): tgy. Taigi Visos
trikampio aukstinés susikerta taske H.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 234329-
~7.8°1+4953=7.8% +1.84 +857=7-8° +1.8% +1.8% +345=
~7.8°+1.8*+1.8°+5.8%2 1 25=
7-8°+1-8% +1.8% +5.8% +3.8' +1.8° = 234329 =
= 711531

2. a) Kaia=-38743, b=213,
tai —38743=213-(-182) + 23=q=—182, r =23

b) Kai a=-621, b=-53,

tai —621=(-53)-12+15=>q=12, r =15
c) Kai a=5995, q=-19,

tai 5995=(-19) - (—315) +10=b=-315 r =10,
d) Kai a=-5960, q=-315,

tai —5960=(-315)-19+25=b=19, r=25.
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0 |1 ]2 |3 |4/|5]68
0 |0 |1 |2 |3 |4 |56
1 |1 ]2 |3 ]4]5 |60
2 |2 ]3| 4|56 0|1
3 /3| 4|56 |0 |12
4 | 4] 5|6 |01 2|3
55|60 ] 1] 2|34
6 | 0] 0|1 ]|2]|3]|4]|5

0 |1 ]2 |3 | 4|56
0 JojJO0O|]O0O]O0O]O0O|O] O
1 /0|1 ]2 |3 |4|5]68
2 |0 ] 2|46 |1 3|5
3 /03|62 |5 |14
4 |0 | 4] 1|52 6|3
50|53 |16 |4]2
6 | 0 |6 | 5|43 |21

f(6)=2-6>-3.62=2.6-3-1=5-3=2, nes 62
6° =6.

Ats.: 2.

[
=l

3x+8=5(modll) =
= 3x=8(mod11) = x=10(mod1l) = x=11k +10, ke Z.
Ats.: x=11k +10, ke Z.

3x? =5(modl]) = X2 =9(modll) (padauginus abi duotojo
lyginio puses i§ 4) = x=+3(mod11l) = x=3+11k, keZ,
X=-3+1Im, meZ.

Ats.: x=3+11k, keZ, x=-3+11Im, meZ.
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8. 17=6(modl1]), 17% = 3(mod1l), 174 = 9(mod1l),
178 = 4(mod11),

176 =5(mod11) =17'%.17=5-6=8(mod11);

18=7(mod11), 182 =5(mod11) 18% =3(mod11),
18% =9(mod11),
186 = 4(mod11) =182 -18® =5. 4=9(mod11);

19=8(mod11), 192 =9(mod11), 19% = 4(mod11),
198 =5(mod11),
19 =3(mod11) =19 .19 .19=3.9.8=7(mod11);
Taigi N=8+9+7=2(mod11)
Ats.: 2.

9. Skaitiaus n=17-7 +18'8 +1919 paskutinysis skaitmuo yra liekana,
gauta §j skaiCiy dalijant i§ 10. Raskime $ig liekana:

17=7(mod10), 172 =9(mod10), 17* =1(mod10),
176 =1(mod10) =171 =176 .17 =1-7 = 7(mod10);
18=8(mod10), 182 = 4(mod10), 18% = 6(mod10),
18% = 6(mod10),
18'6 =6(mod10) =18'8 =186 .18 =6 4= 4(mod10);
19=9(mod10), 192 =1(mod10),
19 =1(mod10) =19'° =196 .19? .19=1-1.9=9(mod10).
Taigi gauname n=7+4+9=20=0(mod10). Vadinasi,

paskutinysis Sio skai¢iaus skaitmuo yra 0.
Ats.: 0.
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10.

Panagrinékime atskirai skai¢ius n=0(mod3), n=1(mod3) ir
n=2(mod3).

Kai n=0(mod3) (t.y. n=3k, k €Z), tai skaicius
M =14-(3k)® +9-(3k)% +3k = =3(14-9k3 +9-3k? +k) dalijasi
i§ 3. Kai n=1(mod3) (t.y. n=3k +1, ke2), tai
M =14-(3k +1)° +9-(3k +1)2 +3k +1=
=14(27k3 +27k? + 9k +1) + 9(9k? + 6K +1) + 3K +1=
=14(27k> + 27k? + 9K) +14+9(9k® +6K) +9 + 3k +1=
=14-3(9k> + 9Kk 2 +K) + 9(9k 2 + 6K) + 3k + 24.

Kadangi visi keturi Sio skai¢iaus démenys dalijasi i§ 3, tai ir
skaic¢ius M dalijjasi i$ 3.

Kai n=2(mod3) (t.y. n=3k +2, keZ), tai n? =1(mod3),
n3 =2(mod3) . Tuomet M =14-2+9-.1+2=39=0(mod3).

Pastaba. Tokiu pat budu galima nagrinéti ir atvejus
n=0(mod3) ir n=1(mod3). Kadangi visais trimis galimais
skaiCiaus n atvejais skai¢ius M dalijasi i§ 3, tai M dalijasi i§ 3 su
visais sveikaisiais skaiCiais n.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Lo . .. o x-1
Pirmiausia raskime funkcijos f israiska taske ——:

X+1
2
4.(X—1) x=ly
f(x—lJ: X+1 x+1 ~_ 2x°-3x+3
x+1 S(X—l_) 5(x+1)
X+1

Tada 1—2f(x—_1j=
X+1

2(2x% —3x+3) 5(x+1)+2(2x? —3x+3) _4x?—x+11
5(x+1) 5(x+1) 5(x+1)
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Sia israiska sugretinkime su sandauga x- f () ; ji yra tokia:
x(4x2 -X+1) 453 - %% + x
5(x-1) 5(x-1)

Matome, kad Sios iSraiskos nesutampa. Neigiamam atsakymui
pagristi reiki jsitikinti, kad bent viename taske X §iy reiskiniy
reikSmes nelygios. Pasirinke, pavyzdziui, X =2, gauname:

L[ X=1)_4-22-2+411 255
Xx+1 5(2+1) 15 3

xf(x)=

3 52
xf(x)=42 2 +2:@=6
5(2-1) 5
Ats.: Ne.

2. ReikSmei f(2) rasti sudarykime dviejy lygciy sistemg

{(22 _1)f(2)- f(-2)=22(2-22),
(27 -Df(-2)- (2 =(-2)*(2-(-2)?).
Atlike veiksmus, gauname tokig sistema:

{Sf (2) - f(-2) =8,
~f(2)+3f(=2) =-8.

Pirma lygtj padauging i§ 3 ir sudéj¢ su antrgja, gauname lygti
8f(2)=-32

Is ¢ia f(2)=-4.

Ats.: —4.

3. Rasime visas funkcijas f: R — R, kurios tenkina lygtj

X2 (x)+ f(1—x) =2x—x*. 1)
Kintamajj X pakeite kintamuoju 1— X, gauname lygtj
1L-x)% f(L=x)+ f(X) =2(1—x)— (1-x)*. )

Joje yra tie patys du nezinomieji ( f(x) ir f(1—x)) kaip ir (1)
lygtyje. Todél funkcijos f formulés galima bandyti ieskoti
sprendziant sistemg, sudaryta i$ (1) ir (2) lygéiy:
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X2 (x) + f(1—x) =2x—x%,
f(x)+(1-x)2f1-x)=2(1-x)—(1-x)*.
IS pirmos lygties gauta f (1—X) iSraiska
f(l-x)=2x—x*—x?f (x)
iraSe | antra, turésime lygtj
f(X)+(1-%)22x—x) = (1= x)?x?f (x) = 2(1 - x) — (1 x)*.
Ja pertvarkykime taip:
L—(1—x)2x2) f (x) =2(1—x) - (L-x)* —(1-x)? - (2x—xP),
A-x2 + 23 = xM) F(x) = (1-x*)A-x% +2x° —x*).

1—£/§ 1+\/§},nes

I &ia f(x)=1-x2, kai xz{ —

1-x% +2x3 = x* =1-(1-%)2Xx% =(1- L— X)) L+ L X)X) =

_ o2 SPS [UEA-] (A A -
=X =X+D(-x"+x+1 = [(x 2) +4]([x 2) 4}-0,

i x= L35
2 2
Ats.: f(x)=1-x2, kai x ¢ 1_\/3; 1+V5 .
2 2
. I8spresime funkcing lygti
xLof =)+ f(x 1) =x, x e R\ {0} ©)

Kintamajj X pakeite kintamuoju — 1 , X#0, gauname lygti
X

—Xf(lj-i- f(—x)=—l,
X X

turin¢ia tuos pacius nezinomuosius ( f(—Xx) ir f(lj) kaip ir (3)
X

lygtis.
Toliau spreskime lygciy sistemg
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l-f(—x)+f(1J=x,

X X

F(=x) = X f(ij:—l.
X X

1

X

I§ pirmos lygties f( ]: x—l f (—x) . Jrase Sig iSraiSkg j antrg lyg-
X

ti, gauname lygtj
F(ox) =X+ f(—x) =—.
X

3_
I$ ¢ia f(—x):X 1 (x=0).
2X
N3 3
Vadinasi, f(x)=( X) 1=X +1, x#0.
—2X 2X
3
Ats: ()= xxo0.
2X

5. Nustatysime, su kuriomis a, b ir ¢ reikSmémis funkcija f: R - R,
apibrézta formule f(x)= ax? +bx+c, tenkina lygti
f(x+y)=Ff(X)+f(y)+xy; X,y e R. 4)
Kadangi f(y)= ay2 +by+c,
f(x+y)=a(x+ y)2 +b(x+y)+c= ax? +2axy+ay2 +bx+by+c,
i§ (4) lygties gauname, kad parametrai a, b ir ¢ turi tenkinti (su
visais X, y € R) tokia lygybe:
ax? + 2axy+ ay2 +bx+by+c= ax? +bx+c+ay2 +hby+c+xy.
I$ ¢ia gauname, kad turi galioti lygybé 2axy=c+xy, kai x, yeR.
Pasirink¢ x=0, gauname c=0. Kai x=y =1, gauname a = %

2
Taigi f(x)=%+bx, beR, xeR.

Ats.: a =% , b — bet kuris realusis skai¢ius, ¢ =0.
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6. Paeiliui jrasykime (j lygt)) n=1 2,3,...,k. Gausime tokiag lygybiy
sistemgq:
f(1)=f(0)+2,
f(2)=f(1)+2
f(3)=f(2)+2°
f(k—1)=f(k—2)+2K71,
f(k) = f(k—-1)+2K.
Sudéje jas, turésime lygybe
f(k)=f0)+2+2% +23 +. .+ 2% 12k
= f(0)+2(1+2% +..+2K2 1 2k Ty =
= £(0)+2(2X -1).
Remdamiesi sglyga f (1) =1, i§ pirmos lygybés gauname, kad
f(0)=1-2=-1.
Taigi funkcijos f formulé yra tokia:
f(n)=—1+2(2" -1 =2"1_3
Ats.: 2" _3 neN.

7. Kintamajj X pakeite —X, gauname lygtj 2f(—x")+ f(x")=-3x
(kadangi n yra nelyginis natiiralusis skaicius). Toliau sprendZziame
sistemg

{2f(x”)+ f(—x") =3x,
f(x")+2f(—x")=-3x
(nezinomyjy f(x") ir f(—x") atzvilgiu). I§ jos gauname:
f(—x")=3x—2f(x") ir (i§ antros lygties)
f(xM)+2(3x-2f(x"))=-3x. [5¢ia f(x")=3x, x € R.

Vadinasi, f(x)=3%, X € R.

Ats.: f(x)=3x, xe R.
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8. Akivaizdu, kad f(x)=0 yra lygties sprendinys.
Tegu f(a)=b, b=0. Kai y=a, tada gauname, kad
f (bx) = x229% (b) su visais x € R.
Kintamajj bx pakeite kintamuoju x, gauname, kad

f(b
F(x) = 2%0)9 %2009 o R

f (b)

2009 turésime tokig funkcijos f formule:

Pazyméje k =

f(x) =kx?%%° x € R; k — bet kuris realusis skaiéius.
ts.: f(x):kxzoog, xe R keR.

9. Rasimef:R — R, jeigu
f(x)- f(y)=f(x—y), kaix,y € R. (5)
Kai y=X, X € R, gauname lygybe f2(x) = f(0); ji galioja su
visais X € R.
Kai y=0, i§ (5) gauname, kad f(x)-f(0)= f(x) su visais
x € R. Vadinasi, f(x)=0, kai f(0)=0.
Tegu f(0)=0. Tada i$ sistemos
{fz(x)= f(0),
f(x)-f(0)=f(x), xeR,
iSplaukia, kad f(0)=1. Vadinasi, f(0)- f(y)=f(-y),ye R, =
= f(y)="f(-y), kaiy e R.
I$ ¢ia ir sglygos (gautos i8 (5), pasirinkus X=-y)
fEy)-fy)=f(=2y). yeR,
gauname: f(-2y)= f2(y) =1 kaiy e R.
Dydj -2y pakeite dydziu X, gauname galutinj rezultatg: f(X)=1,
kaix e R, t.y. f(x)=1
ts.: f(x)=0 arba f(x)=1.
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10.

I$spresime funkcine lygti
2Xf(X)+f(1Lj=2X,XER, x =1 (6)
—X

Dydj X pakeiskime dydziu % ir gausime lygti
-X

2 f( L J+f(x_1j= 2  x=0. (7)
1-x \1-X X 1-x

Matome, kad atsirado naujas nezinomasis f( 1) Todél kinta-
X

majj X pakeiskime kintamuoju X—_l Gausime lygtj
X

21 f(XT‘lj+ f = 22D (8)

X X
IS (6)—(8) lygciy sudarykime sistema

2x f(x)+ f 1 =2X,
1-x

2 ( 1 j (x—l) 2
f + f = ,
1-x \1-x X 1-x
2(x-1) 1) ( j £(x) = 2(x-1)
X X

X
ir iSsprgskime jg dydzio f(X) atzvilgiu. Pirmg lygtj padauginkime

., —2 o
1S ——, trecC1g —

is , 0 paskui sudékime visas tris. Gausime
1-x 2(x-1)
lygti
4x 2
- X)=—— b 1.
1 ()2(x1)()1x1x
« . 6x -2
I$ ¢ia (kadangi x#1) f(X)= , X#0.

Ats.: f(x):y, kai x=1 ir x=0.
X
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SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad lygiaSonio trikampio ABC kampas tarp Soniniy
krastiniy AB ir AC lygus o (1 pav.), taSkas O — jbrézto | trikampi
apskritimo centras, taSkuose E ir D jbréztas apskritimas lieCia
Soning krasting AC ir pagrinda BC. I§ staciojo trikampio AOE

gauname, kad §=CthOAE, ty.

A
AE =rctg2. Kadangi
=rc gE. adangi o
£ C=1(180°—a):90°—10c,
2 2 E
. 1 o O . . O

tai LOCE=—4ZC =45 ——. I§ staciojo

2 4 B C
trikampio OEC turime D

1 pav.

EC=rctg[45°—g).
4

o o
Tada AC=AE+EC = r(ctg5+ctg(45 —ijz

cos® cos|45° - ¢ rsin[45° + &

2 4 4
sin— sin(45° _aj sin Lsin| 45° - &
4 2 4

2

r cos(45° - aj rctg| 45° — @
4) 4

sin OLsin(45° —aj sin &
2 4
Tuomet trikampio plotas
2 2| pzo O
rectg”| 45 ——
° ( 4j

X
smz—
2

-sinaL =

S:%Aczsina:—
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== 4 2sinLcosd = r2 ctg? 450~ & ctgg.
2 2 4 2

Ats.: S=r?ctg? [45" —gjctgg.
4 2

2. I8 staciyju trikampiy APB ir CQB (2 pav.) turime cosBz%z
B raigin 2R_BC ode i B
AB BP AB
kampiai ABC ir PBQ yra panaSieji,
0 ju panaSumo koeficientas yra Q =
BQ

—==c0s B. Kadangi panaSiujuy tri-
AB gL p wu

kampiy perimetry santykis lygus ju A C
panasumo koeficientui, tai i$ uzdavinio 2 pav.
salygos gauname, kad

9 BQ 3 L o .
—=—==C0sB, t.y. cosB=—. Kadangi apie panaSiuosius tri-
15 AB 5
kampius apibrézty apskritimy spinduliy santykis lygus ju panasumo
koeficientui, tai apie trikampj ABC apibrézto apskritimo spinduliui

9
R turime %z%, t.y. R=3. Pagal sinusy teorema trikampiui ABC
2
randame AC =2RsinB=2-3- 1—[% J =%.

Ats.: AC =E.
5
3. Sakykime, kad CD - sta¢iojo kampo pu-
siaukampiné (3 pav.). Kadangi ZACD =

=45°, tai ZADC=180°-45"-ZA=
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=135" - Z A. I8 sinusy teoremos trikampiams AOC ir AOD turime
(6{0) AO oD AO

= , = . I§ ¢ia gauname
sin® sind5° Gy A sin(135° - A)
2 2

AOsin'g AOsing
cCO=——2,0D=—2 .
V2 sin(135° — A)
2
CO /3 2sin(135° - A)

Pagal uzdavinio salyga . IS dia seka

oD V2 2
sin(135" — A) ZTZSm 60°. Kadangi kampas A — smailusis, i§ Cia
gauname, kad 135°-A=60° arba 135° — A=180° —60° =120°.
Todél £ A=75", tuomet £ B=15", arba L A=15", /B=75".
Ats.: 15° ir 75°,

4. Sakykime, kad trapecijos ABCD jstrizainés AC ir BD susikerta taske
O, CH =h - trapecijos aukstiné (4 pav.). NubréZziame tiese CE
lygiagreéia su tiese BD. Kadangi keturkampis BCED - lygia-
gretainis, tai DE =BC ir atkarpa AE yra lygi dvigubai trapecijos

vidurio linijai. Nagrinékime du atvejus: kampas AOB smailusis
(4a pav.) ir kampas AOD smailusis (4b pav.). Abiem atvejais

trikampio ACE plotas S lygus S =%AE -h =%AC2 sina . I$ ¢ia

>
w
)
In o
>
R
m
m

a) b)
4 pav.
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2 -
AE:w. IS trikampio ACH randame AC:_L.
h sin ZCAD

Kadangi trapecija lygiaSoné, tai ir trikampis AOD lygiaSonis, todél
ZCAD = %(180o —ZAOD). Pirmuoju atveju ZCAD =%, 0

antruoju ZCAD =90° — 2. Tuomet AC = arba AC = h ,
2 sin & cos &
2 2
.o (04
2 ; 2hsin—cos—
taigi AE = h S 2:2hctgg,arba
sin2 & h sin2 % 2
2 2
2 .
AE =D SN ohtg
0052% h 2

o o
Ats.: hctg— arba htg—.
g 2 g 2

5. Sakykime, kad taSkas M yra lanko AB vidurio taskas, taskai K ir L
yra spinduliuose OA ir OB atitinkamai ir trikampis KLM -
lygiakrastis (5 pav.). I1Spjova AOB yra simetriska tiesés OM atzvil-
giu, todel ties¢ OM yra lygiaSoniy tri- M
kampiy KML, AOB ir KOL auksting, pu-
siaukrastiné ir pusiaukampiné. Sakykime, A%
kad spindulys OM atkarpas KL ir AB kerta R

taSkuose P ir Q. I§ trikampiy AOQ ir KOP P

) KP OP .
pana3umo gauname — =——. Kadangi
AQ 0OQ
AQ = AOsin ~ AOQ = Rsin%,

KL/3

OP=OM -MP=R-==%=,
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OQon-coszAOQ:Rcos%, KP=%KL,
1KL R—KLE
tai —2 = 2
Rsing Rcosg
2 2
2Rsin &
1S Sios lygties randame KL = " 2 " . Pertvarke turime
J3sin = +cos =
2 2
Rsing Rsing
KL:\/_ 2 - 2 =
V3in® 1 Leos®  cos30°sin 2 +sin30° cos >
2 2 2 2
Rsin %
:—2 .
sin(30°+aj
2
Rsing 2Rsing
Ats.: KL = 2 =

sin| 30° + % \/§sing+cosg
2 2 2

6. Trapecijos ABCD pagrindai AD ir BC, Z/A=2/B=90°, ZD=qa
(6 pav.), taskas O — i ja ibrézto apskritimo
centras. Apskritimas liecia trapecijos krasti- B
nes AB, BC, CD ir DA atitinkamai taSkuose

L, K, M, N, taigi OL =OK =ON :g, Sia

c

M

K
o
h = AB - trapecijos aukstiné. Pagal apskri- A\\N
timo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko sa-

vybg, DM =DN, CM =CK,, todél trape-
cijos perimetrui P turime P =2DM + 2CM + 2h . IS trikampio OND

6 pav.
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turime ND = ON ctgZ NOD =gctg%. Kadangi #BCD =180°-a., tai

i$ trikampio OCM randame

CM =OM ctgZOCM =gctglgoT_a=

h o a h, «
=etgl 90" - & | =g
2 g[ zj 293

Taigi P:hctg%+htg%+2h . I8 ¢ia
P

h:—:
o o
2+ctg—+1tg—
g2 g2

Psina

.o o

P Psin—cos—
2 2 _ _

+1 2(1+sina)

B O . o o . o
coS— sSin—  2c0S—Sin—
2+72+7 2
. (04
sin— cO0S—
2 2

P Psina

Ats.: h= = - .
2(1+sina)

o o
2+ctg—+tg—
g2 g2

7. Sakykime, kad trikampio ABC krastiniy AB, BC ir AC ilgiai yrac, a,
b, taSkas D yra krastinés AB vidurio taskas, taSkas O — apibrézto
apie trikampi apskritimo centras
(7 pav.). IS staciyjy trikampiy AAB
ir AC,C gauname BA; =ccosB,
BC, =acosB. Kadangi pagal uzda-
vinio salyga A\B=A,C, tai
BA, =BC-A,C=a-ccosB.
Analogiskai Co,B=c—-acosB, Ka-
dangi taskas O yra apie trikampi
apibrézto apskritimo centras, tai £ AOB=24C, ZBOD=ZC ir

7 pav.
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ZABO =90° — ZC. Analogiskai ZCBO=90" — ZA. Jei ties¢ OB
atkarpa A,C, Kerta taSke M, tai trikampiams BC,M ir BA,M
pritaike sinusy teorema, gauname
C;M  C,B AM  BA
sin(90° —C) SiNZBMC, ' sin(90° — A) sin ZBMA,
IS Cia

C,BcosZC  AM = ABcosZA .

sin ZBMC, sin ZBMA,

Kadangi BMC, ir BMA, - gretutiniai kampai, tai uzdavinio
sprendimui pakanka jsitikinti lygybés C,BcosC = A,BcosA

CoM =

teisingumu. [ras¢ atkarpy C,B ir AyB ilgiy israiskas, Sia lygybe
uzraSome taip: (c—acosB)cosC = (a—ccosB)cosA, bet tai yra
lygybé, irodyta 4 pavyzdyje.

C
8. Trikampyje ABC
AB=c, BC=a, AC=b,
kampo C pusiaukampiné CD =1 (8 pav.).
Trikampiy ACD ir BCD ploty suma lygi A 5] B
trikampio ABC plotui, todél yra teisinga
lygybé 8 pav.

%AC -CDsin ZACD + %CB -CDsin £BCD =

:%AC -CBsinZC , t.y. (bl +al)sin%:absin C.

IS cia (bl+al)sin%=2absin%cos%, 0 kadangi sin%;to, tai

cosgz (a~+b)l . Taigi £C =2arccos——— (@t b)l
2 2ab 2ab
Ats.: 2arccosw.

2ab
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10.

Tarkime, kad apskritimai, kuriy centrai Oy ir O, , o spinduliy ilgiai
Ry ir Ry (R{>Ry), iSoriskai lieciasi taske C (9 pav.). Tiesé |,
liecianti apskritimus atitinkamai taskuose A ir B, kerta centry tiese
0,0, taske D ir ZO;DA=0a. Nubrézkime ties¢ BE, lygiagrecia su
tiese O,0,, tuomet keturkampis O;EBO, yra lygiagretainis,
EB=0,0, =R + Ry, AE=R; — Ry, 0 ZEBA=0a.. Kadangi tiesés
AB ir AO; yra statmenos, tai trikampis EAB — statusis, todél

sina—E—Rl_RZ— Ry Iééia&_l—sinm
EB R +R, 1+&' Ry 1+sina’
Ry
Ats.:_l_s!na.
l+sina

Pagal salyga AB=mx, AD=nx, BD=py, AC=qy (10 pav.).
Pagal lygiagretainio krastiniy ir jstrizainiy savybg (1 pavyzdys)
turime p2x2+q2y2 =2(m2x2+n2x2). Trikampiui ABD taikome

kosinusy teorema
B c

10 pav.

BD? = ABZ + AD? —2AB-BDCOSA,
ty.
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p y 2 —m?x% +n?x% —2mnx? cosA.

2

IS Sios lygybés gauname y2 =X—2(m2 +n?

—2mncosA). Irasg |
ankstesniaja lygybe ir suprasting i$ x> turime:
2 2
P~ +q

p2

(m2 +n% - 2mncosA) = 2(m2 + n2) .
IS ¢ia
(a®—p?)(m?+n?)

COSA=
2mn(p2+q2)

Todél
(@° - p%)(m® +n?)

Z A=arccos > 7
2mn(p©+9g°)

2
AB=180°—arccos(q -p )gm J;n ).
2mn(p©+9g°)

@*-p )(m +n )
2mn(p +q )

(4> = p*)(m?® +n?)
2mn(p2+q2)

Ats.: arccos

180° —arccos

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. . X + X
1. Jeigu —E<xlsx2 <E, tai _t, AT T
2 2 2 2 2

T ¥ —X
~Z<AT%2 o7 Tada
2 2 2
COSX; + COSX X + X X — X X + X
12 2:003122-00312230051 2

X — X

nes 0 < cos

<1. Lygybé¢ galima tik tada, kai x; = X,.
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Vadinasi, funkcija f(x)=cosx intervale [—ggj yra iSkila
aukstyn.

. Pirmiausia nesunku jsitikinti, kad tarp A

visy | apskritima jbrézty, staciyjy tri- Az A
kampiy didziausio ploto yra lygiaSonis
statusis trikampis ABC (zr. 1 pav.). Jo

plotas lygus RZ.

Isitikinsime, kad bet kokio bukojo
trikampio, jbrézto j apskritima, plotas
yra mazesnis uz j ta apskritima jbrézto
lygiaSonio staciojo trikampio plota.

2 paveiksle pavaizduotas statusis

lygiasonis trikampis ABC ir bet koks R
bukasis trikampis AMN (£ MAN = o). m

Kadangi AM < AB, AN < AC ir V \
o >90°, tai O

SABC Z%ABACSIHQOO =

:%AB-AC>%AM AN -sin o =S apn-

Dabar tarp visy smailiyjy trikampiy,

jbrézty | apskritima, ieSkosime didZiausio A
ploto trikampio ir jo plota palyginsime su
lygiaSonio staciojo trikampio, jbrézto j §j
apskritima, plotu.

Sakykime, kad taskas O — apskritimo A
centras, o trikampio ABC kampy didu- B v C
mai yra atitinkamai o, B ir y. Tada

(Zr. 3 pav.) 3 pav.

LZAOB=2/C=2y, £LBOC=2LA=20 LAOC=2/B=28.

Tada Spgc = % R2(sin 20 +sin 23 +sin 2y).
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Funkcija f(x)=sin2x, kai 0<x<90°, yra iskila auk$tyn. Todél

sin2a.+sin 2B +sin2y _ 2a+23+2y:sin120"=£.
3 2
1 - J3 3\/_
Sagc <=R -3—_—
ABC 2 2
Lygybé SABC_iR2 galima tik tada, kai a=B=y=60".
3\/_

Akivaizdu, kad —R2 > RZ.

Vadinasi, i§ visy trikampiy, jbrézty j spindulio R skritulj,
didziausia plota turi lygiakrastis trikampis.

3. Remdamiesi trijy neneigiamy skaiCiy aritmetinio ir geometrinio
vidurkiy nelygybe, gauname:

3
COSaL + COSP + COSyj

coso.-COSf-cosy s( 3

Kadangi funkcija f(x)=cosx intervale (0; gj yra iskila aukstyn,

tai

cosa + COSp3 + CoSy <Cosa+[3+y —cosE—l
3 - 3 3 2

1 1
Taigi COSa-COSB-COSyS(E) =5

Lygybé galima tik tada, kai o =B=y= g
4. Funkcija f(x)=tgx intervale (O; g} yra iskila Zemyn, todél
tgo+tgp 2tgoc+[3 1 tgB +tgy Zth+y , tgy+tga 2tgy+a .
2 2 2 2 2 2
Sudgéje Sias nelygybes, gauname:
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tgoc+tg[3+tgy2thL;rB+ther gy;az
-y, . mt-a 71— B Y

=t +t +t =ct —+ct = +ctg-.
g 2 g 2 9 2 g2 g2 gz

Lygybé galima tik tada, kai o= =7y =g .

5. Pagal sinusy teorema,
a=2Rsina, b=2RsinB, c=2Rsiny;
¢la LA=a, £LB=p, LC=y.
Tada a+b+c=2R(sina+sinB+siny).
Kadangi funkcija f(x)=sinx intervale (0;m) yra iskila
aukstyn, tai

sin o +sin B +siny <3sin

33

Taigi a+b+c<2R- ——3\/§R Lygybé galima tik tada, kai

a+B+y _3in ™ 33
3 3 2

a=B=y =% , . y. kai trikampis yra lygiakrastis.

6. a) Kadangi f'(x) =6X°, 0 f"(x) =30x* >0 su visomis X reikime-
mis, tai funkcija f(X)=X6 yra iSkila Zemyn visoje apibrézimo
srityje.

b) Tegu a,beR. Remdamiesi funkcijos f(x):x6 i8kilumu
Zemyn, gauname:
6 .6, 1.6 6
(a+bj L2 +b B apbsa. (a+b)
2 26

—32(a% +b%) > (a+b)°.
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1 3
7. a) 1 budas. Kadangi f’(x):%x 2.0 f"(x):—%x 2 <0 su visais

x € (0; +0), tai funkcija f(x)= Jx yra iskila aukstyn.

2 budas. Kadangi f(x) =y/x>0 su visais xe (0; +0), tai
nagrinédami skirtumg gausime:

fz[xmz)_( o)+ f(xZ)j2 _

2 2
2 2
[ atxe | Jx % _X1+X2_X1+X2+2\/X_1\/X_2_
2 2 2 4
22(X1+X2)—X1—X2—2\/X_1\/Z:X1+X2—2\/X_1\/E:
4 4
2
:(\/x_l—\/Z) 500 f(x1+x2j>f(x1)+f(x2)
4 - 2 ) 2 '

Lygybé galima tik tada, kai % = X,. Taigi funkcija f(x)=+/x yra
iSkila aukstyn.

b) Remdamiesi  funkcijos  f(x) =/x iskilumu aukstyn,
gauname:
Jp-a+yp-b+p-c <\/|o—<':\+ p—b+p—c _
< 3 =

3

_ [3p=(a+b+0) _\/E:

- 3 RE A
:>\/p—a+\/p—b+\/p—c£3\/g=\/@. G gA} By
Lygybé galima tik tada, kai a=b=c. ‘A@A’

/¢

B
8. Tegu trikampis ABC jbréztas  spindulio
R apskritimg (zr. 4 pav.). Sio trikampio Ay
kampy pusiaukampinés kerta apskritima 4 pav.
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9.

taskuose Ay, By ir C; atitinkamai. Apskaic¢iuokime trikampiy ABC
ir A;B,C; perimetrus.

Tegu LA=oa, «£B=fB, ZC=y, ZA=oq, ZBi=p,
£C =11,

Tada

Pagc =2R (sina.+sinB+siny),

ir PaB,c, =2R (sinoy +sinPy +sinyy).

Irodysime, kad

sin a.+sin B +siny < sin oy +sin By +sin y;.

Kadangi
4A1:48+4C,ZBI_4A+LC LCI_LA+LB,
2 2 2
B+y oa+y . o+
tai = = ir vi = .
0= » B1 > n=—;

Remdamiesi funkcijos f(x)=sinx iskilumu aukstyn intervale
(0; ) , gauname:

+B

sina+sinfB < ZsinaT =2sinyy,
sinf+siny < ZsinB—erY =2sinoy,

siny+sina < 2sin HTG =2sinPq;
Lygybés galios tik tada, kai oo =B =Y.
Sudéje Sias nelygybes, gauname:
sino+sinp+siny < sinoy +sinBy +siny; = Pagc < Papc,-
Lygybé galima tik tada, kai trikampis ABC yra lygiakrastis.

Remdamiesi nelygybe tarp trijy neneigiamy skaiciy aritmetinio ir
geometrinio vidurkiy, gauname:

! + L + 1 >3 i
Sing SinE Sinl 3s|ni Smf Smf 1
2 2 2 2 8
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(Rémémés nelygybe Sin%-sing-singsé (zr. 1 pavyzdzio 1-3ja

nelygybg)).

10. a) 1 budas. Nagrinédami skirtumg gauname:

1 1
fatb) f@+f®)_ 1  1-a'1p_
2 2 ~ . a+b 2 B
1-2F
2
2 1-b+l-a 2 2-a-b

"2-a-b 20-a)l-b) 2-a-b 2(01-a)d-b)
_4@-a)1-b)-(2-a-b)® _
2(2—a-b)l-a)1-b)

_4(l-a-b+ab)—(4+a® +b%—4a—4b+2ab)
- 2(2—a-h)(l-a)@L-b) B
_ (a-b)? §

2(2—a-b)l-a)l-b) ~
nes O<a<l O<b<l 2-a-b>0. Lygybé galima tik tada, kai

a=Nh. Taigi funkcija f(x)= % intervale (0; 1) yra iskila zemyn.
—X

2 budas. Kadangi

, 1) r0-9-1-0-x) 1
f = = = y
) (1— XJ (1-x%)° 1-x)?

!

f"(x):[ 1 ZJ =(@-x)"2) =—201-%) "3 -1-x) =
1-x)

=21-x)"3%=

)3 >0, kai xe(0;2),

tai funkcija f(x):lL intervale (0; 1) yra iskila Zemyn.
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b) 1 badas. Tegu alzi, bl:E, alzi, Tada
p p p
a1+bl+c:1=a+—z+czﬁzz ir 0<a; <1, O<by <1, 0<c <1,
p

Kadangi funkcija f(x) :% intervale (0; 1) yra iskila zemyn,
—X

f(a1+b1+cl)_ flag)+ )+ flc) _

3 3
1 1 1
+ +
_ 1 1-y 1-b 1-g _
1_al+b.|.+0.|. 3

3

_ 3 1 p 4 p " P |
3—(ag+b+¢) 3\p-a p-b p-c

3l PP P g P PP g
3lp-a p-b p-c p-a p-b p-c
Lygybé galima tik tada, kai a; =y =¢;, t.y. a=b=c.

2biudas. Tegu p-a=a, p-b=b ir p-c=c. Tada
a;+b+c =3p—(a+b+c)=3p-2p=p ir

£+£+£23p-3 L
q b g ]

Kita vertus,
3
aubyCy S(mj _
3
Todél
£+£+£23p-—3 =0.
g b ¢ ap+by +¢
Taigi —P—+—P + P >9 Lygybe galima tik tada, kai

p-a p-b p-c
a;=b=¢,ty. a=b=c.

143



SPRENDIMAI

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 1 biidas. Sudarome loSimo kauliuko dviejy metimy baigciy aibg, pa-
vaizduodami jg lentele (langeliuose — abiejy metimy rezultaty

suma):

I : 1123 4|56

1 2 |1 3]4]5]6 |7

2 3145|6738

3 4 15|61 71819

4 5|6 [7]18]9]10

5 6| 7189|1011

6 718191101112
Pagal klasikinj tikimybés apibrézima tikimybé, kad atsivertusiy
akuciy suma nelyginé (jvykis A), lygi: P(A)_l—g ;

II biidas. Ivykiai, kad I-uoju metimu losimo kauliukas atsivers
lyginiu (nelyginiu) akué¢iy skai¢iumi, ir, kad ll-uoju metimu jis
atsivers nelyginiu (lyginiu) akuciy skai¢iumi, yra nepriklausomi.
Suma bus nelyginé, jeigu vieno metimo rezultatas bus lyginis, o
Kito — nelyginis. Todél nagriné¢jamojo jvykio A tikimybé, pritaikius

11 11 1

1) ir (3) formules, lygi: P(A)==-=—+=-===.

(1) ir(3) ygi P(A)=2 o450 =5
Ats.: l

2. Bandymo baig¢iy aibé sudaryta i$ Cg = i g =36 elementy. [vykiui

A — bus istraukti skirtingy spalvy rutuliai — palankiy baigciy yra
2. 3+2 4+3 4=26 (geltonas ir zalias arba geltonas ir raudonas,

pmy-28_13
36 18

Ats.: E

18
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3.

| budas. Trijy monetos metimy bandymo baigéiy aibé yra
{hhh, hsh, hhs, hss, sss, shs, shh, ssh}; ¢ia h reiskia herbo atsi-
vertima, o S — skaiCiaus atsivertimg metus moneta atitinkamai
pirma, antrg ir treCig kartg. Pagal klasikine tikimybés formule

P(X:O):%, P(X :1):%, P(X=2)=§, P(X=3)=%.

Todél atsitiktinio dydzio X skirstinys yra

m 0 (1 |2 |3
px—m) | L]3]3]1L
8|/18|81|8

I budas. Atsitiktinio dydzio X reik§més K tikimybe galima
apskaiciuoti naudojantis Bernulio formule

P(X =k) =CKpK (L= p)" ¥, kai n=3, p:%, k=0,12,3.

4. Pagal (5), (6) ir (7) formules gauname

EX :O.1+1.§+2.§+3.£:E:§’
8 8 8 8 8 2

2 2 2 2
ox (03] 1 (1-3) 323 8. (5-2) 12
2 8 2 8 2 8 2 4

G(X):\/g:@'

Pastaba. Apskai¢iavus E(X2)=3, dispersijai rasti galima
naudotis formule DX =E(X2)—(EX)2. Tuomet

2
szs—[Ej _3
2) 4
Ats.: EX =2, DX =3, c(X)=£.
2 4 2

5. I8 funkcijos u= f(e) apibrézimo iSplaukia, kad

P((X,Y) = (1, 2)) = P({er}) = %
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P((X.Y) = (2,1)) = P({e, €5, €23) =§=§,

| N
| —

P((X,Y)=(3 4)) =P({es, e}) = 53
Taigi dvimacio atsitiktinio dydzio (X,Y) skirstinys toks:

Y
X124
10£O
6
2300
2

300£
3

6. Apskaiciuokime tikimybes:

4 6
P(X=1Y=0)=—, P(X=14Y=)=—,
( ) 45 ( ) 45

P(X =2,Y =0)=-2 P(X=2,Y:1)=3,
45 45
P(X=3,Y=O)=£, P(X=3,Y=1):£
45 45

Taigi dvimacio atsitiktinio dydzio (X,Y) skirstinys toks:

Y
X 0 1
1 | A8
45 | 45
, | 818
45 | 45
;| 8|12
45 | 45
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Papildykime §ig lentele atsitiktinio dydzio X reikSmiy tikimybiy
stulpeliu ir dydzio Y reik§miy tikimybiy eilute:

Y
X 0 1 Pj
1 | A6 ]2
45 | 45 | 9
, | 8181
45 | 45 | 3
5 |8 (12| 4
45 | 45 | 9
2 | 3
9 | £ 2|1
115 | 5
Kadangi visy Sesiy lygybi 22_423 612 2
g VIS S YOYO 9 e = e 957 45° 35 15’
13 1 42 8 43

= =— deSiniosios pusés sutampa su
35 5 95 45 95 15

atitinkamomis skirtumo tikimybémis, darome iSvada, kad atsitikti-
niai dydziai X ir Y yra nepriklausomi.

. Atsitiktinio dydzio X galimos reik§més yra 1 ir 2, atsitiktinio dydzio
Y galimos reik§més taip pat 1 ir 2. ApskaiCiuokime tikimybes
P(X =X, Y =Yj):

22 4
P(X =1Y =0)=P(X =1)-P(Y =1/X =1)=2.2 %
( ) = P( ) - P( ) 339
21 2
P(X =LY =2) = P(X =1)-P(Y =2/ X =1)= 2.2 =2,
( ) =P( ) P( )339
P(X =2,Y =1)=P(X =2)-P(Y =1/X =2)= L. 1 _1
33 9
12 2
P(X=2,Y =2)=P(X =2)-P(Y =2/X =2) =2 T =.

Tuomet dvimadio atsitiktinio dydzio (X,Y) sklrstinio, kartu su
dydzio X ir dydzio Y skirstiniais, lentelé tokia:
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Y
X 1 2 Pi
114122
9 9 3
>, | L] 2|1
9 9 3
5 4
Qj — — 1
"1 9 ]9
Kadangi, pavyzdZiui, %%Z%ig’ tai dydziai X ir Y yra

priklausomi.

8. Sudéje kiekvienos eilutés tikimybes, gauname dydzio X reikSmiy
tikimybes (stulpelis pj), o sudéje stulpeliy tikimybes — dydzio Y
reikSmiy tikimybes (eilute g ):

NEIERE
1 01102103
2 01101102
3 02103105
aj |04 | 06| 1

Taigi atsitiktinio dydzio X skirstinys yra

m 1 2 3
P(X=m) | 03|02 | 05

Atsitiktinio dydzio Y skirstinys:

m -1 1
P(Y =m) 04 | 0,6

Kadangi 0,3-0,4=0,12=0,1, tai atsitiktiniai dydziai X ir Y yra
priklausomi.
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9. Papildykime skirstinio lentele dydzio X ir dydzio Y reikSmiy
tikimybémis:

X 1 2 Pi

0O 008|032 | 04
1 /012 | 048 | 06

g [ 02 | 08 | 1

Atsitiktiniy dydziy skirstiniai tokie:

m 0 1 m 0 1
P(X =m) 0,4 0,6 P(Y=m) | 02 | 08

Kadangi 0,4-0,2=0,08, 0,4-08=0,32, 0,6-02=0,12,
0,6-0,8=0,48, tai dydziai X ir Y — nepriklausomi.

10. Kadangi dydziai X ir Y nepriklausomi, tai
P(X=LY=-1)=P(X=1)-P(Y=-1)=0,1-0,7=0,07,
P(X=1Y=)=P(X=1)-P(Y=1)=01-03=0,03
P(X=2Y=-1)=P(X=2)-P(Y=-1)=0,5-0,7=0,35,
P(X=2Y=1)=P(X=2)-P(Y =1)=05-03=015,
P(X=3Y=-1)=P(X=3)-P(Y=-1)=0,4-0,7=0,28,
P(X=3Y=)=P(X=3)-P(Y=1)=0,4-03=0,12,

0 (X,Y) skirstinys toks:

Y
X

1 0,07 0,03
2 0,35 0,15
3 0,28 0,12
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BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1

3

4

+2

3.7

42 + 21
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ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios
temos:

I KNYGA

1. J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

I.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

III. R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo
metodai.

IV. A.Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VL. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

II KNYGA

I. I Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

II. E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

III. B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. J. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VIL. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIIL A. Juozapaviéius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

IIT KNYGA

1. E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

II. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriai.

V. 1. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.



IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
I. P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

III. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VIL. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.

V KNYGA

I.  O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

I. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

III. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIIL R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VIKNYGA

1. A. Bakstys. Finansy matematika.

II. E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

III. B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VIL. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIIL. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.



L
IL.
I1I.
IV.
V.
VL

VIIL

VII KNYGA

E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo poZymiai.

E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

J. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

L. Maliaukien¢, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formulé.
J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

A. Apynis. Aibés, taikymo uzdaviniai.

VIIL. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

I
IL.
III.
IV.
V.
VI.

VIL

VIII KNYGA

J. Sinkiinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

E. Stankus. Diofantinés lygtys.

L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir
tapatybes.

E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIIIL. A. Apynis. Trigonometriniai uzdaviniai.

L.
IL.
III.
IV.
V.
VI

VIL

IX KNYGA

A. Urbonas. Dirichlé principas.

A. Apynis. Neapibréztyjy koeficienty metodas.

A. Apynis. Sumavimas.

E. Tuménaité. Logaritminés lygtys ir nelygybés.

E. Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formulé.

E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

VIIL E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.



X KNYGA

I.  A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

II. A. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

II. V. Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendziant
uzdavinius.

IV. A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

V. J. Sinkiinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

VI. E. Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

VIIL. E. Stankus. Bernulio formulés ir jy taikymas.

VIII. E. Mazétis. Briaunainiai.
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