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PRATARME

Sioje dvyliktojoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos knyge-
léje ,,Jaunajam matematikui® yra pateikta 2009-2011 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir jy
sprendimai.

Knygelés turinj sudaro $ios temos: Euklido algoritmas ir jo taikymas
(R. Skrabuténas), lyg¢iy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy
savybes (J. Sinkdinas), simetriniy lyg&iy sistemos (A. Apynis), svérimo ir
pilstymo uzdaviniai (R. KaSuba), Pitagoro ir Herono skaiCiy trejetai
(E. Stankus), salyginés tapatybés ir nelygybes (J. Sinkiinas), keturkampiai
(E. Mazétis), geriausio varianto pasirinkimo uzdaviniai (A. Apynis).
Skaitytojas taip pat ras 2009 mety stojamajg uzduotj ir jos sprendimg bei
2011 mety baigiamosios uzduoties pavyzdj.

Kad biity lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy vienuolikos
LJMM mokslo mety temy sarasas.

Antanas Apynis
Eugenijus Stankus
Edmundas Mazétis
Juozas Sinkiinas






STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Sumazinus loterijos biliety kaina 25 procentais, pajamos uz
parduotus bilietus iSaugo 35 procentais. Keliais procentais padidéjo
loterijos dalyviy skai¢ius?

. Pusskritulio, kurio plotas lygus 9775 lankas padalytas | 6 lygias

dalis. Raskite uzbriik§niuotos dalies (zr. 1 pav.) plota.

1 pav.
. Raskite visas sveikyju skaiciy x ir y poras (X; y), tenkinancias lygti
X% + y2 +Xy="7.

. Sandélyje yra dvieju tipu statinés, kuriy bendra talpa 7000 litry.
Jeigu visos statinés biity pirmojo tipo, tai bendra ju talpa biity 1000
litry didesné; jeigu jos biity tik antrojo tipo, tai bendra jy talpa biity
4000 litry mazesné. Kokia yra pirmojo tipo statiniy bendra talpa?

. Ar galime skaicius nuo 1 iki 2009 suskirstyti { kelias grupes taip,
kad kiekvienoje grupéje didziausio ir maziausio skaiCiy suma buty
lygi likusiy tos grupés skaiciy sumai? Atsakyma pagriskite.

. Raskite toki trizenkli skai¢iy, kuri padvigubing gautume skaiciy,
lygu skaitmeny, reikalingy uZraSyti visus skai¢ius nuo 1 iki
ieSkomojo skaiciaus, skaiciui.

. I8spreskite lygciy sistema

x2+xy+y:1,

y2+xy+x=5.



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

Irodykite, kad skai¢ius m+7n dalijasi i§ 31, kai 6m+11n dalijasi
i§ 31 (Cia m ir n yra nataralieji skaiciai).

Raskite didziojo staCiakampio perimetra, kai zinomi penkiy
mazesniyjy staciakampiy perimetrai (zr. 2 pav.).

11
20 8 | 11
12

2 pav.

Taskas M nuo lygiasonio trikampio pagrindo nutolgs 10 cm
atstumu, o nuo kiekvienos jo vir§inés — 20 cm atstumu. Raskite
taSko M atstuma iki trikampio plokStumos, jeigu trikampio
perimetras lygus 128 cm.
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I. EUKLIDO ALGORITMAS IR JO TAIKYMAS

Rimantas Skrabuténas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Prisiminkime zinomus dalykus. Raide N zymime natiiraliyjy skai¢iy
aibe, 0 raide Z — sveikyju skaiCiy aibe. Sveikuosius skai¢ius mokame
sudéti, sudauginti ir atimti. Esame {prat¢ naudotis Siy veiksmy
savybémis, kaip antai: m+n=n+m,nm=mn, (mn)r=m(nr),
(m£n)k =mkxnk irt.t.

Dalumo sarysis sveikyjy skaiciy aibéje, dalyba su liekana

Apibrézimas. Jei a, b = 0 yra sveikieji skaiciai ir egzistuoja toks
sveikasis skaicius ( , kad

a=b-q,
tai sakome, kad sveikasis skaicius b dalija sveikqji skaiciy a ir rasome
bla.

Kartais pasakoma: skaicius a dalijasi i$ skaiciaus b.

Kai a=0, tai iSraiSkos a=bq sveikieji skaiciai b ir g vadinami
skai¢iaus a dalikliais, 0 a — kiekvieno i$ skai¢iy b ir g kartotiniu.

PavyzdZiui, 13 | 26, 8320, nes 26 =2 -13, 320 = 8- 40. Bet —310 i
15 nesidalija, todél rasome : 15 | —310.

Remiantis pateiktu dalumo sarysio apibrézimu, lengvai irodomos jo
savybés. Stai kelios 1§ ju:

o a|lb=(za|tb),

0 (albab|c)=(alc) (jeiadalijab irb dalijac, tai a dalija c),

o (albaalc)=(a|bxc) (jei a dalija b ir a dalija c, tai a dalija

b+c);

o (albab=0)=(jb|>[a) (jeiadalijabirb=0,tai jb|>|a]).

Matome, kad sveikojo skai¢iaus Zenklas dalumui itakos neturi, todél
dazniausiai domimasi tiktai teigiamais dalikliais, kurie vadinami tiesiog
dalikliais.

Pavyzdziui, kadangi 13 | 26, tai skai€iai 1, 2, 13, 26 yra skaiciaus
26 dalikliai, o skai¢ius 26 yra kiekvieno i§ juy kartotinis.

Dalyti sveikuosius skai¢ius vieng i§ kito ,.kampu* iSmokome
dar pradinése klasése, bet tokios dalybos nesame matematiskai pagrindg.



EUKLIDO ALGORITMAS IR JO TAIKYMAS

Galima sakyti, kad Zemiau formuluojama teorema (ji vadinama dalybos
su liekana teorema, sutrumpintai — DLT) ir yra sveikyju skaiciy dalybos
»kampu* teorinis pagrindas. [rodoma ji gana paprastai, taciau jos reikSmé
matematikoje labai svarbi.

Teorema (DLT). Kai a ir b yra sveikieji skaiciai (b=0), tai
visada galima rasti tokius sveikuosius skaiius  ir r, kad galioty
lygybé:

a=gb+r, 0<r<|b|.

Skai¢iai g ir r randami vienareik§miskai. SkaiCius q vadinamas
nepilnuoju santykiu, r — liekana.

Pavyzdziui, —27=(-6)-5+3, 29=4.6+5, 741=7-100+41 ir
t. t. Galima uZra$yti ir jprasciau:

741 100
700 7
41

DLT jgalina kai kuriuose uzdaviniuose nagrinéti tik baigtini atvejy
skai¢iy. Pavyzdziui, jei norime parodyti, kad su visais ne N skirtumas

n®-n dalijasi i§ triju, tai uztenka suvokti, kad natiiralyji skai¢iy n

dalijant i$ trijy, galimos liekanos yra tik 0, 1, 2. Remiantis DLT, skai¢ius
n uzraSomas tik tokiais pavidalais: n=3k, n=3k+1, n=3k+2 su
ke N. Tada tai, kad 3| n®—n, iSplaukia 1§ dalumo apibrézimo,
iSnagrinéjus Siuos tris atvejus :
n=3k=n%-n=n(n-1)(n+1)=3k(n-1)(n+1) =3h,hy Z
(¢ia panaudotas Zenklas =: reiSkia, kad reiskinys k(n —1)(n+1)
pazymétas h,; §i Zenkla naudosime ir toliau);
n=3k+1=nn-Y(n+1)=n-3k-(n+1)=3h,,h, eZ;
n=3k+2=n(n-HY(n+1)=n-(n—-1)-(B3k +3)=3h3,hzeZ.
Didziausias bendras daliklis. Maziausias bendras kartotinis.
Euklido algoritmas
Tarkime, a ir b yra natiiralieji skaiciai. Prisiminkime didZiausio
bendrojo daliklio (sutrumpintai — DBD) apibrézima:
Apibrézimas. Skaiciy a ir b didziausiu bendruoju dalikliu vadina-
mas natiralusis skaicius d tenkinantis dvi sqlygas: 1) d yra ty skaiciy
bendrasis daliklis; 2) d dalijasi is bet kurio kito jy bendrojo daliklio.



| TEMA

Kitoks Sios savokos apibtidinimas gali biiti toks.

Apibreézimas. Skaiciy a ir b didziausiu bendruoju dalikliu vadi-
name jy bendryjy dalikliy aibés didZiausiq elementq d. Skai¢iy a ir b
didZiausia bendra dalikli Zymésime: d = D(a,b).

Pasirodo, — abu Sie apibréZimai yra ekvivalentts. Todél, esant reika-
lui, naudojamés bet kuriuo i$ ju.

PanaSiai galima suformuluoti ir maZiausio bendrojo kartotinio api-
brézima.

Apibrézimas. Skaicius m vadinamas skaic¢iy a ir b maziausiu
bendruoju kartotiniu (sutrumpintai MBK), jei jis tenkina dvi salygas:
1) m yra ty skaiciy teigiamas bendrasis kartotinis; 2) bet kuris kitas
bendrasis jy kartotinis dalijasi is m.

Apibrézimas. Skaiciy a ir b maZiausiu bendruoju kartotiniu
vadiname jy bendryjy kartotiniy aibés maziausiq teigiamq elementq m.
Skai¢iy a ir b maZiausig bendra kartotinj zymésime: m = M (a,b).

Analogiskai galime apibrézti ir keliy natiraliyjy skaiciy
aj,as,...,a, DBD ir MBK. Tada nesunkiai jrodomi tokie rekurentiniai
sqrysiai:

d:=D(ay,ay,...,a,) = D(D(ay,az,....,a5_1 ), @),
m:=M (a,ay,...,a,) = M(M(ag,ay,....a5_1).a,).

Aisku, kad DBD ir MBK savokos sveikiesiems nenuliniams skai-
¢iams apibréziamos lygiai taip pat.

Pavyzdziui, kai a =20, b =—-32, tai, pazyméje skaiiaus a teigia-
my dalikliy aibg Dy, teigiamy kartotiniy aibg M, turime:

Dyo = {1, 2, 4,5,10, 20}, My = {20, 40, 60, ...},
D_3, = D3, =11, 2, 4,8,16,32},
M _3, = Mg, = {32, 64, 96,128,160,192, ...} .

Tada Dyg_3p = {1, 2, 4}, yra $iy skai¢iy bendryju teigiamy dalikliy
aibé, o Mg _3; = {160, 320, 480,...} — ju bendryjy teigiamy kartotiniy
aibé.

Todél, remiantis apibrézimais, D(20,-32)=4, 0 M(20,-32)=160.

Atskiru atveju, i§ apibréZimo lengvai iSplaukia tokios savybés:

kai a=0, D(a,0)=a, D(a,1)=1, D(ab,a)=a;

10



EUKLIDO ALGORITMAS IR JO TAIKYMAS

be to, su visais k e N turime:

D(ka, kb) = kD(a,b) bei M (ka, kb)=kM (a,b) .

Pavyzdziui, D(17-27,17)=17,

D(100,-160)= D(5-20, 5-(-32))=5-D(20,-32)=5-4=20;

M (140,-224)= M (720, 7-(-32))= 7-M(20,-32) = 7-160 = 1120 .

Zinotina, kad dvieju natiiraliyjy skai¢iy DBD ir MBK sieja toks
sarysis:

D(a,b)-M(a,b)=ab.

Pavyzdziui, D(20, 32)-M (20, 32)=20-32.

Pastaba. Pavyzdziais nesunku isitikinti, kad triju (ir daugiau)
skai¢iy atveju analogiikas teiginys (D(a, b,C)- M (a, b, C) =abc) jau
negalioja:

D(2,12,10)-M(2,12,10)=2-60 =120 # 2-12-10 = 240.

Pirminiai ir sudétiniai skaiciai. Pagrindiné aritmetikos teorema

Kiekvienas nelygus nuliui sveikasis skai¢ius a dalijasi iS vieneto ir
pats savegs. SkaiCiaus a (teigiamieji) dalikliai 1 ir a vadinami trivia-
liaisiais dalikliais.

Apibrézimas. Natiralieji skaiciai n>1, turintys tik trivialiuosius
daliklius, vadinami pirminiais skaiciais.

Kiti nataralieji skai¢iai n>1 vadinami sudétiniais. Skaiéius 1 nelai-
komas nei pirminiu, nei sudétiniu. PavyzdZiui, 17, 2003 yra pirminiai, o
39, 2009, — sudétiniai.

Teorema. Bet koks didesnis uz vienetq naturalusis skaicius n turi
bent vienq pirminj dalikli.

PavyzdZiui, 17|1411, o skai¢ius 409 yra pirminis, todel 409 | 409.

ISvada. Sudétinis natiiralusis skai¢ius N bitinai turi pirminj daliklj
nevirSijanti \/ﬁ .

Si pastaba palengvina skai¢iaus kanoninio skaidinio paieskas.
Pavyzdziui, jei reikia patikrinti pirminis ar sudétinis yra skaicius 509, tai
tereikia patikrinti tik tuos pirminius daliklius p, kuriems p < 509 , ty.
2, 3,5 7,11, 13, 17, 19. Kadangi né vienas i§ $iy pirminiy skaiciy
nedalija 509, tai darome i§vada: 509 pats yra pirminis skaicius.

IS DLT iSplaukia labai svarbus matematinis faktas, kad kiekvienq
natiralyji skai¢iy n>1 galime vieninteliu biidu (Neatsizvelgiant

11
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daugikliy tvarkq) iSskaidyti pirminiy skaiciy sandauga: n = pypy...py .

Sis teiginys vadinamas pagrindine aritmetikos teorema, o skai¢iaus
n iSraiska — kanoniniu skaidiniu.

Pavyzdziui, 60=2-2-3-5, 12699 =3-3-17-83.

Kai zinomi skai¢iy m,n € N kanoniniai skaidiniai:

m = pfl ) pgz e pEirn= pfl ) pgz pPr ,
tai ju DBD ir MBK radimui naudojame tokias taisykles:
d = D(m.n)=p{*-p;? ... pf",

m=M{(m,n)= pl}‘l-pg‘z-...-p%r.
Cia y; =min(o,Bj), Aj = max(a;,pj), i =1, 2,...,r .
Pavyzdziui, 60=22-3-5, 0 126=2.3°.17. Tada d=2-3=6,
m=22.3%2.5.17 = 3060 .

Euklido algoritmas ir jo taikymas

Kaip rasti DBD ir MBK praktiSkai? Didesniy skai¢iy DBD ir MBK
radimui naudoti apibrézima yra nepatogu ir neracionalu. Zinoma, visada
galima pasinaudoti skai¢iy kanoniniais skaidiniais. Taciau kanoninio
skaidinio radimas kai kada irgi btna pakankamai komplikuotas.
PavyzdZiui, jei reikty rasti skaifiaus (vadinamo Ferma skaiciumi)

5

Fs = 22 +1=2% 11 kanoninj skaidinj, tai be kompiuterio tai padaryti
biity nelengva. Garsus pranciizy matematikas Pjeras Ferma (1608-1665),
pastebejgs, kad pirmieji penki tokie skaiCiai Fy =3, F = 22 +1= 5,
Fo=2%+1=17, Fy=28+41=257 ir F;=2%+41=65537 yra
pirminiai, spéjo, kad ir visi tokie skaiCiai yra pirminiai ir ... suklydo.
Skai¢ius Fg yra jau sudétinis, jis turi pirminj dalikli 641. Maza to,
daugiau pirminiy Ferma skaiciy nerasta iki Siol.

Dabar susipazinsime su vadinamuoju Euklido algoritmu (sutrum-
pintai: EA; Euklidas, IV a.pr.Kr), kuris jgalina rasti DBD nenaudojant
kanoninio skaidinio.

Galima sakyti, kad Euklido algoritmas, — tai baigtiné lygybiy,
gaunamy nuosekliai taikant DLT, seka.

Jei dalijant skaiéiy a i$ b, gaunama nelygi nuliui liekana r, , tai tada

12



EUKLIDO ALGORITMAS IR JO TAIKYMAS

galima dalyti jau b iS ry; jei gauta liekana (pazymékime ja rp) lygi
nuliui, — darba baigiame, jei ne, — liekana r; dalijama i$ r,. Dalijimo
procesa tesiame tol, kol gausime lygia nuliui liekana. Procesas visada yra

baigtinis, nes, remiantis DLT, liekanos nuosekliai mazéja. Gauta lygybiy
seka

a=qob+r, 0<n<|b|,
b=qgn+r, 0<r, <n,
=0 +r3, 0<r3<r,,
Mk—2 = Okl + M, 0<r <ryq,
Mk—1 = Qi Mk
ir vadinama skai¢iy a ir b Euklido algoritmu. Néra jokio pozymio,
leidzian¢io numatyti, kiek konkreciai eiluc¢iy sudarys skaiciy a ir b
Euklido algoritmas. PavyzdZiui, skai¢iams a =18, b =8 gausime tik dvi
eilutes:
18=2-8+2,
8=4-2.
Tuo tarpu, kai a=-50, b =111, EA yra jau kiek ilgesnis:
~-50=(-1)-111+61,
61=1-50+11,
50=4-11+6,
11=1-6+5,
6=1-5+1,
5=5.1.
Jei paskutiné nelygi nuliui EA liekana yra ry, tai teisinga tokia
teorema.
1 teorema. D(a,b) =r .
Irodymas i$plaukia i§ EA, kadangi i$ lygybés a = gb + r akivaizdu,
jog skai¢iy a ir b bendryjy dalikliy aibé sutampa su skai¢iy b ir r
bendryju dalikliy aibe. Todél, pagal miisy pateikta DBD apibrézima:
D(a, b)=D(b,r).
Tada i$ EA nuosekliai ir gauname:
D(a, b)=D(b,ry)=D(rg, 1) ="..= D(re Q. ric ) = ri -

13
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Tad, pavyzdziui, D(188) =2, 0 D(-50,111) =1.
Toliau mums bus naudinga ir tokia teorema.

2 teorema. (DBD tiesinés israiSkos savybé). Kai d = D(a,b), tai
egzistuoja tokie sveikieji X ir y,kad ax+by=d .

Si lygybé vadinama skaic¢iy a ir b didZiausio bendro daliklio tiesine
iSraiSka. Jos jrodymas iSplaukia i$ 1 teoremos ir EA.

PavyzdZiui, pasinaudodami para$ytuoju skai¢iy a=-50 ir
b =111 Euklido algoritmu, rasime ju DBD tiesing iSraiska.

I priespaskutinés EA eilutés turime, kad D(a,b) iSreiSkiamas skai-
ciais 6 ir 5:

D(-50,111)=1=6+(-1)-5.

Taciau kitoje EA eilutéje (einant { virSy) turime, kad liekana 5 yra
iSreiskiama jau skaiCiais 6 ir 11: 5=11+(-1)-6. [raS¢ pastaraja iSraiska
i ankstesne ir sutrauke pana$ius narius, gausime D(a,b) iSraiska skai-
Ciais 6 ir 11:

1=6+(-1)-5.=6+(-1)-(11+(-1)-6)=2-6+(-1)-11.

Taip elgiamés ir toliau. IS EA turime: 6=50-4-11. Todél

gauname DBD israiska skaiciais 11 ir — 50:
1=2-6+(-1)-11=2-(50-4-11)-1-11=(-2)-(-50) -9-11.

Dabar naudojame EA antraja eilutg pavidalu: 11=61-1-50:
1=(2)-(-50)-9-11=(-2)-(-50)-9-(61-1-50) = (-11)(-50)-9-61.

Procesa baigiame, panaudodami i§ pirmos eilutés gaunamg israiska:
61=-50+1-111. Tada

1=(-11)(-50)-9-61=(-11)(-50) -9-(-50+111) =
=(-20)(-50) + (-9)-111
ty. D(-50,111)=1=(-50)x+111y. Cia x=-20,0 y =-9.

Tarpusavyje pirminiai skaiciai

ApibréZzimas. Jei D(al, ay,..., Ay ) =1, tai sveikieji skaiciai
a,,...,a, vadinamai tarpusavyje pirminiais.

PavyzdZiui, trys skaiCiai 7, 28, 23 yra tarpusavyje pirminiai, nes
D(7, 28, 23) =1. Kadangi D(19, 30)=1 , tai skaiciai 19 ir 30 irgi yra tar-
pusavyje pirminiai. Tuo tarpu skaiéiai 50 ir 95 néra tarpusavyje prminiai,

14



EUKLIDO ALGORITMAS IR JO TAIKYMAS

nes D(50,95)=5.

Paminésime kelias tarpusavyje pirminiy skai¢iy savybes, kurios
daZnai naudojamos dalumo uZdaviniuose.

1. Skaiciai a, b yra tarpusavyje pirminiai tada ir tiktai tada, kai yra
tokie sveikieji x, y, su kuriais ax + by =1.

2. Jei D(a, b): d, tai skaiciai %,% yra tarpusavyje pirminiai.

3.Kai c|ab ir D(a,c)=1, tai c|b.

4.Kai ab|c ir D(a,b)=1, tai ir a|c, ir b|c.

5.Kai alc, b|c ir D(a,b)=1, tai ir ab|c.

PavyzdZiui, norint jrodyti, jog su visais natiraliaisiais n, skai¢ius
n®—n dalijasi i8 15, uZtenka parodyti jo daluma i§ 3 ir i§ 5, nes
D(3,5)=1.

Neapibréztosios (diofantinés) lygtys

Kartais tenka ieskoti lygties su daugiau nei vienu kintamuoju spren-
diniy. Dazniausiai tokios lygtys turi be galo daug realiyjuy sprendiniu.
Pavyzdziui, lygtyje X2 — 3y =0 X reikSme parinkg bet kaip, kaskart gau-
sime konkrecia y reikSme. Taciau, kai ieSkome tik sveikyjy tokiy lygéiu
sprendiniy, tai ju skaicius ir forma jgauna konkretesnj pavidala. Senovés
graiky matematiko Diofanto garbei, jos kartais vadinamos diofantinémis
lygtimis. Viena tokia lygti jau matéte stojamojoje uzduotyje.

Aptarsime paprasCiausia pirmojo laipsnio neapibréztaja lygti su
dviem kintamaisiais

ax+by=c, a/bceZ. Q)

Parodysime, kad jos sprendimui galima sékmingai panaudoti EA.

Teorema. Jei D(a, b)zl, 0 pora (XO, yo) yra (1) lygties sprendi-
nys, tai sprendiniai yra visos sveikyjy skaiciy poros

(xo +bt, yg—at), kai te Z . (2)

Konkretus (1) lygties sprendinys (xo, yo) vadinamas jos atskiruoju
sprendiniu, o (2) iSraiSka — bendruoju sprendiniu.

Jei D(a, b) =d ir d [ c tai (1) lygtis sprendiniy neturi.

Pavyzdziui, iSspreskime diofanting lygti

—100x + 222y =14.
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Kadangi D(100,222)=2 ir 2|14 tai duotoji lygtis turi sprendiniy ir
yra ekvivalenti lygciai:
-50x+111y =7.
Kad galétume taikyti (2) formule, tereikia rasti koki nors atskirgji
Sios lygties sprendini. Tai mes padarysime pasinaudodami misy jau
anksc¢iau gauta skai¢iy —50 ir 111 DBD tiesine iSraika:
D(-50,111) = 1 = (- 20) (- 50)+ (- 9)-111.
Padauging Sia lygybe i§ 7, matome, kad:
(- 50) (-140)+111- (- 63) =7,
t.y. skai¢iy Xg =-140 ir yy =-63 pora yra lygties —50x +111y =7
atskirasis sprendinys. Remiantis (2) formule, uzZraSome atsakyma:
duotosios lygties bendrasis sprendinys yra visos skai¢iuy poros:
(-140+111t, -63+50t), te Z .

Taigi sprendiniy yra be galo daug. Kai t=0 gauname jau rasta
sprendini (~140, —63). Kai t = 2, sprendinys yra pora (82, 37) ir t.t.
Teisinga ir bendresné teorema: kai d = D(as,a,,...,a,), tai neapi-
breéztoji lygtis su n kintamyjy
apXp +asXo +...+apXp =b
turi sprendiniy tada ir tiktai tada, kai d |b.

Kai kintamyjy yra daugiau nei du, galime taikyti rekurentinj
sprendimo biidq. Jo esmg paaiskinsime neapibréztosios lygties su trimis
kintamaisiais atveju. Spresime lygti

ax+by+cz=d.

Kai D(a,b,c)}( d , tai sprendiniy néra. Jei D(a,b,c)| d, tai pirmiausia
sprendziame lygti ax+by =k . Cia k = D(a,b). Tarkime jos sprendinys
yra pora (XO, yO)

Toliau sprendZiame tokia lygti su dviem kintamaisiais U ir Z :

ku+cz=d.

Kadangi, kaip mingjome, D(k,c)=D(D(a,b)c)=D(a,b,c), o
D(a,b,c)|d, tai ir & lygtis turi sprendiniy. Rade sprendini (ug,zg),
pastebime, kad i lygybe kug +czg =d iraSius k = ax, + by, ir iSplaukia
lygybé: axqug +bygug +czg = d , reiskianti, kad sveikyjy skai¢iy trejetas
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(XoUo, Youo, Zo)
yra pradinés lygties sprendinys. Vietoje (XO, yo) iraS¢ bendrojo lygties
ax+by =k sprendinio i3raiska, o vietoje (uo, z, ), — atitinkamai, —
bendraji lygties kt+cz=d sprendinj, turésime bendraji lygties
ax+by+cz=d sprendini.

I$spreskime diofanting lygti

6X+2y—-5z2=-7.

Vadovaukimés pateiktais nurodymais. Kadangi D(6, 2, 5) =1 ir

1| -7, tai lygtis sprendiniy turi. Sprendziame lygti 6x+2y =2,t.y.
3x+y=1,
nes D(6,2)=2 .

Pastarosios lygties atskiraji sprendini nesunku atspéti ir be EA —
tai, pavyzdZiui, pora (1,—2). Tada bendrasis sprendinys yra
(1 +t,-2- 3t), t € Z. Toliau sprendziame lygti:

2u—-5z2=-7.
Jos atskirasis sprendinys irgi nesunkiai atspéjamas: (— 1, 1). Tuomet
bendrasis sprendinys yra
(-1-5r,1-2r), reZz.

Dabar galima uzrasyti ir bendraji pradinés lygties sprendini. Tai visi

skaiciy trejetai
(@+t)-1-5r), (-2-3t)(-1-5r), 1-2r ), treZ.

Paéme, pavyzdZiui, t =2, r = -5, gauname viena i§ begalinés aibés
sprendiniy: (72, -192, 11).

SkaiCiy teorijoje nagriné¢jamos ne tik tiesinés diofantinés lygtys.
Bendroji tokiy lyg¢iy sprendimo metodika néra sukurta, tac¢iau daugelis
atskiry atvejy iSsamiai i$nagrinéti.

Euklido algoritmas polinomams

Cia aptartosios sveikuju skai¢iy aibés savybés — dalumas, dalyba su
lieckana, DBD ir MBK, kanoninis skaidinys — pastebimos ir kitokios
prigimties aibése, pavyzdziui, polinomy (daugianariy), t.y. reiskiniy

f(x)=a,x" +an_x"L+..+ax+ay, ag R, k=0,1,..,n
su realiaisiais koeficientais a,, k =0,1, ..., n, aibéje.
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Dalybos su liekana teorema galioja ir polinomams. Tuo analogijos
su sveikaisiais skaiciais tik prasideda. Pasirodo, polinomams vos ne
pazodziui performuluojami dalumo sarySio, dviejy polinomy DBD bei
MBK apibréZimai. Dar daugiau, — polinomams irgi galima uzraSyti
Euklido algoritma, jo paskutiné nelygi nuliui liekana, kaip ir sveikujy
skaiCiy atveju, yra lygi tu polinomy DBD. Apiblidinama pirminiy
polinomu savoka, parodoma, kad polinomus irgi galima iSskaidyti tais
pirminiais polinomais, t.y. uzrasyti ju kanoninius skaidinius ir juos
taikyti panasiai kaip ir sveikiesiems skai¢iams.

Tiesa, polinomai taip kaip skaifiai néra palyginami. Negalime,
pavyzdZiui, apibidinti kuris i§ dviejy polinomy x°—2x+7 ar x* -1
yra ,didesnis“, ta¢iau galima palyginti juy laipsnius. Polinomo x4 -1
laipsnis yra 4, o polinomo x3 —2x+7 laipsnis yra 3, taigi — maZesnis.
Pasirodo, kad surikiavus polinomus pagal ju laipsni, ir dabar Euklido
algoritmas yra baigtinis procesas, nes, nuosekliai dalijant, mazéja
liekany laipsniai. Pavyzdziui, tegu

f(x)=2x>-3x3+2x-1,0 g(x)=x3-2x? +1.
Tuomet nuosekliai gauname:
_2x° =33 +2x—-1 | x3-2x% +1
2x° — 4x* 1 2x2 2x% +4x+5
ax* —3x3 —2x% 1 2x -1
ax* —8x3 + 4x
5x3 —2x% —2x-1
5x3 —10x% +5
8x% —2x—6

Todél galime uzrasyti:
f(x)= éxz +4x+5)g(x)+8x2 —2x-6.
Cia nepilnasis santykis yra q(x)=2x%+4x+5, o liekana

r(x)=8x2 —2x—8 yra antrojo laipsnio polinomas. Dalijome tol, kol
liekanos laipsnis pasidaré mazesnis uz polinomo g(x) laipsni.
Kai liekana lygi nuliui, — sakome, kad polinomas f(x) dalijasi i
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g(x) ir raSome: g(x)| f(x). Pavyzdziui,
x4+4=(x2 —2x+2)(x2 +2x+2),
todél rasome X2 +2X+2 | x*+4 ir polinoma x? +2x+2 vadiname

polinomo x* +4 dalikliu. Atkreipkime démesi, kad polinomy dalikliai
nustatomi tik pastovaus daugiklio tikslumu — galima paraSyti, kad

x4 +4=(x2 +2x+2)(x2 —2x+2)=(%x2 +x+1j(2x2 —4x+4),

2

todél ir polinomai %x +X+1 bei 2x% —4x+4 yra polinomo x4 +4

dalikliai, ir apskritai: to paties polinomo x* +4 dalikliai kartu su,
pavyzdziui, X2 +2X+2 yra ir visi  polinomai  pavidalo
c(x2+2x+2), c#0.

Tada ir dvieju polinomy DBD nustatomas tik pastovaus daugiklio
tikslumu. Kad baty patogiau, i§ visy DBD susitarta imti ta, kuris yra
»hormalizuotas”, ty. kurio koeficientas prie vyriausiojo nario lygus
vienetui. O jo radimui galima vél taikyti Euklido algoritma tik jau
polinomams.

Pavyzdziui, tik ka pateiktame dalybos su lickana pavyzdyje, lickana
nelygi nuliui, todél, pagal analogija su sveikyjy skai¢iy Euklido
algoritmu, polinoma g(x)= x3 —2x? +1 galime toliau dalyti i gauto-

sios liekanos r(x)==8x? —2x—8:

Cx3o2x? 41 | 8% —2x-6
3ol 3, 1.7
47 4 8" 32
—Zx2+§x+l
- 4" 4
7, 7. 21
—— X"+ —X+—
4" 16" 16
D2
16~ 16

Gavome antraja Euklido algoritmo polinomams
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f(x)=2x>-3x3+2x-1ir g(x)=x3-2x? +1

x3—2x2 +1= lx—l (8x2—2x—6)+ ix—i ,
8 32 16 16

L 5 5 . S . .
kurioje liekana EX—E yra jau tik pirmojo laipsnio polinomas.

eilute:

Dalijame toliau:

_8x2—2x—6 ix—i
16 16
8x2 _ 8x 8-16X_6-16
—_— 5 5
_bx-6
6Xx—6
0

Dalybos procesas baigtas, nes gavome lygia nuliui (nuliniam
polinomui) liekana. Tad visas EA polinomams

f(x)=2x>-3x +2x -1 ir g(x)=x3-2x2 +1
atrodo taip:

268 —3x3 + 2x 1= [2x2 + 4x +5x® — 2x2 +1)+ 8x% — 2x -6,

x3—2x2+1:[Ex—lj(8x2—2x—6) (ix—ij
8 32 16 16

8)(2 —2X—6= (wx_ﬂj(ix_ij
5 5 16 16

Remdamiesi teoremos apie DBD analogu, konstatuojame, kad pasi-
rinktyju polinomy DBD yra polinomas d(X)= %(X —1) arba, laikantis
susitarimo: D(f(x),g(x))=x—1.

Velgi, kai D(f(x),g(x))=1 polinomai f(x
tarpusavyje pirminiais. Lieka galioti ir minétas sarysi

01 (x).6(0)- M (1 (X) gx) = £ (X)-9(x).

Pavyzdziui, tiems patiems polinomams:

) ir g(x) vadinami
Sis
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M (f(x). 9(x)= ngx&)g(()»: (2xs_3xs+2§j)(xa_2Xz+1):

=x' —x8 _4x® +3x +5x —3x—1.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Irodykite, kad jokio sveikojo skaiciaus kvadratas negali buti pavi-
dalo 7m+6.

2. Para$ykite Euklido algoritma sveikiesiems skai¢iams a =-371 ir
b =1771. Raskite ju DBD ir jo tiesing i$raiska.

3. Naudodami Euklido algoritma ir rekurentines formules, raskite
D(a,b,c), kai a=12463, b=7931, c=7313. Apskaitiuokite
M(a,b,c).

4. Jei skai€iai a ir b yra tarpusavyje pirminiai, tai ir skai¢iai 5a+ 3b
bei 13a +8b yra tarpusavyje pirminiai. [rodykite.

5. Yra 6 popieriaus lapai. Kelis i§ jy padaliname i 6 gabalus kiekviena.
Tada vél keleta i§ visy gauty popieriaus gabaly daliname i 6
smulkesnes dalis. Taip kartojame keleta karty. Ar galime Sitaip
gauti 2009 popieriaus gabalus?

6. Raskite asmens gimimo diena X ir ménesi Y, jei Zinoma, kad:
12x+ 31y =436.

7. I8spreskite neapibréztaja lygti
—371x+1771y=35.

8. Parodykite, kad su visais natraliaisiais n trupmena
2In+4

14n+3

yra nesuprastinama.
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9. [Irodykite: su visais natiiraliaisiais n>1 galioja lygybé
D(n2010 _1 12009 _1)2 n_1.

10. Parasykite Euklido algoritma polinomams
f(x)=x*—x3—5x2 +3x+6 ir g(x)=2x> +x* —6x-3.
Raskite ju DBD ir MBK.

43
( )\

A

c(//l:. )

(0

\

\
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1. LYGCIU IR NELYGYBIU SPRENDIMAS TAIKANT
FUNKCIJU SAVYBES

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Pagrindingje mokykloje susipazinote su tiesioginio proporcingumo
funkcija, tiesine funkcija, atvirk$¢io proporcingumo funkcija ir kvad-
ratiniu trinariu. Sios uzduoties nurodymuose susipazinsite ir su kitomis
funkcijomis bei jy savybiy taikymais sprendziant lygtis ir nelygybes.
Daugiau démesio skirsime iracionaliyjy lygé¢iy ir nelygybiy sprendimui.
Tokiy lygéiy ir nelygybiy standartiniy sprendimo biidy Cia nenagriné-
sime.

Susipazing su teorine medziaga ir iSnagrinéje pateikty lygCiy ir
nelygybiy sprendimus, Jiis sékmingai atliksite §ig uzduot;.

1. Lyg¢iy apibrézimo sritis. Lygties f(x)=g(x) (ar nelygybés
f(X) > g(X)) apibrézimo sritimi laikysime nezinomojo X reik§miy, pri-
klausanéiy funkcijy f ir g apibrézimo sri¢iy bendrajai daliai, aibe. Pavyz-

dziui, lygties vx—1=+ x> —5X+6+1 apibrézimo sritis yra funkcijy
f(X)=vx—1ir g(xX) =vx® —=5x+6+1 apibrézimo sri¢iy bendroji da-

lis, t. y. nelygybiy sistemos
x-=-1>0,
{xz ~5X+620
sprendiniy aibé.

Lygtys (nelygybés), kuriose nezinomasis X yra po Saknies Zenklu,
vadinamos iracionaliosiomis lygtimis (nelygybémis). Pavyzdziui, lygtis
3x—1+2x=+/x yra iracionalioji.

Sprendziant iracionaligsias lygtis ir nelygybes, kartais pakanka rasti
tik jy apibrézimo sritis. Kad biity trumpiau, lygties apibrézimo sritj
zymeésime D(L), o nelygybés — D(N).

1 pavyzdys. I$spreskime:

a) lygti X*> +V12+ x—x? =16 —/x —4;
b) nelygybe VX% +7 +/3—x>5-/x—3.
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Sprendimas. a) Lygties apibrézimo sritf D(L) rasime iSsprende
nelygybiy sistemag
{12+ x—x%>0, - {(4— x)(x+3)=0,
X—-42>0, X>4,
Sistemos pirmosios nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas [—3; 4], o
antrosios — intervalas [4;+ o). Abiejy nelygybiy sprendinius pavaiz-
duokime skaiciy asyje (1 pav.).

\4

1 pav.

Jy bendroji dalis, yra D(L)={4}. Nesunku jsitikinti, kad x=4 yra
lygties sprendinys.

Ats.: 4.
b) Raskime nelygybés apibrézimo sritj:
x2+720, x2+720,
D(N): 43-x>0, <« <{x<3, < x=3.
x—-320 X>3

Kai x=3, kairioji nelygybés pusé lygi 4, o deSinioji pusé lygi 5.
Taigi nelygybé sprendiniy neturi.

Ats.: @.

2. Funkcijos monotoniskumas. Funkcija f: (a;b) e R > R vadi-
nama didéjancia (mazéjancia) intervale (a;b), jeigu bet kuriems inter-
valo taskams Xq ir Xp, X;<X,, galioja nelygybe f(X;)< f(Xy)
(f(x)> F(%)).

Didéjancios ir mazéjancios funkcijos vadinamos monotoninémis.

Pavyzdziui, funkcija f(X)=ax+Db, abeR, yra didé¢janti, kai
a> 0, ir mazéjanti, kai a<0, nes

f(x))— f(x)=ax; +b—(ax, +b) =a(x; — x,) <0,
kai x; <X, ira>0;
f(xy) - f(x,)>0, kai x; <X, ir a<0.
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Kvadratinis trinaris f(x) =ax? + bx+c intervale (— 00; _2£j ma-
a

Z&ja, 0 intervale (_2£;+OOJ didéja, kai a>0 (zr. 2 pav.); taske
a

X= _2£ jis igyja maziausia reikSme. Jeigu a<0, tai kvadratinis trinaris
a

didéja intervale (— 0; _ZLJ ir mazéja intervale (—23; +ooj, o taske
a a

X= _ZL igyja didziausig reik§me (Zr. 3 pav.).
a

y / V/J(\ X

2a
2 pav.(a>0) 3pav. (a<0)

2 pavyzdys. Irodykime, kad funkcija g(x)=./f(x) yra didéjanti,
kai funkcija f yra didéjanti ir f(x)>0.

Sprendimas. Tegul x; X, e D(f) ir x; <x,.Tada

f(x) - f(xp)
9(xg) — 9(x2) :\/f(xl) —\/f(xz) =
JI00) +T(x)
f(x)— f(x,)<0.

Atkreipkime démesj, kad ir funkcija 4/f(x)=.f(X) yra
didéjanti, kai f(x) >0 irf yra did¢janti.

Pavyzdziui, funkcija f(X)=+2Xx+3 yra didéjanti, o funkcija
f(x)= Ux? —4x+10 yra mazéjanti intervale (—o0;2) ir didéjanti
intervale (2; + o).

<0, nes
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Pratimai. Jrodykite $iuos teiginius:
1) funkcija f(x)=¥x yra didéjanti;

2) jeigu funkcijos f ir g intervale (a;b) yra didéjancios (mazé-
jancios), tai jy suma f + g yra didéjanti (mazéjanti) funkcija;

3) jeigu funkcija f yra didéjanti (mazéjanti), o funkcija g yra
mazéjanti (didéjanti), tai jy skirtumas f —g yra didéjanti (mazéjanti)
funkcija.

Spresdami lygtis ir nelygybes, remsimés akivaizdziomis monoto-
niniy funkcijy savybémis:

1) jeigu funkcija f yra didéjanti (mazéjanti), tai lygtis f(X)=a,
ae R, turi daugiausiai vieng sprendinj;

2) jeigu funkcija f yra didéjanti (mazéjanti), o funkcija g yra
mazéjanti (didéjanti), tai lygtis f(X)=9g(x) turi daugiausiai vieng
sprendinj;

3) jeigu funkcija f: (a;b) >R yra didéjanti (mazéjanti) ir
f(xo)=C, ceR,a<xy <b, tai nelygybés f(x)<c sprendiniy aibé yra
intervalas (a; xg) ((Xg;b));

4) jeigu funkcija f: (a;b) > R yra didé¢janti (mazéjanti), o funkcija
g: (a;b) > R yra mazéjanti (didéjanti), ir taske Xg €(a;b) galioja
lygybe f(xo)=0(Xo), tai nelygybés f(x)>g(x) sprendiniy aibé yra
intervalas (xq;b) ((a; Xg))-

3-4 savybes pailiustruosime grafiskai (4 pav., a), b) ir (5 pav., a), b)

y O if% y

y=cC y=c

4 pav. a) 4 pav. b)
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y )
y\ A/Qt\~
Ty
a xo b X a xo b X
5 pav. a) 5 pav. b)

4 pratimas. Remdamiesi 4 pav. ir 5 pav., uzrasykite nelygybiy
f(x)>c ir f(x)<g(x) sprendinius.

3 pavyzdys. Isspreskime lygti v x% +3x—4 +4/x—4 =12 — x.

Sprendimas. Pirmiausia raskime lygties apibrézimo sritj

D(L): {x2+3x—420, - {(X+4)(X—1)20, o xe[d:+m).

X—4>0 X=4

Kadangi funkcijos f;(x) = X2 +3x—4 ir fo(x)=x—-4 intervale
[4;+ ) yra didéjancios, tai ir funkcija f(x)=+ X2 +3x—4++/x—-4
Siame intervale yra didéjanti. Kadangi funkcija g(x)=12-x yra
mazejanti, tai lygtis gali turéti daugiausiai vieng sprendinj. Nesunku

jsitikinti, kad X =5 yra Sios lygties sprendinys.
Ats.: 5.

4 pavyzdys. Isspreskime nelygybes:

Q) V6+ X —4—x>47 -12x— X?;

b) J1-5X +/1-x > 6.

Sprendimas. a) Sios nelygybés apibrézimo sritis yra D(N)=[-6; 4].
Sioje srityje funkcija f(X) = J6+x yra didéjanti, o funkcija
f,(x) = Ja—x yra mazéjanti. Todél funkcija f(x)= 6+ x—J4—x

yra didéjanti. Kadangi kvadratinis trinaris ¢(X) =47 —12x — x2 =
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= —(X2 +12x —47) intervale [-6; 4] yra maZ¢janti funkcija, o x=3 yra
lygties v6+ X —+v/4—x =47 -12x — x2 sprendinys, tai, pagal 4 savybe,
nelygybés +6+X—+/4—Xx>47-12x— X2 sprendiniy  aibé yra
intervalas (3; 4];

b) Nelygybés apibrézimo sritis yra intervalas DN = (— 00; %} .
Kadangi funkcija f(x) =+v1—5x ++/1— X yra mazéjanti Siame intervale
ir f(-3)=6, tai, pagal 3 savybe, nelygybés
sprendiniy aibé yra intervalas (—oo; — 3].

Ats.: a) (3;4]; b)(—=; —3].

3. Funkcijos didZiausia ir maZiausia reik§més. Sakoma, kad funk-
cijaf: Df c R — Rtaske X, € Df jgyja didziausig (maziausig) reikSme,
jeigu f(xg)= f(x) (f(Xp) < f(x))suvisais x, xe Df .

Spresdami lygtis ir nelygybes, kartais naudosimés Siomis savy-
bémis:

1) jeigu f(x)<A ir g(X)>A funkcijy f ir g apibrézimo sriciy
bendroje dalyje, tai lygtis f(x) =g(x) ekvivalenti lyg¢iy sistemai

{ f(x)=A
g(x)= A

2)jeigu f(X)<A<a (f(x)=A>a) su visais x e Df, tai lygtis
f (x) =a sprendiniy neturi;

" (lygties ir lyg¢iy sistemos sprendiniai sutampa);

3)jeigu f(x)<A<a (f(x)>A>a) su visais xeDf, tai
nelygybé f(x)>a (f(x)<a) sprendiniy neturi.
5 pavyzdys. I$spreskime Sias lygtis:

10x2
x* +25

b) v3—x+ X+5 = X% +2X +5.

=x%—4x+5:
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Sprendimas. a) Kadangi x? —4x+5=(x—2)?+1>1 ir lygybé

10x? 10 10 10

galima, kai x=2, o = < = =1
x*+25 2 25 , 25 2425
X +X2 2 [xc. ==

X2

(pritaikéme aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe skaic¢iams x2
2

ir 2 ), tai lygtis :L'OX = x? —4x+5 ckvivalenti lygciy sistemai
x2 X" +25
x? —4x+5=1,
2
X _1,
X" +25
. 2 . . 0X2
Lygties x“ —4x+5=1 sprendinys yra x =2, o lygybe —; —— 1
X* +

galima tik tada, kai xzzz—g, t.y. kai x=—+/5 arba x=+/5. Taigi
X

lyg€iy sistema sprendiniy neturi. Vadinasi, sprendiniy neturi ir
nagrinéjamoji lygtis.

Ats.: &.

b) Lygties V3= X +/Xx+5=Xx?+2X+5 apibrézimo sritis yra
D(L) =[-5;3]. Sioje srityje funkcija f,(x)=+/3—X yra maZéjanti,
funkcija f,(x) =+/x+5 — didéjanti, o funkcija g(X) = x> +2X+5 — nei
did¢janti, nei mazéjanti, todél negalima taikyti 2-me skyrelyje nagrinéty
atvejy. IeSkome funkcijy f(x) = V3—X +/x+5 ir g(x) = X% +2X+5
didziausios ir maziausios reikSmiy.

Tegul t=+/3—x ++/x+5>0. Tada

t2 =8+ 2V15 - 2x — x% =8+ 216 — (x +1)? <16 = t <4;

lygybé t=4 galima tik tada, kai x=-1.Akivaizdu, kad g(x)=
=x2+2x+5=(x+1)2 +4>4, 0 lygybé galima tik tada, kai X = —1.
Taigi lygtis v3— X ++/x+5 =x2 +2x+5 ckvivalenti lygéiy sistemai
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{\/ﬂﬂ/mza

x2+2x+5=4,

kuri turi vienintelj sprendinj X = —1.
Ats.: 1.

6 pavyzdys. Isspreskime:

a) lygti \/X2+2x+4+;:4_xz;
VX2 +2x+4

b) nelygybe v2x+9 + %81 —x <3.

Sprendimas. a) Lygties apibréZimo sritis yra visa realiyjy skaiiy
aibé. Kairigja lygties pus¢ pazymékime f(X), o deSiniaja — g(X). Pasi-
naudoj¢ dviejy skaiCiy aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe,
gauname:

f(x)=\/x2+2x+4+;22\/\/x2+2x+4-;=
VX2 +2x+4 VX2 +2x+4

:2\/Z=4;

lygybé galima tik tada, kai

\/x2+2x+4=+:>x2+2x+4=4:>x:0 arba x =—2.
\/x2+2x+4

Aisku, kad g(x) =4 —x? < 4; lygybé galima tik tada, kai x = 0.

Taigi lygties kairiosios pusés maziausia reik§meé lygi 4, o lygties
desiniosios pusés didziausia reikSmé lygi 4; Sios reikSmés jgyjamos taske
x=0. Vadinasi, x =0 yra vienintelis sprendinys.

b)D(N):[—%;Bl}. Kai Xe{—%;O}, tai  V/2X+9>0,

Y81—x >3 ir V2x+9+%81—x >3. Kai xe[0;81], tai v2x+9 >3,

Y81—x >0, V2x+9+%/81—x >3. Taigi, kai x e[—g; 81} , kairioji

nelygybés pusé ne mazesné uz 3. Todél nelygybé sprendiniy neturi.
Ats.: &.
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4. Funkcijos grafikas. Funkcijos y = f(x), x € Df, grafiku stacia-

kampéje Dekarto koordinaciy sistemoje OXy vadinama plokstumos tasku,
kuriy koordinatés yra (x; f(x)), x € Df, aibé.
Remdamiesi funkcijos grafiku, iSsprgskime pavyzdi.

7 pavyzdys. Raskime lygties max{4x—x2; X2 —6}=a sprendiniy
skai¢iy priklausomai nuo a reikSmés; ¢ia max{u; v} — didZiausias i$
skaiciy u ir v.

Sprendimas. Nubrézkime funkcijos f (x) = max{4x — x?; x? — 6}
grafika. Vienoje koordinaciy sistemoje nubraizome funkciju
f(X)=4x—-x> ir f(x)=x*>-6 v

grafikus (6 pav.). Siy grafiky susikir-
timo tasSkai yra sistemos

y=4x—x2, M N
y= x2 6 B

sprendiniai: A(-1;—5), B(3;3). Siy

paraboliy vir§tinés yra taskuose

C(2;4) ir D(0; -6). y=a
IS bréZinio matome, kad ) z /
rrrrrr 15
X% -6, —0<x<-L "Ne

f(x)= 4x—x?%, —1<X<3;

x2—6, X>3.

I~
w
. —
>

6 pav.

Funkcijos f grafikas (zr. 6 pav.) yra subriik$niuotos srities konttiras
MACBN.

Rasime sio grafiko ir tiesés y =a susikirtimo tasky skaiciy priklau-
somai nuo parametro a.

Kai a<-5, ties¢ y=a grafiko nekerta. Kai a=-5, ties¢ y=-5 ir
grafikas kertasi viename taske; kai —5<a<3, ties¢ y=a ir grafikas
kertasi dviejuose taSkuose; kai a =3, — trijuose taskuose; kai 3<a<4 —
keturiuose taSkuose; kai a=4, ties¢ y=a grafika kerta trijuose
taSkuose, o kai a >4 — dviejuose taSkuose.
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Ats.: Kai a<-5, lygtis sprendiniy neturi; kai a e (-5; 3) U (4; + «)
— du sprendinius; kai a=3 ir a=4 — tris sprendinius; o kai ae(3;4) —
keturis sprendinius.

5. Funkcijos lyginumas. Pasinaudojus j lygtj ar nelygybe jeinanciy
funkcijy lyginimu, kartais pavyksta supaprastinti uzdavinio sprendimg.

Prisiminkime, kad funkcija f: (-a;a)e R — R vadinama lygine,
jeigu su bet kuriuo xe(-a;a) yra teisinga lygybé f(—x)= f(x).
Pavyzdziui, funkcija f(X)= x4 +5 yra lyging, nes

f(=x)=(=x)* +5=x* +5= f(x).

8 pavyzdys. Istirsime, su kuriomis parametro a reik§mémis lygtis
X2 — 3| x| -4 =a turi tris skirtingus sprendinius.

Sprendimas. Jeigu Xg # 0 yra Sios lygties sprendinys, tai (—Xg) taip
pat yra sprendinys. Kad lygtis turéty 3 sprendinius, vienas sprendinys
turi buti 0. Nulis yra lygties sprendinys, kai a=-4. Tada lygtis yra

tokia: x? —3|x|=0. Kai x>0, gauname lygtj x2 —3x=0 ir jos teigia-
mas sprendinys lygus 3. Kai x<O0, lygtis x? —3x=0 turi neigiamag
sprendinj, lygy —3.

Ats.: a=-4;-3; 0; 3 —sprendiniai.

ANTROJI UZDUOTIS

ISspreskite Sias lygtis ir nelygybes:

. \/4—x2 +\/5+x2 —X-2=3;

=

. \/x2+2x—8+\/4—x2 <3;

N

3. \/x2 +3x+4+\/x+1=3—4x—x2;
4, X+3-+45-X <x2 —-12x+11;
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o

~

10.

VAX -3 +X—-22>4;
. \/5—x+\/x+13=x2+8x+22;
o Ix+4-16-x<2;

12

2

X2 —4x+10=—>%
X +4X+6

Raskite lygties min {x2 —2x-3; Xx+1}=a sprendiniy skaiéiy
priklausomai nuo parametro a reikSmés.

Nustatykite, su kuria parametro a reik§me lygtis x* —4x? +5=a
turi tris skirtingus sprendinius ir juos raskite.

A3

( :'\\‘fp )
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I11. SIMETRINIU LYGCIU SISTEMOS

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Pazint] su simetrinémis lygtimis ir jy sistemomis pradékime nuo

simetrinio daugianario sampratos.

1. Simetriniai daugianariai. Daugianaris P(x, y) su kintamaisiais

X ir y vadinamas simetriniu daugianariu, jeigu jo iSraiSka nepasikeicia,
sukeitus vietomis x ir y. Stai keli tokiy daugianariy pavyzdZiai:

a) x4+y4+2x3y+2xy3+7;
b) (x+ y+1)2+7xy+2;

¢) (X* +xy +y?)? = (x+y)>.
Daugianariai x+y ir Xy vadinami pagrindiniais simetriniais

daugianariais su dviem kintamaisiais

Norétume atkreipti mokiniy démes;j j labai svarby teorinj rezultata:
Kiekvieng simetrinj daugianarj P(X, y) su dviem kintamaisiais x ir

v galima iSreiksti pagrindiniais simetriniais daugianariais X+Y ir xy.

Sio teiginio jrodymas yra palyginti nesunkus; vis délto ji

praleiskime ir apsiribokime konkreciais pavyzdziais.

1 pavyzdys. Simetrinius daugianarius
P(x,y) = xy3 + 3x2y2 + x3y +5

2

Q(X,y) =x+X +x3+y+y2+y3

iSreik§kime pagrindiniais simetriniais daugianariais X+ Yy ir Xy.

Sprendimas. Pazymékime u=x+Yy ir v=xy.Tada

P(x,y) = xy3+3x2y2 +x3y+5 =(xy3+x3y)+3x2y2 -5=

= xy(y? +x2) +3(xy)? =5 = xy((x? + 2xy + y2) — 2xy) +3(xy)? -5 =
=xy((x+y)? - 2xy) +3(xy)* -5 =
=v(u2 —2v)+3v2—5=u2v—2v2+3v2 —5=u?v+Vv% -5
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2

Q(X, y) =x+X +x3+y+y2+y3:

=(x+y)+(0C+y?) + (C+y%) =
= (X+ )+ ((x+ )% = 2x9) + (x+ )7 =y + %) =
= (X+ )+ (x+¥)? =209) + (x+y)(x+¥)* =3xy) =
= u+(u2 —2v)+u(u2 -3v) =u+u?-2v+u-3uv.
ts.. P(x,y) = uv+v2 -5,
Qx, y) =u’+u?
2 pavyzdys. Pagrindiniais simetriniais daugianariais x+Yy ir Xxy
iSreikskime laipsniy sumas (simetrinius daugianarius)
x4+y4, x5+y5 ir x6+y6.
Sprendimas. Atkreipkime démesj j tai, kad pirmajame pavyzdyje
laipsniy sumas X2 + y2 ir x3+ y3 reiSkéme pagrindiniais simetriniais
daugianariais u=x+Yy ir v=Xxy taip:

+U—3uv—2v.

x2+y2:(x+y)2—2xy:u2—2v; @
X3+ y% = (x+ Y)0C —xy +y?) = (x+ Y)(x+ )? =3xy) =
=u(u®-3v)=u®-3u. 2

Pasinaudoje Siais rezultatais, keliaukime toliau:

1) x4 + y4 = (x4 + 2x2y2 + y4) - 2x2 2 = (x2 + y2)2 —2(xy)2
=(u 2v) 2v? = u* —4u v+2v

2) x5+y5:(x +y )(X +y )—X y -x3 y =
=<x2+y2)<x3+y3>—x2y2<x+y)=
:(u 2v)(u3 3uv) uv? =u® —5udv +5uv?;

3) x6+y (x +y) x3 3 =(u 3—3uv)2—2v =

=u® —6utv+9u v2 —2v3,
Aisku, kad néra jokio blitinumo jsiminti nei ¢ia gauty rezultaty, nei
(1) ir (2) formuliy. Pakanka iSmokti kuo sklandziau rasti reikiamas
simetriniy daugianariy iSraiSkas pagrindiniais simetriniais daugianariais.
Pereikime prie daugianariy su trimis kintamaisiais.
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Daugianaris P(x, Yy, z) vadinamas simetriniu daugianariu su trimis
kintamaisiais, jeigu jo iSraiSka nepasikeiCia, bet kaip sukeitus vietomis
Kintamuosius X, y ir z. Pavyzdziui,

x2y2 + yzz2 +2%x% ir x
yra simetriniai daugianariai.

Daugianariai X+Yy+2z, Xy+Yyz+2zx ir Xyz vadinami pagrindi-
niais simetriniais daugianariais su trimis kintamaisiais; juos Zymékime
atitinkamai u, v ir w:

3+y3+z3—7

U=X+y+z,
V=Xy+ Yz + X,
W = XyZ.

Siais daugianariais galima isreiksti kiekvieng simetrinj daugianarj
P(X, Y, z). Nesileisdami  $io svarbaus teiginio jrodyma, i karto eikime

prie pavyzdziy.
3 pavyzdys. Tegu
P(X, ¥, 2) =X*+y? + 2%, Q(x, ¥, 2) = x>+ y3 + 22,
Isreikskime Siuos simetrinius daugianarius su trimis kintamaisiais
pagrindiniais simetriniais daugianariais x+y+z, Xy + Yz + X ir xyz.
Sprendimas. Tegu U=X+Yy+2, V=Xy+YyZ+2X ir w=Xxyz Tada
P(x,Y,2) =x2+y2 +22 =(X+y+ z)2 —2Xy —2yz - 2IX =
=(X+ y+z)2—2(xy+yz+zx)=u2—2v;
Qx, v, 2) =x>+y3+2%=
=(X+y+ z)(x2 + y2 + 22)— x(y2 + 22)— y(x2 + 22)— z(x2 + y2) =
=(x+ y+z)(x2+y2+z2)—xy2—xzz—xzy—yzz—x2z—y22=
= (x+y+2)(F +y? +2%) = (0 +xPy) - (2® + xP2) - (y2° + y*2) =
=(X+y+ z)(x2 + y2 + 22)—(xy2 + x2y+ Xyz) —
- (xz2 +X%7+ Xyz) — (yz2 + yzz + Xyz) +3xyz =
=(x+ y+z)(x2+y2+22)—xy(y+x+z)—
—XZ(z+X+Y)—yz(z+ y+X)+3xyz=

:u(u2 —2v)—uv+3w:u3—3uv+3w.
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Taigi gavome, kad

x2+y2+22=u2—2v, 3
x34y3 423 =ud 3w +3w. 4)
4 pavyzdys. Raskime simetrinio reiskinio
2.2 2 2,2 2 2 .2 2
R(x,y,z)zx Yy -2t YTt oxt 274Xty

2Xy 2yz 27x
iSraiskg pagrindiniais simetriniais daugianariais
U=X+Y+2Z, V=Xy+YyZ+2X ir W=Xyz
Sprendimas.
R(X, y, 7) = x2+y?—z N y? +22 - x? N 22 +x°—y? _
2Xy 2yz 2%
2

2

3 (x2 + y2 —22)z+(y2 +2°— x2)x+(z2 +x2— y2)y
- 2Xyz '
Tvarkydami skaitiklj, gauname:

(x2 + y2 - 22)2 + (y2 +2°

—x2)x+(22+x2 —y2)y=

= (x2 + y2 + 22)2 ~228 +(y2 +2%+ x2)x—2x3 + (z2 +x% + y2)y—2y3
:(x2 + y2 +22)(z+x+y)—2(z3+x3+ y3)=
= (u2 —2V)u— 2(u3 —3uv +3w) = —u® +4uv - 6w
(¢ia pasinaudojome (3) ir (4) iSraiSkomis). Vadinasi,
_ 3
R(X, Y, 7) = 4uv—-6w—u
2w
Matome, kad pagrindiniais simetriniais daugianariais kartais galima i$-
reiksti ir trupmeninj racionalyjj reiskinj.
2. Simetriniy lyg¢iy sistemos su dviem neZinomaisiais. Lygtis
f(X, y) =0 su dviem nezinomaisiais X ir y vadinama simetrine lygtimi

su dviem nezinomaisiais, jeigu f(X,y) yra simetrinis reiskinys kinta-
muyjy X ir y atzvilgiu (nesikeicia, sukeitus X ir y vietomis). Pavyzdziui,

1 1 . . .
lygtys G +5xy + y2 =7, \lxz + y2 + Xy = —+— yra simetrinés, nes jas
Xy

galima uzra8yti pavidalu f(X, y)=0, kuriame reikinys f(Xx,y) yra
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simetrinis. Kaip ir bendruoju atveju simetrinés lygties f (X, y) =0 spren-
diniu vadinsime realiyjy skai¢iy X ir y pora (X, Y), tenkinan¢ia ja.
Sprendiniy visumg vadinsime lygties sprendiniy aibe.

Kai ieskoma keliy lyg¢iy, tarkime, fi(X,y)=0, fo(x,y)=0,..,
fm(x,y)=0 bendry sprendiniy, sakoma, kad sprendziama lygciy
sistema. Paprastai ji uzraSoma taip:

f1(x,y)=0,
fa(x, y) =0, (6)
(X, ) =0.

ISspresti lygciy sistema reiskia, kad reikia rasti visus Sios sistemos
sprendinius arba jrodyti, kad bendry sprendiniy lygtys, sudarancios siste-
ma, neturi (tada sakoma, kad sistemos sprendiniy aibé yra tuscioji aibé &).

Sioje simetriniy lygéiy sistemy temoje apsiribosime atveju, kai (6)
sistemg sudaraniose lygtyse rei$kiniai fij(x,y), i=12,...m, yra
simetriniai daugianariai arba dviejy simetriniy daugianariy santykiai
(trupmenos). Be to, spresime tik dviejy lygciy sistemas. Tokios simetriniy
lygciy sistemos i§ visy kity iSsiskiria tuo, kad visada galima taikyti
keitinius u=x+Yy ir v=xy.

Kad biity aiskiau, i8nagrinékime pora pavyzdziy.

5 pavyzdys. I$spreskime simetriniy lygciy sistema
X+Yy=5
xS + y3 =35.

Sprendimas. Abiejy lyg¢iy daugianariai yra simetriniai. Pirmosios
lygties daugianaris x+Yy yra pagrindinis simetrinis daugianaris, o ant-
rosios lygties daugianarj X3+ y3 nesunku isreiksti pagrindiniais simetri-
niais daugianariais X+ y ir xy (zr. 2 pvz.):

3 3 2
XT+y" = () ((x+y)° =3xy).

Taikydami ,,standartinius* keitinius
U=X+Y, V=Xxy,

gausime naujg lygciy sistemag

u=>5,
u(u2 —3v)=35.
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I$ jos gauname, kad u=5 ir v==06.
Nezinomuyjy X ir y reik§méms rasti reikia i$spresti lyg¢iy sistema

X+y=5
Xy =6.

Pagal Vijeto teorema (kvadratinei lyg¢iai) X ir y yra kvadratinés lygties
t2—5t+6=0
sprendiniai t; =2 ir t, =3. Taigi x=2, y=3 arha x=3, y=2.
Ats.: {(2;3); (3, 2)}.
6 pavyzdys. I$spreskime simetriniy lyg¢iy sistema

3 3,,3 3
X7 + X +y° =17,
{ y +y )
X+ Xy+Yy=5.
Sprendimas. Taikydami Kkeitinius u=x+y ir v= Xy, gauname:
3,33, 3 (3.3 3_ 2 3_
XTHXTYT+YT = (X4 y7) + (xy)7 = (x+ Y)((x+y)" =3xy) + (xy)” =
= u(u2 —3v)+v3 =ud+\8 —3uv;
X+Xy+y=U+V.
Todél (7) sistema pakeiciame lygciy sistema
3,3
u” +v--3uv=17,
{ )
u+v=>5.

Matome, kad nezinomuyjy U ir v atzvilgiu §i sistema taip pat yra simetriné.
Ja spreskime, vél taikydami ,,standartinius* keitinius
a=u+v, b=uv.
Kadangi
ud +v3-3uv = (u+v)((u +v)2 —3uv) —3uv = a(a2 -3b)-3b= a®—3ab-3b,
tai vietoj (8) turésime tokia lygCiy sistema:
a®—3ab-3p =17,
a=>o.

Matome, kad $i sistema turi vienintelj sprendinj — skaiciy a ir b pora (5; 6).

Nezinomyjy U ir v reik§miy poroms (U; V), tenkinan¢ioms (8) siste-
ma, rasti sprendziame lyg¢iy sistema:

u+v=>5,
{ (10)

uv=~6.

©)
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Remdamiesi Vijeto teorema, ja kei¢iame kvadratine lygtimi t2 —5t+6=0.
Sios lygties sprendiniai yra t; = 2 ir t, =3. Gauname du (10) (taigi ir (8))
sistemos sprendinius — skaiciy u ir v poras (2; 3) ir (3; 2).

Nezinomuyju X ir y poroms (X; y), kurios tenkina (7) sistema, rasti
turime iSspresti dvi lygciy sistemas:

X+y=2, i X+Yy=3,
Xy =3 Xy = 2.
Remdamiesi Vijeto teorema, jas atitinkamai kei¢iame kvadratinéms
lygtims:
t?-2t+3=0 ir t>-3t+2=0.

Pirmoji lygtis sprendiniy neturi, o antrosios lygties sprendiniai yra 1 ir 2.
Taigi (7) sistema turi du sprendinius: (1; 2) ir (2; 1).

Ats.: {(1; 2); (2; 1)}.

3. Simetriniy lygéiy su trimis neZinomaisiais sistemos. Lygtis
f(x,y,z)=0 vadinama simetrine lygtimi su trimis nezinomaisiais X, y ir
z, jeigu reidkinys f(x, y, z) yra simetrinis kintamuyjy X, y ir z atzvilgiu. Cia
taip pat apsiribosime atveju, kai f (X, y, z) yra simetrinis daugianaris arba
simetriniy daugianariy santykis. Nepriklausomai nuo lyg¢iy skaiCiaus
tokiai simetriniy lygciy sistemai spresti galima taikyti Siuos keitinius:
U=X+Y+2Z, V=XY+YZ+2X, W= XYZ (12)
Radus konkrecias u, v ir w reiksmes (ju trejeta (U; v; w)), reikéty iSspresti
tokia lygc€iu su trimis neZinomaisiais sistema:

X+y+z=u,
XY+ YZ+2X =V, (12)
Xyz = W.

Tik atskirais atvejais ja nesunku i$spresti. Taciau dazniausia gaunama
kubiné lygtis su vienu nezinomuoju. Beje, nevisai paprasta ir ta kubing
lygti uzrasyti. Todél suformuluosime dar viena svarby teorini rezultatg —
Vijeto teorema kubinei lyg¢iai:
Jeigu ty, ty, t3 yra kubinés lygties
t3+pt2+qt+r:0 (13)
sprendiniai, tai
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tl + t2 +t3= -p, (14)
t1t2 +t2t3+t3t1= g, (15)
t1t2t3= -r. (16)

Remiantis $ia teorema (12) sistemos sprendimg galima pakeisti

kubinés lygties
3 _ut? +vt—w=0 @an
sprendimu.

Atkreipkime démes;j | tai, kad Vijeto formulése (14)—(16) kairiosios
pusées yra pagrindiniai simetriniai daugianariai dydziy t;, tp, t3 atzvilgiu.

Atskirai pagvildenkime (17) lygties sprendimo problema. Pagal bend-
raja teorijg (viduringje mokykloje ji nedéstoma) kubiné lygtis turi bent
vieng realyjj sprendinj. Siam sprendiniui rasti bity galima taikyti vadi-
namgja Kardano (Girolamo Kardano, 1501-1576, italy matematikas)
formule. Taciau jos iSvedimas néra visiSkai elementarus; todél nepateik-
sime net pacios formulés. Norétume atkreipti mokiniy démes;j j kita (gana
patraukly) kubinés lygties sprendimo biida.

Tarkime, kad (17) lygties visi koeficientai (-u, v ir —w) yra sveikieji
skaiCiai. Galima jrodyti, kad tada kiekvienas (17) lygties sveikasis
sprendinys yra laisvojo nario —w daliklis. Sis teiginys sudaro galimybe
vieng sprendinj rasti (zZinoma, ne visada!) tarp (17) lygties laisvojo nario
dalikliy. O tada jau gana paprasta kairigja lygties puse iSskaidyti
dauginamaisiais ir baigti pacios lygties sprendimg.

7 pavyzdys. Isspreskime simetriniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais
sistema

X+Yy+2=06,
Xy +yz+zx =11, (18)
Xyz=6.

Sprendimas. Kadangi visy trijy lyg¢iy kairiosios pusés yra pagrin-
diniai simetriniai daugianariai su trimis nezinomaisiais, tai remdamiesi
Vijeto formulémis (14)—(16), lygciy sistema pakeiskime kubine lygtimi

t3—6t2 +11t -6 =0. (19)
Laisvojo nario dalikliai yra +1,+2,+3 ir £6. Tiesiogiai tikrindami,
isitikiname, kad 1, 2 ir 3 yra Sios lygties sprendiniai.

Vadinasi, realiyjy skaiéiy X, y ir z trejetai (1; 2; 3), (1; 3; 2), (2; 1; 3),
(2;3;1),(3;1;2) ir (3; 2; 1) yra (18) sistemos sprendiniai.
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Ats.: {(152;3); (1,3, 2); (2, 15 3); (2 3;1); (3, 15, 2); (3 2; 1)}
8 pavyzdys. I$spreskime simetriniy lyg¢iy su trimis nezinomaisiais
sistema
X+y+z=1,
x2+y2 +22 =09, (20)
X3 + y3 +23=1.
Sprendimas. Taikydami keitinius u=X+y-+2z, Vv=Xy+ Yz + X,

w = Xyz, simetrinius daugianarius X2 + y2 +2% ir x3+ y3 +2°

iSreikskime pagrindiniais simetriniais daugianariais. Gauname (Zr. 3 pvz.):
X2 +y2 +22 =(x+y+z)2 —2(xy+yz+zx)=u2—2v,

x+ydiz8=

=(x+ y+z)(x2 + y2 +22)—(x+ Y+ 2)(Xy + X2+ yz) +3xyz =
=u(u2 —2V)—uwv +3w= u® —3uv+3w.
Todél vietoj (20) sistemos toliau nagrinéjame trijy lygciy su nezinomaisiais
u, v ir w sistema
u=1,
u?—2v= 9,
ud-3uv+3w=1
ir nustatome, kad u=1, v=-4, w=-4 yrajos sprendinio (u;v;w) kom-

ponentes.
Toliau sprendziame lygéiy sistemag
X+y+z=1
Xy +yz+2zx=—4, (21)
Xyz=-4.

Pagal Vijeto formules (14)-(16) Sig sistemg kei¢iame kubine lygtimi
t3-t2 - 4t+4=0. Jos sprendiniy ieskome tarp laisvojo nario dalikliy
+1,£2,+4 ir nustatome, kad skaifiai 1,2 ir -2 yra Sios lygties
sprendiniai. Tai (21), taigi ir (20), sistemos sprendiniy (X; Y;z) kompo-
nentés. Keisdami jas vietomis, gauname SeSis sprendinius: (1; 2;-2),
(1,-2;2),(2:1,-2), (2:-2,1), (-2, 1, 2), (-2, 2; 1),

Ats.: {(1;2,-2),(1,-2,2), (2, 1,-2), (2, -2, 1), (-2, 1, 2), (-2; 2; 1)}.

42
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TRECIOJI UZDUOTIS
ISspreskite Sias simetriniy lygciy su dviem neZinomaisiais sistemas:

x3+y3=35
x2y+xy2:3Q

2 2
XY _qp

y X

1 1 1

X y 3
x2+y2=7+xy
x3+y3=6xy—L
X+y=5
x4+y4=91

Nustatykite, su kuriomis parametro a reikSmémis simetriniy lygciy
su dviem nezinomaisiais sistema

{x2+y2=2a+a)
(x+ y)2 =14
turi du realiuosius sprendinius.
. Simetrinj daugianarj su trimis kintamaisiais
0 +y?) (2 +2%)(y? +2%)
isreikskite pagrindiniais simetriniais daugianariais
X+Yy+2, Xy+Yyz+2X ir xyz

. I8spreskite simetriniy lyg€iy su trimis nezinomaisiais sistema

1 1 1 13
X y z 3
X+y+2=—,
Xyz=1
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8. Isspreskite lygciy su trimis nezinomaisiais sistema

2
X+y=-—,
z
2
y+z=-—,
X
2
Z+X=—.
y

9. Trodykite, kad abc=0, kai a+b+c=1 a’+b%>+c®=1 ir

ad+b3+cd=1.

10. Trikampio ABC perimetras lygus 12. Raskite §io trikampio plota,
kai krastiniy ilgiy kvadraty suma lygi 50, o kuby suma lygi 216.

A3
S0

(
S %
Y K/’;
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IV. SVERIMO IR PILSTYMO UZDAVINIAI

Romualdas Kasuba
(Vilniaus universitetas)

IZanga

Svérimo ir pilstymo uzdaviniai visada patikdavo tiems, kurie turé-
davo nors kiek daugiau laiko arba kuriems sekdavosi aiskiau galvoti,
arba kam patikdavo spresti.

Tai loginiy uzdaviniy poriiSis su gana aiskiai nusakytu tikslu ir
paprastai gana aiSkiomis priemonémis — indais ar svarstyklémis — tam
tikslui pasiekti. Kaip ir kituose loginiuose uzdaviniuose, tikslas kartais
pasiekiamas nelengvai, bet suradus tinkamg sprendimg arba bent su-
pratus sprendimo biidg abejoniy, ar viskas Cia gerai, beveik nebebiina.

Kaip ir kiti rimtesni loginiai uzdaviniai, jie buvo ir yra labai paplite
ir zinomi nuo neatmenamy laiky. Vieni juose labiau jzifiri savo rusSies
,proto gimnastika“, arba, kaip dabar labiau sakoma, ,,smegeny apsil-
tinima", ta kiekvienam mastan¢iam zmogui buidinga poreikj ,,pamatuoti‘
ir ,,pamiklinti* ar bent ,,pajudinti“ savo galvos galias.

Kitaip sakant, tai yra vienas i§ biidy atsakyti sau j klausima, ,,ar a$
pajégiu suvokti, kas ir kaip Cia aplink mane vyksta?*. Tai vienas i§ ker-
tiniy zmogaus intelektinés veiklos klausimy — tam gyvename.

Kitus gali patraukti grazi, kartais literatirinio kiirinio vardo verta
pati tokio uzdavinio pateikimo forma — pati uzdavinio intriga gali biti
suraSyta su trijy muskietininky siuzeto nutriktgalviSkumu ar kitokiu
kvapg gniauzianc¢iu nenuspéjamumu.

Dar kitiems gali patikti tai, kad tokios raSies uzdaviniams spresti
nereikia jokiy specialiy Ziniy ir neprireikia net kvadratinés lygties Sakny
radimo formulés, o gana vien sugebé¢jimo nors kiek aiskiau ar logiskiau
mastyti, 0 ta geb¢jima, panasiai kaip ir kitus siektinus jgiidzius, geriausia
vystyti kasdienémis pastangomis.

Vienas paciy pirmyjy galvosenos, susijusios su svérimais, pavyz-
dziy, galéty biiti susigaudymas, kg daryti tokiu atveju:

1 pavyzdys. Yra sugedusios svirtinés svarstyklés, yra kilograminis
svarelis ir yra didelis maiSas cukraus. Reikia dviem svérimais at(si)sverti
lygiai 1 kilograma cukraus.
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Pirmiausiai pastebékime, kad jeigu svarstyklés biity nesugesdusios,
tai pakakty ir vieno svérimo — j vieng lékstele détume ta kilograminj
svarelj, o j kitg piltume tiek cukraus, kad biity pusiausvyra.

Taciau svarstyklés yra sugedusios ir pripylus tiek cukraus, kad biity
pusiausvyra, toje kitoje svarstykliy léksteléje, kur néra svarelio, ten da-
bar yra ne 1 kilogramas, o kitoks, visai neaiskus cukraus kiekis, nes
svarstyklés, pakartosime, sugedusios.

Taciau vis tiek, padarius tiek, kiek mes jau padaréme, viska tikrai
galima baigti antruoju veiksmu, kad ir su sugadintomis svirtinémis svars-
tyklémis.

Dabar gana buty nuimti tg kilograminj svarelj ir | jo vietg pilti
cukry — vél iki pusiausvyros. Tada ten, kur ka tik buvo 1 kg svarelis,
atsiras lygiai 1 kilogramas cukraus — nes sakéme, kad pyléme iki pusiau-
SVYrO0s.

Kitas labai minétinas uzdavinys biity toks.

2 pavyzdys. | vaisting atvezé 10 buteliuky su vaistais, po 100 table-
¢iy kiekviename indelyje, o kiekviena tableté pati turi sverti 10 gramy.
Dar nespéjus juy iSpakuoti vaistiné buvo jspéta nepradéti pardavinéti
vaisty, nes paaiskéjo, kad visose vieno buteliuko tabletése yra po 1 gra-
mg gydomosios medziagos maziau, negu turi buti, todél kiekviena to
vienintelio buteliuko tableté ir sveria ne 10, o tik 9 gramus. Kaip turint
svirtines svarstykles su svareliais surasti ta buteliuka su netikusiomis
tabletémis ir kiek maZziausiai svérimy prireiks tam tikslui pasiekti?

Tai labai dazna uzdaviniy rasis. Tokiuose uzdaviniuose viena dalis
daznai buna pats klausimas, ar tai, ko musy klausia, apskritai jmanoma, o
kita dalis daznai biina susijusi su tuo, kaip greiciausiai tai padaryti, jeigu
tai padaryti jmanoma.

Na, o jeigu ko nors padaryti nejmanoma, tai miisy vél gali paklausti,
kodél taip yra?

Siuo atveju sékmingam uzdavinio sprendimui pirmiausiai svarbu
suvokti, kad i§ skirtingy buteliuky reikéty méginti imti po skirtingg
tableciy kiekj, nes, matyt, tik taip ir galéty ,,atsiskirti tas buteliukas su
netikusiomis tabletémis, kur kiekviena tableté yra 1 gramu lengvesné.
Dar truputj pagalvojus ima aiskéti, kad sumaniau tvarkantis ta uzdavinj
galima i$spresti vienu vieninteliu svérimu. Tam pakakty i§ pirmojo bute-
liuko paimti vieng tablete, i§ antrojo — jau 2, i§ tre¢iojo — net 3 ir taip
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toliau, i§ kiekvieno buteliuko imant vis po daugiau, i§ deSimtojo bute-
liuko — pilng desimtj tableciy.
Nesunku suvokti, kad i§ viso yra paimta
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55
tableciy, kurios, jeigu visos biity tinkamos, kartu sverty
55.10 =550
gramy. Taciau, pagal salyga viename kuriame buteliuke yra netikusiy —
ty 1 gramu lengvesniy tableCiy ir, kadangi Siuo atveju bent po vieng
tablete yra imta i§ absoliuciai visy indy, tai visy paimtyjy table¢iy svoris
ty 550 gramy svorio ,,nepasieks®, o visi galimi paimtyjy table¢iy svoriai
gali biiti
540, 541, 542, 543, 544, 545, 546, 547, 548 arba 549
gramai. Todél jeigu tuo vieninteliu svérimu pasvertosios atrinktosios tab-
letés ,konkreciai“ sverty, sakysime, 547 gramus, tai tada, aisku, yra pra-
rasta 3 gramai svorio; vadinasi, ir pacios netikusios tabletés turi bati
Latéjusios i§ treGiojo buteliuko — nes bitent i§ 3-iojo ir buvo paimtos
sverti 3 tabletés.

3 pavyzdys. Labai paprasta, bet labai svarbi situacija. I$ trijy kg tik
pagimdyty trynuky du sveria absoliu¢iai po tiek pat, o treéiasis yra 13
gramy lengvesnis. Kaip vienu svérimu jautriomis ligoninés svirtinémis
svarstyklémis nustatyti, kuris gi i$ ty trynuky yra lengvesnis?

Tai labai praktiskas uzdavinys, naudingas ir tuo, kad jo nejmanoma
neisspresti, tik kartais biina, kad ne visai suvoki, kad jau viskas atlikta.

Ka bedarytum, vis tiek, anksc¢iau ar véliau, guldysi vieng i$ ty try-
nuky ant vienos, o kitg — ant kitos kurios svarstykliy lékstelés.

Dabar jeigu svarstyklés pasirodyty esanCios pusiausvyroje, tai ka-
dangi svarstyklés yra geros, tai abu jose esantys trynukai yra vienodo
svorio; vadinasi, tas nesvertasis trynukas ir bus tas 13 gramy lengvesnis.

Jeigu svarstyklés nerodo pusiausvyros, tai viena kuri nors pusé
nusveria, o kita pakyla aukstyn. V¢l viskas labai aisku. Toje aukstyn pa-
kilusioje 1€kstutéje ir guli tas vienintelis lengvesnis trynukas.

Gyvenime vietoj trynuky daznai biina monetos, tada tas lengvesnis
trynukas ,,virsta® kitokia, iSskirtine, vadinamaja netikra (kitokia) moneta,
o tie sunkélesni, vienodo svorio trynukai ,,virsta“ tikromis monetomis. O
pati intriga — rasti ta vienintele kitokia monetg — iSlieka!

Tai nattiralu ir nestebina, nes anksc¢iau, kaip ne sykj girdéjome, mo-
netos ,,nominalas* biidavo tiesiogiai priklausomas nuo j monetg ,,jlydy-
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to* vertingo metalo kiekio. Suprantama, kad netikrose monetose to meta-
lo budavo maziau —i$ ¢ia ir pavadinimas. Todél dazniausiai netikros
monetos ir yra suvokiamos biitent kaip tokios, kurios yra lengvesnés uz
kitas.

Taciau gali biiti ir kitaip, netikromis monetomis gali biiti laikomos
ir tos, kurios sunkesnés uz tikras. Net viename uzdavinyje gali nutikti ir
taip, kad vienos netikros monetos gali biiti lengvesnés, o kitos — ir
sunkesnés uz tikras monetas.

Vadinamieji pilstymo uzdaviniai, kuriuos mes irgi kazkiek pana-
grinésime, yra kazkuo panasiis | svérimo uzdavinius, tik dabar miisy
monetos tarsi suskystéja, o jau skystos medziagos paprastai nesunkiai
perpylinéjamos, taigi gali buti ir dalijamos ] dalis. Dél to kartais atsi-
randa jdomiy papildomy galimybiy. Vienas i$ tokiy paprasiausiy uz-
daviniy yra turint kelias talpas, biina, pilnas (sklidinas), biina, tuscias,
atmatuoti prasoma skyscio kiekj.

Stai pats papras¢iausias uzdavinys.

4 pavyzdys. Turime tris indus: 3 litry inda, skliding vandens ir du
tuscius — dviejy litry ir vieno litro talpos. Kaip perpilti vanden; taip, kad
visuose trijuose induose jo biity po lygiai?

Sprendimas gali biiti toks:

(A) litrinj indg pripilame pilna;

(B) vandenj is to pilno litrinio indo perpilame j dvilitrinj;

(C) i trilitrinio indo vél pripilame pilng litrinj inda.

Nejmanoma nesuvokti, kad dabar visuose induose vandens yra po
lygiai (po 1 litrg).

Ne paslaptis, kad galima ir grei¢iau, galima bty ir ,,sutaupyti
vieng veiksma:

(A) pripilame pilng dvilitrinj inda;

(B) 18 ka tik pripilto pilno dvilitrinio indo pripilame pilng litrinj indg.

Dabar vél visuose induose yra po litrg vandens.

5 pavyzdys. Stebukladaris Edmundas moka pilstyti gira ne tik pil-
nomis statinémis, bet sugeba pripilti ir lygiai pusg statinés. Jis turi i$-
pilstes 10,5 statinés giros taip, kad 8 statinés yra tuséios, o likusios 16
statiniy yra arba pusiau, arba visai pilnos.
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Jis noréty absoliuciai teisingai atlyginti savanoriams Antanui, Euge-
nijui ir Juozui uz jy nepabaigiamus darbus taip, kad kiekvienam iSeity ir
po vienodai giros, ir po vienodai statiniy.

Kadangi statiniy (tus¢iy, pusiau ir visai pilny) yra

8+16=24,
tai kiekvienam savanoriui turéty tekti po 24 :3 =8 statines ir kiekvienose
8 statinése, kurias jie gaus, i§ viso turéty bati 10,5:3=3,5 statinés giros.

Nesunku suvokti, kad iSpilstyti 10,5 statiniy giros j 16 statiniy
pilnomis ir pusiau pilnomis statinémis galima taip: 5 statinés turi bati
pilnos, likusios 16 —5=11 statiniy pusiau pilnos.

Atsilygindamas Edmundas iSlaiké visus paminétus principus ir is-
pilsté girg taip, kad Antanui teko 3 pilnos, 1 pusiau pilna ir dar 4 tusc¢ios
statinés, Eugenijui — 2 pilnos, 3 pusiau pilnos ir dar 3 tus¢ios statinés, o
Juozui — 7 pusiau pilnos ir dar 1 tusia statiné.

Tai galime pavaizduoti lenteléje:

. Pilnos Pusiau pilnos TusCios
Savanoris . S .
statines statines Statinés
Antanas 3 1 4
Eugenijus 2 3 3
Juozas 0 7 1

Dar kartg siiilome pasitikrinti, kad kiekvienam buvo duotos 8 stati-
nés, kuriose i§ viso tikrai yra po 3,5 statinés (labai geros) giros.

6 pavyzdys. I 4 auksiniy monety, toliau vadinamy auksinukémis,
sensacingai iSkasty pary¢iais Lyduvény pilkapyje, trys yra visiskai vie-
nodos ir sveria vienodai, o ketvirtoji auksinuké yra netikra ir jos svoris
yra ne toks, koks yra likusiy tikryjy auksinukiy svoris. Turime svars-
tykles, kuriomis galima i§ karto nustatyti bendrg tiksly dviejy arba dau-
giau monety svorj. Svérinéti monety po vieng negalima, nes sveriamos
po vieng jos subyra. Raseiniy Magduté ryZtingai mano, kad ir tokiomis
salygomis vis tieck galima ne daugiau kaip 4 svérimais garantuotai
nustatyti, ir kuri i$ ty monety yra netikra ir net ar ta netikroji moneta yra
lengvesné ar sunkesné uz likusiais auksinukes.

Ar Magduté yra teisi?

Sprendimas (Kur jau ten Magduté bus neteisi).

49



IV TEMA

Ji gali daryti taip. Ji gali visais galimais biidais pasverti monetas,
kaskart be kurios nors vienos — ir vis kitos — arba, kitaip sakant, Magduté
ant svarstykliy visais galimais biidais deda po 3 monetas.

Taip sverdama ji tris kartus turés vienodg vienokj svorj — taip bus
tada, kai tarp sveriamyjy monety bus ir ta netikroji, ir vieng kurj kartg ji
turés kitokj svorj — taip bus tada, kai netikroji moneta bus atidéta j Salj.

Taip ji ir bus rasta.

Suprantama, jeigu tas ketvirtasis svoris bus didesnis uz tuos
vienodus tris, tai tada toji netikroji auksinuké yra sunkesné, o jei
mazesnis, tai tada netikroji auksinuké yra lengvesné uz likusias tikrgsias
monetas.

7 pavyzdys. Monety padirbinétojas turi 40 i§ paZzifiros visai vienody
monety, i§ kuriy 2 yra netikros, lengvesnés uz tikrasias, ir abi sveria
vienodai. Visos likusios tikros monetos, suprantama, irgi sveria vienodai.
Ar galima dviem svérimais svirtinémis svarstyklémis be svareliy surasti
20 tikry monety?

Sprendimas. Padaliname monetas j keturias kriveles
A B, CirD,
po 10 monety kiekvienoje kriveléje.
Pirmuoju svérimu imame kurias nors dvi i§ jy, sakysime, A ir B ir
dedame ant svarstykliy.
Jeigu svarstyklés yra pusiausvyroje, tai kriivelése A ir B:
({=}) visos monetos yra tikros
arba
(O) abiejose kriivelése yra po 1 netikra moneta.
Taigi tada kraveléje
A+B
yra arba 20 tikry monety, arba 18. Taip abi netikros monetos atsiduria
vienoje kurioje i§ pusiy — arba abi jos yra puséje

A+B
arba abi jos yra puséje
C+D.
Tada antram svérimui ant svarstykliy dedame vienoje puséje
A+ B,
o kitoje puséje dedame
C+D.

Dabar viena kuri pusé nusvers (netikros monetos ,,atskirtos®) ir toje
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pusé¢je, kuri nusvers, ir yra 20 tikry monety.

Liko i$nagrinéti atvejj, kai po pirmo svérimo pusiausvyros néra —
netikros monetos galéjo ir ,,neatsiskirti. Tada toje kruveléje, kuri nu-
svére, sakysime, kriveléje A, visos 10 monety yra tikros.

Dabar II svérimui kriivele A dedame sverti su kuria viena i$ ty, dar
,neliesty®, kriveliy, sakysime, su kriivele C.

Jeigu dabar pusiausvyra, tai ir kriivelés C monetos tikros ir kra-
veléje

A+C
yra 20 tikry monety.

O jeigu II svérimu vél nusveria kriivele A, tai tada kriiveléje C
garantuotai yra ta antroji netikroji moneta; vadinasi, dabar visos kriivelés
D monetos yra tikros ir todél kruveléje

A+D
yra 20 tikry monety.

Pastaba. Pagalvokite, kodél dabar antruoju svérimu negali nusverti
kravelé C?

8 pavyzdys. Yra 4 statinés, atitinkamai 24, 13, 11 ir 5 kibiry talpos
kiekviena. PradZioje didZiausioji statiné yra pilna giros, o likusios trys
yra tus¢ios. Kaip biity galima perpilti girg taip, kad 3 statinése biity po 8
kibirus giros.

Sprendimas. Galimg perpylinéjima pateikiame Zemiau esancioje
lenteléje:

Statines 24—ki.bi‘ré 13—ki.bi‘ré 11—ki.bi.ré 5—kit.>ir'é
statine statine statine statine
Pries pradedant 24 0 0 0
Po 1-o0jo perpylimo 13 0 11 0
Po 2-ojo perpylimo 8 0 11 5
Po 3-ojo perpylimo 0 8 11 5
Po 4-ojo perpylimo 11 8 0 5
Po 5-ojo perpylimo 16 8 0 0
Po 6-0jo perpylimo 16 0 8 0
Po 7-ojo perpylimo 3 13 8 0
Po 8-ojo perpylimo 3 8 8 5
Po 9-ojo perpylimo 8 8 8 0
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KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. ] vaisting atvezé¢ 10 buteliuky su vaistais, po 100 tableciy kiek-
viename indelyje, o kiekviena tableté pati turi sverti 10 gramuy.
Nespéjus juos iSdélioti vaistinés lentynose vaistiné buvo jspéta ne-
pradéti pardavinéti vaisty, nes suzinota, kad visose vieno buteliuko
tabletése yra po 1 gramg gydomosios medziagos maziau, negu nuro-
dyta biiti, todél kiekviena tableté tame buteliuke sveria ne 10, o tik 9
gramus. Ar vis dar galima turint svarstykles, sveriancias tik iki 500
gramy, vienu vieninteliu svérimu nustatyti, kuriame buteliuke yra
netikusios tabletés.

2. Yra 9 monetos: 8 tikros ir vienodo svorio, o viena netikra ir leng-
vesné uz likusias. Kaip turint geras svirtines svarstykles, bet neturint
svareliy, garantuotai surasti ta netikra moneta.

3. Yra 81 moneta, i§ kuriy visos, i§skyrus viena, yra tikros ir sveria
vienodai, o netikroji moneta yra lengvesné. Ar jmanoma, turint ge-
ras svirtines svarstykles, bet neturint svareliy, 4 svérimais garan-
tuotai surasti tg netikrajg monetg?

4. 1§ 4 auksiniy monety, toliau vadinamy auksinukémis, sensacingai
iSkasty paryciais Lyduvény pilkapyje, trys yra visiskai vienodos ir
sveria vienodai, o ketvirtoji auksinuké yra netikra ir jos svoris yra
ne toks, koks yra likusiy tikryjy auksinukiy svoris. Turime svars-
tykles, kuriomis galima i$ karto nustatyti bendra tiksly dviejy arba
daugiau monety svorj. Svérinéti monety po vieng negalima, nes
sveriamos po vieng jos subyra.

Ar galima ne daugiau kaip 4 svérimais garantuotai nustatyti, ir
kuri i§ ty monety yra netikra, ir net suzinoti, ar ta netikroji moneta
yra lengvesné ar sunkesné uz likusias auksinukes, jeigu dabar
Magduté vienu kartu beleidzia sverti jau tik po 2 monetas?

Ar net ir dabar tai dar jmanoma padaryti?

5. Stebukladaris Edmundas moka pilstyti girg ne tik pilnomis stati-
némis, bet sugeba pripilti ir lygiai pus¢ statinés. Jis turi iSsipilstes
10,5 statinés giros taip, kad 8 statinés yra tuscios, o likusios 16
statiniy yra pusiau arba pilnai pripiltos giros.
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Jis noréty vél absoliuciai teisingai atlyginti savanoriams Anta-
nui, Eugenijui ir Juozui uz jy nepabaigiamus darbus taip, kad kiek-
vienam iSeity ir po vienodai giros, ir po vienodai statiniy, bet kad
statiniy paskirstymas buity dar kitoks, negu tas, kuris buvo nurodytas
paaiskinimuose.

Ar stebukladaris Edmundas sugebés ir tai padaryti (kitoks jau
minéto skirstinio perskirstymas savanoriams nelaikomas skirtingu
skirstymu).

O gal tai galima padaryti ir dar kitaip, jau treciaip?

Kiekvienu atveju sudarykite atitinkama lentelg

10 litry indas pilnas roziy aliejaus. Reikia tg roziy aliejy padalinti |
dvi lygias dalis, po 5 litrus kiekvienoje, turint po ranka tik du
tuscius indus — vieng 3, o kitg 7 litry talpos.

UZzdavinio sprendima, suprantama, pateikite lenteléje.

Yra trys indai — vienas 3 litry, antras 5, o tre¢ias — 20 litry talpos.
Pirmieji du indai yra tusti, o tre¢ias — sklidinas vandens. Kaip ke-
liais perpylimais antrajame inde gauti 4 litrus vandens? Perpyliné-
jant leidziama pilti | indg ne daugiau vandens, negu jame telpa, arba
perpilti visg vandenj i§ vieno indo j kita, jeigu tas vanduo ten
sutelpa.

Sprendimg vél pateikite lenteléje.

Yra keturi svareliais su ant jy nurodytais svoriais: 100 gr., 200 gr.,
300 gr., ir 400 gr. Pasirodé, kad vienas svarelis jau nebeatitinka ant
jo nurodyto svorio — ir net neaisku, ar jis yra lengvesnis, ar sun-
kesnis, negu ant jo nurodyta. Ar galima dviem svérimais
svirtinémis svarstyklémis be svareliy suzinoti, kuris svarelis
nebeatitinka ant jo nurodyto svorio ir nustatyti, ar jis yra sunkesnis,
ar lengvesnis, negu kad ant jo yra nurodyta?

. Ar galima dviem svérimais svirtinémis svarstyklémis be svareliy
surasti bent vieng tikrag moneta tarp penkiy turimy i$ pazitiros visai
vienody monety, jeigu 3 i$ jy yra tikros ir vienodo svorio, o0 2 ne-
tikros — viena lengvesné, o kita — sunkesné uz tikras monetas?
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10. I8 12 monety 1 moneta yra netikra, taciau nezinia, ar ji yra sun-
kesné, ar lengvesné uz likusias 11 vienodai sverian¢iy tikry monety.
Ar galima turint svirtines svarstykles be svareliy 4 svérimais garan-
tuotai surasti tg vienintele netikrg moneta?
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V. PITAGORO IR HERONO SKAICIU TREJETAI

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Naturaliyjy skaiciy savybés domino Zzmonijg nuo neatmenamy laiky.
Nemazai i§ jy susietos su senovés matematiky Pitagoro (VI a. pr. Kr.),
Herono (I a.), Diofanto (11 a.) ir kity vardais. Cia panagrinésime natii-
raliyjy skaiciy trejetus, tenkinancius tam tikras salygas.

Jeigu natiiraliyjy skaiéiy a, b ir ¢ trejetas (a,b,c) tenkina lygybe

a? +b? =c? (1)
tai jis vadinamas Pitagoro trejetu.

Nesunku patikrinti, kad trejetas (4, 3, 5) yra Pitagoro trejetas
(a=4, b=3,c=5). Taip pat nesudétinga jsitikinti, kad trejetai
(4k, 3k, 5K) su bet kuriuo natiiraliuoju (arba sveikuoju) skai¢iumi K taip
pat yra Pitagoro trejetai.

O kaip surasti visus Pitagoro trejetus? Aisku, kad atsakant j §j klau-
simg uzteks mokeéti surasti tik trejetus, panasius j (4, 3, 5) , t. y. tokius,
kurie sudaryti i$ skai¢iy, neturin¢iy bendry dalikliy.

Si tema glaudziai susijusi su I tema ,,Euklido algoritmas ir jo
taikymai“. Cia taip pat svarbios kai kurios sveikyjy skai¢iy dalumo
savybeés, reikés keliy skaiciy didziausio bendrojo daliklio sgvokos. Todél
naudosime tuos pacius zymenis kaip ir I temoje.

Skaiciy a ir b didZiausiqg bendrgjj dalikli Zymésime D(a, b) ; Kkai
D(a, b) = 1, tuomet Sie skai¢iai vadinami tarpusavyje pirminiais (jie
neturi bendry dalikliy). Trijy skaiciy a, b ir ¢ didZiausig bendrgjj daliklj
zymésime D(a, b, ¢) ; kai D(a,b,c) = 1, tai skaiciai a, b ir ¢ neturi bendry
dalikliy (yra tarpusavyje pirminiai). Pavyzdziui, skaiciai 9, 6 ir 10 yra
tarpusavyje pirminiai (D(9, 6, 10) = 1), nors D(9, 6) = 3 ir D(6,10) = 2.

Kai Pitagoro trejeta (a,b,c) sudaro nataralieji tarpusavyje pirminiai
skai¢iai, tai jj vadinsime primityviuoju Pitagoro trejetu. Vadinasi, misy
uzdavinys — rasti visus primityviuosius Pitagoro trejetus.

Pirmiausia atkreipkime démesj j fakta:

1teorema. Jei (a,b,c) yra primityvusis Pitagoro trejetas, tai
D(a,b)=1,D(a,c)=1irD(b,c) = 1.

Jrodymas. Tarkime, kad, pavyzdziui, D(a, b) = d > 1. Tuomet ir a
(taip pat ir a2), ir b (taip pat b? ) dalijasi i3 d. Skai¢iai a, b ir ¢ tenkina (1)
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lygybe ir sumos a? + b® abu démenys dalijasi i$ d, taigi ir jy suma, t. y.
skai¢ius ¢* (taip pat ir c), dalijasi i§ d. Vadinasi, gavome, kad
D(a, b, ¢) = d > 1. Tadiau tai prieStarauja salygai, kad (a, b, ¢) yra
primityvusis Pitagoro trejetas. Darome isvada, kad prielaida neteisinga —
taigi D(a, b) = 1.

Panagiai galima jrodoma, kad D(a, ¢) = 1 ir D(b, ¢) = 1. § (Siuo
zenklu ir toliau Zymésime teoremos ar kitokio teiginio jrodymo pabaiga.)

2 teorema. Primityviajame Pitagoro trejete (a, b, ¢):

1) skaiciai a ir b negali buti abu lyginiai;

2) skaiciai a ir b negali bti abu nelyginiai.

Jrodymas. 1) Jeigu a ir b buty lyginiai, tai jie dalytysi i§ 2. Tuomet
i§ 2 dalytysi ir ¢. Taciau taip biti negali, nes Pitagoro trejetas (a, b, ¢) yra
primityvusis.

2) Tarkime, kad a ir b abu yra nelyginiai skaiciai: a =2k + 1,
b = 2m +1 su kuriais nors natiiraliaisiais k ir m. Tuomet ¢? = a® + b’ =
= (2k + 1) + (2m + 1)? = 4(k* + m? + k + m) + 2. Vadinasi, skai¢ius C?
yra lyginis (atkreipkime démesj, kad jis dalijasi i§ 2, bet i§ 4 nesidalija),
tada lyginis turi biti ir pats c. Ta¢iau tuomet ¢? turéty dalytis i§ 4.
Gavome priestarg prielaidai.

ISvada. Primityviajame Pitagoro trejete (a, b, ¢) vienas i§ skaiéiy a
ir b yra lyginis, kitas — nelyginis.

Dél apibréztumo susitarkime, kad a yra lyginis, o b — nelyginis
skai¢ius. Tuomet ¢ — taip pat nelyginis.

Norédami rasti primityviyjy Pitagoro trejety israiskas toliau sampro-
taukime taip. PerraSykime (1) lygtj taip:

a?=(c +b)(c—h). 2)
Kadangi skai¢iai a, ¢ + b, ¢ — b yra lyginiai, tai (2) lygybés abi
2
puses padalykime i§ 4. Gausime (%) :izb-c—;b:ml-mz. Cia

D(my, my) =1. Tuo nesunku jsitikinti: tarus, kad D(my, my)=d >1, i§d
turéty dalytis ir b, ir ¢ (nes m+my=c ir m—my, =b). Tadiau i$
1 teoremos D(b, c) = 1.

2
Kadangi m1'm2=(%J ir D(m;, my) =1, tai egzistuoja tokie
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2

natiiralieji skaiciai mir n, D(m, n) =1, kad m; =m?, m, =n?. Taigi

2
a
(Ej =m? -n? = a=2mn. Tuomet b=m?-n?, c=m?+n? Dar at-
kreipkime démes;j | tai, kad skaiéiai m ir n turi biti prieSingo lyginumo,
nes b ir ¢ yra nelyginiai skaiciai.

Vadinasi, jrodéme tokj teiginj.

3 teorema. Primityvieji Pitagoro trejetai yra pavidalo

(2m-n;m2—n2;m2+n2), 3

kai m > n — natiralieji skaiciai, vienas i§ jy lyginis, kitas — nelyginis ir
D(m,n) =1.
Ir atvirk$éiai, kiekvienas (3) pavidalo trejetas tenkina (1) lygti:
(2mn)2 + (m2 - n2)2 =( m? + n2)2.

Pasirinkg¢ m ir n reikSmes, tenkinancias minétas sglygas, pagal (3)
formule gausime primityviuosius Pitagoro trejetus. Pavyzdziui, kai
m=2,n =1, turésime trejeta (4, 3,5) , 0 kaim =5, n =4 tai (40; 9; 41).

Gautus rezultatus galima interpretuoti geometriskai — egzistuoja
statusis trikampis, kurio krastiniy ilgiai iSreik$ti nattraliaisiais skai¢iais
4, 3 ir 5, taip pat — statusis trikampis su krastinémis, lygiomis 40, 9 ir 41.
Kaip matome i§ (3) formulés, staciyjy trikampiy, kuriy krastiniy ilgiai —
nattiralieji skaiiai, yra be galo daug. Juos vadinsime Pitagoro trikam-
piais.

1 pavyzdys. Nustatykime, kiek yra staciyjy trikampiy, kuriy vienas
statinis lygus 40, o kity dviejy krastiniy ilgiai — natdralieji skaiiai.
Raskime juos.

Sprendimas. Kiek yra primityviyjy Pitagoro trejety (a, b, €) su
a = 40 (staciyjy trikampiy, kuriy vienas statinis lygus 40) galima nu-
statyti i§ iSraiSkos a=2m-n. Kadangi 40=2-20=2-5-4=2-20-1, tai
egzistuoja tik du skai¢iy m ir n, tenkinanc¢iy 3 teoremos salygas, rinkiniai
m=>5,n=4irm=20,n=1. Taigi yra du statieji trikampiai kuriy vienas
statinis lygus 40, o kity dviejy krastiniy ilgiai — natiiralieji skai¢iai. Vieng
tokj trikampj jau zinome — tai (40, 9, 41), su m = 5, n = 4, Kitg gausime
i§ (3) formulés, kai m = 20, n =1: a = 40, b = 20° —12 =
=399, ¢ = 20% + 12 = 401.

Ats.: 2; (40, 9, 41), (40, 399, 401).
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2 pavyzdys. Raskime visus sta¢iuosius trikampius, kuriy vienas sta-
tinis lygus 105, o kity dviejy krastiniy ilgiai — natiiralieji skaiciai.
Sprendimas. Turime rasti primityviuosius Pitagoro trejetus (a, b, c),
kuriy b =105 , t. y. reikia rasti m ir n reikSmes (tenkinancias 3 teoremos
salygas), su kuriomis galioja lygybé 105 = m? — n? = (m + n)(m — n).
Taigi svarbu zinoti skaiGiaus b = 105 iSskaidymo dviejy dauginamyjy
sandauga budus. Kadangi 105 = 35-3 == 21.5 = 15.7, tai m ir n reiks-
méms rasti iSspresime tris lyg€iy sistemas:
m+n =235, m=19,
=
m-n=3 n=16;
m+n =21, m=13,
=
m-n=5 n=3_;
m+n =15, m=11,
=
m-n=7 n=4.
Pagal (3) formule apskaiciuojame atitinkamus Pitagoro primityviuosius
trejetus:
1) kaim =19, n =16, tai (608,105, 617) ;
2) kai m = 13, n = §, tai (208, 105, 233) ;
3) kaim =11, n =4, tai (88,105, 137) .
Ats.: (608,105, 617) , (208, 105, 233) , (88,105, 137).

Zinomi keli 3 teoremos jrodymo metodai. Pirmasis §ig teorema
jrodé Diofantas. Jo metodas, kurj ¢ia panagrinésime, — geometrinis,
paremtas apskritimo ir tiesés susikirtimo racionaliyjy tasky radimu. Sis
jrodymas néra sudétingas, taciau reikalauja kai kuriy matematikos Ziniy.

Staciakampéje koordinaciy sistemoje XOy:

. x2+y2=r2 yra apskritimo, kurio spindulys r, o centras —

koordinaciy pradzios taskas O(0; 0) , lygtis;

e y=KkX+m yra tiesés, kurios kampinis koeficientas k =tga (o —
kampas tarp tiesés ir Ox aSies teigiamosios krypties), einancios per
Oy asies taska (0; m) , lygtis.

3 teoremos Diofanto jrodymas. Lygties (1) abi puses padalykime i$
¢?. Gauname lygti
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-+

. . . a . b . .
Vadinasi, turime surasti trupmenas x=— ir y=—, su kuriomis galio-
C c

ty (4) lygybé. Kitaip tariant, turime rasti racionaliuosius lygties
X2 + y2 =1 sprendinius, po to Sias trupmenas subendravardikling rastu-

me ir skaiCius a, b ir ¢, sudaran¢ius primityviuosius Pitagoro trejetus.
Tuo tikslu jrodykime vieng pagalbinj teiginj.

Lema. Tiesés y=kx—1 su racionaliuoju k ir apskritimo X%+ y2 =1
susikirtimo taskas (X, Vi),

2k k? -1
= y yk = ’ (5)

k2 +1 k2 +1

yra taskas su racionaliosiomis koordinatémis; visi racionalieji lygties

x2 +y2 =1 sprendiniai iSreiskiami (5) formulémis.

Xk

Irodymas. leskodami apskritimo ir tiesés susikirtimo tasSky iSspres-
kime lyg¢iy sistema, kai k=0 (su k = 0 gauname apskritimo ir tiesés
susikirtimo taska (0, —1) ):

{XZ ry? =1,:{x2 (k-2 =1, _ {(k2 #1)x-2k =0, _

y=kx-1 y=kx—1 y=kx—1
« 2k
k = J
k2 +1
= 2
y ke-1
k = .
k2 +1
Kadangi k — racionalusis skaiCius, tai racionalieji skaiciai yra ir trupme-
2k k% -1

nos Xy =

k?+1 = k?+1

Dabar tegu (Xg; Yo) Yra kuris nors lygties X2 + y2 =1 racionalusis
sprendinys (jo koordinatés — racionalieji skaiciai). Tam, kad tiesé
y =kx—1 eity per taskus A(Xg; Yg) ir B(0;—1) (Zr. pav.), jos krypties
koeficientas Kk turi buti racionalusis skaiCius: yg=kxg—-1=

59



V TEMA

+1 . . o D o
=k= Yo+ =k, k—racionalusis skai¢ius. O tokios tiesés ir apskritimo
X0

X2 + y2 =1 susikirtimo taskas yra (5) pavidalo. Lema jrodyta.

m . .
Tegu k=— (m ir n tenkina 3 teoremos 4y
n f
g
,m o ke
n 2mn / /
salygas). Tuomet Xy = =5 / /N,
m me< +n I 1
— +1 '\\ / /
n \ /S
2 \&__/ o e
m T am
= 1 ) ) / - -1)
. n m<—n - /
ir Yyg= =5 Taigi radome,

kad skaic¢iai a=2mn, b= m2—n?, c=m? +n? sudaro primityvyjj Pita-

goro trejeta.

Dar vienas jdomus uzdavinys, pasiekes mus i§ I amziaus, yra
Herono uzdavinys.

Tarkime trikampio krastiniy ilgiai yra nataralieji skaiéiai @, b ir c.
Jeigu Sio trikampio plotas S yra nattralusis skaicius, tai (a, b, ¢) vadi-
namas Herono trejetu, o pats trikampis — Herono trikampiu.

Kadangi Pitagoro trikampio plotas S = mn(m? —n?) yra sveikasis
skaiCius, tai kiekvienas Pitagoro trejetas yra ir Herono trejetas. Taciau
yra ir ne staiyjy Herono trikampiy. Pavyzdziui, Herono trejetai yra
(7, 15, 20), (9, 10, 17), (13, 14, 15). Siy trikampiy plotai yra sveikieji
skai¢iai. Tuo nesunku jsitikinti pritaikius trikampio ploto skai¢iavimo
Herono formulg:

S=4/p(p-a)(p-h)(p-c),
p=%(a+b+c).

Pirmojo trikampio plotas lygus 42, antrojo — 36, tre¢iojo — 84. Norédami
rasti visus Herono trejetus, turétume rasti lygties
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S2=p(p-a)(p-b)(p-c). p=3(a+b+c. (@
bendraji sprendin;j (S, a, b, ¢), kurio visos komponentés — sveikieji skai-
¢iai. (Kai ieSkoma lygties sveikyjy sprendiniy, sakoma, kad sprendziama
diofantiné lygtis.) Taciau (6) diofantinés lygties bendrojo sprendinio for-
mulé nezinoma. Taigi negalime uzrasyti ir formulés, leidziancios apskai-
¢iuoti visus Herono trejetus.

Herono trejety radimo uzdavinys palengveéja, kai trikampio krastiniy
ilgiai a, b ir ¢ tenkina tam tikras salygas. Cia panagrinékime atvejj, kai
skaiCiai a, b Ir ¢ yra aritmetinés progresijos su skirtumu d nariai, t. y.
tegu a=b-d, c=b+d, b>1. ApskaiCiuokime trikampio su krasti-
némis a=b—d, bir c=b+d plota:

1 3
=—(b—-d+b+b+d)=—=Dh,
p=2( )=3

S :\/gb[gb—b+d)(gb—bj@b—b—d] =%w/3(b2 —4d?).

IS ploto iSraiskos darome iSvadg: kai b — nelyginis, tai S néra sveikasis
skaiCius. Taigi prasminga tyrinéti tik lyginius skaiCius b. Kai b=2x,
xe N (N — natiraliyjy skaiciy aibé), tuomet a=2x—d, c=2x+d,

p=3x, S= X\IB(X2 —-d 2). Skai¢ius S bus natiralusis, jeigu
x? —d? = 3y2, Vadinasi, uzdavinys suvedamas j diofantinés lygties
x2—3y?=d?, deN, ()

sprendima.

Cia jdomi kintamojo y geometriné interpretacija. Tegu r yra j tri-
kampj su krastinémis a=2x—d, b=2x, c=2x+d jbrézto apskritimo
spindulys. Tuomet, kaip Zinome, S = pr. Cia jrase S ir p israiskas, gau-

name: xw/3(x2 —d 2) =3xr = x> —3r? =d?, Sugreting su (7) lygtimi,
matome, kad y=r, o tuomet S =3xy. Ir dar — tokiame trikampyije, kai
y e N, tai ne tik r € N, bet ir aukstinés h, nuleistos j krasting b, ilgis yra
natiiralusis skaicius, be to h =3y (jsitikinkite).

Panagrinékime (7) diofanting lygtj, kai d =1. Lygtis
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x? — 3y2 =1, (8)

Skai¢iy teorijoje zinoma kaip Pelo (John Pell — angly matematikas,
1611-1685) lygtis. Akivaizdus Sios diofantinés lygties sprendinys X =2,
y =1 apibrézia Herono trikampj su krastinémis a=3, b=4, c=5 (ku-
ris yra ir Pitagoro trikampis). Zinoma, kad visi (8) lygties sprendiniai
nusakomi rekurentinémis formulémis

Xn+1=2Xn +3Yn, Yna1=Yn+2¥n, X =2, 1=1 n=12,...(9)

Iras¢ Cia Xy =2, y; =1, gauname: X, =7, yo =4=a=13, b=14,
¢ =15— Herono trikampio krastinés.

Kai d>1, (7) diofantinés lygties sprendiniai (X; y) randami pagal
formules

d:g(m2—3n2), y =mnk, X=%(m2+n2), (10)

k, m, n — natdralieji skai¢iai.

(Zr., pavyzdziui, B. Ceprmuckuit, O pelieHMH ypaBHEHHIl B LENBIX
guciax, M: Hayka, 1961, c. 35, 38). Naudojantis jomis randami ir kito-
kie Herono trikampiai (kuriy krastiniy ilgiai sudaro aritmeting progresija
su skirtumu d). Tokiy trikampiy krastiniy ilgiai randami pagal formules:

a=2x-d =%k(m2+9n2),
b=2x=k(m? +3n?),

c=2x+d=§k(m2+n2),

o plotas S :3xy=gk2mn(m2 +3n2). Cia k, m, n yra tokie nataralieji

skai€iai, su kuriais a, b ir ¢ — natiiralieji. Suraskime kelis tokius Herono
trikampius: kai n=1, m=k=2, tai a=13, b=14, c=15 (d =1,
S=84; kai m=5 n=k=1, tai a=17, b=28, ¢c=39 (d=11),
S=210; kai m=4, n=1, k=2, tai a=25, b=38, c=51 (d=13),
S =456.

Sioje temoje susipazinome su Pitagoro uzdavinio sprendimu, pa-
nagrinéjome kelis Herono trikampiy radimo biidus. Egzistuoja ir kitokiy
Herono trikampiy radimo metody, taciau Cia jy nenagrinésime. Sitilome
i8spresti Siuos uzdavinius.
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PENKTOJI UZDUOTIS

. Naudodamiesi (3) iSraiSka nustatykite kiek yra primityviyjy
Pitagoro trejety ir raskite juos, kai m ir n — natiralieji skaiciai,
tenkinantys 3 teoremos salygas, ir m<8.

Raskite visus primityviuosius Pitagoro trejetus (a, b, c¢), kuriy
a=84.

. Nustatykite, kiek yra staciyjy trikampiy, kuriy vienas statinis lygus
140, o kity dviejy krastiniy ilgiai — natiiralieji skaiciai. Raskite juos.

Raskite visus primityviuosius Pitagoro trejetus (a, b, c), kuriy
b =35.

Raskite visus staGiuosius trikampius, kuriy vienas statinis lygus 165,
o kity dviejy krastiniy ilgiai — nattralieji skaiciai.

Raskite apskritimo x2+y2 =1 ir tiesés y:gx—l susikirtimo

taska.

. Parasykite tiesés, einancios per taska A(0;1) ir taska B(7; 3), lygti.

Raskite $ios tiesés ir apskritimo X2 + y2 =1 susikirtimo taska
C(x; y), x#0. Kokj Pitagoro primityvyjj trejeta nusako taskas C?

. | statyjj trikampj jbréztas apskritimas. Jo lietimosi su trikampio
jzambine taSkas dalija jzambing | 6 c¢cm ir 8 cm ilgio atkarpas.
Apskaiciuokite trikampio plotag. Ar S§is trikampis yra Herono
trikampis? (Atsakymga pagriskite).

. Ar trikampis, kurio krastiniy ilgiai yra 13, 20 ir 21, yra Herono
trikampis? Apskaiciuokite Sio trikampio aukstinés, nuleistos |
krasting ,,21, ilgj ir raskite daliy, j kurias Sig krasting padalija
aukstinés pagrindo taskas, ilgius.
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10. Naudodamiesi Pelo lygties sprendiniy rekurentinémis formulémis
raskite keturis Herono trikampius, kuriy krastiniy ilgiai sudaro
aritmeting progresija su skirtumu d =1. Apskaiciuokite jy plotus.

A

e
f .

(&) N//l'.
\\/\J

7

)

<
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VI. SALYGINES TAPATYBES IR NELYGYBES

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Irodymo uzdaviniai yra vieni i$ paciy sunkiausiy matematikos uzda-
viniy. Ne i8imtis ir lygybiy bei nelygybiy irodymo uzdaviniai.

Prisiminkime, kad lygybé

Ri(X, ¥,...)=Ra(X, y,...),
kuri galioja visoje reidkiniu Ry(X, y,...), Ro(X,y,...) apibrézimo bend-
roje srityje, vadinama tapatybe. Pavyzdziui, lygybé
(x+ y)3 =x3 +3x2y+3xy2 + y3
yra tapatybé, nes ji galioja su visomis realiyjy skaiiy X ir y poromis. O
lygybe
X2 + y2 =2Xy
néra tapatybé.

Sioje temoje nagrinésime tapatybiy ir nelygybiuy irodymo uzdavi-
nius, kuriuose kintamieji yra susieiti papildomomis salygomis. Tokios ta-
patybés vadinamos sqlyginémis tapatybémis, o nelygybés — sqlyginémis
nelygybémis.

I. Bendros salyginiy tapatybiy ir salyginiy nelygybiy irodymo uzda-
viniy sprendimo teorijos néra. Daznai papildomoji salyga (salygos)
pertvarkoma tol kol gaunama irodomoji lygybé. Kartais vienas lygybés
Ri(X, ¥,...)=Ro(X,y,...) reiskinys, atsizvelgus | papildomaja salyga
(salygas), pertvarkomas tol, kol gaunamas antrasis reiskinys.

1 pavyzdys. [rodysime, kad x3 + y3 =1-3xy, kai x+y=1.
Sprendimas. 1 budas. Lygybe X+ y =1 pakéle kubu, gauname
(x+ y)3 = xS +3xy(x+y)+ y3 =1. Vadinasi x> + y3 =1-3xy.
2 budas. Reiskinj X3 + y3 pertvarkome taip:
x5 + y3 =(X+ y)(x2 —Xy+ y2) = (X+ y)((x+ y)2 —3xy). Pasinaudoje
salyga X +y =1, gauname, kad x3 + y3 =1—23xy.

65



VI TEMA

2 pavyzdys. Irodysime, kad

a+b b+c c+a ..a—-C b—-a c-b
+ =4, jel + + =1
b+c c+a a+b b+tc c+a a+b

Sprendimas. Papildomaja salyga pertvarkome taip:

8-C 1,078 1,70 5
b+c c+a a+b
a-c+b+c b-a+a+c c-b+b+a
+ + -3=1=>
b+c c+a a+b
a+b b+c c+a
+ =4.
b+c c+a a+b
Gavome jrodomaja lygybe.
3 pavyzdys. Irodysime, kad
2 2 2
X z
x .Yy | Z =0, jei + =1.
Y+Z Z4+X X+Y Y+2Z Z+X X+Y

Sprendimas. Kadangi x+y=#0, x+z=0 ir y+z=0, Htai
X+ Yy+z=0. Papildomaja salyga padaugine i§ X+ y + zZ, gauname:
ﬂx+y+z)+yU+y+z)+zU+y+z)

=X+Yy+Z=
y+12 Z+X X+Yy
x2 y2 52
= + X+ +y+ +Z=X+y+1=>
y+2 Z+X X+Yy

2 2 2
X z
T =0.
Y+Z Z4+X X+Yy

=

4 pavyzdys. Irodysime, kad a?+b% > % jei 4a+8b=1.

Sprendimas. I8 salygos 4a+8b =1 issireiske a, gauname:
a2+b2:(1 Bbj Lp2_Ll-16b+64b% o

16
16
80| b? - b |+1
_ 80b% —16b+1 ( 80 j
16 16
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2 2
80(b—1j _80 SO[b—lj Lo

10 100 _ 10 5>£:i
16 16 16 80
1.8
Lygybé galima tik tada, kai b=i ir a:_lo:i.
’ 10 4 20
2 2 2
5 pavyzdys. Jrodysime, kad X—2 +y—2 +Z—2 =1, jeigu L A )
a b c a b c
ir3+2+3=0.
X y z
. X y z .
Sprendimas. Tegul —=u, E:V’ —=w. Tada u+v+w=1 ir
a c
1 1 1

—+=4+—=0, arba uw+uw+vw=0. Lygybe u+v+w=1 pakéle
u v w

kvadratu, gauname:

1=(u +v+w)2 =u?+v2+w? + 2(UV + UW + VW) =u?+v2 +wl
2 2 2
Vadinasi, X—2+y—2+z—2=1.
a“ b c
6 pavyzdys. Realieji skaiéiai X, y ir z tenkina lygybes x+y+z =5,

Yz + zx+ Xy =8. Irodysime, kad lSXS%, 1< ygg, lSZS%.

Sprendimas. Papildomasias salygas pertvarkome taip:

{y+z=5—x, {y+z=5—x {y+z=5—x,

2

= =
yz+x(y+2)=8 [yz=8-x(5-X) |yz=8-5x+Xx".

Taigi realieji skaiCiai y ir z yra kvadratinés lygties
t? —(5-x)t+8-5x+ x? =0
sprendiniai, kai D = (5— x)2 —-4.1.(8-5x+ x2) =-3x% +10x—-7>0;

taigi, kai 3x% —10x+7<0. Sios nelygybés sprendiniai sudaro intervala
=3
3
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Analogiskai jrodoma, kad y e [l; %} irze {1; %} :

1. Irodant salygines nelygybes, kartais galima pasinaudoti Siomis
nelygybémis:

1) a? +b? 2%(a+b)2;

2) X2 +y2 +2° 2%(x+y+z)2.

Jos gaunamos taip:

1) Akivaizdu, kad (a—b)?> >0, t.y. a®+b?>2ab. Sia nelygybe
sudéje su tapatybe a? +b% =a’ +b?, gauname: 2(a2 + b2) >(a+ b)z,
ty. a’ +b? 2%(a+ b)2. Lygybe¢ galima tik tada, kai a =b.

2

2) Nelygybes X2 + y2 >2Xy, X°+ 72 > 2Xz, y2 +2°2> 2yz sudéje

su tapatybe X2 + y2 +22=x%+ y2 +122, gauname:

3(x2+y2+22)2(x+ y+ 2)2, ty. x2+y2+z2 2%(x+ y+z)2.

Lygybé¢ galima tik tada, kai x=y =z.
7 pavyzdys. Irodysime, kad a+b+c > % jei va++b++c=1.

Sprendimas. Tegul Ja=x, b= Y, Joc=z. Tada a=x%

b=y2, c=272.

Kadangi x2+y2+222%(x+y+z)2, tai a+b+c>
1 1 e . 1

25(\/5+\/6+\/E)=§. Lygybé galima tik tada, kai a:b=c=§.

8 pavyzdys. Jrodysime, kad

2 2 2
(a+£j +(b+lj +(c+lj 2@,
a b c 3
jeigu a+b+c=1ir c>0.
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Sprendimas. Pasinaudoj¢ nelygybe X2 + y2 +2%2> %(X +y+ 2)2,

gauname:

[ 1}2 ( 1)2 ( 1)2 11 1 1)
a+—| +|b+=| +|c+=| 2=|a+—+b+—+Cc+—| =
a b c 3 a b c

2
a+b+c a+b+c a+b+c
+ + +

1

a b C

Il
Wl Wik wliek
I
+
|
+
|
_l’_
|
+
|
+
|
+
|

(b aj [c a) (c bjz
4| —+— [+ —+— |+ —+— || 2
a b a c b ¢

2

. . . 1
Lygybé¢ galima tik tada, kai a=b=c = 3
I1l. Daug jdomiy wuzdaviniy galima iSspresti taikant sary$j tarp
neneigiamy skaiciy aritmetinio ir geometrinio vidurkiy. Priminsime,
kad  neneigiamy  skai¢iy @, ay,...,a,  aritmetinis  vidurkis
An _ a1+a2r-]k...+an
G, =Vyas..a,, ty A,2G,; lygybé galima tik tada, Kkai
d) =ay =...=ap.

yra ne mazesnis uz ty skaiciy geometrinj vidurkj

Placiau apie vidurkius ir jy taikyma aiskinama [1] ir [2] knygelése.

9 pavyzdys. Jrodysime, kad (y3 + z)(z3 + x)(x3 +Yy)>125xyz,
jeigu x>2, y>2, z>2.

Irodymas. Kadangi
y3+Z:y.y2+ZZ4y+Z:y+y+y+y+2255’y4‘z’
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z3+x255\/z4-x,

X +y>55 4

Y,
tai
(y3 + z)(z3 + x)(x3 +2)>125 5\/ x5y5z5 =125xyz.

Lygybé galima tik tada, kai x=y=2z=2.

10 pavyzdys. Irodysime, kad (1+ %J (1+ %J (1+ %) > 64, jeigu
X+y+z=1ir x>0, y>0, z>0.

Sprendimas. Atsizvelge i salyga X+ Y+ z =1, kieckvieng nelygybés
kairiosios pusés dauginamajj pertvarkome taip:

XY+ g g YT ZJ_ AV
X X X x2 x2

1+— 1+

(du kartus pritaikéme aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe).
Lygybé¢ galima tik tada, kai y = z.

AnalogiSkai gauname, kad 1+ 1 >4y ﬁ, 1+ 1 >44 % Lygybés
y y2 7 ;2

galimos tik tada, kai x=y =z.
Sudauging tris gautasias nelygybes, turésime:

(1+1j(1+1J(1+ 1j>644y—§.x—;.x—;' — 64,
X Yy z X® y® z

Lygybé galima tik tada, kai Xx=y=2z= %
11 pavyzdys. Raskime maziausig reiskinio

1 11
S=a+b+c+—+—+-

a b c
reik§me, kai a+b+c£g ir c>0.
111 . .
Sprendimas. Kadangi S >66/a-b- c-—-E-—:B, tai Smaz. = 6, kai
c
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l, t.y. a=b=c=1. Taciau tada a+b+c=3>g.
c

o3}
I
o
I
o
I
O |
Il
T
I

o

i v e NPT . 1
Tikétina, kad §is reiSkinys maziausia reikSmeg igyja, kai a=b=c= >

Todél ieskosime tokio skaiCiaus «, kad galioty lygybé a=b=c=

_i_i:i_ Kai a=b=c=£, turime: Ezl. I§ ¢ia o =4. Taigi

aa wb «c 2 o) 2
S=a+b+c+1+1+1:
a b ¢
1 3f1 1 1
=la+b+c+—+—+— |+—| —+—+=
4b 4c) 4'a b c
>6%/a.b Ciii § 3 1 :3_,_9. 1 >
4a 4b 4c 4 a-b-c 4 3abc
9 1 9 1 9 15
23+Z'a+b+c23+z 3—3—#5—?
3 32

(pritaikéme nelygybe tarp SeSiy teigiamy skaifiy aritmetinio ir
geometrinio vidurkiy ir nelygybes tarp trijy teigiamy skaiciy aritmetinio

ir geometrinio vidurkiy). Taigi Sy, = %

12 pavyzdys. Raskime reiskinio S =+/2a+1++/2b +1++/2c +1
didZiausia reikSme, kai
1) a+b+c=1 2)a+b+c=3.

Sprendimas. 1) Kadangi +2a+1=./(2a+1)-1< +1,

V2b+1<b+1, v2c+1<c+] tai
V2a+l++/20+1++2c+1<a+b+c+3.

Lygyb¢ galima tik tada, kai 2a+1=1 2b+1=1 ir 2c+1=1 t.y. kai

a=b=c=0. Ta¢iau 0+0+0 =1. Tikétina, kad nagrin¢jamas reiskinys

igys didziausia reikSme, kai a=b=c :%, t.y, kai 2a+1= 2-%+1:g.

2a+1+1_
— =

Todél reiskinj pertvarkome taip:
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3 5 5 5
S=.|= \/(2a+1)-§ +\/(2b+1)-§ +\/(2c+1)-§Js

5

3 2a+1+§ 2b+1+§ 20+1+§
<4 = 3+ 3+ 3 |=

5 2 2 2

=\/§(a+b+c+4)=\/§(l+4)=\/ﬁ.

Lygybé galima tik tada, kai a=b=c= % Taigi Saiaz = +/15.

2) Turime:
S —\/2a+1+\/2b+1+\/2c+1 -

(\/(2a+1) 3+J(2b+1)-3+./(2c+1)- 3)

T
1(2a+l+3 2b+1+3 20+1+3)
<= + + =
BU 2 2 2
1
- — (a+b+c+6)=——-9=3V3. Sdidz. = 3\/5,
75 =
kai a=b=c=1.

UZDAVINIAI SAVARANKISKAM DARBUI

Spresdami  juos, esant reikalui, remkités pateiktais nurodymais.
Sprendimy pateikti nereikia!

Irodykite tapatybes ir nelygybes:
1. (5x-3y+4z)(5x—3y—47)=(3x—-5Y)?, jei x* = y% +z%;

2_
2. (x2+y2) iSJriS :6""—?&”, jei x+y=1 xy=a;
x>y a
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a b :2(b—a)
b3-1 a’-1 ab?+3’

jei a+b=1
a>b, jeil<a<b+c<a+lir b<gc;

a3+b32a2b+ab2, jei a+b=>0;

(2ap +bc)(2bp + ac)(2cp + ab) = (a+b)?(a+c)?(b+c)?, jeia, b,
— trikampio krastiniy ilgiai, o 2p — trikampio perimetras;

@ +b3-a%3)%+27a%° =0, jei a+b=ab;
x5 +3x2y2 +y6 =1, jei X2 + y2 =1
a+b<4, jei a? +b% <4

2 2 2

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a3 +b3>c3,jeiat+tb=cir

b>0;

(14-%) [1+%J29, jei x+y=21ir x>0, y>0;

9 .. . 1
1-a)l-b)>—, jei a<l, b<lira+b>=;
(1-a)(l-b) T, 5

a+b+c+ab+ac+bc>6, jei abc =1 ir

a’ +b?+c®+d? +ab+ac+ad +bc+bd+cd >10,jei  abed =1

Ir

1

a) Xxyz<

1 .
—=r

33

c>0, d>0;

—+1+l29, jeia+b+c=1ir
a b c
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17.

-~

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

b) iJri+i29, jei xy+xz+yz=1ir x>0, y>0, z>0;
Xy Xz yz

2l dy ag a, ag
jeiy+ay+ag+ag+ag=1ir g >0, i=12,..,5;

xzyzzztsé, jei 2x+xy+z+yzt=1 ir x>0, y>0, z>0,

t>0;
2 2 2
X +3xy+y +3yz+z + 3xy

X+Yy y+2 Z+X
y>0, z>0;

<2, jei x+y+z=1 ir x>0,

ﬂ+£+32\/§, jei x2+y2+22:1irx>0, y>0, z>0;
zZ Xy

a-b+i2£,jeia+bslir b>0;
a-b 4

3fa(b+2c) +3b(c+2a) +3c(a+2b) <3%3, jei a+b+c=3 ir
a=0, b>0, c=0;

a’ N b3 N c3
b(2c+a) c(2a+b) a(2b+c)

>1, jei a+b+c=3 ir

3 3 3
a b c 3 ..

+ + >—, jei a+b+c=3
(a+b)(a+c) (b+c)(b+a) (c+a)ic+b) 4

ira >0, b >0, ¢ >0.
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10.

11.

12.

Nurodymai

Grupuodami ir pasinaudoj¢ salyga a+b=>0, jrodykite, kad
a® +b% —a%b-ab® > 0; lygybé galima tik tada, kai a=+b;

Jrodykite, kad 2ap+bc=(a+b)(a+c), 2bp+ac=...irt. t.

Naudokités priestaros metodu.

1 2 1
Lygybe c3-c3 =a+b padalinkite i§ ¢3 ir remkités nelygybémis
c>airc>h.

(o322 2o

Sudauginkite ir pasinaudokite nelygybe a+b > 2\/ab.

Skai¢iams 1—a ir 1-Db taikykite vidurkiy nelygybe.

13-14. Remkités vidurkiy nelygybémis.

15.

16.

17.

Pastebeje,  kad l+l+1=(a+b+c) 1+£+£, remkités
a b c a b c

vidurkiy nelygybémis.

a) Skai¢iams Xy, Xz ir yz taikykite vidurkiy nelygybe;

b) Skai¢iams i, i, i, taikykite vidurkiy nelygybe ir remkités
Xy Xz yz

a) nelygybe.

Nelygybés kairiosios pusés daugiklius pertvarkyti taip:

1 a8 +ay)t+ay+ay+ag —a a a a a
S At ra3 T rdsm B d3 A4 d5

il il q a @ 7
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i_]_: ... Ir t. t,; jiems pritaike nelygybes tarp aritmetinio ir geo-
az
metrinio vidurkiy, gautasias nelygybes sudauginkite.

18. SkaiCiams 2X, Xy, z ir yzt taikykite vidurkiy nelygybe.

19. Pastebéje, kad X2 + y2 >2xy ir (x+ y)2 > 4xy, nelygybés kairio-
sios pusés kiekvieng démenj pertvarkykite taip:

x2+3xy_x2+xy+2xy_x+ 2Xy <X+x+y
X+Yy X+Yy X+y 2
2

y +3yz£y+y+z,

y+2 2

2
Z° +3X Z+X
y£z+

Z+X
ir nelygybes sudékite.

20. Tegul S=ﬂ+£+z.Tada
z X Yy

2,2 2,2 2.2
2 XY YT L ZX L ax24y2iz?)=

Z2 X2 y2
:1 X2y2 N ZZXZ +1 22X2 N y222 +l y222 N X2y2 o
2 Z2 y2 2 y2 X2 2 XZ Z2

Taikykite vidurkiy nelygybes.

21. Reiskinj ab+ib pertvarkykite taip:
a

1 1 15
ab+—=|ab+— |+ ir taikykite vidurkiy nelygybes.
ab ( 16abj 6ab Y ey

22. Kairiosios nelygybés pusés kiekviena narj pertvarkykite taip:

a(b+2c) = % -3/3a-(b+c)-3, ... ir taikykite vidurkiy nelygybes.
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23.

24,

Reiskiniams _ %7 +3b+(2c + a), _ b +3c+(2a+Dh),
b(2c +a) c(2a+b)
oc3 .
m +3a+(2b+c) taikykite sarySius tarp vidurkiy ir gautg-
sias nelygybes sudékite.
Reiskiniams
a’ a+b a+c b3 b+c b+a .
+ + , + + , ir
(a+b)(a+c) 8 8 (b+c)(b+a) 8 8
c c+a c+b

+ +
(c+a)(c+h) 8 8
taikykite sarysius tarp vidurkiy ir gautasias nelygybes sudékite.

SESTOJI UZDUOTIS

Irodykite, kad a_, b P =§, jeigu a+b+c=7
b+c c+a a+b 10
1 . 1 1 7

atb b+c c+a 10

ir

Irodykite, kad a’+4p% > %, jei a+4b=1.

Realieji skaiciai X, y ir z tenkina lygybes x+y+z = xyz, x? = yz,
X-y-z#0. Jrodykite, kad x? >3,

Irodykite, kad a*+b*+c? =%, jeigu  a+b+c=0 ir
a’ +b?+c? =1.

Irodykite, kad at+b*> %, jeigu a+b>1.
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10.

2 2
Irodykite, kad (a+ij +(b+%) 22—25, jei a+b=11ir
a

b>0.

Irodykite, kad (x+2y)(y+2z)(z+2x)>27, jeigu xyz=1 ir
x>0, y>0, z>0.

Irodykite, kad (%— j(%—}(%—l}z& jei x+y+z=1ir

x>0, y>0, z>0.

. v p e 1 1 1 .
Raskite maziausig reiSkinio X+Yy+2z+—+—+— reikSme, kai
X y z

x+y+zs% irx>0, y>0, z>0.

Raskite reiskinio /4x+1+ \/ 4y +1++/4z+1 didziausig reikSme,
jeigu x+y+z=1.

Literatara. 1.V.Vitkus. Vidurkiai. Jaunajam matematikui 3. Danieliaus

leidykla, Vilnius, 2002, 25-31, 94-98.
2.J. Sinkanas. Vidurkiai ir jy taikymai. Jaunajam matematikui 8.
Danieliaus leidykla, Vilnius, 2007, 9-19, 94-99.
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VIl. KETURKAMPIAI

Edmundas Mazétis

(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Matematikos pamokose nagrinéjote kai kuriuos keturkampius —
lygiagretainius ir jy atskirus atvejus sta¢iakampius, rombus, kvadratus, o
taip pat trapecijas. Atlikdami $ia uzduotj, Jus ne tik pagilinsite Zinias
apie minétus keturkampius, bet suZinosite daugiau jdomiy savybiy,

kuriomis pasizymi bet kurie keturkampiai.

Keturkampis vadinamas iskiliuoju, jei jis yra vienoje bet kurios
tiesés, kuriai priklauso keturkampio krastiné, puséje. Pvz., 1 a) paveiksle
nubréztas keturkampis yra iskilusis, o 1 b) — ne, nes jo virsinés A ir D
yra skirtingose tiesés BC pusése. Siame darbe nagrinésime tik

i8kilivosius keturkampius.

4

\
B)
I\

B _-’"’ ."\. C / "f

la pav. 1 b pav.

1. Kaip zinome, apie keturkampj ABCD
galima apibrézti apskritimg tada ir tik tada,
kai prieSingyjy jo kampy sumos yra lygios:
ZA+/C=/B+/D=180°". I§ &io teiginio
seka, kad a) apie lygiagretainj galima apibrézti
apskritimg tada ir tik tada, kai jis yra
sta¢iakampis; b) apie trapecija galima apibrézti
apskritimg tada ir tik tada, kai ji lygiaSoné.

1 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukampiné
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CD kerta apibrézta apie jj apskritima taske E (2 pav.), kuris yra lanko AB
vidurio taskas. Jei taskas F yra atkarpos AB vidurys, tai tiesés EF ir AB
yra statmenos. Taigi jei taske E Kertasi trikampio ABC pusiaukampiné
CD ir krastinés AB vidurio statmuo, tai taskai A, B, C ir E yra viename
apskritime.

2 pavyzdys. Iskiliojo keturkampio ABCD jstrizainés AC ir BD
susikerta taske E, krastiniy AB ir AD ilgiai vienodi, o jstrizainé AC yra
kampo C pusiaukampiné. Rasime kampg CDB, jei «£BAD =140°,

Z/ BEA =110°.

Apibrézkime apie trikampj BCD apskritimg (3 pav.) ir nuleiskime i$
taSko A statmenj AF | jstrizaing BD. I$ stadiyjy trikampiy ABF ir ADF
lygumo gauname, kad taskas F yra jstrizainés BD vidurio taskas. Taigi
taske A kertasi trikampio BCD kampo C pusiaukampiné ir krastinés BD
vidurio statmuo, t.y.taskas A yra apie trikampj BCD apibréZztame
apskritime. Pagal jbréztinio keturkampio savybe

ZBCD =180° - 2 BAD =40°, ~ABD =~/ ACD =%LBCD =20°,

/CDB=/CAB = Z/EAB =180° - Z ABD - ZBEA=
=180° —20° —110° =50".

C F
B c
E K
B D
A A L D
3 pav. 4 pav.

2. Sakykime, kad keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritima, t. V.
jo krastinés AB, BC, CD ir DA lie¢ia apskritimg atitinkamai taskuose E,
F, K ir L (4 pav.). Pagal apskritimo liestiniy, nubrézty i§ vieno tasko,
savybe teisingos lygybés AE = AL, BE =BF, CF=CK, DK =DL.
Todél
AB+CD=(AE+EB)+(CK+KD)=AL+BF +CF +DL=
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=(AL+LD)+ (BF +CF) = AD + BC,
t. y. apibrézto apie apskritimg keturkampio prieSintyjy krastiniy sumos
yra lygios.

Irodysime atvirk$cig teiginj. Sakykime, kad keturkampio ABCD
krastinéms teisinga lygybé AB+CD =AD+BC. I§ ¢ia AB—AD=
=BC—-CD. Tarkime, kad AB > AD , tuomet BC >CD. Taigi atkar-
poje AB yra taSkas M toks, kad AM = AD, o atkarpoje BC — taskas E
toks, kad CE =CD (5 pav.). I8 lygybés AB +CD = AD +BC seka,
kad BM =BE. Nagrinéjame tris lygiasonius trikampius AMD, BME ir
CED. Jy aukstines, nubréztos | pagrindus DM, ME ir ED, yra trikampiy
pusiaukampinés ir pusiaukrastings, t. y. jos yra trikampio DEM krastiniy
vidurio statmenys. Sios tiesés susikerta taske O, kuris yra apie trikampj
DEM apibrézto apskritimo centras, o kadangi tiesés AO, BO, CO yra
kampy A, B ir C pusiaukampinés, tai taskas O yra vienodai nutolgs nuo
tiesiy AB ir AD, nuo tiesiy BA ir BC ir nuo tiesiy CB ir CD, t. y. vienodali
nutolgs nuo keturkampio ABCD krastiniy. Taigi taskas O yra |
keturkampj ABCD jbrézto apskritimo centras.

B
N TN
i 3%*{,; / \"K 0, r
E« o dzfj L .\ A‘e-;_____‘\\ ".\ -;g".:hC
{\/ \‘/__- A ""‘«_\\\_\ 7
B L e M M‘“D
5 pavl 6 pa.V.

Jei AB=AD, tai ir BC=CD (6 pav.). Tuomet trikampiai ABC ir
ADC yra lygis, todél ties¢ AC yra keturkampio kampy A ir C
pusiaukampiné ir keturkampio ABCD simetrijos aSis. Jei kampo B
pusiaukampiné ties¢ AC kerta taske O, tai déka simetrijos tiesés AC
atzvilgiu ties¢ OD yra kampo D pusiaukampiné. Taigi visy keturkampio
kampy pusiaukampinés susikerta viename taske O, kuris yra |
keturkampj jbrézto apskritimo centras.

Taigi jrodéme teiginj: j keturkampj galima jbrézti apskritimg tada ir
tik tada, kai jo prieSintyjy krastiniy sumos yra vienodos.

3 pavyzdys. Rasime bitinas ir pakankamas salygas, kad apie trape-
cijg buty galima apibrézti apskritima, ir kad j ja bty galima jbrézti
apskritima.
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Sakykime, kad apie trapecija ABCD galima apibrézti apskritima
(7 pav.). Tuomet ZA+~2C=180°. Bet LA+ ~/B=180°, taigi £/B=2/C,
t.y. trapecija ABCD — lygiasoné. Kadangi | trapecija ABCD galima
jbrézti apskritima, tai AB +CD = AD + BC. Kadangi AB =CD, o tra-
pecijos pagrindy suma AB +BC yra du kartus ilgesné uz jos viduring
linija, tai trapecijos Sonin¢ krastiné yra lygi jos vidurinei linijai.
Atvirksciai, jei trapecija ABCD lygiasone, tai LA+~2B=ZA+/£C=
=180°, t.y. apie ja galima apibréZti apskritima. Jei lygiaSonés trapecijos
Soniné krastiné lygi vidurinei linijai, tai AB =%(AD +BC), ty.

2AB = AD +BC, AB +CD = AD +BC, todél j trapecija galima jbréz-
ti apskritima.

Taigi jrodéme, kad apie trapecijg galima apibrézti apskritima ir | ja
galima jbrézti apskritimg tada ir tik tada, kai ji lygiaSoné, o jos Soniné
krasting lygi vidurinei linijai.

PN

ﬂié(/f._’ 8 pav.
3. Trapecijos ABCD (AD ||BC) jstrizainés AC ir BD kertasi taske O
(8 pav.). Trikampiai AOD ir COB yra panasieji, todél E:% arba
AO-OB =DO0O-0OC. Kadangi ZAOB=/COD, tai %AO-OB'sin ZAOB=

= % DO-0C -sin ZCOD, t. y.trikampiy AOB ir COD plotai lygas.

4 pavyzdys. Tiesé, lygiagreti su keturkampio ABCD jstrizaine AC ir

einanti per jstrizainés BD vidurio taska, kerta keturkampio krasting AD
taske E. Jrodysime, kad tiesé CE dalija keturkampio ABCD plota pusiau.
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Sakykime, kad taskas F yra jstrizainés BD vidurio taskas (9 pav.).
Kadangi trikampiy BCF ir CFD plotai lygis, trikampiy ABF ir ADF plo-
tai taip pat lygus, tai keturkampio ABCF plotas lygus pusei keturkampio
ABCD ploto. Kadangi tiesés AC ir EF lygiagrecios, tai keturkampis
ACFE — trapecija, jos jstrizainés AF ir CE kertasi taske K ir kaip jau
jrodéme trikampiy AKE ir CKF plotai yra lygiis. Keturkampis ABCK yra
ir keturkampio ABCE, ir keturkampio ABCF dalis, o trikampiy CKF ir
AKE plotai lygiis, tai lygis ir keturkampiy ABCE ir ABCF plotai, t.y.
keturkampio ABCE plotas lygus pusei duotojo keturkampio ploto.

Q

B—KC

A . %’,J \ D
P
10 pav.

4. Trapecijos ABCD (AD|BC) Soniniy krastiniy AB ir CD vidurio
taskus M ir N jungianti atkarpa yra vadinama trapecijos vidurinigja linija,
kaip Zinome, ji yra lygiagreti su trapecijos pagrindais ir lygi pagrindy
sumos pusei. Si vidurinés linijos savybé yra taikoma daugelio uzdaviniy
sprendime. Yra ir Kita re¢iau sutinkama ir taikoma trapecijos viduriné
linija — atkarpa, jungianti pagrindy AD ir BC vidurio taskus P ir Q
(10 pav.). Atkarpa PQ yra vadinama trapecijos antraja vidurine linija.
Kadangi atkarpos MP ir NQ yra trikampiy ABD ir BCD vidurio linijos,

tai MP|NQ|BD, ir MP= NQ:%BD. Taigi keturkampis MQNP yra ly-

giagretainis, todél trapecijos vidurio linijos yra jo jstrizainés, jos susikir-
timo taske dalijamos pusiau. Trapecijos vidurinés linijos yra statmenos
tada ir tik tada, kai keturkampis MQNP yra rombas, t. y. MP =PN, arba
AC =BD, o trapecija, kurios jstrizainés lygios, yra lygiasoné. Trapeci-jos
vidurinés linijos yra lygios tada ir tik tada, kai jos jstrizainés statmenos,
nes lygiagretainio MPNQ jstrizainés lygios tada ir tik tada, kai jis
staciakampis.

5 pavyzdys. Irodysime, kad trapecijos ABCD jstrizainiy sankirtos
taskas O ir taskas E, kuriame susikerta Soniniy krastiniy AB ir CD
tesiniai, yra tieséje, kuriai priklauso trapecijos antroji viduring linija.
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Per trapecijos ABCD S$oniniy krastiniy AB ir CD ir jstrizainiy AC ir

BD sankirtos taskus E ir O atitinkamai nubréziame tiesg, kuri trapecijos

pagrinda AD kerta taske P, o pagrindg BC — taske Q (11 pav.). Per taska

O nubrézkime tiesg, lygiagrecia su trapecijos pagrindais, kuri Sonines

krastines AB ir CD kerta taskuose M ir N. I$ trikampiy BMO ir BAD, 0
MO BM

taip pat i§ trikampiu AOM ir ACB panaSumo turime —=——,
pp pry p D AB

'\él_((:) = % Sudéje sias lygybes gauname
MO( 1 1] BM+AM,arba MOAB+AD—AB—1

_+_ =—=
AD BC AB AD-BC AB

ty. MO:LK:. Analogiskai randame (atlikite tai savarankiskai),
AB+ AD

kad NOzﬂ, t.y. MO=NO. I§ trikampiy APE ir MOE
AB+ AD

panasumo gauname —— =%, o i§ trikampiy DEP ir NOE panaSumo

MO

- E:£ I§ trikampiy ADE ir MNE pana$umo turime Ez%
NO NE ME NE

Todel 22 2 PP i s MO=NO seka AP=DP, t.y. tatkas P yra
MO NO

pagrindo AD vidurio taskas. Analogiskai jrodoma, kad taskas Q yra
pagrindo BC vidurio taskas.

o
;f \\
;‘J’ ‘.\
/ "\
f"’: Q \'\
/ L
B ~< = = B ~ = C
f ‘\__\ Vi / \._\\ e
> 4y / L
/ o % \ f
I O ~ . \_\ f;.' //_/ o "‘.
& i\ o . Y
A Lo ,\D A _ — \\‘ \_\.
F o=ty
11 pav. 12 pav.

Sakykime, kad keturkampio ABCD jstrizainés AC ir BD kertasi
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taske O (12 pav.). Tuomet keturkampio plotas lygus trikampiy AOB,
BOC, COD ir DOA ploty sumai. Pazymékime ZAOB=~/COD=aq,

tuomet ZBOC = £ AOD =180° — .. Keturkampio ABCD plotui S turime:

S =Sp0B *Seoc +Scop +Spoa =

=%AO-OBsin a+%BO-OCsin(180° —-a) +%CO-ODsin o+

+%DO-OAsin(180° —a)=

=%(AO-OB+ BO-OC+CO-OD+DO-OA)sina =

=%((AO~OB+OB-OC)+(CO~OD+OD-OA))Sinoc=

= %(OB(OAJr OC) +0D(OC + OA))sin o =

- %(OA+ OC)(OB+OD)sin a =%AC .BDsin a.
Taigi jrodéme, kad bet kurio keturkampio plotas lygus jo jstrizainiy
sandaugos pusei, padaugintai i§ kampo tarp jy sinuso.

6 pavyzdys. Trapecijos plotas lygus jos antrajai vidurinei linijai,
padaugintai i§ trapecijos jstrizainés ir kampo tarp jy sinuso. [rodysime tai.

Jei taskai P ir Q yra trapecijos ABCD pagrindy AD ir BC vidurio
taskai, tai trapecijos AQCP plotas lygus pusei trapecijos ABCD ploto
(13 pav.), nes trapecijos AQCP pagrindai yra du kartus mazesni uz
trapecijos ABCD pagrindus, o $iy trapecijy aukstinés lygios. Jei kampas
tarp antrosios vidurinés linijos PQ ir jstrizainés AC lygus a, tai kaip

jrodéme anksciau, trapecijos AQCP plotas lygus %AC -PQ-sin o, taigi
trapecijos ABCD plotas S = AC-PQ-sin o, ka ir reikéjo jrodyti.

5. Trikampio krastiniy ir kampy tarpusavio rySius nustato gerai
zinomos kosinusy ir sinusy teoremos. Jrodysime dvi teoremas, iSreis-
kiancias rySius tarp keturkampio krastiniy, jo jstrizainiy ir keturkampio
kampy, kurios yra analogiskos trikampiy kosinusy teoremoms ir vadina-
mos kosinusy teoremomis keturkampiams.
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E

B Q C /

;.x ;..'),. \;, .II, \ Bﬂ/‘ﬁ

.""I.’I.’. vl /,//&"_\‘\\ illI k M /:' - e C
1L \ | <
2 \ o

A > D -
13 pav. 14 pav.

1 teorema (pirmoji kosinusy teorema keturkampiams). Iskilojo
keturkampio kraStinés kvadratas lygus kity trijy jo krastiniy kvadraty
sumos ir dviguby $iy krastiniy pory sandaugy, padauginty i§ kosinusy
kampy tarp Siy krastiniy, sumos, skirtumui.

Irodymas. Keturkampio ABCD krastinés AB ir CD kertasi taske E
(14 pav.). Reikia jrodyti lygybe

AD? = AB% + BC? +CD? - 2AB-CDcos Z/ E -
—2AB-BC.cos«ZB-2BC-CDcos«C.

-> o> >

Vektorinés lygybés AD AB+BC+CD abi puses skaliariskai

pakeliame kvadratu:
- - - -

AD? = AB24 BC2+CD?%+
- - - -
+2AB-BC -cos Z(AB, BC) +2AB-CD-cos Z(AB, CD) +

- -
+2AB-CD-cosZ(BC,CD).
Kadangi

- - - NN
AB? = AB%, BC2=BC?, CD?=CD?, Z(AB,BC)=180°- /B,

- - - -
Z(AB,CD)=180°-ZE, Z(BC,CD)=180°-~«C,
tai i$ Cia ir iSplaukia jrodomoji lygybé.

7 pavyzdys. Ant trikampio krastiniy jo iSoréje nubrézti trys lygia-
krasciai trikampiai. Jrodysime, kad ty trikampiy centrai yra lygiakrascio
trikampio vir§tnés.

Sakykime, kad taskai A ir By yra trikampio ABC krastiniy AC ir
BC vidurio taskai, trikampiai ABK, BCM ir ACN yra lygiakras¢iai, taskai
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O3, Op ir Oy — jy centrai, a, b, ¢ — trikampio krastiniy BC, AC ir AB
ilgiai (15 pav.). Akivaizdu, kad taskas O; yra trikampio BMC pusiau-
krastiniy sankirtos taskas, todél

1 1.3 a3
=AM =ZBCcX2 =22
01 3AEL 3 2 6
Analogiskai /]
J3 J§ /
0,=tpN=tac¥3_p¥3 /
B0z =3 BN =5 ACH = Y
\ O /
Be to, AlBlz—AB—Zc, Z0,BA = \ /
_ o _ o - H \Vj\'{
=90°+£A, LOAB; =90°+/B. Jei tie- 15 pav

sés O/, ir O,B; kertasi taske E, tai ke-
turkampio CA(EB; du kampai A ir B; — statieji, todél £E =180° - ZC.
Taikome pirmajg kosinusy teoremg keturkampiui O;A B0 :
0,05 = 0,A? + A\Bf +0,Bf —20; A, - AB, cos ZOy A B; —
—2AB; - O2B; cosLOZBlAl —201A; - O,B  cosZE =

= @ 2+(£j2+ @ +2- i EsszJr
| 6 2 2

02,808 Ao i LEINN.
2 6 6
o2
:%(a2+b2)+ aC\/_ssz+bC\/_sm4A+€sm4C

Bet acsin £ B =bcsin £ A=2S, ¢ia S — trikampio ABC plotas, o pagal

kosinusy teoremag abcosZC =%(a2+b2 —Cz). Jrae visa tai | 01022

iSraiskg ir atlike veiksmus, gauname 01022 = % (a2 +b%+c?+ 2\/§S).
Taip pat apskaiCiave atkarpy O;03 ir 0503 ilgiy kvadratus (atlikite tai
savarankiSkai), gauname tokj patj rezultatg. Taigi 0,0, =0;03 = 0,03.
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2 teorema (antroji kosinusy teorema keturkampiui). Keturkam-
pio istrizainiy sandaugos kvadratas lygus jo prieSingyjy krastiniy san-
daugy kvadraty sumos ir visy keturkampiy krastiniy bei dviejy prieSingy
jo kampy sumos kosinuso dvigubos sandaugos skirtumui:

AC?.BD? = AB?-CD? + AD?-BC? - 2AB-BC-CD - DAcos(£ A+ £C).

Irodymas. Spindulyje AD atidékime atkarpa AB; = AB (taskas B;
gali biiti keturkampio krastinéje AD, jos tesi-
nyje, arba sutapti su tasku D) ir nubréziame B 2 C
spindulj AM, su tiese AD sudarantj kampa, lygy i »’D |
kampui BAC (16 pav.). Spindulyje AM atidé-  ~-Tap \ |
kime atkarpg AC; = AC. Trikampiai ABC ir T N M

AB,C; yra lygiis. Per taSkg D bréZziame tiese,
lygiagrecia su tiese B;Cq, kuri tiesg AM Kerta
taske C,. Trikampiai ADC, ir AB;C; yra panasieji, todél £ABC =
=/AB,C; =ZADC,, taigi £CDC,=4B+«D arba ZCDC, =
=360° — (£B+ «£D). Trikampiams CDC, ir CAC, taikome kosinusy
teorema, iSreik§dami atkarpg C,C,:

C,C2 =CD?+DCZ —2CD -DC,cos(£ B+ /D) =

=CA? + ACZ —2CA- AC,c0s ZCAC,.

16 pav.

I§ trikampiy ADC, ir ABC panasumo randame D—CZ BC
AD AB
ACp _AC DC, = BC-AD ACZ:—AD'AC. Kadangi
AD AB’ AB AB

ZCAC, =ZCAD + £ZDAC, = ZCAD + ZCAB = ZA, tai i§ trikampio

2 2 2
ABD randame cos/A= AB” + AD” ~BD . Kadangi cos(£B+ «£D)=
2AB-AD

=cos(£ A+ £QC), tai
BC2.AD? _CD-BC-AD

CcD?+ -2 cos(£ A+ £C) =
AB AB
_CA2+AD2-AC2 _2CA-AD-AC.ABZ-AD2—BD2
AB2 AB 2AB-AD
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KETURKAMPIAI

Suprasting ir padauging abi Sios lygybés puses i$ ABZ, gauname jrodo-
majg formule:
CD?.AB2+BC?-AD%-2AB-CD-BC-ADcos(£ A+ ~C) = AC?.BD?.

1 i§vada. Jei keturkampio prieSingyjy kampy suma lygi 90°, tai jo
istrizainiy sandaugos kvadratas lygus prieSingyjy krastiniy sandaugy
kvadraty sumai.

Jei keturkampio ABCD kampy A ir C suma lygi 90°, tai
cos(A+C) =0; todél pagal antrajg kosinusy teorema

AC?.BD? = AB%.CD? + AD?.BC?.

2 iSvada. Jbrézto i apskritima keturkampio jstrizainiy sandauga lygi
jo priesingyjy krastiniy sandaugy sumai (Ptoleméjo teorema).

Kadangi jbréztam | apskritimg keturkampiui teisinga lygybé
ZA+2C=180°, tai cos(A+C)=-1; tada, remdamiesi antraja kosi-
nusy teorema, gauname:

AC?.BD? = AB?.CD? + AD?-BC? +2AB-BC-CD-DA=
=(AB-CD + AD-BC)?,
t.y. AC-BD=AB-CD + AD-BC.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Du vienodo spindulio apskritimai lie¢iasi iSoriskai, jy centrai yra
trapecijos jstrizainése, o kiekvienas ty apskritimy lieCia abu tra-
pecijos pagrindus ir po vieng Soning kraSting. Raskite trapecijos
kampus.

2. Iskiliojo keturkampio ABCD jstrizainés kertasi taske E, atkarpos AB
ir BC — lygios, jstrizainé BD — kampo D pusiaukampiné. Raskite

kampa CAD, jei £ ABC =100°, £ BEA=70".

3. Du apskritimai kertasi taskuose A ir B. Per taska B nubrézta tiesé,
kuri minétus apskritimus kerta taskuose C ir D. Per apskritimo taska
C jam nubrézta liestiné, analogiskai per taskag D nubrézta kito
apskritimo liestiné. Sios liestinés kertasi taske P. Jrodykite, kad
taskai A, C, D ir P yra viename apskritime.
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VII TEMA

4.

10.

I staciaja trapecija jbrézto apskritimo centras nutoles nuo jos Soni-
nés krastinés galy per 3 ir 9. Apskaiciuokite trapecijos krasStiniy
ilgius.

Jei | keturkampj ABCD galima jbrézti apskritima, tai j trikampius
ABC ir CDA jbrézti apskritimai lieciasi. [rodykite.

Keturkampio ABCD krastinés AD tesinyje yra taskas E toks, kad
tiesés CE ir BD lygiagrecios. Raskite keturkampio ABCD ir trikam-
pio ABE ploty santykj.

Trapecijos pagrindy ilgiai a ir b, a>b, o kampy prie mazesniojo

pagrindo suma lygi 270°. Raskite trapecijos antrosios vidurinés li-
nijos ilgj.

Trapecijos plotas lygus jos antrosios vidurinés linijos sandaugai su
dviejy | ta viduring linijg i§ trapecijos prieSingy virSiiniy nuleisty
statmeny ilgiy suma. Jrodykite.

Trikampio ABC iSoréje nubraizyti kvadratai, kuriy kraStinés yra
atkarpos BC, AB ir AC. Jy centrai yra taskai O, O, ir Ogj.
Irodykite, kad atkarpos CO, ir O;03 yra lygios.

Lygiakrasc¢io trikampio ABC plokstumoje yra bet kuris taskas M.
Irodykite, kad viena i$ atkarpy MA, MB arba MC yra nedidesné uz
likusiyjy dviejy atkarpy ilgiy sumg. Su kuriais taskais M gaunama
lygybe?

)

A3
( )\

A

(@) ‘(//L:

\

<
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VIII. GERIAUSIO VARIANTO PASIRINKIMO
UZDAVINIAI

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Tarp daugybés matematikos uzdaviniy yra ir tokiy, kuriuose reikia
rasti nagrinéjamy charakteristikuy kra$tutines reikSmes; pavyzdziui, di-
dziausia trikampio plota, kai perimetras pastovus, arba maziausia peri-
metra, kai trikampio plotas nekinta.

Geriausio (paprastai sakoma — optimalaus) sprendinio (varianto,
plano pasirinkimo ir pan.) paieSkos problema atsiranda tik tada, kai
nagrin¢jamasis uzdavinys turi daugiau kaip viena sprendini. Pavyzdziui,
yra be galo daug taSky, lygiai nutolusiy nuo konkretaus plokStumos
taSko M, bet tik dviejuose taskuose apskritimo liestiné yra lygiagreti su
Dekarto koordinaciy sistemos abscisiy asimi; viename i§ ju apskritimo
tadko ordinaté yra didziausia, 0 Kitame — maZiausia.

Geriausio varianto pasirinkimo uzdaviniai mokyklinés matematikos
vadovéliuose vadinami ekstremumy uzdaviniais ir nagrinéjami jie pir-
miausia taikant iSvestinés funkcijos savybes.

Sioje jauniesiems matematikams siilomoje temoje uzdaviniy pavyz-
dzius nagrinésime, taikydami jvairius kitus buidus. Taip siekiama pra-
plésti mokiniy akiratj ir (i$ dalies) parodyti, kad daugeliui ekstremumu
paieskos uzdaviniy iSspresti visiskai pakanka Zzemesnése klasése igytu ziniy.

Zingeidesniems mokiniams galétume pasidlyti pasiskaityti Juozo
Sinkiino knygele ,,Ekstremumai be i§vestiniy* (Vilnius, leidykla TEV,
2008). Joje patraukliy uzdaviniy (su iSsamiais sprendimo budy paais-
kinimais) turéty rasti ir zemesniy klasiy gimnazijos mokiniai.

I§ karto pereikime prie konkreciy uzdaviniy nagrinéjimo ir ju
sprendimo.

1 pavyzdys. Ar galima skai¢ius 1, 2, 3, ..., 33 suskirstyti { tris
grupes taip, kad kiekvienoje grupéje didziausias skaiCius bity lygus
likusiy tos grupés skaiciy sumai?

Sprendimas. Tarkime, kad kuri nors skaiciy 1, 2, 3, ..., 33 grupé
tenkina uzdavinio salyga — jos didziausias skaiCius, sakykime, m yra
lygus likusiy grupés skaiciy sumai.

Aisku, kad tos grupés skaiciy suma lygi 2m. Jei { tokias grupes pa-
sisekty suskirstyti visus 33 skaicCius, tai bendra skai¢iy 1, 2, ..., 33 suma

91
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1+2+3+...+33 turéty buti lyginis skaiCius. Taciau taip néra, nes
1+2+3+..+33=561.
Ats.: Negalima.

2 pavyzdys. Viena tona griidy reikia supilti | maiSus; vieny maisu
talpa 60 kg, o kity — 80 kg. Raskime maZiausia maisy skaiciu.

Sprendimas. Tegu X yra pilny maisy po 60 kg skaiius, o y — pilny
maiSy po 80 kg skaicius. Pagal uzdavinio salyga turi galioti lygybeé
60x +80y =1000, kurig galima pakeisti ekvivalencia lygybe 3x+4y =50.

Lengva suprasti, kad x turi bati mazesnis uz 16, o y — mazesnis uz
12 skaicius. Toliau taikome X ir y galimy poru (X;y) perrankos metoda
ir gauname tokj optimaly (geriausia) varianta: X =2, y=11.

Ats.: 2 maisai po 60 kg ir 11 maisy po 80 kg.

3 pavyzdys. Stac¢iakampj, kurio matmenys 4x9, reikia sukarpyti
taip, kad i§ gauty daliy biity imanoma sudéti kvadrata. Raskime ma-
ziausig tokiy daliy skaiciy.

Sprendimas. Kadangi staciakampio plotas lygus 36, tai i§ jo daliu
galima sudéti kvadrata, kurio matmenys 6x6. Karpymo budy, tenki-
nanc¢iy uzdavinio salyga, yra ivairiy. Geriausiu atveju gausime dvi dalis,
i§ kuriy imanoma sudéti kvadrata; galima kirpti, pavyzdZiui, taip:

Taigi ir §i uzdavinj iSsprendéme, taikydami galimy varianty perran-
kos metoda.

4 pavyzdys. Du tiesiis keliai susikerta stadiu kampu. Siais keliais
link sankryZos vaZiuoja du automobiliai; pirmas yra uz 20 kilometry nuo
sankryZos ir vaZiuoja 60 km/h grei¢iu, o antras yra uz 35 kilometry nuo
sankryzos ir vaziuoja 40 km/h grei¢iu. Apskai¢iuokime, po kurio laiko
atstumas tarp Siy automobiliy bus maziausias, taip pat raskime ta
atstuma.

Sprendimas. Pagal uzdavinio salyga laiko momentu t pirmas auto-
mobilis bus uz | 20— 60t |, o antras uZ |35—-40t| kilometry nuo sankryzos.
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GERIAUSIO VARIANTO PASIRINKIMO UZDAVINIAI

Pagal Pitagoro teorema, atstumas tarp automobiliy laiko momentu t (pa-
zymékime ji s(t) ) bus

s(t) =4/ (20— 60t)2 + (35— 40t)2 =5 (4—12)% + (7—8t)°.
Pertvarkykime pasaknyje esantj reiskinj:
(4-12t)2 + (7-8t)% =16 — 96t +144t% + 49— 112t + 64t =
=208t2 — 208t + 65 = 208(t> —t) + 65 =

2 2 2
=208 t—l 1 +65=208 t—1 -52+65=208 t—l +13.
2 4 2 2

Dabar jau visai nesunku jvertinti atstumo S(t) diduma:

2
s(t) = 5\/208 (t -%j +13 >5¢13;

Lygybé galioja tik kai t = %

Taigi maZiausias atstumas tarp automobiliu, lygus 513 km, bus po

pusés valandos.
5 pavyzdys. Raskime maziausia sandaugos

(a+b+c)-(l+£+£j
a b c
reikSme, kai a>0, b>0 ir c>0.

Sprendimas. Nagringjama sandauga pertvarkykime taip:

(a+b+c)-[1+l+1j=
a b

c
:1+E+3+9+1+9+£+£+1:3+ E+E + i+E + 9+E =
b c a b b a c a c b

T
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esant bet kuriems teigiamiems realiesiems skaiiams a, b ir ¢, 0 visos
trys lygybés galioja tik kai a=b=c, o visos trys lygybés galioja tik kali
a=b=c, tai
min (a+b+c)-(£+l+lj=9.
a b c

6 pavyzdys. Tarp trikampiy, kuriy pagrindai lygiis 6, o Soniniy
krastiniy ilgiy sumos lygios 10, raskime didziausio ploto trikampi.

Sprendimas. Tegu X yra viena trikampio Soniné krasting; tada kita
Soniné krastiné lygi 10—x. Trikampio plota zymékime S(x). Ji skai-
¢iuokime, taikydami Herono formulg. Gausime:

S(x) =\/8‘(8—6)(8—X)(8—(10—X)) =\/(8—X)(X—2) =
= 4y~ x? +10x ~16 = 4y~ (x2 +10x +16) =

= 4y~ ((x-5)2 -9) =49 (x-5) > 49 =12.
Lygybé galioja tik kai x =5.
Vadinasi, didziausia plota, lygu 12, igyja lygiaSonis trikampis, kurio
pagrindas 6, o Soninés krastinés lygios 5.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Vienoje eiléje auga 5 medziai. Atstumai tarp gretimy medziy tokie:
120 m, 30 m, 67,5 m ir 15 m. Raskite maziausia skai¢iy medziy, ku-
riuos reikty pasodinti toje eiléje, kad atstumai tarp gretimy medziy
joje bty vienodi.

2. Kiek maziausiai reikia to paties spindulio skrituliy, kad buty galima
jais uzdengti dvigubai ilgesnio spindulio skrituli?

3. Plokstumoje yra n tasky; atstumas tarp bet kuriy dviejy tasky nema-
zesnis uz 1. Raskite maziausia didziausio atstumo tarp dviejuy Sios
sistemos tasky reik§me dviem atvejais: 1) n=3; 2) n=4.
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10.

Du turistai, keliaujantys pésciomis, nori kuo greiciau pasiekti sto-
vykla, esancia uz 39 kilometry. Jiems sutiko pagelbéti vietos gyven-
tojas, kuris pasisitilé pavézéti juos savo motociklu. Taciau moto-
ciklininkas gali vezti tik viena keleivi. Raskite optimaly pagalbos
turistams plana ir apskaiCiuokite trumpiausia laika, per kuri abu
turistai gali (padedami motociklininko) pasiekti stovykla; skaiciuo-
dami turékite mintyje, kad turisty éjimo pés¢iomis greitis 5 km/h, o
motociklo greitis 65 km/h.

Raskite sveikasias kintamojo x reik8mes, kurioms esant funkcija

2
X°—x-17
f=—"7

igyja maziausia sveikaja reikSme.

x4 +1

Raskite funkcijos f(x) =—
X“+1

Mmaziausig reikSme.

Nustatykite, su kuria parametro a reikSme kvadratinio trinario

x> +ax-1-a=0 Sakny kvadraty suma yra pati maziausia.

Pastaba. Kai diskriminantas lygus nuliui, kvadratinis trinaris
turi dvi lygias Saknis.

Irodykite, kad funkcija y=vx2+X+1+Vx2—x+1 maziausia
reikSme, lygia 2, igyja taske x =0.

Tarp lygiaSoniy trapeciju, kuriy kampas prie pagrindo lygus 45°, 0
perimetras 4, raskite tokia, kurios plotas didziausias.

I§ visy staciyjy trikampiy, kuriy aukstinés, nuleistos | iZambing, ly-
gios 2, iSrinkite toki, kurio pusiaukrasStiné, nubrézta i ilgesniji sta-
tinj, yra trumpiausia.



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Ukininkas 113 litry pieno supilsté j 5 litry ir 7 litry talpos indus.
Raskite galimai maZiausig indy skaidiy.

ISspreskite lygciy sistema

X2 + y2 =20,
Xy =8.

Jrodykite, kad reiskinys S=+v2x+3+.2y+3++22+3, Kkai
X+Y+z=1 igyja didziausig reikSm¢. Raskite tg reikSme.

I lygiaSone trapecija, kurios pagrindy ilgiai a ir b, jbréztas skritulys.
Raskite jo plota.
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STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu x Lt — pajamos uz parduotus bilietus, o y — bilieto kaina. Tada

1,35x =1,81 — |lote-
0,75y y

rijos dalyviy skai¢ius sumazinus loterijos bilieto kaing. Taigi loteri-
jos dalyviy skai¢ius padidéjo — 80 %.

X _ loterijos dalyviy skaicius. Pagal salyga:
y

2. Kadangi trikampiy BAC ir BOC plotai yra lygiis (bendras pagrindas
BC ir aukstiné yra lygios!), tai ieSkomosios figliros (Zr. 1 pav.)
plotas lygus iSpjovos OBC plotui. Akivaizdu, kad Sios iSpjovos

plotas lygus trec¢daliui skritulio ploto, t. Y. %97% = 3771
B C
A :
o
1 pav.
Ats.: S—TE
2

3. x2+y2+xy=7 ~ x2+xy+y2—7=0 =

L mYEVY AR -T) - y£y28-3y°
b 2 B 2 -

= 28-3y°>0 = |y|s‘/%.

Taigi lygties sprendiniy (X;y) antroji komponenté gali buti tik:
+1; +2; +3. Sias reikdmes jrase i formulg pirmai sprendinio kom-
ponentei apskaiCiuoti, gauname 12 sprendiniy: (-3; 1), (1;-3),
-1;3), (3;-1), (-3;2), (2,-3), (-2; 3), (3;-2), (1,2), (2;1),
(-1;-2), (-2; -1).
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STOJAMOJI UZDUOTIS

4. Tegu pirmo tipo statiniy yra n, antro tipo statiniu —m, o0 ju bendra
talpa x litry. Tada antro tipo statiniy bendra talpa yra (7000 — X)

litry. Taigi pirmo tipo statinés talpa yra — litry, o antro tipo statinés
n

talpa M litry. Sudarome lyg¢iy sistema:
m

(m+n)-= =8000, x = 20000

n m+n

7000 — x = 3000m
(m+n)-——=3000 7000—x = :

m m+n
Sudéje abi lygtis, randame, kad n =4m. Vadinasi,
y = 8000-4m _ /0.
m+4m

Ats.: 6400 litry.

5. Tegu bet kurios skai¢iy grupés maziausias skaicius yra m, o didziau-
sias — n. Tada Sios grupés skaiciy suma lygi 2(m+n). Vadinasi,
visy grupiy skai¢iy suma yra lyginé. Taciau

1+2+3+...+2009 = 1+2009 -2009 =1005-2009

yra nelyginis skaicius. Priestara. Taigi skai¢iy nuo 1 iki 2009 nega-
lima suskirstyti i grupes, pasizymin¢ias nurodytomis savybémis.

6. Tegu x — ieSkomasis skai¢ius. Sudarome lygti
9+90-2+(x—99)-3=2x
ir gauname, kad x =108.
Ats.: 108.

~

{x2+xy+y=1, {x2+xy+y=1,

y2+xy+x:5 x2+2xy+y2+x+y=6

_ 2+xy+y:1,
(X+Y)? +(x+Yy)=6
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10.

2 _ 2 -
~{x +Xy+y=1 arba {x +Xy+y=1 = X=-1y;=3

(x+y)=2 X+y=-3.
arba x, =-1,y, =-2.
Ats.: (-1; 3); (-1, -2).

Kadangi 6(m+7n)=(6m+11n)+31n ir 6m+11n dalijasi i$ 31, tai
6(m+ 7n) dalijasi i$ 31. I8 ¢ia i$plaukia, kad m+7n dalijasi i$ 31.

Didziojo staciakampio kraStiniy daliy ilgiai brézinyje paZymeéti
raidémis X, y, z, U, VvV ir w.

i u vVow
Sudarome lygciy sistema:
Ay +2u+2v+2w =39 X =
y+2u+2v+2w =39, y 20 8 | 11
4v+2x+2y+2z2 =31 7 12

Sudéjg abi lygtis, gauname:

22y +2v)+2(x+y+2)+2u+v+w) =70 =
= P =70-2(2y+2v)=70-2-8=54.

Ats.: 54.

I3 stagiojo trikampio MDC: DC =y MC? — MD? =+/262 —10 = 24,
Kadangi BC =2DC, tai BC =48 ir

128-48 M
AB=""""=140.
IS stadiojo trikampio ADB gauname, kad A C
AD =+ AB2 — BD? = 40? — 242 =32 (cm). i
Kadangi AM =MB, tai AO=0B (pasviryju B
projekcijos!) I stadiojo trikampio BDO gauname: 2 pav.

OB? =(AD - A0)? +BD? =
= OB%=(32-0B)? +24% = OB =25.
Tada (i$ staciojo trikampio MOD)
MO? = MB? —OB? = MO? =26 — 252 =51=> MO =+/51.
Ats.: Jﬁ cm.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Remiamés DLT. Targ, kad yra toks ne Z, su kuriuo nZ =7m +6,
nagrinéjame galimus skai¢iaus N pavidalus dalumo i§ 7 atzvilgiu:
n=7k+r,keZ, 0<r<6 ir kaskart gauname priestara.
Pavyzdziui, kai n=7k+5, tai (7K +5)? = 7(7k? +10k +3)+ 4
ir $is skai¢ius néra pavidalo 7m+ 6. PrieStara.

2. Nuosekliai dalydami, gauname:
—371=(-1)-1771+1400,
1771=1-1400+ 371,
1400 = 3-371+ 287,
371=1-287+84,

287 =3-84+35,
84=2-35+14,
35=2-14+7,
14=2-7.

Euklido algoritmas paraSytas. Matome, kad paskutiné nelygi
nuliui liekana yra skai¢ius 7. Todél D(— 371, 1771) =7.

BDD tiesing iSraiska gausime i§ Euklido algoritmo nuosekliai
iSreik8dami liekanas ir sutraukdami panasSius narius:

D(-3711771)=7=35-2-14 =
35-2-(84-2-35)=(-2)-84+5-35=
(-2)-84+5-(287-3-84)=5.287+(-17)-84 =
5.287 +(—17)-(371-1-287)=(~17)-371+22-287 =
(-17)-371+22-(1400—3-371)= 221400 + (- 83)-371=
22-1400 + (—83)-(1771-1-1400) =105-1400 + (— 83)-1771 =
(-83)-1771+105- (- 371+1771) =105- (- 371)+ 22-1771.

Ats.: D(-371,1771)=7, 7=105-(-371)+22-1771.

101



SPRENDIMAI

3. Kadangi D(a, b, C) = D(D(a, b), C), tai i§ pradziy rasime D(a, b),
nors skaiciuoti galima bet kokia tvarka. RaSome Euklido algoritma
skai¢iams a ir b :

12463 =1-7931+4532,
7931=1-4532+3399,
4532 =1-3399+1133
3399 =3-1133.
Taigi D(a,b)=1133. Dabar skaitiuojame D(1133, 7313):
7313=6-1133+515,
1133=2-515+103,
515=5-103
Darome iSvada: D(a, b, C) =103.
Apskai¢iuosime M (a, b, C) =M (I\/I (a, b), C). Kadangi jau
radome D(a, b) =1133, tai, pasinaudoje sgrysiu
M(a,b)D(a,b)=ab,
gauname:

M (12463,7931) = % =87241.

Tolesniems  skaifiavimams supaprastinti, pasinaudokime
minéta savybe M (ka, kb) =kM (a, b). Tada
M (87241,7313) =103- M (847, 71).
Tereikia apskaiciuoti M (847,71):
847 =11-71+66,
71=1-66+5,
66=13-5+1,
5=5-1.

Taigi D(847,71)=1 ir |\/|(847,71)=847'71

=60137.

Galutinai:
M(a,b,c)=103-60137 = 6194111.

Ats.: D(a,b,c)=103, M(a,b,c)=6194111.
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4. Parasome Euklido algoritmo analoga duotiesiems skai¢iams:
13a+8b =2-(5a+3b)+3a+2b,

5a+3b=1-(3a+2b)+2a+b,
3a+2b=1-(2a+b)+a+b,
2a+b=1-(a+b)+a,
a+b=1a+b.

I$ Sios lygybiy sekos darome i$vada, kad
D(13a+8b, 5a+3b)= D(a,b)=1.

5. Si uzduotis, iliustruoja, kad ne visos neapibréZtosios pirmojo
laipsnio lygtys turi sprendiniy.
Tarkime, kad pradzioje smulkiname X popieriaus lapy. Tada i§
VISO gauname
X-6+(6—x)=6+5x
popieriaus gabaly. Jei dabar smulkiname Y gabaly, tai i§ viso
gauname
y-6+((6+5%)—y)=6+5x+5y
gabaly, ir t.t. Tarus, kad po tam tikro Zingsniy skaiciaus pavyks
gauti 2009 lapus, iSeity, kad neapibréztoji lygtis
6+5x+5y+..+52=2009,
arba kitaip
5X+5y+...+ 5z = 2003,

turi sprendiniy. Taciau, to biiti negali, nes 5 | 2003.
Ats.: Negalime.

6. Kadangi D(12, 31) =1, tai tokia diofantiné lygtis turi be galo daug
sprendiniy. AiSku, kad mus domina tik tie i§ jy, kurie tenkina
salygas: 1< x<3lirl<y<12.

I8 Euklido algoritmo skai¢iams 12 ir 31 :
31=2-12+7,
12=1.7+5,

7=1-5+2,
5=2-2+1,
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randame jy DBD tiesing iSraiska:
1=5-2.2=5-2.(7-5)=3.5-2.7=3-(12-7)-2.7=
=(-5)-7+3-12=(-5)-(31-2-12)+3-12 =
=13-12+(-5)-31.
Taigi skaiéiy pora (13- 436, —5- 436) yra atskirasis lygties
sprendinys. Bendrasis sprendinys yra visos poros :
(13-436+31t, —5-436-12t) te Z.

Dabar pareikalaukime, kad galioty salygos:
1<13-436+31t <31, 1<-5-436-12t <12.
Nesunku jsitikinti, kad vienintelis sveikasis $ios nelygybiy
sistemos sprendinys yra t=-182. [rase Sig reikSme j bendrajj
sprendinj randame atsakyma:
x=13-436—-31-182=26, y=-5-436+12-182 =4.
Ats.: Asmuo gimgs balandzio 26 d.

7. Pasinaudoje rezultatu D(— 371, 1771): 7, galime teigti, kad &i
lygtis turi sprendiniy. Kadangi 7|35, tai duotoji diofantiné lygtis
turi be galo daug sprendiniy ir, suprastinus i§ 7, ekvivalenti lygéiai:

—53x+253y =5.
Cia: D(-53,253)=1.

Dabar, pasinaudoje antroje uzduotyje rastaja D(— 371, 1771)
tiesine iSraiSka, surasime pastarosios lygties atskirgji sprendinj.
Buvome gave, kad 7 = 105(— 371)+ 22-1771, arba suprastinus i$
1

1=105(-53)+22- 253,

Padauging Sig lygybe i$ 5, gauname:

5 =525(—53)+110- 253.

Matome, kad suprastintos lygties atskirasis sprendinys yra
skai¢iy pora (525, 110). Pasinaudoj¢ bendrojo sprendinio iSraiska,
gauname atsakyma:

Ats.: (525+253t,110+53t),te Z.
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8. Skai¢iams 21In+4 ir 14n+3 parasome Euklido algoritma:
2In+4=1-(14n+3)+7n+1, 14n+3=2-(7Tn+1)+1,

i§ kurio ir darome i§vadg: su visais n e N,

D(21n+4,14n+3)=D(7n+11)=1,

. 2In+ 4 .
taigi trupmena nesuprastinama.
14n+3

9. Akivaizdi lygybé
N _1=n*".n-1= (n2°°9 —1+1)- n-1= (n2°°9 —1)- n+n-1
yra tuo pat metu ir pirmoji Euklido algoritmo eiluté skaic¢iams
n*° —1 ir n®®° —1. 15 ¢ia iSplaukia, kad
D(n**°—1,n?* —1)= D[1™™ —1,n-1).

Bet, kaip zinome, n—1|n®® -1, ty. n®®-1=k -(n —1) su
k € Z , todél n—1 ir yra paskutiné nelygi

nuliui Euklido algoritmo liekana. Isvada:

D(n* —1,n?° —1)=n-1.

10. Euklido algoritmas susideda tik i$ 2 eilu¢iy:

f(x)=(§—%}g(x)+(—%x2 +E] :

4
8 » 4 5 o, 15
X)=| —=X"—= [ —=x“+—|.
ob)-[-3 -5 [-54+%)
Laikydamiesi susitarimo, paskuting nelygia nuliui liekana

5 1
(—sz +Zj ,hormalizuojame®, ty. padauginame i$ tokio

skaitiaus, kad koeficientas prie X° baty lygus vienetui. Tada

D(f(x),g(x)):—g-(—%xz %} 23,
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x4 —x3 —5x? +3x+6X2x3 +x2 —6x—3)

M1 ()~ X6 -

=2x° —x* —11x® + x*> +15x + 6.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Randame lygties apibrézimo sritj D(L):

{4—x220,©{(x+2)(x—2)301 @{xe[—m], o

X—=2>0 Xx—22>0 X €[2; + )
Taigi D(L) ={2}. Nesunku jsitikinti, kad X=2 yra lygties
sprendinys.
Ats.: 2.
2. D(N):

X% +2x—8>0, (X+4)(x—2) >0,
4ox220  lx+2)(x-2)<0

X € (—o0; —4]U[2; + ),
= X=2.
xe[-2; 2]
Taigi D(N)=2. Kai X=2, gauname teisingg nelygybe
0<3.
Ats.: 2.

3. Lygties apibrézimo sritis yra intervalas [—1; +o0). Kadangi para—
3

boles fi(X) = X2 +3X+4 virdiinés abscisé yra —3 o parabolés

g(x) =3-4x—X% virsinés abscis¢ yra -2, tai funkcija

f1(x) = X2 +3x+4 intervale  [~1; +o0) yra  didéjanti,

o funkcija g(x):3—4x—x2 — mazéjanti. Taigi funkcija
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f(x)=+ X2 +3x+4+/x+1 yra didéjanti. Vadinasi, lygtis gali
turéti daugiausiai vieng sprendinj. Akivaizdu, kad X=0 ir yra
vienintelis Sios lygties sprendinys.
Ats.: 0.

. Nelygybés apibrézimo sritis yra intervalas [—3; 5]. Siame intervale
funkcija f;(X) =+vX+3 yra didéjanti, o funkcija f,(X) =+/5-X
— mazéjanti, todél funkcija f(X)=+/X+3—-+/5—X yra didéjanti.
Kadangi funkcija g(x)= x> —12x+11 intervale [-3; 5] yra maze—
janti ir f(1)=g(1), tai nelygybés sprendiniai yra intervalas [—3; 1).

. Nelygybés apibrézimo sritis yra intervalas [2; + o). Kadangi Siame

intervale funkcija f(X)=v4x—3++x—-2 vyra didéjanti ir
f (3) =4, tai nelygybés sprendiniai yra intervalas [3; + o).

. Lygties kairiosios pusés funkcija f(X) = V5—Xx+/x+13>0 api-
brézimo srityje [—13; 5] néra monotoniné. Lygtj spresime ieSko-
dami j lygtj jeinanciy funkcijy didziausios ir maziausios reikSmiy.
Turime:
g(X)=x% +8x+22=(x+4)?+6>6; g(x)=6
kai x=—4 ir
[f (O] =(/5-X +/x+13)% =18+ 2,/81— (x + 4)? <
<18+2-9=36,
ty f(x)<6; f(x)=6, kai x=—4. Taigi lygtis ekvivalenti

lygéiy sistemai
V5—X++4/X+13 =6,
X2 +8X+22=6

kuri turi vienintelj sprendinj X = —4.
Ats.: —4.
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7. D(N)=[-4;16]. Kai xe[-4;0], tai Jx+4>0 ir
Y16-x>2; kai xe[0;16], tai Vx+4>2, ir Y¥16—x>0.
Taigi, kai xe[-4;16], Vx+4+Y16—x>2. Todél nelygybé

sprendiniy neturi.
Ats.: &.

8. Kadangi f(X)=x%—4x+10=(x—-2)2+6>6 (f(x)=6, kai
12 12 12

X2 +4x+6  (x+2)2+2 2

(9(x) =6, kai x=-2), tai lyg€iy sistema

x=2),0 g(x)=

x2—4x+10:6,
ZL:G
X°+4X+6

yra ekvivalenti nagrinéjamajai lygciai. Kadangi $i lygciy sistema
sprendiniy neturi, tai neturi sprendiniy ir nagrinéjamoji lygtis.
Ats.: .

9. Pazymékime h(Xx) = min{ X2 —2x—3; X +1}. Vienoje koordinagiy
sistemoje xOy nubrézkime
funkcijy

f(x)= X2 —2x—3 ir
g(x) = x+1 grafikus

(1 pav.). Siy grafiky susi—
kirtimo taskai yra sistemos

y= X2 —2x—3,
y=x+1
sprendiniai

A(-1; 0) ir B(4;5).

Parabolés Y = X2 -2x-3
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10.

vir$iné yra taske C(1; —4). I§ brézinio matome, kad
X+1 —o<Xx<-],
h(x) = X2 —2x—3, —1<x<4,
X+1, x>4.

Sios funkcijos grafikas pavaizduotas 7 paveiksle pastorinta
linija. Tirsime tiesés Yy = a priklausomai nuo a reik§més, ir grafiko
susikirtimo taskus.

Kai a < —4, ties¢ y = a grafikg kerta viename taske;

kai a=—4, ties¢ Y = —4 grafikg kerta dviejuose taskuose;
kai —4 <a <0 - trijuose taskuose;
kai a=0, — dviejuose taskuose, 0 kai a>0 — viename taske.

Ats.: Kai a e (—o0; —4)U(0; + ), lygtis turi vieng sprendinj;
kai a=—4 ir a=0 - du sprendinius, 0 kai —4<a<0 - tris
sprendinius.

Jeigu Xy # 0 yra Sios lygties sprendinys, tai ir (—Xg) taip pat yra
Sios lygties sprendinys. Kad lygtis turéty tris sprendinius, vienas
sprendinys turi bati nulinis. Nulis yra lygties sprendinys, kai a =5.
Tada lygtis yra tokia x* —4x%=0. Jos sprendiniai  X; = —2,
Xo =0, X3=2.

Ats.: a=5; -2;0; 2.

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Pazyméje U= X+Y, V=Xy, gauname:

x3+y3 :u3—3uv, x2y+xy2 =Xy(X+Yy)=uv.
Tada
X3 +y3 =35, ud_3uv=35 [ud-90=35
= = =
X2y +xy? =30 uv =30 uv =230
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u® =125, {U=5,
= =
uv =30 v=6.
Toliau sprendziame sistema
X+y=5
Xy = 6.

Pagal Vijeto teorema jos sprendiniy komponentés X ir y yra kvad—
ratinés lygties
t2 -5t+6=0
sprendiniai t; =2 ir ty =3.
Gauname du (1) sistemos sprendinius: (2; 3) ir (3; 2).
Ats.: (2; 3), (3; 2).

2. Taikydami keitinius u=x+y, v =Xy, gauname:

X2 y2
7_|-7=12,:> x3+y3=12xy,: u3—3uv=12V,:>
l+l=1; 3(X+Yy)=xy v=3u
Xy
_ Jud-ou?-3eu=0, _ u=0amau2—mp36=oE3
v=3u  |v=3u
u=0, u=-3, u=12,
= arba arba
v=0 v=-9 v =36.
Toliau sprendziame tris lygciy sistemas:
X+y=0, X+Yy=-3 X+y=12,
Y R i SR
Xy =0, Xy =-9; Xy = 36.

Pirmoji sistema turi vienintelj sprendinj (0; 0); taciau jis néra
(2) sistemos sprendinys.
Kitas dvi sistemas kei¢iame (remdamiesi Vijeto teorema) ati—
tinkamomis kvadratinémis lygtimis:
t24+3t-9=0 ir t>-12t+36=0.
I$sprendg jas, gauname tris (2) sistemos sprendinius:
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[_ 31++5). 3(1—\/5)) [_ 31-+5). 3+ \/E)J 6:6)

2 2 2 2
Ats.:
31++5). 3(1-+/5) 31-+5). 31++5)) ..
R i e e B

3. Pazyméje u=x+y, v=Xxy, gauname:

2
{Xz +y2 =T7+xy, _Ju —2v=T+V,
x*+y =6xy-1 |43 _suv=6v_1

u?-3v=7, {u2—3v=7,
= = =
u(u2—3v)=6v_1 7u=6v-1
—n2_ 2
N 3v=u 27, - 3v2_u 7, -
7u=2u--7)-1 20 -7u-15=0
2 u=_23
v=u® -7, = u=S5,
= 1 = arba
u==—(7+13) _ 19 V=
4 V=
12
Lygciy sistemas
X+ _3
y==5 . {x+y:5,
19 Xy =6
Xy=——
y 12

keic¢iame kvadratinémis lygtimis
2+31-9_0 ir 2_st+6-0.
2 12
Pirmoji lygtis turi du sprendinius —
-9-+/309 -9+/309
12 2

t =
2 1

ty =

todél gauname du (3) sistemos sprendinius:
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12 12 12 12

ISsprende antra lygtj, gauname dar du (3) sistemos sprendinius:
(2;3)ir (3; 2).
Afs.- -9-+/309 . -9++/309 -9++/309  —-9-4/309
h 12 ’ 12 ’ 12 ’ 12 ’

[—9—@, —9+MJ . [—9+\/ﬁ, —9—@}

(2;3), (3; 2).

4. Taikome keitinius u=x+Yy ir v=xy. Gauname:
{x+y=5, - u=5, -
4 4
XDyt =97 " |yt —auPv+2v? =97

u=>5, u=>5,
= ’ =1 5 =
625 —-100v + 2v- =97 ve—-50v+264=0

u=>5, u=>5, u=>5,
- {v:ZSilg - {v:G arba {v:44.
Lygciy sistema
X+y=5
{ Xy =06
turi du sprendinius: (2; 3) ir (3; 2), o antroji lygéiy sistema
X+Yy =5,
{v =44
sprendiniy neturi, nes kvadratinés lygties t2 —5t+44=0 diskri-
minantas yra neigiamas. Taigi (4) lyg€iy sistema turi du spren-

dinius: (2; 3) ir (3; 2).
Ats.: (2; 3), (3; 2).

5. Atlike kintamyjy pakeitimg pagal formules U =X+Yy, vV=Xy, gau-
name lygcCiy sistema

u?—2v= 2(1+a),
u® =14,
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i§ kurios randame galimas U ir v reikSmes:
u=x=xv14,
2

v=__1-a=6-a
2

Galimoms nezinomyjy X ir y poroms (x; y) rasti reikia i§spresti dvi
lygéiy sistemas:

x+y=—v1d, §  [x+y=414,
Xy=6-a Xy=6-a.

Vietoj jy nagrinékime kvadratines lygtis

t? +J/14t+6-a=0 ir t>—J14t+6-a=0.
Ir vienos, ir kitos lygties diskriminantas yra tas pats skai¢ius
D =14-4(6-a)=4a-10.

Po viena sprendinj abi lygtys turi tik tada, kai D=0, t.y. Kai
a=25. Ir tik Siuo atveju (5) sistema turi du realiuosius spren—
dinius — realiyjy skai¢iy poras (—/3,5; —+/3,5) ir (1/3,5; /3,5).

Ats.: a=25.

. Pazymékime:
U=X+Y+2Z, V=XY+YyZ+2X, W=XyZ

Nagrinéjamajj simetrinj daugianarj pertvarkykime taip:
¢ +y2) (P + 22)(y% +2%) =
= (% +y?+2%) =) (0P +y? +2) -y )P +yP +2%) - xP) =
= ((U* - 2v) - 2%)(u® ~2v) - y)(u® ~2v) - x°);
gia X2 + y2+z2 =(x+ y+22)—2(xy+ yz+zx)=u2—2v.
Kad biity trumpiau, pazymékime
a=u’-2v.

Tada turésime reiskinj (a— x2)(a — y2)(a — 22). Jj tvarkykime
taip:

(a-x*)@-yH)@-2%) =" -a(x’ +y*) +x’y*)(a-2%) =

—ad—a?( +y?+2%) +a(z?(x® + y?) + x2y?) - x%y?7% =
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=a2—a2(u2—2v)+a(xy+yz+zx)2—

—20y %2+ X2z +x2°%)) - (wyz)” =
= a(v2 —2uw) — w? = (u2 - 2v)(v2 —2uw) — e
Taigi
(x2 + y2)(x2 + 22)(y2 + 22) =u%v? — 2u3w—2v3 + duvw— w2,
Ats.: udv? —2udw—2v3 + duvw—w?.

7. Lyg¢iy sistemg spreskime, taikydami keitinius:
U=X+Y+Z, V=XY+YZ+2X, W=XYyZ

Pakeite kintamuosius, vietoj (6) sistemos turésime tokia:

. C . . . . 13
I§ jos gauname vienintelj neZinomyjy U, Vv ir w trejeta: U = 3

V=E, w=1.
3

Nezinomuyjy X, Y ir z trejetams, kurie tenkina (6) sistema, rasti
reikia i$spresti Sig lygcCiy sistema:

X+ y+z—E

3!
xy+yz+zx=%, @)
xyz=1.

Ja kei¢iame (pagal Vijeto formules) treciojo laipsnio lygtimi

S_Et2+13

t ~=t-1=0. 8
3 (8)
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Aisku, kad t=1 yra Sios lygties sprendinys. Tai reiskia, kad
daugianaris t3—%t2+%t—1 dalijasi i§ dvinario t—1. Kitaip

132 13

sakant, daugianarj t3 _Et —t—-1 galima uZzraSyti sandauga

(t —1)(t2 + bt +c), kurioje b ir ¢ yra kurie nors realieji skaiciai.
Skaidykime taip:

3 132 13 13 , 13]
3

t o= - - =2 -2
"3 ( )(3 3

=(t-1)(t? +t+1)——t(t 1) =t 1)(t2 13?t+1}

Taigi (8) lygtis ekvivalenti lygciai
(t —1)(t2 —%t +1) =0.

Spresdami kvadratine lygti tz—%tJrl:O, gauname du
- 1.
sprendinius: t; =3 irt, =3.

Dabar jau turime visus tris (8) lygties sprendinius: t; =1,

t, =3, t3=1. Jie yra (8) lygties, taigi ir (6) sistemos sprendiniy
(x;y; z) komponentés. Keisdami vietomis, gausime S$eSis spren—

o (). (3] s3] ss1). (39
()
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8. I§ karto atkreipkime démesj j tai, kad sistema sudarancios lygtys

néra simetrinés. Taciau, keisdami neZinomuosius vietomis, visada
gausime arba tg pacia lygtj, arba kurig nors kitg (9) sistemos lygt;.
Kitaip sakant, keisdami nezinomuosius vietomis, visada turésime ta
pacia lygéiy sistema.

Sistemg i§spreskime dviem budais.

1 budas. I§ pradziy sudékime visas tris lygtis ir gausime simet—
rine lygt]

x+y+z:£+l+1. (10)
X y 1z

Sudaugine visas tris lygtis (atskirai kairigsias ir deSiniasias puses,
gausime Kita simetring lygtj:

(X+ Y)Y +2)(z+X) =Xiyz. 11)

Trecig simetrine lygtj galima gauti taip. Pirmg lygtj padauginkime i§
z (z#0), antrg padauginkime i§ x (X #0), o tre¢ig—i8y (y #0).
Tada gautgsias lygtis (jos ekvivalencios pradinéms lygtims, kai
X#0, y#0 ir z#0) sudékime, ir turésime simetring lygtj
Xy+Yyz+2x=3. (12)

Toliau spreskime simetriniy lyg€iy (10) — (12) sistema. Taikydami
keitinius

U=X+Y+2Z, V=Xy+YZ+2X, W= XYz,
gausime tokig sistema:

Vv
u=—,
W 8
u—-w=—, (13)
w
v=3.

Antraja lygti uzraséme isreiske pagrindiniais simetriniais daugia—
nariais kairiajg (11) lygties pusg:
X+ +D)(z+x)=U-2)U-X)(u-y)=

=u3—u2(x+y+z)+u(xy+yz+zx)—xyz= uv —w.
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Spresdami (13) sistema, gauname: V=3, U=— ir w2 =1 todél
w

v=3 w==1 u==3.
Nezinomiesiems X, Y ir Z rasti reikia i§spresti dvi lygéiy sistemas:
X+y+z2=-3 X+y+z=3,
XY+ YyzZ+2X=3, ir <Xy+yz+zx=3,
xyz=-1 xyz=1.
Jas keiCiame treciojo laipsnio lygtimis (pagal Vijeto teorema):
3432 +3t+1=0 ir t2-3t2+3t-1=0,
kurias galima uZzraSyti taip: (t + 1)3 =0ir (t —1)3 =0. ¢at=-1
arba t=1. Vadinasi, X=y=z=-1arba Xx=y=z=1.
Gauname du (9) sistemos sprendinius:
-1;-1;-1) ir (1;1;1).
Ats.: (-1;-1;-1), (1; 1; 1).

2 budas. IS pirmos lygties atéme antraja lygti (atskirai kairiaja

pusg i8S kairiosios ir deSiniaja puse i§ deSiniosios), gauname lygybe
2(x—12)
X—2= :
Xz

i§ kurios iSplaukia lygybé z = x arba xz = 2. Jei bty xz=2, tai i$
pirmos lygties gautume y = 0; taciau turi bati X =0, y =0 ir
z#0. Taigi xz # 2. Taip jrodome, kad zZ = X.

Analogiskai jrodome, kad Yy =12z. Atéme¢ treCigja lygti i$

pirmosios lygties, gauname lygybe
_2Ay-9)

yz
i§ kurios i$plaukia dvi galimybés: y=z arba yz=2. Lygybé
yz=2 negalima (gautume x =0), todél batinai y = z. Vadinasi,
X =Yy =12. Tada i§ bet kurios (9) sistemos lygties gauname lygtj

y—-12¢

2X=g, turiniy du (9) sistemos sprendinius: (-1;-1;-1) ir
X

(1;1; ).
Ats.: (-1;-1;-1), (1; 1; 1).
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9.

10.

Kadangi a? +b?% +¢? =(a+b+c)2 —2(ab +bc + ca),
a3+b3+03:(a+b+c)3—3(a+b+c)(ab+bc+ca)+3abc,

tai jras¢ | Sias iSraiSkas a+b+c=1, a?+b%+c?=1 ir
a+b3+cd= 1, gauname sistemg
{ab+bc+ca= 0,

ab+bet ca—abc=0. i$ kurios iSplaukia, kad abc = 0.

Tegu a, b ir ¢ yra trikampio ABC krastiniy ilgiai. Pagal uzdavinio
salyga galioja Sios lygybés: a+b+c=12, a? +b%+c?® =50 ir
as+b3+cd=216. Jy kairiosios pusés yra simetriniai daugia-
nariai (kintamyjy a, b ir ¢ atzvilgiu).
Pazymékime
u=a+b+c, v=ab+bc+ca, w=abc.
Tada (zr. 3 pvz.)

a2 +b? +c? :u2—2v, ad+b3+c3=u—3uv+3w.
Todél spresdami sistema
a+b+c=12,
a+b?+¢? =50,
a3+b3+c3=216,
gauname:
u=12, u=12, u=12,
u? —2v =50, — 1122 _ 2y =50, = lv=47,>
uW—3uv+3w=216 |12°-36v+3w=216 (W=60
a+b+c=12,

= Jab+bc+ca=47,
abc=60.

Pastargja sistemg kei¢iame kubine lygtimi
t3-12t2 + 47t —60 =0.
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Kadangi visi koeficientai yra sveikieji skaiciai, tai jos sprendiniy
ieSkome tarp laisvojo nario dalikliy

(¥1,£2,+£3,£4,+£5,+6,+£10, +12, £15, + 20, = 30, + 60).
Tiesiogiai tikrindami nustatome, kad 3, 4 ir 5 tenkina Sia lygti.
Vadinasi, trikampio krastiniy ilgiai yra 3, 4 ir 5.

Kadangi 52 =32 1+ 4°, tai pagal Pitagoro teoremga ABC yra
statusis trikampis. Jo plotas (pazymékime S) yra S = % -3-4=6.
Ats.: 6.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Uzduoties ivado paaiskinimuose buvo pasakyta, kad sékmingam
uzdavinio sprendimui biitina i skirtingu buteliuky (méginti) imti po
skirtinga tablec¢iy kieki, nes, matyt, tik taip ir ,,iSsiskiria“ tas bute-
liukas su netikusiomis tabletémis, kur kiekviena tableté 1 gramu
lengvesneé.

Dar truputi pagalvojus ima aiSkéti, kad sumaniau tvarkantis
Imanoma ,,iSsiversti“ vienu vieninteliu svérimu.

Tam pakanka i§ pirmojo buteliuko paimti viena tabletg, i§
antrojo — jau 2, i§ treiojo — net 3 ir taip toliau, i$ Kkiekvieno
buteliuko imant vis po daugiau, i$ deSimtojo buteliuko — pilng
deSimtj tablec¢iy.

O dabar viskas bus taip pat iki pat deSimto buteliuko, i$ kurio
uzduoties paaiSkinimuose buvo imama 10 tableciy, o dabar nebebus
imama — né vienos.

Tada bendras paimty sverti tableCiy skaiCius neprasoks 450
gramy, o leidziama sverti iki 500 gramy, todél svarstyklés ji tiksliai
pasvers, o toliau jau viskas taip pat, pagal tai, kick gramy pasvérus
truks iki ty 450 gramy, visai kaip uzduoties ivado paaiskinimuose.

. Suskirstykime visas monetas { 3 grupes po tris monetas ir pirmu
sverimu ant svarstykliy léksteliy uzdékime po 3 monetas.
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Jeigu svarstyklés yra pusiausvyroje, tai netikra moneta (toji,
kuri lengvesn¢) yra likusiame dar nesvertame trejete — ji ir palik-
sime antrajam veiksmui.

Jeigu nusveria kuri nors i$ sveriamy léksteliy, tai netikra mo-
neta yra toje svarstykliy léksteléje, kuri pakilo aukstyn — tada tas 3
monetas ir paliksime antrajam veiksmui.

Antruoju veiksmu imame dvi paliktojo trejeto monetas ir deda-
me jas po vieng ] skirtingas 1éksteles.

Jeigu svarstyklés pusiausvyroje, tai toji nesvertoji trejeto mo-
neta yra netikra, o jeigu svarstyklés néra pusiausvyroje, tai ta netik-
roji moneta yra aukstyn iskilusioje svarstykliy léksteléje.

3. Sprendimo biidas ,,pratgsia“ kg tik papasakotg sprendima.

Pirmuoju veiksmu padalijame 81 moneta i tris lygias kriiveles
po 27 monetas kiekvienoje kriivel¢je ir pirmuoju veiksmu |
kiekvieng svarstykliy 1¢kstele dedame po vieng kriivele.

Toliau viskas pana$iai: jeigu yra pusiausvyra, tai netikra mo-
neta (ta, kuri lengvesné) yra tarp ty dar nesverty 27 monety, o jeigu
pusiausvyros néra, tada tarp ty 27-y, kurios iskilo auks$tyn.

Taip abiem atvejais po pirmojo veiksmo visada nustatome, tarp
kuriy 27-y monety yra ieSkomoji netikroji moneta.

Antruoju veiksmu tas atrinktas 27 monetas dalijame j tris kra-
veles, jau po 9 monetas kiekvienoje kruvelgje ir dvi kriveles
dedame po vieng ] kiekvieng Iékstele.

Vel jeigu yra pusiausvyra, tai netikroji moneta yra tarp to 9-10,
kuris nebuvo ant svarstykliy, o jeigu ne — tai tarp to 9-to, kuris dabar
buvo nesveriamas.

Treciuoju veiksmu imame atrinktajj devyneta ir turime dar 2
svérimus ir lygiai taip pat, kaip tai buvo 2-o0jo uzdavinio sprendimo
aprase, surandame tg netikrgjag moneta.

4. Sakykime, monetos turi vardus: moneta A, moneta B, moneta C ir
moneta D.
Tada 1 veiksmu pasveriame monetas A ir B, antruoju — A ir C,
o treciuoju A ir D.
Jeigu visais trim atvejais svarstyklés rodo tokj pati svorj, tai
moneta A yra netikra ir lieka tik nustatyti, ar ji lengvesné, ar
sunkesnés uz likusias.
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Tuo tikslu ketvirtuoju reikia pasverti kurias nors 2 likusias
tikras moneta, sakykime, B ir C ir palyginti gautajj svorj su buvusiu
(triskart vienodu) svoriu.

Jeigu ne visais trimis atvejais svarstyklés rodo vienoda svorij,
tai tada dviem atvejais svoris bus vienodas, o0 treciuoju atveju —
skirtingas.

Nemazindami bendrumo, tarkime, kad tas nevienodas svoris
gautas sveriant monetas A ir B. Tada moneta B netikra ir pagal tai
ar tas dvejetas sveria daugiau, ar maziau uz tuos kitus du dvejetus,
nustatysime, ar moneta B yra lengvesné, ar sunkesné uz tas likusias
tikras monetas.

Jeigu dabar gavome maziau, negu tada, tai netikra moneta yra
sunkesné, o jeigu daugiau, tai lengvesné uz likusias monetas.

5. Radome dar tokius 2 biidus, kaip stebukladaris Edmundas galéty
skirstyti girg kitaip, negu jis daré¢ pacios uzduoties paaiSkinimuose
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1 . Pilnos Pusiau pilnos TusCios
Savanoris Ay . ..
budas statinés statinés Statinés
Antanas 2 3 3
Eugenijus 2 3 3
Juozas 1 5 4
2 . Pilnos Pusiau pilnos Tuscios
Savanoris . . .. ..
biidas statinés statinés Statinés
Antanas 3 1 4
Eugenijus 1 5 2
Juozas 1 5 2
6. Pilstyti galima kad ir taip:
10 I indas 7l indas 3 lindas
10 0 0
7 0 3
7 3 0
4 3 3
4 6 0
1 6 3
1 7 2
8 0 2
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8 2 0
5 2 3
5 5 0

7. Ji vél patogu parodyti veiksmu lenteléje, rodancia viena i§ galimy
pilstymo budy.

20 lindas | 51indas 3 lindas
20 0 0
17 0 3
17 3 0
14 3 3
14 5 1
19 0 1
19 1 0
16 1 3
16 4 0

8. Pirmiausiai svirtinémis svarstyklémis ,,tikriname* lygybe 100 + 300
=400, arba i viena lékstelg dedame 100 ir 300 gramy svarelius, o i
kita 400 gramy svareli.

Jeigu svarstyklés pusiausviros, tai visi ,,dalyvaujantieji“ svare-
liai yra ,,geri*, arba tiek ir sveria, kiek ant ju pazyméta.

Tada dar neliestas 200 gr. svarelis turi sverti ne tiek, kiek ant jo
paraSyta, ir kad nustatytume, ar jis sunkesnis, ar lengvesnis, negu
kad ant jo paraSyta, antruoju veiksmu ant svirtiniy svarstykliy
»isdéliojame* lygybe

100 + 400 =200 + 300.

Ji negali biiti teisinga, nes 200 gr. svarelis netikras. Tada, jei
nusveria ta pusé, kur yra 100 ir 400 gramy svareliai, tai 200 svarelis
yra lengvesnis, negu kad ant jo paraSyta, o jeigu nusveria ta pusé,
kur yra 200 ir 300 gramy svareliai, tai 200 gramy svarelis yra
sunkesnis, negu kad ant jo parasSyta.

Jeigu tikrindami negauname lygybés

100 + 300 = 400,
tai galimi du atvejai:
(A): 100 + 300 > 400 arba (B): 100 + 300 < 400.
atveju tai reiskia:

122



KETVIRTOJI UZDUOTIS

atvejis (100+): arba 100 gramy svarelis yra sunkesnis, negu kad
ant jo nurodyta,
atvejis (300+): arba 300 gramy svarelis yra sunkesnis, negu kad
ant jo nurodyta,
atvejis (400 —): arba 400 gramy svarelis yra lengvesnis, negu
kad ant jo nurodyta.
Tada antruoju svérimu “tikriname” lygybeg
100 + 200 = 300,
(primename, kad 200 gr. svarelis yra tikras!)
Jeigu
100 + 200 = 300,
tai tikri yra ir 100, ir 300 gramy svareliai, vadinasi, 400 gr. svarelis
yra lengvesnis, negu nurodyta
(atvejis 400-).
Jeigu
100 + 200 < 300,
tai tada turime atveji
(300+),
0 jeigu
100 + 200 > 300,
tai galioja atvejis
(100+).
Atvejis (A) yra i8nagrinétas.
Analogiskai nagrin¢jame atveji (B):
100 + 300 < 400.
Siuo atveju tai reiskia, kad:
arba 100 gramy svarelis yra lengvesnis, negu kad ant jo
nurodyta, (atvejis (100-)),
arba 300 gramy svarelis yra lengvesnis, negu kad ant jo
nurodyta (atvejis (300-)),
arba 400 gramy svarelis yra sunkesnis, negu kad ant jo
nurodyta (atvejis (400+)).
Tada antruoju svérimu vél , tikriname* lygybeg
100 + 200 = 300,
(vel primename, kad 200 gr. svarelis yra tikras!)
Jeigu
100 + 200 = 300,
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tai tikri yra ir 100, ir 300 gramy svareliai, vadinasi, 400 gr. svarelis
yra sunkesnis, negu nurodyta
(atvejis 400+).

Jeigu

100 + 200 < 300,
tai tada turime atveji

(100-),
0 jeigu

100 + 200 > 300,
tai atvejis

(300-).

9. Duokime monetoms vardus: A, B, C, D, E.

Pirmuoju veiksmu dedame ant svarstykliy (skirtingose lékste-

Iése) monetas
Air B,
0 antruoju — CirD.

Jeigu nei vienu, nei kitu atveju nebuvo pusiausvyros, tai kiek-
vienu veiksmu ant svarstykliy buvo nedaugiau kaip 1 tikra moneta,
vadinasi, nesvertoji 5-toji moneta

E
yra tikra.

O jeigu pirmuoju ar antruoju svérimu matéme pusiausvyra, tai
net abi tokios svérimo monetos yra tikros.

10. I8 pradziy padalijame tas 12 monety j 3 kriiveles po 4 monetas
kiekvienoje kriiveléje.

Pirmuoju svérimu dedame ant skirtingy svirtiniy svarstykliy
1éksteliy po 4 monetas. Jei svarstyklés yra pusiausvyroje, tai likusi
moneta yra tarp dar nesvertyjy 4 (monetos 9-12).

Tada monetas 9-12 dedame su bet kuriuo ketvertu (sakysime,
su monetomis 1-4) ir pagal tai, ar nusveria ketvertas 9-12 ar ket-
vertas 1-4, nustatome, ar netikroji ketverto 9-12 moneta yra atitin-
kamai sunkesné ar lengvesné uz tikrasias monetas.

Jeigu svarstyklés néra pusiausvyroje, tai tarkime kad nusvéré
kuri nors 1ékstelé (tarkime, monetos 1-4). Tada nuimame kitas ketu-
rias monetas (monetos 5-8) ir dedame monetas 9-12.
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Jeigu dabar yra pusiausvyra, tai netikra moneta yra tarp monety
5-8 ir yra lengvesné uz tikrasias.

Jeigu ir dabar nusveria ta pusé su monetomis 1-4, tai netikra
moneta yra tarp jy ir yra sunkesné uz tikrasias.

Taigi po dviejy svérimy nustatome tg monety ketvertag A, B, C,
D, kuriame yra netikra moneta, sakykime, A. NemaZindami bendru-
mo galime sakyti, kad netikra moneta A lengvesné uz likusias.

Atvejis, kai netikroji moneta A yra sunkesné, biity nagriné-
jamas analogiskai, sukeiciant vietomis Zodj

»lengvesné“‘su zodziu ,sunkesné.

Vadinasi, turime, kad netikra moneta A yra lengvesnioji i$
likusiy tikrinti keturiy monety.

Tas keturias monetas dalijame bet kaip j 2 dalis po dvi monetas
ir dedame ant skirtingy svirtiniy svarstykliy likuc¢iy.

Ta pusé, kur yra moneta A, pakyla aukstyn.

Suzinojome, tarp kuriy dviejy monety yra moneta A.

Paskutiniuoju svérimu palyginame to dvejeto monetas.

Aukstyn pakilusioje svarstykliy 1éksteléje esanti moneta yra
ieSkomoji moneta A .

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Perrinkime m ir n reik§mes, tenkinancias 3 teoremos sglygas, kai
Nn<m<8 —yra 15 primityviyjy Pitagoro trejety:

Nr. n m P.P.t.

1. 1 2 4,3,5

2 1 4 8, 15,17
3 1 6 12, 35, 37
4 1 8 16, 63, 65
5 2 3 12,5, 13
6 2 5 20,21, 29
7 2 7 28, 45, 53
8 3 4 24,7,25
9 3 8 48,55, 73
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10. 4 5 40,9,41
11. 4 7 56, 33, 65
12. 5 6 60, 11, 61
13. 8 8 80, 39, 89
14. 6 7 84, 13, 85
15. 7 8 112, 15, 113

Kadangi a=84=2mn=2-42-1=2.-21-2=2-14-3=2-7-6, tai yra
4 primityvieji Pitagoro trejetai, kuriy a=84:

Nr. n m P.P.t.

1. 1 42 84,1763, 1765
2. 2 21 84, 437, 445
3. 3 14 84, 187, 205
4 6 7 84,13, 85

. Kadangi a=140=2mn=2-70-1=2-35-2=2-14.-5=2.10-7, tai
visi tokiy staCiyjy trikampiy krastiniy ilgiai yra primityvieji
Pitagoro trejetai:

Nr. n m P.P.t

1. 1 70 140, 4899, 4901
2. 2 35 140, 1221, 1229
3. 5 14 140, 171, 221
4, 7 10 140, 51, 149

. Galimi skai¢iaus b skaidiniai dauginamaisiais yra:

b=35=m2—n2=(m+n)(m—n)= 35:1=7-5. Taigi
m+n =35, m+n=7,
arba
m-n=1 m-n=>5,

I§ ¢a m=18,n=17 arba m=6,n=1. Todél gauname du
primityviuosius Pitagoro trejetus (612, 35, 613) ir (12, 35, 37)

. Galimi skai¢iaus 165 skaidiniai dauginamaisiais yra:
165=m? —n? =(m+n)(m—-n)=165-1=55-3=33-5=15-11.
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m+ n =165, m =83, m+ n =55, m =29,
Tuomet = arba =
m-n=1 n=_82 m-n=3 n=26,
m+n=233, m=19, m+ n =15, m=13,
arba = arba =
m-n=5 n=14, m-n=11 n=2.

Visi keturi m ir n skai¢iy rinkiniai tenkina 3 teoremos sglygas.Todél
gauname §iuos primityviuosius Pitagoro trejetus: (13612,165,13613),

(1508, 165,1517) , (532,165, 557) , (52,165,173) , kurie ir yra iesko-
myjy staciyjy trikampiy krastiniy ilgiai.

35
x2 + y2 =1, X=_—,
.. . ) 37
. Sprendziame lygciy sistema: 5
y=-x-1 __12
! 37"
Ats.: (ﬁ, —E)
37 37

. Per tagkag A(0;—1) einancios tiesés yra pavidalo y=kx—1. Cia
jrase taSko B(7;3) koordinates, gauname:

7k—1=3:>k=§:>y=$x—1. Tuomet ieSkomasis tiesés ir

apskritimo susikirtimo taSkas yra

4 52_1
% %7 s \7) " 3

= = =—, Y= .
k2 11 2 65 2 65
" (4j +1 (j} +1

7
Vadinasi, atitinkamas Pitagoro primityvusis trejetas yra (56, 33, 65) .
Ats.: y= ﬂx—l; @; —§ ; (56, 33,65).
7 65 65

. Ibréztojo apskritimo spindulio ilgj pazymékime r ir apskai¢iuokime

trikampio ABC plota: S =%(6 +r)8+r) =%(r2 +14r + 48) . Pagal
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10.

Pitagoro teoremg: (6+ r)2 +(8+ I‘)2 =196 = r? +14r =48. Taigi
S= %(r2 +14r + 48) =48. Kad trikampis bty Herono trikampis,
jo krastiniy ilgiai turi biiti natiiralieji skaiciai. Apskai¢iuokime
jbréztinio apskritimo spindulj:

r>+14r—48=0=r=-7++/97 ¢N. Taigi trikampis néra
Herono.

Pagal Herono formule apskaic¢iuokime trikampio plota:

p=%-54=27, S=+/27-14-7-6 = /15876 =126.

Taigi trikampis — Herono. Kadangi S =%-21- h, tai h=12. Pagal

Pitagoro teoremg rasime ieSkomuyjy krastinés daliy x ir y

(x+y=21) ilgius: x= 132 -12° =5, x= 202 ~122 =16.
Atkreipkime démesj, kad $io Herono trikampio auks$tiné — taip pat
natiiralusis skaicius.

Naudodamiesi formulémis

Xn+1 =2X0 +3Yn, Ynel = Xn +2Yn, X1 =2,¥1=1,n=12,...,
gauname: Xy =2,y1=1=Xy =7,y =4=X3=26,y3=15 =
= X4 =97, y4 =56. Pagal Sias reikSmes gauname Herono trikam-
pius (a=2x-1, b=2x, c=2x+1): (3,4,5), (13,14,15),
(51,52,53), (193,194,195), kuriy plotai pagal Herono formule
atitinkamai lygus: 6, 84, 1170, 16296.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Pasinaudoje¢ pirmaja papildomaja lygybe, antraja lygybe pertvar-
kome taip:
1 1 1 7 _a+b+c a+b+c a+b+c 7

+ + =—= + + =—=
at+b b+c c+a 10 7(@a+b) 7(b+c) 7(c+a) 10
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c a b 49 a b c 49

+1+ == + + =—-

a+b b+c c+a 10 b+c c+a a+b 10
a b c 19
+ + =—,
b+c c+a a+b 10

. I§ lygybés a+4b=1 iSsireiske a, reitkinj a®+4b® pertvarkome
taip:

a’ +4b% = (1—4b)? + 4b =1-8b + 20b? = 2o(b2 —ébj+1=
2 2
=20(b—£} —§+1=20(b—lj +12l.
5) 25 5) 5 5

Lygybé galima tik tada, kai b =% ira= % :

2

. Realieji skaiciai X, y ir z tenkina lygybes x+y+z=xyz, x°=yz,

X-y-z#0. Jrodykite, kad x> > 3.

Irodymas. Papildomasias sglygas pertvarkome taip:

+Z=Xyz—X, +7=x3-x,
{§z=x2 ’ :{iz:xz.
Taigi realieji skaiCiai y ir z yra kvadratinés lygties
t2 +(x—x3)t+x2 =0
sprendiniais, jeigu
D= (x—x3)2 —ax®? =x% -2t +x8 —ax? = x2(x4 —2x2 -3)=

2
Xc-1>2,
= X°[(x® -2 -4]20= (X -1)% 24>
X2 -1<-2
x223, 2
= =>Xx°>3
x2 <1

Taigi nelygybé yra jrodyta.
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4. 1 budas. Lygybe a+b+c=0 pertvarkome taip:
c? —(a% +b?)
—

2

a+b=-c=a%+2ab+b?=c?=ab=

Kadangi a? +b%=1-c?, tai

02—(1—02) 2c? -1
—_—=

ab= ab= )
2

Turime:

2
2_
a4+b4+c4=(az+b2)2+c4—2a2b2=(1—02)2+c4—2[zc2 1] _

4 4’ -4c®+1 2-4c®+4c* —4ct +4c®-1 1

—1-2c2+2¢ .
2 2 2

Taigi at+bt+ct=2.

2

2 bidas. a+b+c=0=>

:>a2+b2+02+2(ab+bc+ac):O:>ab+bc+ac=—%:>

1
= a?h% +b?c? +a°c? + 2abc (a+b+c)= " = a?h? +b%c? +a%c? =

G

Turime: a% +b* +¢% = (a2 +b2 +c2)2 _
2(a%b® +b%c? +a%c?) :1_2.% :%_

Taigi a4+b4+c4=%, kai a+b+c=0 ir a®+b®+c? =1

5. Remsimés nelygybe a2+b22%(a+b)2. Kadangi a+b=>1, tai

a%+b% > % Taigi
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2
a% +b* = (a2)2 + (b2)? 2%(a2+b2)2 Z%(lj 1

Vadinasi, at +p* 2%, kai a+b>1.

6. Remdamiesi nelygybe x°+y?>

_%(x+ y)2 ir lygybe a+b=1
gauname:

2 2 2
a+1 + b+1 1 a+1+b+1 1 1+a_+b+a_+b
a b 2 a b 2

a b

2 2
1 1+1+9+1+E :1 3+E+E >— 3+2 ab —25.
2 a b 2 b a

2 b a
2 2
Taigi (a+£j +(b+lj zg.
a b 2

7. Turime:

(X+2Y)(y+22)(z+2X) =(X+ Y+ Y)Y+ 2+ 2)(z+ X+ X) >

>33xy? -3 3Y2x2 =273 (xy2)® =27, nes xyz=1.

Taigi (x+2y)(y+22)(z+2x)227, jei xyz=1 ir x>0,
y>0, z>0.

. Remdamiesi lygybe x+y+z =1, gauname:

o e I s

y z
_y+z‘x+z.x+y>2\/ﬁ-2\/ﬁ-2\/x_y_8\/x2y222 _g
X y z Xyz Xyz
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Taigi [1— J(i— )(1—1j28, jei x+y+z=1ir x>0,
X y z

y>0, z>0.
. 111 . .
9. Kadangi SzGex-y-z-;-y-;:G, tai Smaz.=6, kai x=y=2z=
=1=£=1, t.y. kai x=y=1z=1. Tadiau tada x+y+z=3>§.
X y z 4

Tikétina, kad Sis reiSkinys maziausia reikSme jgyja, Kkai
1 . . . o .
X=y:Z:Z. Todél ieSkosime tokio skaiCiaus o, kad galioty

lygybé

Kai x:y:z:l, turime: i:1 I ¢ia o =16. Taigi
4 a 4

1 1 1

S=X+y+z2+—+—+=—=

X z

1 1 1 15(1 1 1
=X+Y+HZI+—F—+—+ | S+ =+ |2
16x 16y 16z 16{x y z

Zeﬁx.y.z.i.i.i_f_g.?,.iz
16x 16y 16z 16  3/xyz

115 3 315 3 3 45 51
>6- -+ = = =~ =
416 x+y+z 2 16 13 2 4 4

3 3 4

Vadinasi, Smaz,Zg, kai x=y=1z =1.
4 4

Ats.:Smﬁ;%, kai x:y:z:% irx>0, y>0, z>0.
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10. Kadangi
Jax+1 =\/(4x+1)-1s4x+TlJrl =2X+1,
\/m <2y+1,
Jaz+1<27+1,
tai

S=\/4x+1+\/4y+1+\/4z+1s2(x+y+z)+3.
Lygybé galima tik tada, kai 4x+1=1 4y+1=1 4z+1=1 t.y.
kai x=y=z=0. Tatiau tada X+y+z=0+0+0=0=1. Tike-

tina, kad nagrinéjamas reiskinys jgys didziausig reikS§me, kai

1 111 .1 7
X=y=z== (tada X+y+z==+=+==1), t.y, kai 4-=+1=—.
y 3 ( y 3 33 oy 3 3

Todeél reiskinj pertvarkome taip:
S=VAx+1+ Jdy+1+4z+1=

3 7 7 7
:\/; \/(4x+1)-§+\/(4y+1)-§ +\/(4z+1)-§js

4x+1+Z 4y +1+Z 4z +1+Z
3 3 3

7 2 2 2

=\/§(2x+2y+22+5):\/§(2+5)=\/z.

Lygybé (didziausia reiskinio reikSmé) galima tik tada, kai

x—y—z—1
=y=z=3.
TaigiSdidi_zx/Z_l, kai x:y=z=%.

Ats.: Sdidz.=\/2_l, kai x=y=12 =%.
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SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad apskritimy spinduliy ilgis yra R, jy centrai Oy ir Oy
yra trapecijos jstrizainése AC ir BD (1 pav.). Déka simetrijos tiesés
I, statmenos trapecijos ABCD pagrindams ir einan¢ios per duotyjy
apskritimy lietimosi ta$ka, atzvilgiu akivaizdu, kad ABCD - lygia-
Soné trapecija. Kadangi apskritimai lieéia trapecijos pagrindus, tai
juy centrai yra trapecijos vidurinéje linijoje MN. Taigi atkarpa MO,

yra trikampio ABC viduriné linija, todél MO, = % BC. Analogiskai

1

NO]_—EAD, Bh—-?; ]-/‘/ C
1 A\

NO, = = BC. MA e e N
2 2 \, O T X

il W4 b il
Bet NO, =00, +O,N, A4 H
1 1 1 pav.

ty. =AD=2R+=BC.
2 2

1
I§ ¢ia 2R = > (AD-BC). Nubréziame trapecijos auksting BH,

1

2

AH = BH, statusis trikampis ABH — lygiaSonis, tod¢l £ A = 45",
Ats.. L/A=,/D=45, /B=/C=135".

BH = 2R = =(AD - BC). Kita vertus AH = %(AD— BC), t.y.

2. Apie trikampj ADC apibrézkime apskri- D
timg (2 pav.). I§ taSko B nuleiskime
statmenj BF | keturkampio jstrizaine
AC. I8 sta¢iyjy trikampiy AFB ir CFB

lygumo gauname, kad AF =FC, t.y. c F A
ties¢ FB yra jstrizainés AC vidurio stat- W

muo. Kadangi taske B Kkertasi trikampio

ADC kampo D pusiaukampiné ir kras- B

tinés AC vidurio statmuo, tai taSkai A, 2 pav.
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B, C ir D yra viename apskritime (1 pavyzdys). I§ jbréztyjy kampy
savybiy turime

Z ADC =180° — Z ABC =80°,
ZCDB = ZCAB = Z ACB =40°,

ZCAD = ZCBD = ZCBE =180° - Z ACB — ZCEB =

=(180° - ZCEB) - £ ACB = Z AEB-ZACB =70° —40° =30°.
Ats.: 30°.

. Nubrézkime stygas AB, AC ir AD.
Is jbréztiniy kampy bei kampy
tarp liestinés ir stygos savybiy
gauname

ZBAD = ZBDP,

ZCAB = ~ZBCP.

IS ¢ia seka, kad
~/CAD=/BAD+ ~/CAB=

= /BDP + /BCP =180° — ZCPD,

t.y. ZCAD + ZCPD =180".

Pagal jbréztiniy keturkampiy savybe ACPD — jbréztas j apskritima
keturkampis.

3 pav.

Sakykime, kad trapecijos ABCD kampai A ir B — statieji, taskas O —
jbrézto ] trapecijg apskritimo F
centras, R — jo spindulio ilgis & C
(4 pav.). Kadangi OA=0B,
tai salygoje duoti atstumai iki
trapecijos virSiiniy yra OC =3 \f

0
OD =9. Sakykime, kad tas-
kuose M, F, E ir H jbréztas |
trapecija apskritimas lieia jos A D

krastines AB, BC, CD ir DA. H K
Kadangi tiesés CO ir DO yra 4 pav.

trapecijos kampy C ir D pusiaukampinés, o ZC + #D =180°, tai
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ZOCD+AODC=%LC +%4D:90°,

todél ~COD =90° ir CD =+0C?2 +0D? =3410.
I8 staciyjy trikampiy COF ir DOF turime

OF =+/32 —~CF? = OE =/9? —ED? =,/9% — (/90 - CF)?,

t.y. 9—CF? = 81— (+/90 —CF)?.
Pertvarke gauname

2./90 .CF =18, c&%.
Taigi
R=OF=@.
10
Tuomet
AB = 2R—9‘/_, BC = R+CF—6‘/E,
AD =R+ DF =R ++/OD? -0E? = 18‘/_
9410 610 18410

Ats.. AB=——, BC= , CD=3v10, AD=——.
5 5 Vo, 5

5. Sakykime, kad j trikampj ABC jbréztas apskritimas jstrizaing AC

liedia taske K, o j trikampj ACD jbréztas apskritimas jg lie¢ia taske

M (5 pav.). Jei Pagc ir Pacp — atitinkamai trikampiy ABC ir ACD

pusperimetriai, tai CK = Pygc — AB, 0 CM = Ppcp — AD. Tuomet
MK =CM —-CK |=

=%|CD+AC—AD—BC—AC+AB|=
=%|(AB+CD)—(AD+ BC)|=0,
nes apie keturkampj ABCD galima apibrézti apskritima. Taigi taskai
M ir K sutampa, todél apskritimai, lieCiantieji ties¢ AC tame

paciame taske, tame taske lieCiasi.
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D
5 pav. 6 pav.

6. Kadangi tiesés BD ir CE lygiagrecios, tai keturkampis BDEC —
trapecija. Jei jos jstrizainés CD ir BE kertasi taske F (6 pav.), tai
trikampiy BCF ir DEF plotai lygiis. Kadangi keturkampis ABFD
yra ir keturkampio ABCD ir trikampio ABE bendroji dalis, o
trikampiy BCF ir DEF plotai lyggs, tai trikampio ABE plotas lygus
keturkampio ABCD plotui.

Ats.: Plotai lygiis.

7. Kaip jrodyta 5 pavyzdyje, trapecijos ABCD (AD]||BC) pagrindy
AD ir BC vidurio taskai P ir Q, o taip pat trapecijos Soniniy kras-
tiniy sankirtos taskas E yra vienoje tieséje (7 pav.). Kadangi

Z/ABC + ZDCB = 270°,
tai
ZA+ 2D =360°-270° =90°,
t. y. kampas AED - statusis. Staciojo trikampio BEC pusiaukrastiné
EQ yra lygi jzambinés BC pusei, t. y.

1
EQ==b;
Q 2
analogis$kai staCiojo trikampio AED pusiaukrastine EP lygi
jZambinés AD pusei, t.y. EP:%a. Kadangi PQ=EP-EQ, tai

PQ=Z(a-b).

1
Ats.: =(a-b).
2( )
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E
)
B 2 ¢
B D C ()
)
A P D A 3 D
7 pav. 8 pav.

8. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindy AD ir BC vidurio taskai
yra P ir Q (8 pav.). Kaip parodéme 6 pavyzdyje, keturkampio
AQCP plotas lygus pusei trapecijos ABCD ploto. Bet keturkampio
AQCP plotas lygus trikampiy APQ ir CPQ ploty sumai. Jei AK ir
CH — statmenys, nuleisti i§ prieSingyjy trapecijos virstniy A ir C |
jos antrajg viduring linijg, tai trikampiy APQ ir CPQ plotai lygas

atitinkamai Sy = % PQ-AK, S,= % PQ-CH, tuomet trapecijos

ABCD plotas lygus dvigubam keturkampio APCQ plotui, t.y.
S=PQ-AK +PQ-CH =PQ-(AK +CH), ka ir reikéjo jrodyti.

9. Trikampio ABC krastiniy BC, AC ir AB ilgius pazymékime
atitinkamai a, b, c. Sakykime, kad taskai Ay ir By yra krastiniy BC
ir AC vidurio taSkai, o taske
E susikerta tiesés OpAy ir
O3B; (9 pav.). Tuomet 0, B

1 1 ’ 0,

8103—§AC—Eb, A

E
1 1
B =-AB=_c,
ABy > >

1 1
0,=-BC=_a,
A0y 5 5

Z03B1 Ay =90° + £ A, 3
Z0,A[B; =90° + /B.

9 pav.
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Keturkampio CAEB; du kampai A; ir B; — statieji, todél
/E =180°+ ZC. Keturkampiui B;O30;A; taikome pirmaja
kosinusy teoremg ir gauname

b2 ¢ a? b c a

b
0f="v—+2 2.2.2¢0s(90° + A)— 2.~ S cos(180° —C) —
Q03 =777 =25 cos( )= 25500 :

—2-3-5003(90° +B)=
2 2
1

=Z(a2 +b? +c2)+%sin A+Zsin B+a?bcosc.

Bet %sin Az%sinB:S (trikampio  ABC  plotas), o

abcosC = %(a2 +b? —02). Taigi

a% +b?

0,02 :%(a2 +b% +c?)+2S —%(a2 +b% —c?)=2S+
Kita vertus i$ trikampio AO,C turime
CO2 =CA? + AOZ — 2CA- AO,C0s(45° + L A) =

2
—b2 J{%J —2b§c-cos(45° +ZA)=

2
=p? +C?—\/§bc(cos45° cos A—sin 45°sin A) =
2
—p2 +%—ﬁbcg(cosA—sin A) =

2 c? : 2. ¢ 1.5 5
=b +?—bccosA+bcsmA:b +7_E(b +Cc“—-a“)+2S=

2, @ 2
=b +?+28=O_103.

Talgl 0103 = C02
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10. Jei i§ atkarpy MA, MB ir MC bent dvi yra lygios, tai jrodomoji
nelygybé akivaizdi. Taigi jrodysime, kai visos atkarpos MA, MB ir
MC yra skirtingo ilgio. Sakykime, kad atkarpa MB yra i jy ilgiausia
(10 pav.). Keturkampiui ABCM taikome antraja kosinusy teorema:
MB2. AC? =
= AB%.MC? + BC?-MA? —2MA- AB - BC - MC - cos(< B + £ AMC).
Kadangi AB=BC = AC, tai

A
MB? = MC? + MAZ —
—2MA-MC -cos(60° + « BMC).
Kadangi
cos(60° + Z BMC) > —1, tai B C
MB? < MA? + MC? + 2MA-MC = 10 pav.
=(MA+MC)?,

ty. MB<MA+MC. Lygyb¢é MB=MA+MC galima, Kai
cos(60° + ZAMC)=-1, t.y. kai 60°+~AMC =180°, o tai

reiskia, kad taskai A, B, C ir M yra viename apskritime. Taigi
lygybé galima kai taskas M — apibrézto apie trikampj ABC
apskritimo taSkas.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu My, My, M3, My ir Mg yra gretimai augantys medziai, o
atstumai tarp jy atitinkamai 120, 30, 67,5 ir 15 metry. Aisku, kad
tarp My, ir Mg medziy reikia pasodinti bent vieng medj, nes,
padalij¢ 67,5 i§ 15, negauname sveikojo skaiciaus.

Jei tarp M, ir Mg pasodintume k medziy, tai atstumas tarp

gretimy medziy (jj pazymékime d) bity d :k1—51. Tada tarp Mq ir
+
M» turétume pasodinti

1%0—1=8(k+1)—1=8k+7
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medziy, tarp M, ir M3
?:1—0—1=2(k+1)—1=2k+1
medziy, o tarp M3 ir My
67,5_1_9(k+1) _1_9k+7
d 2 2

medziy.

Bendras papildomai pasodinty medziy skai¢ius biity

(8k+7)+(2k+1)+ gk;k fk= 31k2+23.

Maziausias natiralusis skai¢ius k, kuriam esant 31k + 23
dalijasi i§ 2, yra 1.

Taigi reikia pasodinti 27 medzius; tarpai tarp gretimy medziy
tada bus 7,5 m.

Ats.: 27.

. Nubrézkime spindulio 2R apskritimg (centras O) ir jbrézkime j ji
taisyklingajj SeSiakampj (1 pav.).

Raskime kiekvienos krasti-
nés vidurio taska ir i§ jo nu-
brézkime spindulio R apskriti-
mg. Sesi skrituliai uzdengs dalj
didziojo skritulio.

Mazyjy apskritimy susikir-
timo taskai (M, N ir Kiti) yra
atstumu R nutole nuo didziojo
apskritimo centro. Tokig iSvada
galima padaryti, jrodzius, kad
MN yra trikampio OAB viduriné
linija.

Vadinasi, spindulio R skri-
tulys, nubréztas i$ tasko O, uzdengs likusig didZiojo skritulio dalj.

I8 viso reikia 7 skrituliy.

Ats.: 7.

1 pav.
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3. Kai n=3, tai didziausio atstumo tarp tasky galimai maziausia
reikSmé lygi 1 (kai taskai yra lygiakrascio trikampio, kurio krastinés

ilgis lygus1, virStings). C
Kai n =4, reikia i$nagrinéti dvi
galimybes.

1) Trys taskai, tarkime, A, B ir C sudaro
trikampi, kurio krastinés netrumpesnés uz 1, A B
0 ketvirtas taSkas M yra to trikampio viduje
(Zr. 2 pav.). Pagal salyga MA>1, MB>1 ir 2 pav.

MC >1, todél ilgiausios trikampio ABC krastinés ilgis negali biiti
mazesnis Uz /3.

2) Trys taSkai, tarkime, A, B ir C sudaro trikampi, kurio
krastinés netrumpesnés uz 1, o ketvirtas taskas M yra jo iSoréje (Zr.
3 pav.). AiSku, kad AB>1, BC=>1, CA>=1; be to, MC=>1 ir
MB >1.

Reikia iSsiaiskinti galimas atstumy AM ir BC reikSmes.
Kai ABMC kvadratas (4 pav.), kurio krastinés lygios 1, tai
AM = BC = +/2. Kitais atvejais ilgesnioji istrizainé ilgesné uz V2.

Vadinasi, atveju n=4 didziausio atstumo tarp tasky galimai
maziausia reikSmé lygi V2.

Ats.: a) Kai n=3, gauname 1. b) Kai n =4, gauname V2.

C 1 M
N /s
N/
1 X 1
/N
/s N
A B
1
3 pav. 4 pav.

4. Turisty buvimo vieta pazymékime A, o stovyklos vieta pazymékime
B.
Al D 39-x-y C B
X y
5 pav.
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Nagrinékime tokj plang. Motociklininkas nuveza pirmajj turistg
iki tasko C (zr. pav.) ir §is baigia keliong¢ pésCiomis. Antrasis turis-
tas eina pés¢iomis, kol sugrj§ motociklininkas; nuo tasko D iki B jj
veza motociklininkas.

Taigi taskg C reikia pasirinkti taip, kad abu turistai stovykla
pasiekty kartu.

Tegu AD=x, CB=Yy, 0t-visas kelionés laikas.

X 39-x 39-y y . )
Tada t c + & & + g I§ pastarosios lygybés
iSplaukia, kad x=.

Atstuma AC+CD, lygy AD+2DC =78 —-3x motociklininkas
nuvaziuoty per 0,2X valandy. Vadinasi, turi galioti lygybé

78 —3x _0.2x
65

I§ ¢ia gauname X = ? , 0tada t =15.

Ats.: 1,5 h.
5. Kadangi
2 2 oy
f(x)=X X 17=(x 2X)+(x—2) 15=
X—2 X—2
:x(x—2)+(x—2)—15:)(+1_ 15 1
X—2 X—2

tai nesunku nustatyti, kurioms kintamojo x sveikosioms reikSméms
esant f(X) yra sveikasis skaicius. Galimos dvinario Xx—2 reik§Smés

tokios: +£1, +£3, +5, +15.
Vadinasi, galimos x reik§més yra 2+1 2+3, 245 2=£15.
Apskaiciave funkcijos reikSmes, matome, kad f(-13)= f(3) =-11,

o kituose taskuose reikSmés didesnés.
Ats.: -13; 3.

_2=

6. Pertvarkykime funkcijg apibréziantj reiskinj taip:
4 4
x2+1: (x 21)+2=x2 —1+2L=(x2+1)+ ;
X“+1 X“+1 X“+1 X“+1
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2
:[\/x2+ - \? } +2\/§—2.
VX< +1

Vadinasi, f(x)>2+/2 -2 su visais realiaisiais skai¢iais X. Lygybé

galima tik tada, kai
VX% +1- V2 =0.

x2+1

I$sprende Sia lygti, gauname

x2 =42 -1,
08 Sia X =2 -1,
Taigi min f(x) =272 - 2.
Ats.: 24/2 - 2.

7. Kvadratinio trinario x° +ax—1—a diskriminantas D yra teigiamas

arba lygus nuliui skaicius:
D=a’+4(l+a) = (a+2)>

Todél kvadratinio trinario X2

+ax—1—a Saknys xq ir X, yra
realieji skaiciai.
Pagal Vijeto teoremg X; + X9 =—a ir Xy - X, =-1—a. Todél
x12 + x% =(X + x2)2 —2X1Xp = (-a)2-2(-1-a) =
—a’+2a+2= (a+1)2 +1>1;
lygybé galioja tik tada, kai a+1=0, t.y. kai a=-1.
Ats.: 1.

2 2

8. Kvadratiniai trinariai x“ +x+1 ir X —x-+1 yra teigiami su visais
realiaisiais skaiCiais X, tod¢l funkcija apibrézta visoje realiyjy

skaiCiy tieséje. Sumg \/x2 +X+1+ \/x2 —X+1 pertvarkykime taip:

2
\/x2+x+1+\/x2—x+1:(<'/x2+x+1—<'/x2—x+1j +
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2
+2‘\‘/(x2+x+1)(x2—x+1) =(<’/x2+x+1—<’/x2—x+1) +

+2§1/x4+x2+122§1/x4+x2+122-1=2;
lygybé galima tik tada, kai x =0.

Vadinasi, min (\/x2 +X+1+ \/x2 - x+1) = 2 ; 8ig reikSme

funkcija jgyja taske x =0.

9. Pagal uzdavinio salyga (pazyméjus AE=FB=x, EF =CD
CE =x, AC=BD =x+/2. Todél
AB +BD + DC + CA=2x + 2y + 2v/2x = 4.
I§ gia y=2—(1+/2)x.

y)

C y D
X
45° ] m
AT E Y F X B
5 pav.

Trapecijos plotas (pazym. S) yra

Szwz(xw)-x:Q—ﬁx)-x.

Nagrinédami §ig formule, gauname:

S =(2—x/§x)x=\/§(ﬁ—x)x=\/§(\/§x—x2)=
2
3 A= 2 (x_% N
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lygybé galioja tik tada, kai X = %

Taigi didziausio ploto, lygaus P trapecijos krastinés tokios:

CD=2- (1+J_)‘/_ V2 _2- ‘/_

Y2 _2-42
2 2
=~/§+2_2‘/—=2+2‘/§, AC = BD =1.
Ats.: AB=2+2‘/§, BC=CA=1, Bc=¥; SZ%_

10. Nubrézkime statyjj trikampj ABC («£BAC =90°), kuriame
AB > AC. Siame trikampyje AE L BC, AE=2; AD=DB, CD -
pusiaukrastiné. Tegu AB=a, AC=hb, BE=c¢;, EC=c,, CD =1.
Pagal Pitagoro teorema
a® =4+c12, b2 =4+c§, a® +b? =(cl+c2)2.
I8 8iy sarysiy gauname:
(cl+cz)2 =8+012 +c§ = 2¢Cy =8 =¢iCy = 4.
I§ staciojo trikampio ADC
2 2 2 2 2
2 z[aj L p2_a +4b° _A+cf +16+4c)

2 4 4

_(2c, —¢1)? +4¢,C, + 20 _ (2 —c))?+36 :(202 —cljz +950
4 4 2
¢ia lygybé galima tik tada, kai 2¢cy —¢; =0, t.y. ¢ = 2Cy.
Taigi galimai trumpiausia pusiaukrastiné CD lygi 3. Tokio ilgio
ji bus tik tada, kai ¢; = 2c,.

I§ lygybés cico =4 gauname, kad ¢, = V2 ir C = 2./2. Tada
a’=4+ (2\/5)2 =12, b?> =4+ (\/5)2 = 6. Vadinasi, ieSkomojo tri-
kampio krastiniy ilgiai tokie: AB=+12 =243, AC=+6, BC=3V2.

Ats.: 243, /6, 3v2.
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4
(2; 4), (4; 2), Lab
17 (-2;-4), (-4;-2) V33 2

147




ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios
temos:

I KNYGA

1. J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

I.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

III. R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo
metodai.

IV. A.Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VL. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

II KNYGA

I. I Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

II. E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

III. B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. J. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VIL. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIIL A. Juozapaviéius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

IIT KNYGA

1. E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

II. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriai.

V. 1. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.



IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
I. P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

III. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VIL. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.

V KNYGA

I.  O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

I. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

III. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIIL R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VIKNYGA

1. A. Bakstys. Finansy matematika.

II. E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

III. B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VIL. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIIL. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.



L
IL.
I1I.
IV.
V.
VL

VIIL

VII KNYGA

E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo poZymiai.

E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

J. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

L. Maliaukien¢, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formulé.
J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

A. Apynis. Aibés, taikymo uzdaviniai.

VIIL. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

I
IL.
III.
IV.
V.
VI.

VIL

VIII KNYGA

J. Sinkiinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

E. Stankus. Diofantinés lygtys.

L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir
tapatybes.

E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIIIL. A. Apynis. Trigonometriniai uzdaviniai.

L.
IL.
III.
IV.
V.
VI

VIL

IX KNYGA

A. Urbonas. Dirichlé principas.

A. Apynis. Neapibréztyjy koeficienty metodas.

A. Apynis. Sumavimas.

E. Tuménaité. Logaritminés lygtys ir nelygybés.

E. Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formulé.

E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

VIIL E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.



X KNYGA

I.  A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

II. A. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

II. V. Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendziant
uzdavinius.

IV. A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

V. J. Sinkiinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

VI. E. Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

VIIL. E. Stankus. Bernulio formulés ir jy taikymas.

VIII. E. Mazétis. Briaunainiai.

XIKNYGA

I E. Tuménaité. Kvadratinés lygtys tekstiniuose uzdaviniuose.
II. A. Apynis. Bezu teorema.

III. J. Sinkiinas. Masiy centras ir jo taikymas.

IV. E. Stankus. Lyginiai ir jy taikymas.

V. A. Apynis. Funkcinés lygtys.

VL. E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas geometrijoje.

VIL. J. Sinkiinas. [5kilosios funkcijos ir nelygybés.

VIIIL. E. Stankus. Priklausomi ir nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.
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