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PRATARME

Sioje tryliktojoje Lietuvos jaunyjy matematiky mokyklos knygeléje
,Jaunajam matematikui yra pateikta 2010-2012 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir jy
sprendimai.

Knygelés turinj sudaro $ios temos: Kvadratinio trinario savybiy
taikymo uzdaviniai (A. Apynis), apskritimy geometrija (E. Mazétis),
pirminiai skaiciai (G. Stepanauskas), kaip spresti, kai nelabai Zinai kaip
(R. Kasuba), simetrinés tapatybés, lygtys ir nelygybés (J. Sinkiinas),
nelygybés su parametrais (V. Pekarskas), atsitiktiniai dydziai (E. Stankus),
sukiniai (E. Mazétis). Skaitytojas taip pat ras 2010 mety stojamaja
uzduot]j ir jos sprendimg bei 2012 mety baigiamosios uzduoties pavyzdj.

Kad bty lengviau naudotis knygelémis ,.Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy dvylikos
LIMM mokslo mety temy sgrasas.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

I8 vietovés A | vietove B i§vyko motociklininkas. Tuo paciu laiku i§
vietovés B | vietove A iSvyko dviratininkas. Vaziuodami pastoviais
greiciais jie susitiko po 45 min. ir nesustodami tegsé kelione toliau.
Apskaiciuokite, kiek laiko motociklininkas vaziavo i§ A j B, jeigu
dviratininkas keliongje uztruko dviem valandomis ilgiau.

Parke augo klevai ir liepos. Klevy buvo 60 procenty visy medziy.
Pavasarj parke liepy pasodino tiek, kad klevy skai¢ius sudarée jau tik
20 procenty, o rudenj klevy pasodino tiek, kad jy dalis vél tapo 60
procenty. Kiek karty padidéjo medziy skaicius parke?

Zymus Lietuvos visuomenés veikéjas gimé po Zalgirio masio. Jo
gimimo mety skaitmeny suma dalijasi i§ penkiy. Atémus i§ gimimo
mety skaiCiaus 270, gaunamas skaiCius, uZraSytas tais paciais
skaitmenimis tik atvirkscia tvarka. Kuriais metais gimé Sis zmogus?
Gal zinote jo pavardeg?

IS kokio maziausio skaiCiaus reikia padauginti skaiciy 2940, kad
gautoji sandauga bty natiiraliojo skaiciaus kubas?

Lentoje paraSyti penki sveikieji skaiCiai. Sudéjus juos po du,
gaunamos tokios sumos: 0, 2,4, 4, 6, 8,9, 11, 13, 15. Kokie skaiciai
buvo parasyti lentoje?

3

Su kuriais natiiraliaisiais skaiciais n skaicius yra pirminis?

ISspreskite lygciy sistema
X+Yy+z=4,
2xy—12 2 ~16.



STOJAMOJI UZDUOTIS

8.

10.

I statyjj trikampj ABC (kampas C — statusis), kurio perimetras
36 cm, jbréztas apskritimas. Apskritimas trikampio jZambing lieCia
taske D. Apskaiciuokite trikampio krastines, kai AD:DB=2:3.

Trapecijos, kurios kampai prie vieno pagrindo yra 40° ir 50°,
viduriné linjja lygi 4, o atkarpos, jungiancios pagrindy vidurio

taskus, ilgis lygus 1. Raskite trapecijos pagrindy ilgius.

Futbolo kamuolys aptrauktas tinkleliu, kuriame i§ kiekvieno mazgo
iSeina 3 virvutés. Ar gali tinklelis turéti 2011 mazgy?
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I. KVADRATINIO TRINARIO SAVYBIU
TAIKYMO UZDAVINIAI

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Kintamojo x atzvilgiu reiskinys ax? +bx+c, a=0, vadinamas
kvadratiniu trinariu; skaiéiai a, b ir ¢ vadinami jo koeficientais, o ¢ — dar
ir laisvuoju nariu. Turésime mintyje, kad koeficientai a, b ir ¢ bei
kintamojo X reik§més yra realieji skaiciai.

Kintamojo x reik§mé X, kuriai esant kvadratinio trinario reik§mé
lygi nuliui, vadinama Sio trinario Saknimi.

Kvadratinio trinario ax? + bx + ¢, a=0, Sakny paieska labai supa-
prastéja, iSskyrus jame dvinario kvadrata. Tada i§ lygybés

R G R (G
ax“+bx+c=a| x“+—-x|+Cc=a|| X+— | —— |+C=
a 2a) 4a?

( bjz b2 [ b}z b2 — 4ac
=a|X+—| ——+c=a|x+—| ————=0,
da

gauname lygybe
b} b2-4ac
X+—| =—F—,
2a 43’
i5 kurios aiSkiai matyti, kad kvadratinis trinaris gali turéti realiyjy $aknuy
tik kai b® —4ac > 0. Reiskinys b2 —dac paprastai Zymimas raide D ir
vadinamas kvadratinio trinario diskriminantu. Kvadratinio trinario Sakny

formulé tokia:
b . Vb? —4ac B —b++b%—4ac

X=——=tH
2a 2a 2a

Du kvadratiniai trinariai
X2 +byx+cy ir agx® +byx+¢, (8 %0, ay #0)
vadinami lygiais, jeigu a; =a,, by =by ir ¢ =c,.

Funkcija, apibréziama lygtimi y=f(x), f(x)= ax? +bx +c,
a = 0, vadinama kvadratine funkcija.



KVADRATINIO TRINARIO SAVYBIU TAIKYMO UZDAVINIAI

Staciakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje kvadratinés funkcijos
grafikas yra parabolé. Sios parabolés Sakos kyla aukstyn, kai a > 0; jos
leidziasi Zemyn, kai a < 0.

Kvadrating funkcijg y = ax® +bx+ ¢, a =0, uzraSius lygtimi

2a 422
lengva nustatyti, kad tiesé
X+ L =0
2a

B b2 —4ac

yra parabolés simetrijos asis, o taskas | ——; 5
2a 4a

} yra parabolés
virSiing.

Isnagrinékime kelis uzdavinius, kuriuos gana lengva i$spresti tai-
kant kvadratinio trinario ir kvadratinés funkcijos savybes.

1 pavyzdys. Nustatykime, ar yra koeficiento b reikSmiy, kurioms
esant viena kvadratinio trinario

f(x) = 3x% + bx—14
Saknis maZesné uz —1, o kita — didesné uz 2.

Sprendimas. Kadangi diskriminantas D =b? +168 yra teigiamas
skaiCius, tai kvadratinis trinaris turi dvi realigsias Saknis su visomis
koeficiento b reik§mémis. Sakny formulés tokios:

—b—b%+168 . —b+b%+168
= Xy =
6 6
Pagal uzdavinio salyga reikia ieSkoti koeficiento b reik§miy, kurioms
esant galioja nelygybés

—b-+vb%+168 _ —b+Vb%+168
T<_l nm —>

Siy nelygybiy sistemos sprendimas yra sunkokas, todél samprotaukime
kitaip.

X1

2.

Funkcijos y= 3x% +bx—14 grafikas yra parabolé, kurios Sakos
kyla auks$tyn. Kadangi taskai x =—1 ir x =2 turi biti tarp trinario



| TEMA

Sakny Xq ir X,, tai turi galioti nelygybés f(—1) <0 ir f(2)<0.
Spresdami Siy nelygybiy sistema, gauname:

3-(-)%+b-(-1)-14<0, __ [~b-11<0, _ [b>-11 _ _
{3-22+b-2—14<0 ~120-2<0 —\b<l — 1ll<b<1l.

Taigi viena kvadratinio trinario 3x2 +bx—14 Saknis yra mazesné uz —1,
o kita — didesné uz 2, kai b priklauso intervalui (-11; 1).
2 pavyzdys. Realiyjy skaiciy X ir y pora yra lygéiy sistemos
X+y=2a-1
X2 + y2 —a’+2a-3
sprendinys. Raskime parametro a reikSme, kuriai esant sandauga Xy
igyja didziausig reikSme.
Sprendimas. Nagrinédami lyg¢iy sistemg, gauname:
(x+Yy)? = (2a-1)% =4a® —4a+1,
(x+ y)2 —(x2 + y2) = 2Xy.
Todél
2xy =(4a® —4a+1)—(a® +2a—-3)=3a’ —6a+4=

=3(a®-2a)+4=3((@@-1)? -1 +4=3(@-1)2 +1.

3 2 1
Xy=—(@a-1)"+—-.
y=5@-)"+7
Jei nebiity jokiy apribojimy parametrui @, darytume iSvada, kad di-
dziausios reik§més sandauga xy nejgyja.

Viena sglyga, susijusi su parametro a reikSmémis, aiSkiai matoma.
Kadangi X2 + y2 >0, tai batinai turi galioti nelygybé a’+2a-3>0, i
kurios i$plaukia, kad a <-3 arba a >1. Taciau Sios salygos neapriboja
sandaugos xy didumo.

Atkreipkime démes;j j tai, kad X ir y turi bati realieji skai¢iai. Pagal
Vijeto teorema skaiciai X ir y yra kvadratinés lygties

22 —(X+y)z+xy=0
sprendiniai. Jie bus realieji tik kai kvadratinio trinario diskriminantas
D=(x+ y)2 —4xy bus teigiamas arba lygus nuliui skaicius.

10



KVADRATINIO TRINARIO SAVYBIU TAIKYMO UZDAVINIAI

Iras¢ 2a—1 vietoj x+Yy (pagal pirmaja lygtj) ir g(a—l)2 +% vietoj
Xy, gauname, kad
D =(2a-1)? —4-[g(a—1)2 +%)=4a2—4a+1—6a2+12a—8=
=—2a’+8a-T.

Spresdami nelygybe D >0 gauname:
~2a’+8a-7>0=2a’-8a+7<0=2(a’-4a)+7<0=

—2((@a-2)%-4)+7<0=2(a-2)°-1<0=(a-2)° s%:

1 1 V2 V2
—_— <a-2<-+—=2-Y2<ca<24 ¥
J2 V2 2

Gautoji sglyga parametro a reikSméms derinasi tik su viena i§
auksciau gauty salygy (a>1).
Vadinasi, sandaugos

3 s 1
xy=—(@-1)°+—-
y 2( ) >

didziausios reik§més turime ieSkoti ne aibéje (—oo; —3JU[L; +0), 0 tik

J2

intervale |:2 —7; 2+ g} . Jei pazymétume t=xy, tai galétume

sakyti, kad funkcijos tzg(a—l)2 +% grafikas yra parabolé, kurios
Sakos kyla j virSy, o vir§tnés abscisé yra a=1. Kadangi taskas a=1

yra kairéje intervalo {2—%; 2+%:| puséje, tai didziausig dydzio t,

taigi ir sandaugos xy, reikSme turésime taske a =2+ g
Ats.: a=2+ g

3 pavyzdys. Iskilojo keturkampio jstrizainés tarpusavyje statmenos,
0 juy ilgiy suma lygi 6 cm. Kokj didZiausig plota gali igyti Sis keturkampis?

11



| TEMA

Sprendimas. Tegu X ir y yra keturkampio jstrizainiy ilgiai. Pagal
uzdavinio sglyga x+ Yy =6. Keturkampio plota pazymékime S. Aisku,
kad

S—ﬁ— X(6—X) _6x—x2 _—(x2—6x) _—((x—3)2—9) B
2 2 2 2 2
2
:Mgg
2 2

lygybé galima tik su x = 3.

Taigi uzdavinio salygas tenkinancio keturkampio galimai didziau-
sias plotas lygus 4,5 cm?,

Ats.: 4,5 cm?.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Nustatykite, su kuriomis parametro a reikSmémis funkcijos
f(x)= x2 +(a+4)x+2a+3
maziausia reik§mé intervale [0; 2] lygi —4.

2. Raskite kvadratinio trinario ax? +bx—2 koeficientus a ir b, Zino-

dami, kad maziausia Sio trinario reikSmé lygi —6 ir ji jgyjama, kai
X=-2.

3. Nustatykite, su kuriomis parametro p reik§mémis kvadratinio trina-
rio x%+(2p—1)x+ p? Saknys yra skirtingi realieji skaiciai ir abi
didesnés uz vieneta.

4. Su kuriomis parametry p ir ¢ reikSmiy poromis (p; q) kvadratinés
lygties X2 + px+q=0 sprendiniai yra D ir 1-D; ¢ia D yra
kvadratinio trinario x2 + px+q diskriminantas.

5. Kokig maziausig reik§me gali jgyti reiSkinys x+5y, jeigu x ir y
yra teigiami realieji skai¢iai, kurie tenkina nelygybe

X2 —6xy + y2 +21<07?

12



KVADRATINIO TRINARIO SAVYBIU TAIKYMO UZDAVINIAI

10.

Raskite visas parametro a reik8mes, kurioms esant kvadratinio tri-
nario P(x) = 3x? — 2ax—4 maziausia reik§mé yra lygi kvadratinio
trinario Q(x) = 3ax? — 2ax—8 didziausiai reik¥mei.

x*+x2 45

x4 +2x2 +1

taskus, kuriuose $i reikSmé jgyjama.

Raskite funkcijos f(x) = maziausig reikSme¢ ir visus

Raskite funkcijos f(x) =+/X+7 ++/11—x didZiausia ir maZziausig
reikSmes; taip pat taskus, kuriuose jos jgyjamos.

Kvadrato ABCD, kurio krastiné lygi 1, jstri- B C
zainéje BD pazymétas taSkas M ir per ji nu-
bréztos dvi atkarpos, lygiagrecios su kvad- M
rato krastinémis (zr. 1. pav.). Kurioje jstri-
Zainés vietoje turéty bati taskas M, kad pil-
kyjy kvadraty ploty suma biity maziausia?

A D
1 pav.
Dviejy trikampio krastiniy ilgiy suma lygi a, o kampas tarp jy yra
30°. Raskite didziausio ploto trikampio kradtiniy ilgius.
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1. APSKRITIMU GEOMETRIJA

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Apskritimas — tai aibé plokstumos tasky, duotuoju atstumu R
nutolusiy nuo duotojo plokStumos tasko C. Taskas C yra vadinamas
apskritimo centru, o skai¢ius R — jo spindulio ilgiu. Jei staciakampéje
Dekarto koordinaciy sistemoje Oxy apskritimo centras C(Xg, Ygo), tai
taskas M(x, y) yra apskritimo, kurio centras — taskas C, o spindulys
lygus R, taSkas tada ir tik tada, kai CM =R (1pav.), t.y. kai
(x— X0)2 +(y-— yo)2 =R2. Tai yra apskritimo lygtis staCiakampéje
Dekarto koordinaciy sistemoje.
y4 YA
M(x.y) M(x.y)

ClXo.Yo) ACa0) | B(@a0)
0 > X 0 > X

1 pav. 2 pav.

1 pavyzdys. Rasime aib¢ plok$tumos tasky, kuriy atstumy iki dvie-
ju duotyjy plokstumos tasky santykis lygus duotajam skaiciui k #1.

Uzdavinj spresime koordinatiniu metodu. Pasirinkime koordinaciy
sistemg Oxy taip, kad Ox asis eity per duotuosius taskus A ir B, 0 jos
pradzios taskas buty atkarpos AB vidurio taskas (2 pav.). Sakykime, kad
atstumas tarp tasky A ir B lygus 2a, tuomet A(-a,0), B(a, 0). Taskas

M(X, y) yra ieSkomosios taSky aibés taSkas tada ir tik tada, Kai

%zk. Kadangi AM =+/(x+a)%+Yy2, BM =,/(x—a)?+y?, tai

w/(x+a)2 +y2
V(x=2a)®+y?

Pakele abi lygybés puses kvadratu ir suprasting, gauname
(x+a)2 +y2 = k2(x—a)2 +k?y?,

=k. I8 ¢ia seka, kad \/(XJra)Zer2 :k\/(x—a)2+y2,

14



APSKRITIMU GEOMETRIJA

(k2 —)x2 +(k? —1)y? —2a(k? +)x = (1—k?)aZ.

e 12 . 2 9 k2 +1 2
Padalij¢ i8 k“ —1=0, turime x“+y“—-2a 7 Xx=-a%,
ke-1
2 2
k2+1 2 2 2 k2+1
X—a 2 +y " =—-a +a — |
ke-1 ke-1
2
Ly X_ak2+1 by = 4a°k?
e k? -1 (k?-1?
. k? +1 :
Si lygtis yra apskritimo, kurio centras C am,O , 0 spindulys
2ka N o o
= m, lygtis, taigi ieSkomoji tasky aibé yra apskritimas.

2. Kampas, kurio vir§iiné yra apskritimo taskas, o krastinés kerta
apskritima, vadinamos jbréztiniu kampu.

1 teorema. Jbréztiniai j apskritimg, kurio centras — taskas O, kam-
pai, kuriy krastinés eina per du apskritimo taskus A ir B, o jy virStinés
yra vienoje tiesés AB puséje, yra lygiis pusei centrinio kampo AOB

(3 pav.).

M
A B
Z AM;B =/ AM,B =
-~ / AM3B =%4 AOB
3 pav. 4 pav.

2 teorema. Aibé plokstumos tasky M, tenkinanciy sglyga £ AMB =
= yra du apskritimy lankai, simetriski tiesés AB atzvilgiu (4 pav.).

15



Il TEMA

3 teorema. Kampas, kurj apskritimo styga AB sudaro su apskritimo
liestine taske A, lygus pusei centrinio kampo AOB (5 pav.).

4 teorema. Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritimg tada ir tik
tada, kai jo prieSingy kampy suma lygi 180°:
Z/A+/C=-/B+2£D=180".
Sias teoremas Jiis jrodinéjote matematikos pamokose.

2 pavyzdys. Du apskritimai kertasi taskuose A ir B. Per taskg B
nubréZta tiesé, kertanti duotuosius apskritimus dar ir taSkuose C ir D
(6 pav.). Per taskus C ir D nubréztos apskritimy liestinés susikerta taske
P. Irodysime, kad taskai A, C, D ir P yra viename apskritime.

Nubrézkime stygas AB, AC ir AD. I§ 3 teoremos iSplaukia, kad
«/ BAD=/BDP, ~CAB=/BCP. I§ ¢ia

< CAD =/ BAD+ / CAB = ~ BDP+ / BCP =180° — Z CPD.

Taigi ~ CAD+ 2 CPD =180° ir pagal 4 teoremg keturkampis ADPC
yra jbréztas j apskritimg.

5 pav.

5 teorema. Sakykime, kad dvi tiesés susikerta taske A ir iSkerta
apskritime lankus BMC ir DNE. Jei taskas A yra apskritimo viduje, tai

« DAE =%(Z DOE + £ BOC), o jei taskas A yra apskritimo iSoréje,

tai £ DAE = %(4 DOE — £ BOC) (7 pav.).

Teoremos jrodymui uztenka per vienos stygos (pvz., BD) gala
nubréZzti styga, lygiagrecia su kita styga.

16



APSKRITIMU GEOMETRIJA

D
N -0
C
EWM
B
7a pav. 7b pav.

3 pavyzdys. Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritimg, krastiné
CD lygi apskritimo spinduliui, o kampas ADB lygus 50°. Rasime kampa
tarp keturkampio jstrizainiy.

Sakykime, kad keturkampio ABCD jstrizainés AC ir BD susikerta
taske M (8 pav.). Kadangi taSkas M yra apskritimo viduje, tai kampas
tarp jstrizainiy AMB pagal 5 teoremos tvirtini-

ma lygus %(L AOB+ £ DOC). Kadangi at-
karpa CD lygi apskritimo spinduliui, tai tri-
kampis DOC — lygiakrastis, taigi ~ DOC = 60",
Kadangi £ ADB=50°, tai centrinis kampas
2 AOB =100". Taigi 8 pav.

Z AMB :%(4 AOB + Z DOC) = %(1oo° +60°) =80°.

6 teorema. Per apskritimo iSor¢je esantj taska A nubrézta apskri-
timo liestiné AT ir kirstiné, kertanti apskritimg taskuose B ir C (9 pav.).

Tuomet AB-AC = AT?.

9 pav. 10 pav.

17



Il TEMA

Teoremos jrodymas seka i$ trikampiy ATC ir ABT panasumo.

7 teorema. Per apskritimo viduje esantj taska A nubréztos apskri-
timo kirstinés BC ir ED (10 pav.). Tuomet teisinga lygybé AB-AC =
=AD- AE.

Teoremos jrodymas seka i§ trikampiy ABD ir ACE panaSumo.

4 pavyzdys. Per apskritimo iSoréje esantj taskg O nubréZta ap-
skritimo liesting, lie¢ianti ji tas-
ke A. Atkarpa BC — apskritimo L
styga, lygiagreti su tiese OA.

Tiesés OB ir OC apskritimg ker- C

ta dar ir taskuose K ir L. Jrody-
sime, kad tiesé KL dalija atkarpg
OA pusiau. 0

Sakykime, kad tiesé KL ker- A M
ta atkarpg OA taske M (11 pav.).
Kadangi tiesés OA ir BC lygia-
grecios, tai Z/ LOM =~/ LCB =/ LKB = ZOKM. Taigi trikampiali

KOM ir OLM — panasicji, t.y. 22 =M [c 6ia OM2 =KM - LM.
KM OM

Kadangi pagal 6 teoremg AM? = MK -ML, tai i§ &ia gauname, kad
OM = AM.

3. Sakykime, kad taskas A yra nutoles nuo apskritimo centro O

11 pav.

atstumu d, apskritimo spindulys yra R. Skaicius d 2_R? yra vadinamas
tasko A laipsniu duotojo apskritimo atzvilgiu. Jei taskas A yra apskritimo
iSor¢je, ir AT — apskritimo liestiné, tai i§ trikampio OAT (12 pav.) gau-
name, kad d? — R? = AT?. Jei BC — bet kuri kirstiné einanti per taska A,

tai AB-AC =AT? (6 teorema). Taigi $iuo atveju taSko A laipsnis lygus
i$ tasko A nubréztos apskritimo liestinés kvadratui, o taip pat bet kurios
per taskg A iSvestos kirstinés atkarpy sandaugai. Jei taSkas A yra
apskritimo viduje, BC — bet kuri kirsting, einanti per taskg A
(13 pav.), o DE — per ta taska einantis apskritimo skersmuo, tai pagal
7 teorema

AB-AC =AD-AE =(R-d)(R+d)=R*-d*=—(d* -R?).

Taigi, apskritimo viduje esancio tasko laipsnis Sio apskritimo atzvilgiu
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yra neigiamas, to laipsnio modulis lygus bet kurios per taska A einancios
apskritimo kirstinés atkarpy sandaugai.

12 pav. 13 pav.

8 teorema. Aibé plokstumos tasky, kuriy laipsniai dviejy apskriti-
my su nesutampanciais centrais atzvilgiu yra vienodi, yra tiesé, statmena
ty apskritimy centrus jungianciai tiesei.

Teoremos jrodymui tarsime, kad atstumas tarp apskritimy centry
0,0, lygus 2a, parinksime koordinaciy sistema Oxy taip, kaip nurodyta
1 pavyzdyje (14 pav.), tada O;(—a;0), O,(a;0). Jei M(x;y) — iesko-
mosios tasky aibés taskas, Ry ir Ry — duotyjy apskritimy spinduliai, tai
tasko M laipsniy iy apskritimy atzvilgiu lygybé uzrasoma taip

(x+a)2 +y2 —R12 =(x—a)2+y2 —R22.

2 2
I . . . Ry - R
Pertvarke gauname tokig ieSkomosios tasky aibés lygtj x=%;
a
aiSku, jog tai yra lygiagrec¢ios su Oy asimi tiesés lygtis.
YT M y)
O, (a; 0) .
(-a; 0) 0) 0, X

AT, = AT, = AT = AT,

14 pav.
Teoremos formuluotéje minima tiesé yra dviejy apskritimy radika-
lioji a8is. Radikaliosios aSies taskai, nesantys duotyjy apskritimy viduje,
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pasizymi tokia savybe: i$ jy nubrézty liestiniy abiem apskritimams at-
karpos iki lietimosi tasky yra lygios (15 pav.).

A

T, Ts

6
N

15 pav.

Jei apskritimai kertasi taSkuose A ir B, tai tasky A ir B laipsniai
abiejy apskritimy atzvilgiu lygts nuliui. Kadangi ties¢ AB statmena ap-
skritimy centrus jungianciai tiesei, tai pagal 8 teorema ji yra ty apskri-
timy radikalioji asis. Analogiskai, jei du apskritimai lieCiasi taske A, tai
per ta taska nubrézta jy bendroji liestiné yra ty apskritimy radikalioji asis.

Jei apskritimai neturi bendry tasky, tai pasirenkame taska O, nepri-
klausantj duotyjy apskritimy centrus jungianciai tiesei ir i§ jo kaip i
centro bréziame apskritima, kertantj abu duotuosius (16 pav.). Saky-
kime, kad pirmajj apskritimg jis kerta taSkuose A ir B, o kitg — taskuose
C ir D. Tiesiy AB ir CD sankirtos tasko M laipsniai duotyjy apskritimy
atzvilgiu yra vienodi (paaiSkinkite, kodél). Pagal 8 teorema statmuo,
nuleistas i§ tasko M apskritimy centrus jungianciai tiesei, yra jy radika-
lioji asis.

O]_ O2
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5 pavyzdys. Du apskritimai neturi bendry tasky. Nubrézta jy bend-
roji iSoriné liestiné lj, lieCianti apskritimus taskuose A ir B, ir bendroji
vidiné liestiné |,, liecianti juos taskuose C ir D. Jrodysime, kad tiesiy AC
ir BD sankirtos taskas priklauso ty apskritimy centrus jungianéiai tiesei.

17 pav.

Nubrézkime apskritimu S; ir Sp, kuriy skersmenys yra atkarpos
AB ir CD (17 pav.). Sakykime, kad tiesés |, ir |, susikerta taske F ir nu-
brézkime tieses OiF ir O,F. Sakykime, kad £ DBO, =a = £ BDO,.
Kadangi atkarpa BE — apskritimo skersmuo, kai kampy AQ,C ir DO,E
krastines O;A ir O,E statmenos tiesei |, o krastinés O;C ir O,D —
tiesei l,. Todel £ AQC=»sDO,E=20. Kadangi FA=FC, tai
OF LAC, t.y. ZFAC=Z F01A=%L AO,C =a. Tuomet £ AFO, =
=90° —a =/ FBD. Taigi tieses O;F ir BD yra lygiagrecios, todél
AC L BD. I8 ¢ia seka, kad tiesiy AC ir BD sankirtos taskas K yra ir
apskritime Sy, ir apskritime S,, t.y. yra jy radikaliojoje aSyje. I§ to,
kad OJALAB ir O,C LCD seka, kad atkarpos O;A ir O,C yra
apskritimy S; ir Sy, liestinés. Kadangi O;A=0,C, tai taskas O; yra
apskritimy S; ir S, radikaliojoje aSyje. Analogiskai jsitikiname, kad ir
taskas O, yra toje pacioje radikaliojoje asyje. Taigi taskai Oy, K ir Oy
yra vienoje tieséje.

4. Kaip zinome, apskritimo, kurio spindulys R, ilgis skai¢iuojamas
pagal formule C=2nR. SkaiCius & yra lygus apskritimo ilgio ir skers-
mens santykiui; tai iracionalusis skai¢ius uzra§omas begaline neperiodine
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deSimtaine trupmena. Apytikslé jo reik§mé n~31415926.. Jei spin-
dulio R apskritimo centrinio kampo AOB didumas o laipsniy, tai lanko

AB ilgis yra lygus | = mRa
1

—, Jei centrinio kampo AOB didumas a. radia-
ny, tai lanko AB ilgis lygus | = Ra.

Skritulio, kurio spindulys R, plotui skaiCiuoti taikoma formulé
S = nR?; jei skritulio ispjovos AOB centrinio kampo didumas a laips-

2 o
mR%a , 0 jei kampo AOB didumas o
60°

niy, tai iSpjovos plotas lygus S =

radiany — S = R%a.

6 pavyzdys. Trapecijos pagrindy ilgiai a ir b (a>Db), aukstinés
ilgis h. Apskaiciuosime apie trapecijg apibrézto skritulio plota.

Kadangi jbréztam j apskritima keturkampiui ABCD teisinga lygybé
Z A+~£C =180, o trapecijai ABCD, ku- B — —C
rios pagrindai AD ir BC (18 pav.) teisinga
lygybé £ A+~/B=180°, tai £/ B=Z/C,
t.y. jei trapecija jbrézta j apskritima, tai ji 0O
lygiaSoné. Nu_bréie; aukstines BH L AD, ASH =
CF L AD, turime

AH:FD:%(AD—BC):%(a_b), 18 pav.

Tuomet AB= \/AH 21 HB? = %\/(a— b)2 +4h?. Kadangi apie trapecijg

ABCD apibréztas apskritimas yra ir apie trikampj ABD apibréztas
apskritimas, tai jo spindulj rasime i§ formulés
R— AD-AB-BD AD-AB-BD AB-BD _
4S 2AD-BH 2BH
(@-b)2 +4n2)(@+b)? +4n?)
(a2 -b?)2 1+ 8n2(a2 +b?) +16h2
= ah .
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ANTROJI UZDUOTIS

. Raskite apskritimo X2 + y2 —18x+22y—23=0 centro koordinates
ir spindulio ilgj. Nustatykite, ar taskas M (6;—3) yra apskritimo
viduje, ar iSoréje.

. Raskite aibg tasky, kuriy atstumy iki dviejy duotyjy tasky kvadraty
suma lygi duotajam skaiciui a’.
. Du apskritimai kertasi taskuose P ir Q. Per pirmojo apskritimo
taSka A nubréztos tiesés AP ir AQ antrajj apskritimg dar kartg kerta

atitinkamai taskuose B ir C. Per taska A pirmajam apskritimui
nubrézta liesting yra lygiagreti su tiese BC. Irodykite.

. Per taska P, nepriklausantj apskritimui, nubréztos dvi apskritimo
liestinés, lie¢ianCios apskritimg taskuose A ir B. Jei taskas O —
apskritimo centras, o atkarpa BC — skersmuo, tai tiesés AC ir OP
lygiagrecios. Irodykite.

. Keturkampis ABCD yra jbréztas j apskritimg, krastine AB —
apskritimo skersmuo, krastiné CD lygi apskritimo spinduliui.
Raskite kampg tarp tiesiy AD ir BC.

. Apie trapecija, kurios auks$tinés ilgis lygus h, apibréztas
apskritimas. Trapecijos Sonin¢ krastiné i§ apskritimo centro matoma

60° kampu. Raskite trapecijos plota.

. Du apskritimai kertasi taSkuose A ir B. Ties¢ MN — jy bendroji
liestiné (taskai M ir N — lietimosi taskai). Raskite kokiu santykiu
ties¢ AB dalija atkarpg MN.

. Nubréztos dviejy nesikertanciy apskritimy keturios bendrosios
liestinés AB, CD, EF ir GH (taskai A, C, E, G priklauso vienam
apskritimui, o taskai B, D, F ir H — kitam). [rodykite, kad atkarpy
AB, CD, EF ir GH vidurio taskai yra vienoje tieséje.
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10.

Du spindulio R apskritimai susikerta taip, kad kiekvienas jy eina per
kito centra. Kity dviejy to paties spindulio apskritimy centrai yra
pirmyju dvieju apskritimy susikirtimo taSkai. Raskite visy keturiy
skrituliy bendrosios dalies plota.

Apskritimas kerta kiekvieng lygiakrascio trikampio ABC krasting
dviejuose taskuose, dalijanciuose ta krasting i tris lygias dalis:

ABl = B]_Bz = Bzc, CA]_ = AlAz = AzB, BCl = C1C2 = C2A
Apskaiciuokite lanko BB, ilgi, jei trikampio krastinés ilgis lygus a.

QD
(

3

)
2
7.

(0 ‘(//L: )

<
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I11. PIRMINIAI SKAICIAI

Gediminas Stepanauskas
(Vilniaus universitetas)

1. Pirminiai ir sudétiniai skaiciai.

Skaiciy teorijoje pirminiai skaiciai uzima labai svarbig viets. Jie
tarsi plytos, i$ kuriy statomi visi skaiciy teorijos riimai. Prisiminkime jy
apibrézimg. Natiralusis skai¢ius p > 1 vadinamas pirminiu, jei jis
dalijasi tik i§ 1 ir i§ paties saves. Visi kiti natiiralieji skaiciai n > 1
vadinami sudétiniais. Nesunku buty jrodyti tokj teiginj.

1 teiginys. Kiekvienas sudétinis skai¢ius n turi pirminj daliklj

p<+/n.

O i8 Sio teiginio iSplaukia dar vienas.

2 teiginys. Jei nattralusis skai¢ius n neturi dalikliy d, 1<d < Jn,
tai jis yra pirminis.

Remdamiesi pastaraisiais dviem teiginiais, galime nustatyti, ar skai-
¢ius n yra pirminis, ar sudétinis. Pakanka patikrinti, ar jis turi pirminj
dalikli p, p</n.

Pirminiy skaiciy iSskyrimo i§ visy natiiraliyjy skaiciy vienas meto-
das zinomas labai seniai. Jis vadinamas Eratosteno réciu.

1 teorema (Eratosteno récio). Jei i$ natiraliyjy skaiciy 2,3,... ,N
iSbraukiama keletas pirmyjy pirminiy skai¢iy ir visi jy kartotiniai, tai
pirmasis likes neiSbrauktas skaicius bus pirminis.

Jeigu i§ natiiraliyjy skai¢iy 2,3,... ,N pirminiai nebraukiami, o i$-
braukiami tik visi pirminiy skaiciy p, p < \/W, kartotiniai kp, k = 2, 3,...,
tai visi likusieji skaiciai bus pirminiai.

Vienas i§ sunkesniy uzdaviniy yra skaiciaus pirminiy dalikliy radi-
mas. Ar skaiciaus dalikliai randami vienareikSmiskai? Atsakymas — taip,
vienareik§miSkai. Be jrodymo suformuluokime keleta pirminiy skaiéiy
pagrindiniy savybiy.

2 teorema (Euklido). Pirminiy skaiciy aibé yra begaliné.

3 teorema (pagrindiné aritmetikos). Kiekvienas sudétinis skaicius
vieninteliu biidu (neatsizvelgiant j daugikliy tvarka) iSskaidomas pirmi-
niy skaiciy (pirminiy skaiciy laipsniy) sandauga:

25



111 TEMA

ky Kk k
n= p11p22 ”'p'l'
Toks skaidinys vadinamas kanoniniu skaidiniu. Pavyzdziui,
skaiciaus 440 kanoninis skaidinys:

440=2.2.2.5.11=2%.5.11.
2. Natuaraliyjy skaiciy dalikliai.

4 teorema (dalybos su liekana). Bet kuriems dviems natiiralie-
siems skaiCiams a ir b galima rasti du sveikuosius skaic¢ius g irr, q>0,
0<r<b, kad

a=gb+r.

Jeigu r =0, tai sakoma, kad skacius a dalijasi i$ b, 0 g, $iuo atveju,
vadinamas skai¢iaus a dalybos i§ b dalmeniu. Jei r =0, tai skaiius ¢
vadinamas skai¢iaus a dalybos i§ b nepilnuoju dalmeniu, o r liekana.
Pavyzdziui, 38 dalydami i§ 7, gauname, kad nepilnasis dalmuo yra 5, o
liekana 3:

38=57+3.

Tarkime, turime n natiraliyjy skai¢iy ay,ay,...,a,, ir jie Visi
dalijasi i§ natiiraliojo skai¢iaus d. Tuomet d vadinamas jy bendruoju
dalikliu. Bendryjy dalikliy gali bati daug. Pats didziausias i§ visy
bendryjy dalikliy D vadinamas skai¢iy rinkinio &y, ay, ..., 8, didZiausiu
bendruoju dalikliu. DidZiausias bendrasis daliklis Zymimas naudojant
paprastus skliaustus: D = (ay, ay, ..., a,). Pavyzdziui,

(24, 60, 126) = 6.

Norint rasti skai¢iy didziausig bendrajj daliklj galima naudotis
skai¢iy kanoniniais skaidiniais, bet yra ir kitas kelias — Euklido algo-
ritmas. Ji naudojant nereikia ieSkoti skai¢iy kanoniniy skaidiniy. Jeigu
skaiCiai dideli, paprastai taikomas Euklido algoritmas, nes rasti jy kano-
ninius skaidinius gana sudétinga.

Euklido algoritmu vadinamas nuoseklus dalybos su liekana taiky-
mas: pirmiausia — skai¢iams a ir b, po to skaic¢iams b ir r, skai¢iams r ir
1 (rp yra b dalybos i8 r liekana) ir t. t., kol gaunama lygi O liekana r 4 :

a=qgb+r, 0<r<b,
b=gr+n, 0<p<r,
r=qgyn+r, 0<n<n,
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Mc—2 =0kl + Ik 0<ryg <rg,
k-1 = Ok +1¥k-

5 teorema. Dviejy nataraliyjy skai¢iy a ir b didziausias bendrasis
daliklis yra lygus paskutinei nelygiai nuliui liekanai, gautai, taikant
Euklido algoritma skai¢iams a ir b.

Raskime skai¢iy 120 ir 924 didziausia bendrajj daliklj. Taikome
Euklido algoritma:
924=7-120+84,
120=1-84+ 36,
84=2-36+12,
36=3-12.
Paskutiné nelygi nuliui liekana yra 12. Taigi
(120, 924) = 12.

Jei reikia rasti daugiau nei dviejy skai¢iy didziausia bendrajj daliklj,
taip pat galime remtis Euklido algoritmu. I pradziy reikia rasti kuriy
nors dviejy skaiciy didziausia bendrajj dalikli Dy, po to ieskoti didziau-
sio bendrojo daliklio tarp Dj ir treCiojo skaiCiaus ir t. t. Teisingas toks
teiginys.

3 teiginys. Skai¢iy ay, ay,...,a, didziausiam bendrajam dalikliui
yra teisingos lygybés:

(a, @, .-, 8n1, @y) = (a1, @), . 8y -1, @n) = (a1, @2, -, Bn 1), @)
Pavyzdziui,
(24, 60, 126) = ((24, 60), 126) = (12, 126) = 6.

Skaiciai (n skai¢iy) ay, ap, ..., @, vadinami tarpusavyje pirminiais,

kai jy didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1, t.y.
(,ay,...,ay) =1

3. Merseno ir Ferma pirminiai skaic¢iai.

Dideliy pirminiy skai¢iy radimas yra sudétingas, daug ilgy skaicia-
vimy reikalaujantis uzdavinys. O §iandien pirminiai skai€iai ir jy savy-
bés yra daug kur taikomi. Verta paminéti mazajg Ferma teorema. Ji labai
svarbi skaiCiy teorijoje, algebroje, 0 paskutiniu metu ir kriptografijoje.
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Si teorema tvirtina, kad bet kuriam natiiraliajam skaiiui a ir bet kuriam
pirminiam p skai¢ius aP —a dalijasi i§ p. Ferma atrado § désnj, tyri-
nédamas tobuluosius skaicius. Dideli pirminiai skaiciai labai reikalingi
kodavimo teorijoje. Pastaroji naudojama informacijos teorijoje. Dideli
pirminiai reikalingi perduodant, koduojant ir deSifruojant informacija.
Daznai sudétingi ekonominiai ar fizikiniai procesai sprendziami i$ pra-
dziy sudarant jy matematinius modelius. Toks sprendimo kelias papras-
tai yra daug greitesnis ir maziau kainuoja uz kitus problemy sprendimo
btdus. Jei susiduriama su didziuliais duomeny masyvais, tai paprastai
vienintel¢ iSeitis yra stochastiniai modeliai. Juose naudojami pseudo-
atsitiktiniai skaiciai. O kuriant gerus pseudoatsitiktiniy skaiciy genera-
torius naudojamasi Ziniomis apie pirminius skaicius.

Dideliy pirminiy skaiciy ieSkojimas istoriskai, visy pirma, susijes su
kai kuriais ypatingais pirminiais skaiciais.

Jei n sudétinis skaicius, tai 2" —1 taip pat yra sudétinis. Bet jeigu p
yra pirminis skaicius, tai 2P —1 gali biiti ir pirminis, ir sudétinis skai-
¢ius. Skaiciai

M,=2"-1
vadinami Merseno skaiciais. Taip jie pavadinti pranclizy matematiko
Merseno (M.Mersenne, 1588-1648) garbei. Kai skaicius

Mp=2P-1
yra pirminis, tai jis vadinamas Merseno pirminiu skaiciumi. Merseno
pirminius skaicius gauname, kai p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, tadiau, kai
p =11, 23, 29, skai¢iai M p yra sudétiniai. Iki $iy dieny néra zinoma, ar
Merseno pirminiy skai¢iy aibé yra begaliné, ar baigtiné. Merseno pirmi-
niai skai¢iai daznai pasitaiko jvairiuose uzdaviniuose.

Matematikus domina ir 2" +1 pavidalo skaiciai. Kai n turi bent vie-
na nelyginj (nelygy 1) daliklj, tai 2" +1 yra sudétinis skai¢ius. Skai¢iai
k

Fo=2% +1
vadinami Ferma skaiciais (taip pavadinti pranciizy matematiko Ferma
(P. de Fermat, 1601-1665) garbei). Jie gali biti ir pirminiai, ir sudé-
tiniai, nors pats P. Ferma sp¢jo, kad jie visi yra pirminiai. Jei skaicius
F¢ yra pirminis, jis vadinamas Ferma pirminiu skaiciumi. 1§ tikryjy,
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Ferma skaiciai, kai kK = 0, 1, 2, 3, 4, yra pirminiai, o skai¢ius F5 yra
sudétinis. Kaip ir apie Merseno pirminius skaicius, taip ir apie Ferma
pirminius skaiéius néra zinoma, ar jy yra be galo daug, ar tik baigtinis
skaiCius. Ferma skaiCiai taip pat yra susij¢ su kitais matematikos
uzdaviniais. PavyzdZziui, taisyklingg n-kampj galima nubréZzti su skries-
tuvu ir liniuote tik tada, kai n yra Ferma pirminis skaiCius arba skiriasi

nuo tokio skai¢iaus daugikliu 2.

4. Skaiciaus dalikliy suma. Tobulieji ir su jais susije skaiciai.
Panagrinékime funkcijg — visy skaiGiaus n dalikliy sumq. Zymékime
Sig funkcijg o(n) Pavyzdziui, 10 dalijasi i§ 1, 2, 5 ir 10. Todél
c(10)=1+2+5+10=18.

Kad buty lengviau skaiCiuoti dalikliy sumos funkcijos reikSmes,
pateiksime keleta svarbiy jos savybiy.
Tegul funkcija f(n) apibréZta natdraliosioms argumento n

reik§méms. Jeigu teisinga lygybé
f(mn)=f(m)f(n), kai (mn) =1,

tai funkcija f(n) vadinama multiplikatyvigja funkcija.

4 teiginys. Funkcijac(n) yra multiplikatyvioji.

Tegul skaiciaus n kanoninis skaidinys pirminiy skaiciy laipsniais
yra

n=pfips2-p,

tuomet

k k K
o(n) =o(p*)o(py?)---o(py').
Kai p™ yra m-tasis pirminio skai¢iaus p laipsnis, tai

m+l
o(p™M=1+p+..+p" = P !
p-1
Skaicius n, kurio dalikliy suma yra dvigubai didesné uz n, t.y.

o(n)=2n,
vadinamas fobuluoju skaic¢iumi. Pirmasis tobulasis skaiCius yra 6,
antrasis 28. Jy pavadinimas ir patys skaiCiai buvo siejami su gamtos
reiSkiniais. Dievas pasaulj kiré 6 dienas, o ménulis aplink Zeme
apsisuka per 28 dienas. Pranciizy filosofas, matematikas ir fizikas
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Dekartas (R.Descartes, 1596-1650) laiske Mersenui 1638 m. rasé, kad
tobuly skaiciy kaip ir tobuly Zmoniy yra labai labai mazai. Dar Euklidas
nustaté, kad lyginius tobuluosius skai¢ius n galima rasti i§ formulés:
n=2P1MP=2P102P -y,
kurioje M, yra Merseno pirminis skaicius. Iki Siol nerasta né vieno ne-
lyginio tobulojo skai¢iaus ir nezinoma, ar i$ viso jy yra. Skai¢ius n, ku-
rio dalikliy suma didesné uz 2n, t.y.
o(n) > 2n,
vadinamas pertekliaus skaiciumi; jei dalikliy suma maZesné uz 2n, t.y.
a(n) < 2n,
jis vadinamas nepritekliaus skaiciumi. Sie skaiiai irgi buvo charakte-
rizuojami, ieSkoma moraliniy ir biologiniy analogy. Pavyzdziui, graiky
matematikas Nikomakas apie 100 m. rasé: pertekliaus skaiciai yra kaip
gyviinai su deSim¢ia burny ar devyniomis lapomis, turintys tris eiles
danty ar Simta ranky ...; nepritekliaus skaiciai yra kaip gyviinai su viena
akimi, ar viena ranka, kuri turi maziau kaip penkis pirStus, arba netu-
rintys liezuvio...

Du skaiciai m ir n vadinami draugiskaisiais skaiciais, jei

o(m)=o(n)=m-+n.

Draugiskieji skaiciai pasizymi jdomiomis dalumo savybémis. Jau
Pitagoras surado pirmajg tokiy skai¢iy porg: 220 ir 284. Siuo metu
zinoma labai daug draugiskyjy skaiCiy pory, bet nezinoma, ar jy yra
baigtinis skaicius, ar jy yra be galo daug.

Apzvelgéme tik nedidele dalj natiiraliyjy skaiciy aibés poai-
biy, pamin¢jome kai kurias svarbias, jdomias, gal ir keistas jy sa-
vybes. Bet tai tik maZa dalelyté¢ milziniSko ir jJdomaus skaiciy teo-
rijos rimo.

Si teoriné medziaga paruoita naudojantis K. Bulotos ir P. Sur-
vilos knyga Algebra ir skaiciy teorija II (Vilnius, Mokslas, 1977),
o taip pat J. Sandor ir B. Crstici knyga Handbook of number theory
Il (Dordrecht/Boston/London, Kluwer, 2004). Nurodytoje litera-
tiiroje skaitytojas gali daug placiau pasiskaityti apie minimus Siame
straipsnelyje dalykus.
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PIRMINIAI SKAICIAI

10.

TRECIOJI UZDUOTIS

Nustatykite, ar yra pirminiai tokie skaiéiai: 2659, 2743, 2809, 2197,
2741.

Raskite, kurie i$ skai¢iy n, 3101<n <3200, yra pirminiai.

Raskite skai¢iy didziausius bendruosius daliklius ir nustatykite, ar
jie yra tarpusavyje pirminiai:

a) 714, 1638, 434;

b) 53497, 69601, 152317;

c) 34579, 52246;

d) 59411, 29039;

e) 4697, 1547, 143.

Irodykite, kad skaiciai 2n + 1 ir 9n + 4 yra tarpusavyje pirminiai;
¢ia n yra bet kuris natiiralusis skaicius.

Irodykite, kad pirminio skai¢iaus dalybos i§ 30 liekana yra taip pat
pirminis skai¢ius arba 1.

Irodykite, kad, pirminio skai¢iaus p>5 kvadratg dalydami i$ 24,
gauname liekang, lygig 1.

Irodykite, kad skaiCius 2047 yra Merseno skaiCius, bet néra
Merseno pirminis skaicius, o skai¢ius 127 yra Merseno pirminis
skaiCius.

Irodykite, kad skaiCius 257 yra Ferma pirminis skaicius.

Raskite visus skaiciy 496 ir 8128 daliklius ir juos susumavg jsitikin-
kite, kad Sie skaiciai yra tobulieji.

Raskite, kurie i§ skai¢iy n, 100<n <120, yra pertekliaus skaiciai, o
kurie nepritekliaus skaiciai.
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IV. KAIP SPRESTI, KAI NELABAI ZINAI KAIP?

Romualdas Kasuba
(Vilniaus universitetas)

1. Ivadiniai Zodeliai.

Kadangi niekas néra sugalvojes jokios teorijos, kuri mums, papras-
tiems, o net ir jums, arba visiems kitiems, biity naudingesné uz kokj nors
visiskai nesunky ,,be vargo, be kancios“ suvokiama uzdavinj, tai jau yra
visi§kai naturalu, kad buitent nuo vieno kokio nors tokio uzdavinio mes ir
dabar pradésime.

Dar daugiau: i$ karto visiSkai atvirai prisipazinsime mang, kad bu-
tent tokiy uzdaviniy (pa)nagrinéjimas kartu su skaitanc¢iuoju ir dar keliy
kity tokiy uzdaviniy pasitilymas panagrinéti skaitytojui ir yra ne tik Sios
uzduoties tikslas, bet ir §io teksto sura§ymo priezastis.

I8 kity galimy siekiamybiy norétume truputj aiskiau deklaruoti auto-
riaus troskima sudélioti visus tuos tikrai labai paprastus, bet gal visai ne-
prastus dalykus kokia nors ,,neuzsniidusia“ kalba ar tarme.

Bet dabar jau tikrai imkimés ty pazadétyjy paprasty neprasty uzda-
viniy, kalby apie jy sprendimus bei kity nepaskutiniy dalyky.

2. Uzdavinys.

Tvarkinguolé voveryté Julé, jsikiirusi Pavoveriuose (veikiausiai
tuose paciuose, pavyzdziui, kurie yra taip arti prisiglaude prie garbiosios
Pabradés) savo ziemai skirtas gigantiniy rieSutai¢iy atsargas jau yra su-
slapsCiusi 5 drevése. Jokia save gerbianti ty ar kity padangiy voveré né
uz ka nelaiko ir nickada nelaikys jokios drevés visai tusc¢ios, jeigu joje
galima biity pasidéti nors vieng rieSutait]. Lygiai taip pat jokia voveré
nickada dviejose skirtingose drevése nelaiko ir nelaikys po tiek pat
rieSuty. Na, o voveryté Julé dar grieZtai prisilaiko nepazeidziamo princi-
po suslapstyti rieSutus taip, kad bet kuriose trijose drevése biity paslépta
daugiau rieSutai¢iy negu kad jy yra likusiose dviejose drevése. Kaip
sako voveryté Julé, gyvenimo elegancija labai paakina iki panagiy gerbti
save ir todél nepalenkiamai laikytis modernaus principo:

»Didesnéje puséje dreviy — didesné pusé riesuty®.

Nedelsiant kyla du klausimai:

pirmasis egzistencinis (A):
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Ir

antrasis maksimalistinis, arba apie-kai-ka-pagalvota klausimas (B):

(A): ar tokia situacija Pavoveréje (prie pat Pabradés), ar Paluséje
(visai netoli Ignalinos), ar net padiame Zvéryne (jau Vilniuje), ar net dar
kitur yra jmanoma (egzistencinis tinkamu pavyzdziu jveikiamas
nerimas)?

(B): su kokiu paciu maziausiu arba minimaliu rieSuty skai¢iumi jau
galima ,sutverti tokig situacija (maksimalistinis klausimas ,,pagal
mazumga‘, arba minimalistinis — ,,pagal diduma*).

Truputj pagalvojus yra visiskai aiSku, kad minéta egzistencinj
nerima
negi Sitaip ,,va ir va kaip “ tikrai nutinka ne vien uzduociy formuluotése,

bet net ir realiame gélavandeniame Gelgaudiskyje
turéty sudoroti apylygis, bet visur skirtingas riesuty kiekis.

Na, pavyzdziui, visai aiSku, kad visur palikdami beveik po Simta,
bet niekur ne po tiek pat rieSuty, pavyzdziui,

98, 99, 100, 101 ir 102
jau turétume tinkama ta egzistencinj aritmetinj nerimga i§varantj pavyzdj.

I§ tikryjy viskas Cia yra gerai: mes juk dar neprimirSome, kad
rieSuty skaiciai visose drevése skirtingi (juk taip noréjome mes, atsi-
praSome, ne mes pirmiau, o voveryté Julé taip nor¢jo), o dar — ir kad
daugumoje dreviy yra ir dauguma rieSuty — taip pat yra aiskiau, negu
aisku.

Nes dabar juk gana bity kiekvienam dél to sunerimusiam pasakyti,
kad bet kurioje i$ ty trijy dreviy yra praktiSkai lygiai trys, o bet kuriose
dviejose drevése — praktiskai lygiai du Simtai rieSutaiCiy, o praktiskai
visada mazdaug lygiai trys Simtai yra praktiSkai visada daugiau negu
praktiskai visada mazdaug lygiai du Simtai.

Lieka maksimalistinis klausimas: kaip ¢ia su kuo maziau riesuty
tokig padétj sutvérus? Griebdami ,,i§ paties krasto“, galétume meéginti
imti patj maziausig skirtingy rieSuty rinkinj, arba

1,2,3,4ir5
rieSutus ir tikétis sekmés jau su
1+2+3+4+5,
arba jau su dar vos
15

rieSuty.

33



IV TEMA

Siuo atveju vienintelé ,,baimelé* jau tebity tik ta, kad ,,didesnéje
puséje dreviy dar gal nebus didesnés pusés riesuty*. Tikrai, visai aisku,
jog trijose ,,skysCiausiose* drevése yra

1+2+3,
arba
6,
o dviejose likusiose
4+5,
o tai jau i$ karto net
9

rieSutai — o tai daugiau negu prie$ tai tose trijose drevése — ir tuo
blogiau, nes daugumos principas tada jau biity pazeistas.

Todél teks paraSinéti: jeigu pazymeésime tuos skirtingus skaicius,
did¢jancius biitent tokia tvarka, kokia apacioje tos raidés surasytos, arba
atitinkamai

A /B, C,DirE,
tai dél nuoseklaus ty skaiCiy didéjimo (tada tikrai ir rieSuty skaiCius
visose drevése skirtingas) turime:
B<D-2,
C<E-2,
todél, suprantama, kad sudéjus galioja tokia teisybé:
B+C<D+E-4,
o veikiant minétam (beje, labai Dauguose mégstamam) principui
,,daugumoje — dauguma*“
privalo juk buti
A+B+C>D+E,
tai, vadinasi,
A>5.
Taciau tada B yra bent 6, C —bent 7, D — bent 8 ir E — bent jau 9.
Todél visai nesunku matyti, kad rinkinys, kuriame yra
ir5,ir6,ir7,ir8,irdar9
rieSutai, ir yra tasai rinkinys su paciu maziausiu rieSuty skai¢iumi
5+46+7+8+9
(ty rieSuty tada prisirenka net 35).

Tas rinkinys tikrai tenkina sglyga, kad trijy paciy maziausiy skaiciy
suma, atsipraSome, voverytés Julés bendras bet kurioje trijose drevése
palikty riesutaic¢iy kiekis yra garantuotai didesnis uz bendrg likusiy
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dviejy dreviy rieSutaiciy kiekj — nes mes juk ka tik patikrinome, kad trijy
paciy maziausiy kiekiy suma yra didesné uz likusiy paciy didZiausiyjy
dviejy!

3. Kitas pavyzdys.

Raskite nedidesnj uz 1000 nattiralyjj skaiciy, kuris uzbraukus vieng
kurj jo skaitmenj sumazéja 9 kartus.

Pirmiausiai primintume dalumo i§ 9 poZym;:

Natiiralusis skaicius turi lygiai tokia pacia dalybos i$ 9 liekana,
kokig turi to skaiciaus skaitmeny suma.

Misy uzdavinio sglygomis nedelsianti iSvada i§ to, kas pasakyta
auks$ciau, yra suraSyta zemiau:

Jeigu jau toks skaicius egzistuoja, tai jis tikrai dalijasi is

9
(nes juk pasakyta, kad skaicius

9
kartus sumazéja).

Tada, pavyzdziui, tokius i§ 9 besidalijancius dvizenklius skai¢ius
galima tiesiog visus imti i$ eilés ir patikrinti, gal kuris nors i$ jy ir tiks.
Tokiy besidalijanciy i§ 9 dvizenkliy skaiciy yra vos keli, imant juos i$
eilés tai

9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90 ir dar 99.

Ir i§ karto matome, kad vienas tinkamas skaicius tarp jy tikrai yra ir

ji mes i$ karto matome — tai

45.
Uzbraukus
45
pirmaji skaitmenj
4
lieka
35,
o tai tikrai yra
9

kartus maziau negu buvo pradzioje.

O kaip ieskoti toliau? Negi dabar taip pat darysime su trizenkliais
skaiciais? Juk jy jau daug daugiau — nors patikrinti visus juos kad ir i$
eilés dar buty jmanoma — tik pagalvokite — jy dar tebuty, Jas gal
nustebsite, bet lygiai lygiai viena Simtiné.
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Apskritai paprasto darbo nereikéty labai vengti ar bijotis —
zmogiskoji tiesa sako, kad néra blogy darby, o tiktai — biina juk retsy-
kiais i8 tikryjy taip — ne patys iStvermingiausi darbininkai.

O kad tinkamy trizenkliy skaiCiy pasidairyti verta, kad tai néra
tuséias reikalas, rodo mums tinkamas, beveik i§ karto sutiktinas
trizenklis skaicius

135.

Tai gal imkim ir viska surasykim, kad jau visiS$kai nieko nepra-
leistume.

Jeigu turime trizenklj skaiciy

ABC,
arba, kitaip tariant,
100A + 10B + C,
tai jame galime uzbraukti:

(%) Jo pirmajj skaitmenj A,

(#) Jo antrajj skaitmenj B;

(®) Jo trecigjj skaitmenj C.

Atvejis (%) veda prie lygybés

100A + 10B + C=9(10B + C),
kuri reiskia
100A =80B + 8C

ir, vadinasi,

8C
privalo baigtis

0,
ir todél pats

C
tada yra arba

0,
arba

5.
Pirmuoju i8 ty paskiausiyjy atvejy turésime, kad

5A=4B

ir, kadangi jie dabar jau negali buti nuliai, tai pagal turimas likusias gali-
mybes

A
yra
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4,

B
yra
5.
Biitent taip mastant horizonte ir atsiranda skaicius
450.
Jis labai jau ,,primena‘ miisy jau sutikta skaiciy
45,
tik dabar jis yra su ,,priraSytu’ nuliu. Galétume ir dar sykj prirasyti nulj,
bet keturzenkliy skai¢iy mums dabar dar nereikia.
Antruoju i$ ty nagrinéjamyjy atvejy
100A =80B + 40

ir todél
5A=4B + 2.
Tai veda prie tokiy galimybiy:
B=2irA=2
bei
B=7irA=6,
duodanciy
2
naujus tinkamus skaicius:
225
ir
675.

Todél, uzbraukinédami pirmgjj skaitmenj, turétume 3 trizenklius
atvejus:
225, 450 ir 675.
Atvejis (#), arba kai uzbraukinéjame antrajj skaitmenj B:

tada
100A + 10B + C = 9(10A + C),
arba
10A + 10B = 8C,
o tai jau reiskia, kad
5(A + B) = 4C,
todél, kadangi
C
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nelygus
0,
nes tada ir
A+B
buty
0,

o su ,.tikrais trizenkliais skaiciais* taip nebiina, tod¢l belieka galimybe,
kad

C
tai tik
35,
0 tada
A+B
tai tik
4.
Pastaroji galimybé reiskia tokias
5
skaiciy
AirB
poras:

0, 4), (1, 3),(2,2),(3,1) ir (4.0),
arba skaicius
(0)45, 135, 225, 315 ir 405.
IS jy mes dar nesame mate tik
315 ir 405.
Atvejis (@), arba kai uzbraukinéjame jau treciajj skaitmenj C:
tada
100A + 10B + C = 9(10A + B),
arba
10A+B+C=0
ir todél mums tinkamy A, B ir C néra.
Atsakymas: Visi maZesni uz 1000 skaiciai, kurie sumazéja 9
kartus uZbraukus vieng kurj jo skaitmenj yra
45, 135, 225, 315, 405, 450 ir 675.
4. Dar vienas, jau trecias pavyzdys.
Padarysime kazka dar visai paprasto, ir i$ to paprasto ,,eidami atgal*
kaip mat ,,sumesime uzdavinj*.
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Paimkime 3 x 3 matmeny lentele ir | jg kaip nors suras§ykime visus
skaiCius
1,2,3,4,5,6,7,8ir9,
jrasinédami po vieng skaiciy j kiekvieng langelj, na, pavyzdziui, kad ir
taip:

1] 3]5
2 | 9 | 8
4 |6 | 7

Dabar imkime i$ eilés po tris skaicius, esancius atitinkamai visose
trijose eilutése ir po tris skaiCius, esanCius atitinkamai visuose trijuose
stulpeliuose, ir sudauginkime juos.

Miisy atveju taip darant rastysi

6
sandaugos:
1-3-5
2-9-8
4-6-7
1-2-4
3-9-6
5-8-7,
arba
6
skaiciai:

15, 144, 168, 8, 162 ir 280.
Galop — o kg ten geriau su jais daryti besugalvosi — sudéje visus
tuos
6
skaiCius gautume
15+ 144 + 168 + 8 + 162 + 280 = 777.
Koks yra pats bendriausias to, neslépkime, jspuidingo skaiciaus
777
ypatumas?

O, zinoma, pirmiausiai krenta i akis tai, kad jis nelyginis, nors labai
galétume ir norétume pagirti ta grazy skaiCiy ir uz jo visus vienodus
skaitmenis, bet tai nebiity pats ,,demokratiskiausias‘ jo privalumas.

Nes tas jo privalumas su vienodais skaitmenimis yra i$ ty retesniyjy
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privalumy.

04, ne kiekvienas skaicius galéty tuo pasigirti.

O kad jis nelyginis, tai visai kas kita, tuo jis net ir artimy kaimyny
775 ir 779 palanky démesj iSkart prasimanyty, nes ir jie juk yra
nelyginiai, o su kaimynais juk geriau esti sutariant, arba juos — kaip kad
dabar, pasitaikius progai — pagarbiai paminéjus.

Jeigu dabar mes dar — dirbdami toliau — nes dar miaisy uzdavinys iKi
galo nesudétas, sudéliotume tos pradinés lentelés atitinkamy 3 eiluciy ir
atitinkamy 3 stulpeliy skaicius, tai gautume tokius rezultatus:

Dédami eiluciy skaicius, turétume:

1+3+5=9,
2+9+8=19,
44+6+7=17,
o0, dédami stulpeliy skaicius, paeiliui gautume:
1+2+4=7,
3+9+6=18,
5+8+7=20.

Jeigu dabar vél stengtumés kaip nors ,,pagirti uz nelyginuma*, tai
galétume pasakyti, kad
ir tarp trijy lentelés skaiciy sumy eilutémis,
arba skaiciy
9,17ir 19
tikrai yra
nelyginiy
skaiCiy (net jie visi),
ir tarp trijy stulpeliy sumy skaiciy,

arba
7,18 ir 20
nelyginiy
skaiCiy irgi yra (jau nebe visi, dabar jau tik vienintelis skaicius
7,
bet
nelyginé

suma vis tiek yra).

Reziumuodami galétume pasakyti Stai ka:

Mums labai atrodo, kad jeigu sudaugine visy trijy eiluciy ir visy
trijy stulpeliy skaicius ir po to visus tuos 6 skaicius sudéje gauname
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nelyginj
skaiciy (taip mes ka tik buvome gave
777),
tai tada bitent dél to nelyginumo ir atsiranda
tokia lentelés eiluté
(musy atveju tokios buvo ,,iStisai visos trys eilutés), o taip pat dar ir
toks lentelés stulpelis
(musy atveju toks buvo pirmasis stulpelis su skaiciais
1,3, 5),
kuriy
visy triju skaiciy suma
yra
nelyginis skaicius.

Ar galima biity tai jrodyti?

Paméginkime nueiti 5j kelig atgalios.

Tarkime, kad visy trijy eiluciy ir visy trijy stulpeliy skaiciy
sandaugy suma yra nelyginé. Tai reiskia, kad mes, sudéje

6
skaiCius, gavome nelyginj skai¢iy. Tada, kaip saulé danguje, aisku, tarp
ty dedamyjy skaiciy garantuotai turéjo pasitaikyti mazy maziausiai nors
vienas koks nelyginis skaicius.

Tas mazy maziausiai bent vienas pasitaikes toksai nelyginis
skaiCius ,,pagal savo darybg™ pats yra trijy sveikyjy skaiciy sandauga,
todeél, jeigu jau trijy sveikyjy skaicCiy sandauga yra nelyginé, tai tada jau
juk tikrai ir visi tie trys dauginamieji skai¢iai, yra, ,,visi trys kaip
vienas®, visi nelyginiai skaiciai.

Nemazindami bendrumo (prireikus mes paslaugiai ir pacia lentelg
persuktume, arba ,.transponuotume®, kad tik eilutés galéty virsti stulpe-
liais, o stulpeliai — eilutémis, ir dar prireikus-paprasius mes ir pacius
stulpelius ar eilutes vietomis perstatytume) ir po ty visy pastangy mes
galime tvirtai vaizduotis, kad visi tie trys kalbamieji nelyginiai skaiciai
»Zyvena“ paciame pirmame tos lentelés stulpelyje:

Vienas nelyginis skaicius
Kitas nelyginis skaicius
Trecias nelyginis skaicius
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Vadinasi, jeigu jau

3
i$
5
nelyginiy skaiciy ,,gyvena* pirmame stulpelyje, tai like
5-3=2
nelyginiai skaiciai ,,gyvena® kur nors kitur tose
3
eilutese.
Taciau jeigu jau kokie nors
2
skaiciai ,,gyvena‘*
3

kokiose nors eilutése, tai tada tikrai lieka kuri nors tais dviem skaiciais
visai ,,neapgyvendinta“ eiluté. Toje ,,neapgyvendintoje eilutéje (nema-
zindami bendrumo, galime sakyti, kad pacioje auk$c¢iausioje) nelyginiy
skai¢iy daugiau néra, yra tik tas i§ pirmojo stulpelio), o kiti skaiciai
antrajame ir treciajame stulpelyje yra abu lyginiai ir todél padétis tokia:

Vienas nelyginis skaiCius | Lyginis skai¢ius | Lyginis skaiéius
Kitas nelyginis skai¢ius

Trecias nelyginis skaiCius

Dabar mums beliko pasakyti, kad ir
pirmojo stulpelio
ir
pirmosios eilutés
skaiCiy sumos abi yra
nelyginiai skaiciai.
Tuo miisy tvirtinimas yra jrodytas.

Du klausimai arba vienas toks galvolauZis skaitytojui.

Dabar miisy skaitytojui, garbiam Lietuvos jaunyjy matematiky
mokyklos klausytojui, kartu su visais skaitlingais jo draugais ir pagalbi-
ninkais, norétume iskelti mazy maziausiai

2
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klausimus:
vieng lengva,

kita — dar lengvesnj.
Mes tuoj suformuluosime juos, o tada Jiis jau patys nesunkiai
pamatysite ar kitaip nuspresite, kuris ¢ia uz kurj yra lengvesnis.

1 klausimas: Ar Siuose samprotavimuose yra taip jau labai svarbu,
kad tie kalbamieji j lentele talpinami skaiciai yra biitent tie pirmieji
9
natiralieji skaiciai
1,2,3,4,5,6,7,8ir9?
Ar negaléty jy vietoje eiti bet kurie Kiti
9
i§ eilés einantys
sveikieji skaiciai, pavyzdzZiui:
2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016, 2017, 2018, 2019 ir 2020?
2 klausimas: O kq, o gal j tq lentele ir apskritai galéty buti po
vieng jrasomi is viso bet kokie
9
skirtingi
naturalieji skaiciai?

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. 7 drevése voveryté Julé iSslapsté ziemai paliktus rieSutus. Ji tebéra
tvarkinga ir todél jokia drevé neliks tuscia. Ji yra nepakartojama,
todél jokioje drevéje niekada nebus tiek pat rieSuty kaip kitoje. Ji
yra labai sumani, uztat bet kuriose keturiose jos drevése visada yra
daugiau rieSuty negu likusiose kitose trijose drevése (didesnéje
puséje dreviy — didesné pusé atsargy). Kiek maziausiai rieSuty turi
bati susirankiojusi voveryté Julé, kad galéty jgyvendinti tokj Ziemos
atsargy sandéliavimo modelj.

2. Raskite visus keturzenklius skaicius, kurie sumazéja 9 kartus is-
braukus patj pirmajj to skaiciaus skaitmenj.

43



IV TEMA

3. Suprastinkite trupmeng
1010111110101

1100111110011

tiek, kad daugiau jau nebejmanoma.

4. Ona, Jonas ir Marijona skuta bulves Dztkijos aritmetiky sueigai
Druskininkuose. Ona per 10 minuciy nuskuta 18 bulviy, Jonas per
6 minutes nuskuta 7, o Marijona per 15 minuciy — net 23 bulves.
Per kiek laiko jie, taip dirbdami, visi kartu nuskus 540 bulviy?

5. AStuoniazenklis skaiCius yra toks, kurio pirmieji keturi skaitmenys
yra visi tokie patys ir paskutinieji keturi skaitmenys — irgi visi tokie
patys (bet gal kartais ir kitokie, kaip tie pirmieji, nors ir nebiitinai);
priedo dar bitinai reikia, kad tas astuoniazenklis skaicius buty ir
skaiCiaus 45 kartotinis. Koks tada galéty baiti pats pirmasis tokio
aStuoniazenklio skaiciaus skaitmuo?

6. Apie tris teigiamus skaiCius yra tvirtai ir patikimai zinoma, kad
parinkus bet kurj i§ jy ir prie jo pridéjus dviejy likusiyjy skaiciy
kvadraty suma, visada gaunamas vienas ir toks pats skaicius, kad ir
kokj i§ ty skai¢iy beimtume. Ar butinai tada visi tie trys pradiniai
skaiciai turéty sutapti?

7. Jeigu bet kuriy

keturiy
i$ 10 turimy sveikyjy teigiamy skai¢iy suma yra visada
didesné
uz bet kuriy kity
triju
i§ likusiyjy skai¢iy suma, tai ar biitinai tada ir bet kuriy
triju
skai¢iy suma yra
didesné
uz bet kuriy
dvieju

skai¢iy sumg?
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8.

10.

Levui Tolstojui priskiriamas garsusis uzdavinys su pjovéjais. Pjové-
ju brigada turéjo nupjauti dvi lankas: didesniaja ir kita, perpus
mazesne. Ryta visa brigada émé pjauti didesniaja pieva. Tos dienos
darbo laikui jpuséjus brigada pasidalijo i dvi dalis. Pirmoji pusé
toliau pjové didesniaja pieva ir iki vakaro ja nupjové. Kita pusé
brigados, neprarasdama né akimirkos, émé pjauti mazesn¢ pieva,
bet iki vakaro darbo nebaigé. Likusia nenupjautg mazesniosios
pievos dalj per dieng nupjové vienas pjovéjas. Kiek pjoveéjy buvo
brigadoje?

Tévas savo stinums paliko daug vienody gintariuky. Pats vyriausias
stinus gavo 4 kartus maziau gintariuky, negu visi lik¢ jo broliai
kartu. Treciasis pagal gautg gintariuky kiekj brolis gavo jy 9 kartus
maziau negu visi lik¢ jo broliai kartu. Galiausiai pats maziausiai
gintariuky gaves stnus gavo jy 10 karty maziau negu visi like
broliai kartu. Kiek stiny buvo pas téva?

Ar tikrai (ir jeigu taip, tai tada kodél) skaiCius
X2 +x+1
niekaip negali dalytis be liekanos i$
9,

jeigu tik x yra naturalusis skaic¢ius?
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V. SIMETRINES TAPATYBES, LYGTYS IR
NELYGYBES

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Reiskinys R(Xx, y) su kintamaisiais x ir y vadinamas simetriniu
reiskiniu, jeigu jo iSraiSka nepasikeiia sukeitus vietomis X ir VY.
x2+5xy+ y2

Xy

Pavyzdziui, reiskinys yra simetrinis, o reiSkinys
2 2 e
X< +5y“ — nesimetrinis.
Reiskinys su trimis kintamaisiais X, y ir z vadinamas simetriniu
reiSkiniu, jeigu jo iSraiSka nepasikeicia bet kaip sukeitus vietomis
. . . v - vy s X Xz z
kintamuosius X, y ir z. Pavyzdziui, reiskinys Xy, xe v
z Yy X
reiskinys. AnalogiSkai galima apibrézti simetrinius reisSkinius su dides-
niu kintamyjy skai¢iumi. Mes apsiribosime tik dviejy ir trijy kintamyjy
simetriniais reiskiniais.
Lygybe Ri(X,y,z)=Ro(X,y,2z), kuri galioja visoje reiskiniy

yra simetrinis

Ri(x,y,2) ir Ro(x,y,z) apibrézimo bendroje srityje, vadinama
tapatybe. Jeigu reiskiniai Ry(X, Yy, z) ir Ry(X,y, z) yra simetriniai, tai
tapatybé vadinama simetrine tapatybe. Analogiskai apibréZziamos ir
simetrinés lygtys bei simetrinés nelygybés.

Simetrinés tapatybés ir simetrinés nelygybés jrodomos jvairiais
budais (zr. [2], [3]). Simetriniy lygciy sistemy sprendimas nagrinétas [1]
uzduotyje. Sioje temoje simetrines tapatybes ir simetrines nelygybes
jrodinésime bei sprgsime simetrines lygtis, remdamiesi simetriniy dau-
gianariy savybémis. Pla¢iau apie simetriniy daugianariy taikymus galima
pasiskaityti [4] knygeléje (rusy k.).

Atidziai perskaite pateiktus nurodymus ir iSnagringje pavyzdziy
(ypa¢ 1-0jo, 6-ojo ir pagalbiniy nelygybiy) sprendimus bei jrodymus,
sékmingai atliksime pateiktg uzduotj.

Norintiems susidaryti geresnius simetriniy tapatybiy ir simetriniy
nelygybiy jrodingjimo jgiidZius skirtas uzdaviniy rinkinélis ,,Pasitreniruoki-
te” su trumpais nurodymais. Siy uzdaviniy sprendimy pateikti nereikia!
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1. Dviejy kintamyjy simetriniai daugianariai

Daugianariai X+ Y ir Xy yra patys paprasiausi dviejy kintamyjy
simetriniai daugianariai. Juos vadinsime pagrindiniais simetriniais dau-
gianariais ir zymésime atitinkamai p; ir p,. Aukstosios algebros kurse
jrodoma teorema apie bet kokio dviejy kintamyjy simetrinio daugianario
idreiskima pagrindiniais simetriniais daugianariais p; ir p,. Sios teo-
remos nejrodinésime ir apsiribosime konkreciais pavyzdziais, reikalin-
gais uzduoties atlikimui.

1 pavyzdys. Pagrindiniais simetriniais daugianariais p; =x+y ir
P, =Xy iSreik§ime laipsniy sumas S, =x"+y" (simetrinius daugia-
narius), n=1,2,3, ....

Sprendimas. Akivaizdu, kad

Si=x+y=p, Sp=x"+y?=(x+y)?-2xy=p{ -2p,.
Irodysime, kad S,, = P1S;,_1 — P2Sn_2, N =3.

Xn—l

Lygybés S,_q = + yn_l abi puses padauging i§ p;=X+Y,

gauname:
PiSng = (x+y) X"y = x4y e xy(xM 2+ y"2) =S+ paSp_p.
IS ¢ia
Sh = P1Sn1— P2Sp-2, N23.
Kai n=3, gauname:
S3= 1Sz — P2S1 = P1(pf —2p2) — PPz = Pi —3piP2.
Nesunku jsitikinti (jsitikinkite!), kad
Sy = Py —4pf P +2p5,
S5 = pi —5p P2 +5p1p3
Sg = Pt —6p; P2 +9pf pZ —2p3,
S, =P —7p; P, +14p p; 7P, ;.
Siomis i§raiskomis remsimés spresdami uzdavinius.
ISvesime dar vieng sarys§j tarp P, ir p,. Aisku, kad

47



V TEMA

(x=y)" =X"+y*-2xy=S,-2p, = p; —4p, 0.
Pazyméje t = pf —4p,, gausime, kad

1
P, =Z(pf —t), t>0.
2 pavyzdys. Irodysime tapatybe
(x+ y)7 —x'- y7 =7xXy(xX+Y) (x2 + Xy + y2)2.

Sprendimas. Remdamiesi pirmame pavyzdyje iSvestomis S, iSrais-

komis, gausime:

(x+y) =x" =y =p{ -S;=p{ ~(p{ 7P - pp +14P5 - pF - TpyP3) =

=7pLPa(PL ~2pf Py + P5) = TPuPa( PE - Py)? = Txy(x+y) (O +xy+ %) 2.

Taigi tapatybé irodyta.
3 pavyzdys. Rasime lyg¢iu:
a) 3(x+Yy) =3x? —2xy+3y2 ir b) X2 + Xy + y2 = x2y2
sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. a) Abi lygties puses iSreiSke pagrindiniais simetriniais
daugianariais, gauname tokia lygti:

3p;=3S,-2p, < 3p =3(pP —2py) —2p, < 3pf —3p =8p, <
<:>3p12—3p1£8-%p12=2p12<:> p? —3p, <O0.

Sios nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas [1; 3].

Kadangi p; turi buti sveikasis skaiius, tai p; gali igyti tik Sias
reikSmes: pp =0, py=1 p;=2, pp=3.

Kai p; =0, i$ lygties 3p12 —3p; =8p, randame, kad p, =0.

Kai p; =1, tai p, =0;

. 3
kai pp=2, py =ZeZ;

kai pp =3, py =%¢Z.
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Vadinasi, lygties 3(x+Yy) = 3x% - 2xy+3y2 sveikuosius sprendi-
nius rasime, i§sprende Sias lygciy sistemas:

{x+y=0, . {x+y=1,

xy=0 xy =0.
Pirmoji turi tik vieng sprendinj (0; 0), 0 antroji turi du sprendinius: (0; 1)
ir (1; 0).
Ats.: (0; 0), (0; 1), (2; 0).
b) Kadangi

X2 +xy+y? =x?y2 & Sy +py=p3 & pf—py = pi &

[ 2
p;+p,— P =0, tai p, =w
skaiCius, pasaknio reiskinys turi biiti nelyginio skaiciaus kvadratas.

Nagrin¢kime du atvejus:
1)Kai 1+4pf =1, tai p,=0 ir todél p,=0 arba p,=-1. K-
sprende lygciy sistemas
{x+y=0, . {X+y:1,
xy=0 xy =0,
gauname tris sveikuosius lygties sprendinius: (0; 0), (1; -1), (-1; 1).
2) Kai 1+4|012 = (2m+1)2, meZ, m=0, tai p12 —m?+m. Bet
m*+m=m(m+1) néra sveikojo skaiGiaus kvadratas, kai m=0.

. Kad p, bity sveikasis

Todél p, negali biti sveikojo skai¢iaus kvadratas.
Ats.: (0; 0), (1;-1), (-1, 2).

4 pavyzdys. Irodysime, kad 8(a4 + b4) >(a+ b)4 ,jei a,beR.

Sprendimas. Pasinaudoj¢ pirmame pavyzdyje gautomis S, iSrais-
komis ir lygybe p, =%(p12 —t), t>0, gausime:
8a’ +b")—(a+b)" =8(p; —4p/p, +2p;)— p; =

1 1
=7p; ~32p7 - (B ~0)+16- (] —1)" =
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=7p! —8p} +8pit+p! —2p2t+t? =6pit+t2 >0,
Lygybé galima tik tada, kai t =0, t. y. kai a=Dh.

5 pavyzdys. ISspresime Sias lygtis:
a) 10x% +19x° —19x* - 20x3 -19x% +19x +10=0;

b) 12x° —4x* —27x% —27x% — 4x +12=0.

Sprendimas. Abigjose lygtyse vienodai nutolusiy nuo pradzios ir
nuo galo nariy koeficientai yra lygis. Tokios lygtys vadinamos sangrg-
Zinémis lygtimis. Jas sprgsime, remdamiesi 1-ame pavyzdyje gautomis
Sy, iSraiSkomis.

a) Kadangi x =0 néra lygties

10x% +19x° —19x* —20x® —19x% +19x +10=0
sprendinys, $ig lygti padalije i$ X3, gauname:
10x3 +19x% —19x — 20-19. = !, 10

;+19'—2+—3=O<:>

X X
= 1O[x3 +i3j+19(x2 +i2j—l9[x+lj—20:0.
X X X

Tegu x+1 p. Kadangi x-—=1, tai remdamiesi pirmame pavyz-
X X
dyje i8vestomis S, iSraiSkomis, kai p; =p, 0 p, =1, gausime:

S=x+1=p, S, =x2+i2= p2-2, Sg=p3-2p.
X X
Sias israiskas jrade j lygti, gauname:
10(p3 -3p) +19(p? -2)-19p-20=0 <
< 10p3 +19p? - 49p —58=0.
Pastebéje, kad p=-1 yra Sios lygties sprendinys, kairigja jos pus¢

i§skaidome dauginamaisiais. Daugianarj 10 p3 +19 p2 —49p-58=0 da-
lijame kampuciu i§ p +1:
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_10p®+19p® —49p-58=0 [p+1

10p° +10p? 10p? +9p-58
_9p?-49p
9 p2 + 9p
_—58p-58
~58p—58
0
Taigi
10p3 +19p2 —49p —58=(p+1)(10p? +9p —58).
Lygtis
10p% +19p? - 49p-58=0
suskyla i dvi lygtis:

p+1=0 ir 10p®+9p—58=0
Jy sprendiniai atitinkamai yra:

. 29
=-1lirp=2, p=——.
Y P p 10
ISsprendg lygtis
x+1=—1, x+1=2, x+1:—§,
X X X 10
t.y. lygtis

X2 +X+1=0, X2 —2x+1=0 ir 10x% + 29x+10=0,
gausime nagrinéjamos lygties sprendinius.
Pirmoji lygtis sprendiniy neturi. Antroji lygtis turi vieng sprendinj:
X = X2 =1, o treCiosios lygties sprendiniai yra X3 = —g ir x4 = s

Ats.: 1, —§, —g.
2 5
b) Nesunku pastebéti, kad x =—1 yra lygties
12x° —4x* = 27x3 = 27x% —4x+12=0
sprendinys. Kairigjg lygties pus¢ padalijame i§ X +1:
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12x° —ax* —27x3 - 27x% —4x+12=0 | x+1
12x° +12x4 12x% —16x3 —11x% —16x+12

_—16x*-27x°
—-16x* —-16x°
_—11x% - 27x?
—11x° —11x?
_—16x* —4x
—16x* —16x
_12x+12

12x+12
0

Kadangi
12x° —4x* —27x3 = 27x* —4x+12 = (x +1)(12x* —16x° —11x* —16x +12),
nagrinéjamoji lygtis iSskaidoma j dvi lygtis:
x+1=0 ir 12x* -16x> —11x% —~16x+12=0.
Pirmos lygties sprendinys yra ¥ =—1 (mes ji buvome atspéje!), 0 antra

lygtis yra sangraziné. Ja padalije i$ X2, gausime:

12(x2 +i2j—16(x+%)—11=12(p2 —2)-16p-11=12p® —16p—35=0.
X

Is cia pz—% arba ng. Taigi, iSsprende lygtis X+1=—% ir
X

1 5 . .
X+—==—, rasime lygties
X 2

12x* —16x° ~11x% —~16x+12=0 sprendinius.
Pirma lygtis sprendiniy neturi, o antros lygties sprendiniai yra: 2 ir

—. Vadinasi, nagrin¢jamoji lygtis turi tris sprendinius. -1, 2 ir >

Ats.: -1, l, 2.
2
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2. Trijy kintamyjy simetriniai daugianariai
Daugianariai x+Yy-+2z, Xy+Xz+Yyz ir Xyz yra papraséiausi trijy
kintamyjy simetriniai daugianariai. Juos vadinsime pagrindiniais trijy
Kintamyjy simetriniais daugianariais ir atitinkamai Zymésime pq, P, ir p3.
Kaip ir dviejy kintamyjy simetriniai daugianariai, taip ir trijy kinta-
myjy simetriniai daugianariai iSreiSkiami pagrindiniais simetriniais dau-
gianariais
X+Y+Z=p, XY+XZ+Yyz=py Ir Xyz=ps.
Sio teiginio irgi nejrodinésime ir nagrinésime tik atskirus simetriniy
daugianariy atvejus.
6 pavyzdys. Simetrinius daugianarius
Sp=x"+y"+2z", n=0,123,..,
iSreikSime pagrindiniais simetriniais daugianariais.
Sprendimas. Akivaizdu, kad
SO=x0+yO+ZO=3,
Si=x+y+z=p,

Sy = x? +y2 +22 =(x+ y+z)2 —2(Xy+xz+Yyz) = p12 —2py.
Isitikinsime, kad
Sh = P1Sn_1— P2Sh_2 + P3Sp_3. N=3 (Niutono formule):

P1Sh—1— P2Sp—2 + P3Sp_3 =
=(X+y+2)(X" Ty 2" S (xy+ xz+ y2) (X2 Y2 2"

+xyz(x" 3y 4N -

-1 -1

+x" 7y "yl -

n-1

="+ y" 2" xy" Xy xg"

n-1 2

—" Yy Mz )" Yy x4 xy" P+
+x"2y2) + (X" 2yz 4 xy" Pz 4 xyz" ) =X+ y" + 2" =,
Taigi patikrinome Niutono formulg.

Remiantis Sia formule nesunku jsitikinti (jsitikinkite!), kad
S3= i ~3p1P2 +3ps,
Sq = Py —4pf Py +2p5 +4p1ps,
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S5 = P —5p7 P2 +5pP1P3 +5pf P3 —5p, s,
2.2 2
Se = P —6p1 p2 +9p{ p5 —2p3 + 67 p3 ~12p P2 P3 +3p3,
S7=p{ —7pP Py +14p7 3 —7pyP3 +7p; P3—21pf pop3 +
+7pyp +7p3ps.
Sios formulés labai supaprastéja, kai p, =0. Tada, pavyzdziui,
S3=3p; ir S, =2p3.
Kitaip sakant
P4y +28 =3xyz ir x*+y*+2* =2(xy +xz2 + yz)?,

jeigu x+y+z=0.

7 pavyzdys. Jrodysime, kad xyz=0, jeigu

2=x3+y3+z3=1.

X+y+z=x>+y?+12
Sprendimas. Remdamiesi 6 pavyzdyje gautomis S,, iSraiSkomis ir
Sio pavyzdzio salyga, gausime lygCiy sistema

S]_: plzl,
Sy = p12—2p2 =1,

S3=pi ~3pLP, +3Ps =1
turin€ig vieintelj sprendinj: py =1, p, =0, p3=0.
Taigi xyz=0.
Pastaba. Kartu jrodéme, kad xy+xz +yz=0.

8 pavyzdys. Irodysime, kad

7 3 4

a’+b’ +c _a3+b3+c a*+b*+c
7 3 2

jeigu a+b+c=0.

Sprendimas. Remdamiesi 6 pavyzdyje gautomis S,, iSraiskomis, kai

pp =0, apskaiciuosime jrodomosios tapatybés kairiosios ir deSiniosios
puseés reik§mes. Gausime, kad

az+bz+c7 _S7 _ 7p3ps — p2ps

7 7 7 ’
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a3+b3+c3‘a4+b4+c4_§‘5_4_3&.2p§_pgp
3 2 3 2 3 2 "W
3,13, 3 4,14, .4
Vadinasi, a7 +by+¢7 _a +b3 tc @ +b2 *C  kai a+b+c=0.
2 2 2
9 pavyzdys. Irodysime, kad X—2+y—2+—2=1, jeigu LD A
a® b° ¢ a b
ir E+B+E=O.
X y z
Sprendimas. I salygos iSplaukia, kad z#0, a=0,
b=0, c=0. Tegul gzu, %zv, %:w. Tada u+v+w=1 ir
1+1+£=0, t.y. uv+uw+vw=0.
u v w
Taigi pp=1 p, =0 ir todel

X2 2 2

Irodysime keleta pagalbiniy nelygybiy, kuriomis galima remtis jro-
dinéjant sudétingesnes nelygybes ir sprendziant ekstremumy uzdavinius.

1. Akivaizdu, kad

(x—y)2+(x—z)2+(y—z)2 >0.
IS Cia
x2+y2+z2 > Xy+Yyz+2x, arba S, > p, suvisais X, Yy, zeR.

Kadangi S, = p12—2p2, tai p12—2p2 > po; taigi p12 >3po.

Irodéme, kad (X+y+ 2)2 >3(xy + Xz + yz). Lygybé galima tik tada,
kai x=y=1z

2.Tegu x=ab, y=bc, z=ca Sias israiskas jrase j nelygybe
(X+y+ z)2 > 3(Xy + Xz + yz), gausime:

p% > 3(ab2c +abc? + azbc) =3abc(a+b+c)=3p;ps.
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Vadinasi,
p5 23pyps.
Lygybé galima tik tada, kai a=b=c.
3. Jei X, y, z yra teigiami skaiiai, tai p; >0, pp, >0 ir p3 >0.
Sudauging nelygybes p12 >3p, ir p% >3pp3, gauname nelygybe
PL P2 = 9P1P2Ps, o i jos — nelygybe:

P1P2 = 9p3.
Lygybé galima tik tada, kai x=y=2.

4. Jei X, y, z yra teigiami skaiciai, nelygybe p12 >3p, padauging i§
p12, gausime:

pr’ >3p{ P2 =3p1 - (PLP2) 2 3py-9ps =271 g,
o0 i§ ¢ia — nelygybe
pf’ >27p3.
Lygybé galima tik tada, kai x=y=z.
5. Jei X, Y, z yra teigiami skaiciai, tai

P3>po-p5 = py-3p1Ps =3P3-(Py- P2) >3p3-9=27p3.
Taigi

p3 > 27p5.
Lygybé galima tik tada, kai Xx=y =z.
10 pavyzdys. Jrodysime, kad X2 + y2 +2%2> %(x +y+ z)2 su visais
X, ¥,zZeR.
Sprendimas. Nelygybe S, > p, padauging i§ 2 ir sudéje su lygybe

82=p12—2p2, gauname, kad 3822p12. I§ ¢ia Sy Z%plz, arba

x2+y2+z2 2%(x+y+z)2.

Lygybé galima tik tada, kai x=y =1z.

56



SIMETRINES TAPATYBES, NELYGYBES IR LYGTYS

11 pavyzdys. Rasime sandaugos xyz didziausia reikSme, kai
Xy+xz+yz=1ir x>0, y>0, z>0.

Sprendimas. I§ nelygybiy p12 >3py ir p% >3p, p3 iSplaukia, kad
p3 < p3

P 30 "33 py 3\/_

Taigi xyzsi. Lygybé (didziausia reik§mé!) galima tik tada, kai

nes p, =1.

3/3
1
X= y =7= E
12 pavyzdys. Rasime  reiSkinio S LA maziausia
zZ Xy

reikSme, kai x2+y2+z2 =1ir x>0, y>0, z>0.
xy yz x x2y2+y222+x222
Z Xy Xyz

Sprendimas. Kadangi S =

ir
x’y? +y?z% + x%2% =%((X2 +y?+2?)txt -yt -2%) =%(522 —S4)=

1
=5 ((P =2p)" — pi' +4p{ P, ~2p; —4P1Ps) = P; ~2P1Ps
(rémémeés 6 pavyzdyje gautomis S, ir S, iSraiSkomis), tai

s P2 =2PiPs  3PiPs—2pips

P3 P3

1
Lygybé galima tik tada, kai Xx=y=72=—.
ygybe g y \/5

Tada py=X+y+z =i =+/3. Vadinasi, maZiausia S reik§mé yra 3.

3

13 pavyzdys. [rodysime, kad
ab(a+b-2c)+bc(b+c—-2a)+ac(a+c—2b) >0,
kai a>0, b>0, ¢>0.
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Sprendimas. Aisku, kad
ab(a+b—-2c)+bc(b+c—2a)+ac(a+c—2b) =
=ab(p; —3c) +bc(p; —3a) +ac(p; —3b) =
= py(ab+bc+ac)—9abc= p;p, —9p3 >0,

nes pypo =29p3 (Zr. 3 pagalbing nelygybe).
Lygybé galima tik tada, kai a=b=c.

14 pavyzdys. Rasime lygties
ﬁ+£+£:3
zZ y X
sveikuosius sprendinius.
Sprendimas. Atkreipkime démesj, kad x #0,y #0,z #0. Tegu

X Xz Z
—y:u, — =V, y—:w. Tada
Z y X
p=Uu+V+w=3,
Xy Xz X 7 XZ Vyz
p2=uv+uw+vw=—y-—+—y-y—+—-y—=x2+y2+22.

zZ'y 7 X Yy X
Kadangi p, S% p12 (zr. 1 pagalbing nelygybe), tai

x2+y2+z2 s%pf =3.
Is ¢ia [ XHYyHz[EL (X, Yy, z — sveikieji skaiciai!). Vadinasi, u=+=1,
v=11 w==1. Taciau u+v+w=3. Tod¢l yra vienintel¢ galimybé —
ﬁ:l, E=1, E=1 sveikieji sprendi-
z y X
niai yra: (1, 1, 1), (1, -1, -1), (-1, 1 -1) ir (-1, -1, 1). Nesunku jsitikinti,
kad visi jie yra ir pradinés lygties sprendiniai.

Ats.: (1,1,1),(1,-1,-1), (-1,1-1), (-1,-1,2).

u=v=w=1. Taigi sistemos

PASITRENIRUOKITE

I. Trodykite tapatybes:
a) (X+ y)4 xhy y4 =2(x2 + Xy + y2)2;
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7 7 7
X+ -X' - 7
? ((x );'))3 X3 53 ZE((X+y)4+X4+y4)'
+ — —

[Nurodymas. Pazymékite Z — =X —Y tadax +y +z =0) ir remkités
8 pavyzdziu.]

Jrodykite, kad jeigu a +b +c =0, tai

1) 2@*+b*+ch)=(@%+b%+c?)?;

2) a*+b*+ct= Z(aZb2 +b2c? +02a2);
[Nurodymas. Daugianarj a?b? +b?c? +c%a? isreikskite pagrindiniais
simetriniais daugianariais (Zr. 12 pavyzdj).]

3) 20 +y°+12°) =5xyz(x% + y? +2%);
2
x7+y7+z7.x3+y3+z3_ X°+yo 20 )
7 3 5 ’

4)

7 5 4
Irodykite $ias nelygybes:

a2 b2
1) FJF ;Z\/g-i-\/g;

[Nurodymas. Pazymékime a =u, vb=v]

2) (Va+vbf >64ab(a+b)?
[Nurodymas. Pazymékite u=+a, v=+b (tada nelygybé virsta
tokia nelygybe (u+v)® >64uv?(u? +v?)?, arba

2 2
5) [x7+y7+z7] _{x5+y5+z5] ‘x4+y4+z4

u+v)* > 8uv(u2 +v2)) ir remkités 4 pavyzdziu.]
3) a® +b8 > a% +ab®;
4) a*+2a%+2ab® +b* >6a’h?, jei a>0, b>0.

5) a%b® +b%c® +c?a’ > abc(a+b+c).
[Nurodymas. Zr. II. 2) uzdavinio nurodyma.]
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6) (a+b+c)?<3(@®+b%+c?);
7) a+b+c>3 jei ab+bc+ca>a+b+cira>0, b>0, ¢c>0;
8) x2+y2+2221, jei xy+yz+xz=1

9) ﬁ+£+£2x+y+z, jei x>0, y>0, z>0;

zZ X Yy
[Nurodymas. Jrodykite, kad
Xy yz Xz x2y2+y222—x222—(x+ Y+ Z)Xyz
2 x—y—z= >0.]
z Xy Xyz
X2 y2 Z2
1) Apskai¢iuokite reiSkinio —+-—+—  reikSme, kai
yz Xz xy
X+y+z2=0;
[Ats.: 3.]
2)  Apskaiciuokite reiskinio
at+b*+c*

reikSme, kai a+b+c=0 ir a’+b%+c?=1.
1
Ats.: —.
[ 5 ]
Isspreskite Sias lygtis:

1) 12x*-16x3—11x% —16x+12=0;
[Ats.: %; 2.]
2)  9x8-18x° —73x* —164x3 —73x* —18x+9=0;
[Ats.: 1,1, % , 3, 3% . Nurodymas. Vienas lygties
9 p3 —18p2 —100p +200=0 sprendinysyra p=2.]
3)  10x°+x*—47x% —47%x% + x+10=0.
2 5

Ats.:-1,-1,-1, —, —.
[ 55 1
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VI.

10.

Raskite lygties xS + y3 +1=3xy sveikuosius sprendinius.
[Ats.: (1; 1). Nurodymas. Lygti p?-3p,p,+1—p,=0 galima uzrasyti
taip: (py +1)(p? — py +1-3p )=0.]

PENKTOJI UZDUOTIS

Irodykite tapatybg (x+Y)° —x° —y® =5xy(x+y)(<* +xy +y?).

7 5 2

a’+b’ +c B a®+b°+c® a?+b%+c

rodykite, kad
[rody 5 >

jeigu a+b+c=0.

Irodykite nelygybe a%+b*>a% +ab’.
. 1 .- 2, n2., 2
Irodykite, kad —ESab+bc+ca£1, jeigu a“ +b“+c” =1.

Irodykite, kad ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)>6abc, jeigu a>0,
b>0, ¢>0.

Raskite reiskinio S(X, y)=xy(x—y)?, kai x+y=a, didZiausia
reikSme.
. p 1 1 1 v .
Raskite reiskinio S(X, Y, z) =—+-—+— maziausia reikSme, kai
Xy Xz yz
Xy+yz+xz=1ir x>0, y>0, z>0.

Raskite reiskinio S(X, Y, z) =1+ x)@+ y)(L+z) didziausig reikSme,
kai x+y+z=1ir x>0, y>0, z>0.

2

Raskite lygties x+y =X —xy+ y2 sveikuosius sprendinius.

Iispreskite lygti 4x° —21x* +17x3 +17x% - 21x + 4 =0.
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VL. NELYGYBES SU PARAMETRAIS

Vidmantas Pekarskas
(Kauno technologijos universitetas)

Tarkime, kas M ir N — dvi skaiciy aibés. Siy aibiy sajunga vadiname
aibe, sudarytg i$ elementy, priklausanciy bent vienai i§ aibiy M, N. Ja
zymime M UN . Pavyzdziui, kai M ={L;2;3;4;5}, N={-1,0;1; 2}, tai
MUN ={-1,0;12; 3; 4; 5}

Aibiy sankirta vadiname aibe, sudarytg i§ elementy, priklausanciy
abiems aibéms. Sankirta zymime M NN . Taigi ankstesniame pavyzdyje

M NN ={;2}.
Sakykime, duotos dvi nelygybés
f(x)=0, 1)
g(x)=0. )

Pirmosios nelygybés sprendiniy aibe pazymékime M, o0 antrosios — N.
Kai reikia rasti aibe, kurios skaiciai tikty (1) ir (2) nelygybéms, t. y.
aibiy M ir N sankirtg M (1N, sprendziame (1) ir (2) nelygybiy sistema.
Sistemg Zymime taip:
{ f(x)>0,

g(x)>0.

Kai ketiname rasti aibe, kurios skaiciai tikty (1) arba (2) nelygybei,
arba abiems, t.y. ieSkome aibiy M ir N sgjungos M UN , sprendziame
(1) ir (2) nelygybiy visuma. Ja Zymime taip:

f(x)>0,
{MMZQ

Pabréziame dar karta: spresdami sistema, ieSkome sprendiniy san-
kirtos, o spresdami visumg — sprendiniy sajungos. Tikriausiai pastebé-
jote, kad, kalbédami apie sistema, vartojame jungtj ,,ir", o kalbédami
apie visuma — jungtj ,,arba“. Toliau pateikiamoje lentel¢je surasytos trys
viena kitg atitinkanciy sgvoky poros.

sistema visuma
sankirta sgjunga
ir arba
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Dvi nelygybés vadinamos ekvivalenc¢iomis tam tikroje aibéje, kai jy
simbol] < .
Nelygybiy sistemos ir visumos savokas patogu taikyti sprendziant
jvairias nelygybes. Pavyzdziui, nelygybe
T, ©)
9(x)
kuri teisinga, kai skaitiklis ir vardiklis yra vienody Zenkly, galima
uZzraSyti taip:
f(x)>0 ir g(x)>0
arba
f(x)<0 ir g(x)<O0.

Naudojantis visumos ir sistemos simboliais, (3) nelygybe galima
pakeisti jai ekvivalencia nelygybiy sistemy visuma. Taigi

f (x)> 0,
LCONGS {9X>0

o Lot
g(x) {fgx;<0,

g(x)<0.
Analogiskai,
{f(x)> 0,
f(x) g(x)<0;
Wd)@ f(x)<0, 4
g(x)>0

Pavyzdziui, spresdami iracionaligsias nelygybes

JIX)<gx) ir Jf(X)=g(x),
turime remtis Siais teiginiais (pagalvokite patys, kaip jie gauti):
f(x)>0,
f(x) < g(x) =1 9(x)20, ()

f(x)< g?(x).
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0,
0;
0,

vV IV A

(6)
(x) 2(x).

Atkreipiame démesj, jog antroje $ios visumos sistemoje nereikia
prirasyti nelygybés f(x)>0. Kad ji teisinga, tiesiog iSplaukia i3

nelygybes f(x)>g 2 (x).
Dar paminésime dvi nelygybes, kuriy reikés toliau:
2 2

{(x)

X°<a“ < -a<x<a, a>0, @)
X<-—a,
x2>a2<:{ (8)
Xx>a; a=0.

Pateiktas sgvokas ir simbolius panaudosime sprgsdami nelygybes su
parametrais.

Nelygybiy su parametrais sprendimo ypatumus aptarsime nagriné-
dami jvairius pavyzdzius.

1 pavyzdys. I$spreskime (atzvilgiu X) tiesing nelygybe
ax+2>x+a,
kurioje yra parametras a, galintis jgyti jvairias realias reikSmes.
Sprendimas. Kaip jprasta, narius su kintamuoju x sukeliame j kaire
nelygybés puse, likusius — j deSing. Gausime:

ax—x>a-—2,
x(a-1)>a-2. )
Norint iSspresti Sig nelygybe, belieka abi jos puses padalyti i
koeficiento, esan¢io prie X, taigi i§ a—1. Stai &ia ir tyko pavojai.
Neisanalizavus, koks yra reiSkinio a—1 zenklas, to daryti negalima, nes
vienokig nelygybe gautume dalydami abi jos puses i§ teigiamo skaiciaus,
ir kitokig — dalydami i§ neigiamo skai¢iaus. Cia mes remiamés Zinoma
nelygybiy savybe: nelygybés zenklas nesikeiCia, kai abi jos pusés
dalijamos i§ teigiamo skaiciaus ir keiciasi j prieSingg, kai abi nelygybés
pusés dalijamos i§ neigiamo skaiciaus.
Taigi, kai a—1>0,t.y. a>1, tai padalije abi (9) nelygybés puses
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.Kai a<1, tai x<a

néti tg atvejj, kai a-1=0,t. y. a=1. Tuomet a—2=1-2=-1 ir (9)
nelygybé tampa tokia:

i§ a—1, gausime Xx >

. Dar reikia iSnagri-

X-0>-1,
0>-1,
kuri teisinga su bet kuriuo x. Vadinasi, kai a=1, tai nagrinéjamos
nelygybés sprendiniai yra visi realieji skaiciai.

Ats.: x>a ,kai a>1; x<a
a-1 a-1

,kai a<1l; xeR,kai a=1.

2 pavyzdys. I$spreskime tiesing X atzvilgiu nelygybe
(a2 +3a-1)x+4a<ax+7-2x.

Sprendimas. Nelygybe pertvarkome, sukeldami narius su
kintamuoju x j kair¢ puse, o be kintamojo X — j deSing:
a2x+3ax— X—ax+2x<7-4a,
x(a2 +2a+1)<7-4a,
x(a+1)? <7-4a.
Kai a=-1, tai (a+1)° >0, todél padalije abi nelygybés puses i3

(a+1)*, gauname

7-4a
X<—.
(a+1)
Kai a=-1, tai duotoji nelygybé tampa tokia:
X-0<7-4-(-1),
0<11
Si nelygybé teisinga su bet kuria X reik§me.
Ats.: x<7_—4az, kai a#=-1; xeR, kai a=-1.
(a+1)

3 pavyzdys. Isspreskime tiesing X atzvilgiu nelygybe
2ax+3 X 2a-3
< + .
2a+4 a+2 2a-4

Sprendimas. Kadangi nelygybéje yra trupmeny, tai turime parei
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kalauti, kad §iy trupmeny vardikliai buty nelygts nuliui. Taigi turi buti
2a+4+0 ir 2a—4+0;
i§ Cla a#+2.
Narius, kuriuose yra X, sukelkime j kair¢ nelygybés puse, likusius —
] desing:
2ax_ X <2a—3_ 3
2a+4 a+2 2a-4 2a+4’
2ax_ X <2a—3_ 3
2(a+2) a+2 2(a-2) 2(a+2)’

ax—Xx _ (2a-3)(a+2)-3(a-2)
a+2 2(a—2)(a+2)

x(a—-1) < a’-a
a+2 (a-2)(a+2)’
x(a—1) - a(a-1
a+2 (a-2)(a+2)’
Norint baigti spresti Sia nelygybe, reikia abi jos puses padalyti i§

(10)

koeficiento, esancio prie X, taigi i$ . Taciau, prie§ dalijant reikia

a+2
istirti tokius atvejus:
2 Lloo. 2l g2l
a+2 a+2 a+2

Nelygybé a
a-+

> >0 yra teisinga, kai a<-2 arba a>1. Nepa-

mirSkime, kad a#2. Todél >0, kai a<-2, 1<a<2, a>2.

a+2
Tuomet, padalij¢ abi (10) nelygybés puses i§ teigiamo reiskinio %,
+
gauname x < af 5 Kai 2;; <0, taigi —2<a<1, tai, padalije abi (10)

. R - a
nelygybés puses i§ neigiamo reiskinio R gauname X > 5
a-+ a—
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a-1
a+2

Reiskinys =0, kai a=1. Tuomet (10) nelygybé tampa tokia:
x-0<0,
kuriai netinka jokia x reik§mé. Vadinasi, kai a=1, nelygybé sprendiniy
neturi.
, kai a<-2, l<a<?2, a>2; x>i, kai
a-2 a-2
—2 <a<1;nelygybé sprendiniy neturi, kai a=1.

Ats.: X<

4 pavyzdys. Isspreskime nelygybe
(a+3)x2 —4x+4>0

kintamojo x atzvilgiu.

Sprendimas. Kai a=-3, tai duotoji nelygybé yra tiesiné nelygybé
—4x+4>0, todél x<1.

Tarkime, kad a=-3. Apskai¢iuokime kvadratinio trinario diskri-
minanta D=16-4-4(a+3)=16-16a—48=—16(a+2) ir isnagriné-
kime tris atvejus: D<0, D=0, D>O0.

Atvejj D <0 turésime, kai a>-2. Tuomet a+3>0 ir duotoji ne-
lygybé teisinga su visomis X reik§Smémis. Vadinasi, kai a>-2,tai xeR.
Kai D=0, tai a=-2. Tuomet duotoji nelygybé yra tokia:

X2 —4x+4>0= (x—2)2>0. Vadinasi, xe R, kai a=-2.
Kai a<—-2,tai D >0. Tuomet kvadratinis trinaris
(a+3)X° —4x+4
turi dvi Saknis:

_4-\-16(a+2) 2-2,-(a+2)

Xl 1
2(a+3) a+3

y _4+-16(a+2) 2+2,/-(a+2)

277 2@+3)  a+3

Jeigu a+3>0 (nepamirskime, kad a<-2), tai tuomet x; <X, ir
duotosios nelygybés sprendiniai yra X < X; arba X > X, . Vadinasi, kai
—-3<a<-2,tai
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g 20-J-(@+2)) b x 2(1+,/—(a+2)).
a+3 a+3
Jeigu a+3<0, taigi a<-3, tai tuomet x, <Xx; ir duotosios
nelygybés sprendiniai yra X, < X< x; . Vadinasi, kai a<-3, tai

2+y-@+2)_ _2(--(+2)

a+3 a+3
Ats.: x<1,kai a=-3; xeR,kai a=-2;

ng(l— ~@+2) arba X22(1+\/m),kai ~3<a<-2;
a+3 a+3
b @) 2 @)

a+3 a+3
Kai kurias nelygybes su parametru galima iSspresti grafiskai. Toks
sprendimo biidas yra ganétinai universalus, nes jis tinka spresti skirtin-
gos risies nelygybéms, pavyzdziui iracionaliosioms ir logaritminéms.
Kaip $is biidas taikomas, pademonstruosime spresdami toliau pateikia-
mus keturis pavyzdzius.

5 pavyzdys. I$spreskime kintamojo X atzvilgiu nelygybe

ax
—+x>a+l.
X+1
Sprendimas. Aisku, kad turi buti x = —1. Atkéle a+1 | kairigjg ne-
lygybés puse ir subendravardikling, gauname nelygybe

x2—a—1
—_—>

x+1
kuri ekvivalenti nelygybiy sistemy

xz—a—1>Q
X+1>0,

xz—a—1<Q
X+1<0

0,

(11)

(12)

visuma
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x> —a-1>0,
X+1>0,
X2 —a-1< 0,
x+1<0.
ISspreskime (11) sistemg. Pirmiausia jg uZzrasome taip:
2
a< xc -1, (13)
X>-1.

Koordina¢iy plok§tumoje xOa nubrézkime dvi kreives: a= x2 -1
(parabole) ir x=-1 (ties¢). Jos plokStuma dalija j sritis (zr. 1 pav.).
Nustatykime, kuriy sri¢iy tasky koordinatés tenkina (13) sistema.

Nelygybés a< x2 -1 sprendiniai yra taskai (x; a), esantys po para-
bole, o nelygybés x> -1 — taskai, esantys ] deSing nuo tiesés x=-1.
Todél (13) sistemos sprendiniai yra taskai, esantys pilkai nuspalvintoje
dalyje. Atkreipkime démes;j | tai kad parabolés a=x>—1 ir tiesés
x=-1 taskai néra (13) sistemos sprendiniai. Todé¢l Sios kreivés

nubréztos punktyrine linija.

alp

\ I I
\ | !
l**\/u-i-]\‘ | 'l-l':\/(l+l
v I
\ | [}
v I
v I
\ I
\ /
\ [
U /
\l /
' | 14 .
—1K 0 ,'1 T
: R y
I \\~_/,
=
I
1 pav.
Kadangi kairiosios parabolés Sakos lygtis yra x=-—Ja+1l, o0

desiniosios — x=+a+1 (jos gautos i$ lygties a = X2 —-1), tai (11)
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z=—vari ¥

-
- e o e o T
—

rd
~

2 pav.

sistemos sprendinius galima uZraSyti taip: x>+a+l, kai a>0;
—~1<x<-+va+1 arba x>+/a+1, kai ~1<a<0; x>-1, kai a<-1
x>-1 x#0, kai a=-1.
(12) sistemos sprendiniai grafiSkai gaunami i3 2 paveikslo:
—+sa+l<x<-1,kai a>0.
Ats.: —1<x<-Ja+1 arba x>+/a+1, kai ~1<a<0;
x>-1 x=0,kai a=-1; x>-1 kai a<-1;

Xx>+a+1 arba —va+1<x<-1,kai a>0.

6 pavyzdys. ISspreskime iracionaliaja nelygybe
VB8X—a<x+2.

Sprendimas. Remdamiesi (5) formule, duotaja nelygybe pakeiiame
jai ekvivalencia sistema

8x—a=0,
X+22>0,

8x—a<x®+4x+4.
Ja pertvarke, gauname

71



VI TEMA

a<8x,
X>-2, (14)
8x—-ac< x2 +4x+4.
I$ treciosios nelygybés gauname, kad

az—(x-2)2.

i

3 pav.

Koordinaciy sistemoje XOa nubrézkime parabole, kurios lygtis
a=—(x—2)2. Jos virSuné taske (2; 0), o Sakos nukreiptos zemyn (Zr.
3pav.). Dar nubrézkime tieses x=-2 ir a=8x. Surandame ir
pazymime parabolés susikirtimo su asimi Oa bei tiesémis X=-2 ir
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a=28x taSkus (gauname, kad ties¢ X=-2, parabolé a=—(x— 2)? ir
ties¢ a==8x susikerta viename taske (-2; —16)).

Nelygybés a<8x sprendiniai yra tiesés a=8x taSkai ir taskai,
esantys po Sia tiese, o nelygybés X >—2 sprendiniai yra tiesés X =-2

taskai ir taskai, esantys i deSing nuo Sios tiesés. Nelygybés a > —(X - 2)2

sprendiniai yra parabolés a = —(X— 2)2 taskai ir taskai, esantys virs Sios
parabolés. Visos sistemos sprendiniy aibé 3 paveiksle pavaizduota
nuspalvinta sritimi.

Kadangi parabolés a=—(x—2)° kairiosios 3akos lygtis yra
Xx=2-+/—a, 0 deSiniosios Sakos — x=2++—a, tai (14) sistemos

sprendinius galima uZraSyti taip: xz%, kai a>0; %SXSZ—E
arba x>2++/-a,kai —~16<a<0; x>2++/—a, kai a<-16.

Ats.: xz%, kai a=>0; %SXSZ—\/—_a arba x22+\/3, kai
~16<a<0; x>2++/—a, kai a<-16.

7 pavyzdys. I$spreskime iracionaliaja nelygybg +2x+a > x—-3.

Sprendimas. Remiantis (6) sarysiu, §i nelygybé ekvivalenti sistemy

visuma
X—3<0,
2X+a=0,
Xx—32>0,
2x+a2x2—6x+&

kuri ekvivalenti sistemy visumai
X <3, 15
a>-2x, (15)

X3,
a>(x—4)7-7. (16)
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(15) sistemos sprendiniai yra taskai, esantys pilkai nuspalvintoje
plokstumos dalyje (7. 4 pav.).

Vadinasi, (15) sistemos sprendiniai yra tokie: ——<x<3, Kai

N | o

a>—6; sprendiniy néra, kai a<-6.

Zinome, kad a:(x—4)2 —7 yra parabolés lygtis. Sios parabolés
virS§iiné yra taskas (4; —7), jos Sakos nukreiptos aukstyn. Surandame ir
pazymime parabolés susikirtimo taskus su asimis Ox, Oa bei tiese x =3
(zr. 5 pav.).

(¢ o

4 pav. 5 pav.

(16) sistemos sprendiniai yra taskai, esantys pilkai nuspalvintoje
srityje. ISsprendziame X atzvilgiu lygti
2x+a=x> —6x+9
ir randame kairiosios parabolés Sakos lygtj x=4— J7+a ir deginiosios
parabolés Sakos lygt] Xx=4+ J7+a.
Taigi (16) sistemos sprendiniai yra tokie: 3 < x <4+7+a, kai

a>—-6; 4—J7+a<x<4++J7+a, kai —7<a<-6; sprendiniy néra,
kai a<—7.
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Duotosios nelygybés sprendiniy aibé yra (15) ir (16) sistemos
sprendiniy aibiy sajunga.

Ats.: —gsx§4+\/7+a,kai a>-6;

4—J7+a<x<4+J7+a, kai —7<a<-6; sprendiniy néra, Kai
a<-7.
8 pavyzdys. Isspreskime logaritming nelygybe
Iog\/ﬁ(a+2x— x?)<2.
Sprendimas. Nelygybe paraSykime taip:

Iogm a+2x-— x2)< Iogm 2a.
Si nelygybeé ekvivalenti nelygybiy sistemy visumai

0<a<1,
2

a+2x—x2 >0,

1
2 O<a<—,
a+2x—-x" >2a, 2

a+2x—x2 > 24,

1
a>—, a>—,
2 2
a+2x—x=>0, O<a+2x—x"<2a.
5 L

a+2x—XxX" <2a;

Pertvarkome kiekvienos sistemos antraja nelygybe ir gauname
nelygybiy sistemy visuma

0<a<£,

a>—, an
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Nubréziame paraboles, kuriy lygtys
a=(x-1P2-1ira=1-(x—1f
(zr. 6 pav.).

af

\

]
\ ]
‘ ]
.r:l—\/(,+1“ ,' r=1+va+1
\ 7
\‘ ll
‘1 P ¢ / |
IR L SN e e e 7 —
\VI \ 7 2
. V) -
N 1 A :
VRN VY
|| \\_’/ \
I__]_ \
/ \
II \
r=1-1-ay \z=1+vi-a
1 \
] \
1 \
6 pav.

Tuomet (17) sistemos sprendiniy aib¢ sudaro nuspalvinty sriciy
taskai. Randame paraboliy atskiry Saky lygtis (jos suraSytos 6 pav.).

Ats.: 1-vJl-a<x<l++1l-a, kai 0<a<%; 1-Jl+a<x<
<1-+-a arba 1+I—a<x<1++1+a, kai %<a<1; 1-\ita<

<x<l++1l+a,kai a>1; 1-vJl+a<x<l++1l+a, x=1,kai a=1;

sprendiniy néra, kai a<0 ir a= L .

SESTOJI UZDUOTIS
ISspreskite Sias nelygybes kintamojo x atzvilgiu (a — parametras):

1. 3ax—4a<x+2;
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10.

ax? —2(a+1)x+a+3<0;

3x+4 2x+1 X
a2-1 a-1 a+1’

2ax+5 X 2a 1.
2a+6 a+3 2a-6'

2

X—+17a28x;
a

1+ax>1;
X

V16x—a <Xx+3;
l0ga.1(x—2)<1;
Vvadx+a>x-1.

Su kuriomis parametro a reik§mémis nelygybé
(a+1)x2 —-2(@a-1)x+3a-3>0
teisinga su visomis realiosiomis X reikSmémis?

-4
( N

\/'o‘
« N//l':



VII. ATSITIKTINIAI DYDZIAI

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Atsitiktinis jvykis ir atsitiktinis dydis yra pagrindinés tikimybiy teo-
rijos sgvokos. Tikimybiy teorija yra matematikos Saka, kuri nagrinéja
atsitiktiniy jvykiy ir atsitiktiniy dydziy désningumus, pasireiskiancius
per ilgalaikj jy stebéjima. Cia galétume jzvelgti ir priestara: reiskiniai —
atsitiktiniai, taciau kalbame apie kazkokius désningumus. I§ tikryjy jo-
kios prieStaros néra — jau seniai nustatyta, kad metus moneta daug karty,
apie pus¢ metimy ji atsivercia herbu, nors kiekvieno metimo rezultatas i$
anksto yra nezinomas. Jeigu daug karty métysime taisyklinga lo§imo
kauliukg, tai nustatysime, kad kiekviena kauliuko sienelé atsivercia apy-
tiksliai Sestadalyje bandymy. Tokie désningumai aptinkami ir stebint
daugelj kity atsitiktiniy reiskiniy.

Pateiksime keliy, literatiiroje uzfiksuoty, monetos métymo bandy-
my rezultatus. Z. Biufonas (Georges-Louis Leclerc de Buffon, 1707—
1788, pranciizy gamtininkas ir filosofas) meté moneta 4040 karty, herbas
atsiverté 2048 kartus, santykis, vadinamas herbo pasirodymo santykiniu

dazniu, lygus 2048
' 4040

~0,50693. K. Pirsonas (Carl Pearson, véliau zino-

mas kaip Karl Pearson, 1857-1936, angly matematikas) $itokj ekspe-
rimentg atliko du kartus: metes moneta 12000 karty, suskaiciavo, kad

herbas atsiverté 6019 karty (santykinis daznis 162001090z 0,50158); metes

monetg 24000 karty, herbo atsivertimg stebéjo 12012 karty (santykinis

12012

daznis OO: 0,5005). Siy bandymy rezultatai labai aigkiai iliustruoja

désninguma, kad daugelj karty atliekant tg patj bandyma, stebimojo
jvykio santykinis daznis elgiasi gana stabiliai — jo reik§mé vis artimesné
skaiciui 0,5. Kodél Sis skaiCius yra 0,5, o ne koks nors kitas? Gal bt
todél, kad metant moneta viena karta, herbo ir skaiCiaus atsivertimo
galimybés yra vienodos? Si mintis ir atves mus prie klasikinio tikimybés
apibrézimo.

Taciau pirmiau turime ,,matematizuoti* jvykj, t. y. iprastinj jvyki
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uzraSyti matematine kalba, arba kitaip — sukurti jvykio matematinj
modelj.

Bandymas, baig¢iy aibé ir jvykiai. Bandymu arba eksperimentu
vadiname salygy, priemoniy, aplinkybiy, kurios sudaro galimybe jvykti
stebimajam jvykiui, visumg. Pavyzdziui, monetos metimas yra bandy-
mas, apimantis visas salygas ir priemones, leidzianCias stebéti, ar atsi-
verté herbas (ar skaiius), taip pat bandymas yra autoavarijy skaiciaus
stebéjimas tam tikroje automagistralés atkarpoje, kuris vyksta tam tikru
laikotarpiu, tam tikromis meteorologinémis salygomis ir pan.

Atliekant bandyma nezinoma, ar jvyks stebimasis jvykis (nors ban-
dymo salygos atrodo ir yra tos pacios), taciau visuomet galima i§vardyti
visas galimas $io bandymo baigtis ir sudaryti bandymo baigciy aibe.
Klasikinis pavyzdys — simetrisko lo$imo kauliuko vieno metimo
bandymo baigtys yra SeSios — gali atsiversti bet kuri i§ SeSiy lo§imo
kauliuko sieneliy. Taigi su $iuo bandymu susiejame baigciy
aib¢ E ={e;ep;e3;€4;6€5;e5}. Jeigu atliktume dviejy, 5 ir 2 centy
simetriSky ~ monety, metimg, tai bandymo = baigCiy  aibé
E={(H,H);(H,S);(S,S);(S,H)} yra sudaryta i$§ 4 baigCiy; ¢ia baigtis
(H,H) zymi, kad abi monetos atsivers herbu, baigtis (H,S) reiskia,
kad 5 centy moneta atsivers herbu, o 2 centy — skaiiumi ir t.t.
Atkreipkime démesj, kad iSvardintgsias SeSias simetrisko loSimo
kauliuko metimo baigtis galime laikyti vienodai galimomis — né viena i$
ju neturi daugiau Sansy pasirodyti, negu bet kuri kita. Taip pat vienodai
galimos yra keturios dviejy monety metimo baigtys.

Taciau ne visuomet bandymas turi vienodai galimas baigtis.
Daugeliui bandymy vienodai galimy baig¢iy aibg sudaryti sudétinga arba
i§ viso nejmanoma. Pavyzdziui, kai stebima jmonés akcijy kaina,
negalima teigti, kad baigtys, jog kaina sumazés, nepakis ir padidés, yra
vienodai galimos, baigtys, kad tam tikroje kelio atkarpoje per tam tikrg
laikotarpj nejvyks né viena autoavarija ir jvyks bent viena — tikriausiai
taip pat néra vienodai galimos.

Sudarius bandymo baigiy aib¢ E ={g;;e,;...;e,}, kiekvienas su
S$iuo bandymu susijes jvykis yra nulemiamas jam palankiomis baigtimis.
Pavyzdziui, vieno los§imo kauliuko metimo jvykis A — atsivers lyginis
akuciy skaicius — yra nulemiamas Siam jvykiui palankiomis baigtimis
€, €4, €. Todeél patj jvyki A galima sutapatinti su Siy baigciy aibe
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A={ey;ey;ec}. Taigi bet kuris su nagrinéjamu bandymu susij¢s jvykis
yra tam tikra bandymo baigCiy, palankiy Siam jvykiui, aibé. Ir
atvirksciai, bet kuri baigciy aibé reiskia tam tikrg Sio bandymo jvyki.
Tarp Siy jvykiy rasime jvykj, kurj sudaro visos baigtys, t. y.
E={e;er;...;en} (tai batinasis jvykis) ir jvykius E; ={ej},
i=1 2,...,n, sudarytus i§ vienos baigties (tai elementarieji jvykiai).

Kadangi dabar jvykiai tapo baigciy aibémis, tai, taikydami aibiy
veiksmus — sajungg, sankirtg, skirtumg, galime apibrézti atitinkamus
ivykiy veiksmus. Cia prisiminkime tik jvykiy sajungos ir sankirtos
sgvokas.

Dviejy jvykiy A ir B sgjunga (Zymima AUB) yra jvykis, kurj
sudaro baigtys, palankios bent vienam i§ jvykiy A ir B, arba kitaip —
jvykis, reiskiantis, kad jvyks bent vienas i8 jvykiy A ir B .

Dviejy jvykiy A ir B sankirta (zymima ANB) yra jvykis, kurj
sudaro baigtys, palankios abiems jvykiams — ir A, ir B, arba kitaip —
jvykis, reiskiantis, kad jvyks abu jvykiai —ir A, ir B.

Gali taip atsitikti, kad jvykiai A ir B bendry baig¢iy neturi. Tuomet
jvykiai A ir B vadinami nesutaikomaisiais. Kalbant aibiy teorijos
terminais, tokiu atveju An B = (tui¢ia aibé). Vadinasi, ir jvykiy aibe
turime papildyti atitinkamu jvykiu &, kuris vadinamas negalimuoju
jvykiu (jam palankiy baigciy aibé — tuscia).

Visos baigtys, kurios néra palankios pasirinktajam jvykiui A,
sudaro baigéiy aibe, reidkiandia jvykiui A priesinggji jvvki A . Aisku,
kad AUA=E.

Ivykio tikimybé. Kai bandymo baigtys vienodai galimos, jvykio
tikimybe galima apskaiCiuoti pagal klasikinj tikimybés apibrézima
[1, 112 psl.]. Jeigu baigtys néra vienodai galimos, tai taikomas bendrasis
tikimybés apibrézimas [1, 124 psl.].

Tarkime, bandymo baigciy aibé yra sudaryta is n vienodai galimy
baigciy. Jvykio A, kuriam palankiy baigciy yra m, tikimybe vadinamas

skaicius P(A) = m
n

Skai¢iuojant tikimybe pagal klasikinj apibrézimg, svarbu jsitikinti
baigciy vienodu galimumu. Vienodg baig¢iy galimumg galima paaiskinti
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taip: jeigu né viena baigtis neturi daugiau Sansy, negu bet kuri Kita, tai
tokios baigtys laikomos vienodai galimomis.

1 pavyzdys. Apskai¢iuokime tikimybg, kad metus du taisyklingus
loSimo kauliukus, atsivertusiy akuciy suma bus lygi 7.

Sprendimas. Kiekvienas i§ metamy loSimo kauliuky gali atsiversti
bet kuria puse i§ SeSiy galimy. Todé¢l Sio bandymo vienodai galimy
baigciy aibe sudaro 36 elementai. Abiejy kauliuky atsivertusiy akuciy
suma bus lygi 7 tik Siais atvejais:

7=1+6=6+1=2+5=5+2=3+4=4+3;
Cia pirmasis démuo — galimas pirmo kauliuko atsivertusiy akuciy
skaiCius, antrasis démuo — galimas antro kauliuko atsivertusiy akuciy
o 6 1
n 36 6

2 pavyzdys. Dézéje 5 rudi ir 10 geltony kamuoliy. IS jos atsitiktinai
iSimami du kamuoliai. Apskai¢iuokime tikimybe, kad jie bus skirtingy
spalvy (jvykis A).

Sprendimas. Sio bandymo vienodai galimy baigéiy yra

125=%=105 (deriniy i§ 15 elementy po 2 elementus skaicius).
Baig¢iy, palankiy jvykiui A, yra 5-10=50, nes rudasis kamuolys gali
biti pasirinktas vienas i$ penkiy, o geltonasis — vienas i§ deSimties. Taigi
p(ry="-29_10,
n 105 21

Ivykio tikimybe galima jvertinti ir remiantis statistiniais duome-
nimis. Jeigu atlikus vienodomis sglygomis N bandymy, stebimasis jvykis

A jvyko M Kkarty, tai santykis % (ivykio A santykinis daznis), kai N yra

pakankamai didelis, gali biti apytikriai laikomas lygiu jvykio A
tikimybei, nes santykinis daznis didinant bandymy skaiciy yra stabilus ir
apytikriai lygus tikimybei. Si santykinio daznio savybé yra bendresnio
tikimybiy teorijos teiginio, vadinamo didzZiyjy skaiciy désniu, atskiras
atvejis. Kaip matéme auks$ciau, Sio désnio veikimas puikiai iliustruo-
jamas daugkartinio monetos metimo bandymais.

Skaiciuojant jvykiy tikimybes, naudingos jvairios tikimybiy teorijos
formulés. Pavyzdziui, jeigu jvykiai A ir B yra nesutaikomieji, tai
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P(AuB)=P(A)+P(B). (1)

IS ¢ia iSplaukia, kad

P(A)=1-P(A).

Ivykiu nepriklausomumas ir priklausomumas. Jei vieno jvykio
jvykimas nedaro jtakos kito jvykimui, o tiksliau — vieno i§ jy tikimybeé
nepriklauso nuo to, ar jvyko, ar ne, kitas jvykis, tai jie yra nepri-
klausomi. Jeigu taip néra, tai jie — priklausomi. Atkreipkime démesj, kad
jvykiy nepriklausomumas ir priklausomumas visiskai atitinka gyveni-
miska Siy terminy samprata.

Norint jvykiy nepriklausomuma ar priklausomuma isreiksti mate-
matiSkai, reikalinga salyginés tikimybés savoka.

Iwkio A sqlygine tikimybe su sqlyga, kad jvykis B jvykes (ji Zymima
P(A|B) ), vadinama tikimybé

pa[B) = A0B) i pB)>0. @)
P(B)

Pastaraja formule gausime apskaiciave jvykio A tikimybe, laiky-
dami, kad jvykis B jvykes, t. y. bandymo baigCiy aib¢ sudaro tik jvykiui
B palankios baigtys, o jvykiui A palankios tik tos, kurios priklauso
jvykiy A ir B sankirtai.

Jeigu P(A|B)=P(A), tai jvykiai A ir B vadinami nepriklausomais.
Taip bus tik tuomet, kaip iSplaukia i§ (2) formulés, kai

P(AnB)=P(A)-P(B). 3)

Jei P(ANB)=P(A)-P(B), tai A ir B — priklausomi jvykKiai.

Nesunkiai jrodomas teiginys: kai viena i§ nepriklausomy jvykiy
pory A ir B, A'ir B, AirB, Air B yra nepriklausomi jvykiai, tai ir
kitos poros yra nepriklausomi jvykiai.

3 pavyzdys. Du krepSininkai meta po vieng baudos metimg. Pir-
mojo pataikymo (jvykis A) tikimybé lygi 0,8, antrasis pataiko (jvykis B)
su tikimybe 0,9. Apskai¢iuokime tikimybe, kad pataikys abu krepsi-
ninkai (jvykis AnB ).

Sprendimas. Kadangi jvykiai A ir B yra nepriklausomi, tai
P(AnB)=P(A)-P(B)=08-09= 0,72.

Atsitiktiniai dydZiai. Su kiekvienu bandymu susiejome jo baigéiy
aibe, jvykius — baigéiy aibés poaibius — ir jvykiy tikimybes.
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Dabar bandymo baigciy aibéje apibréSime funkcija, kiekvienai
baigciai priskiriancig realyjj skaiciy (ar realiyjy skaiciy pora).

Funkcija x=f(e),ecE, xeR, priskirianti kiekvienai bandymo
baigciai skaitine reiksme (realyji skaiciy), apibrézia vienmatj Su tuo
bandymu susijusj atsitiktini dydj X, kurio galimy reikSmiy aibé yra
funkcijos x = f () reiksmiy aibé, o Siy reiksmiy tikimybés — atitinkamy
jvykiy tikimybés.

4 pavyzdys. Taisyklingo lo§imo kauliuko vieno metimo baigCiy
aibéje funkcija

-1 kaiee{e;,e3};
x="f(e)=1 2 kaiee{es,e4,e5};
3, kaie e{eg}
apibrézia atsitiktinj dydj X, kurio galimos reik§més yra —1, 2 ir 3.

Prie§ mesdami kauliukg nezinome, kokia reikSme jgis atsitiktinis
dydis X , nes nezinome, kuris jvykis jvyks —ar {e;, es}, ar {e,, &4, es},
ar {eg}. Taciau galime apskaiciuoti Siy jvykiy tikimybes:

P{e, e3}=P(X =—1):§:§,
P{e;,e4,e5}=P(X :2):%;%,
P{es}=P(X =6) =%.

Sio atsitiktinio dydzio galimas reiksmes ir jy tikimybes suradykime
i lentele

m -1 2

1 1

P(X=m — —
( ) 3 5

(4)

Ol |w

Gavome atsitiktinio dydzio X tikimybiy skirstinio lentele¢ arba
tiesiog skirstinj. Skirstinio tikimybiy suma lygi 1 (jvykis, kad atsitiktinis
dydis jgis kurig nors savo reik§me — biitinasis).

Jeigu atsitiktinis dydis X gali jgyti K skirtingy reikSmiy Xq, Xo, ..., Xk
su tikimybémis [y, Py, ..., P¢ atitinkamai, tai jis apiblidinamas skirstiniu
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m X, X, e | X
(5)
P(X =m) ool P, | | P

Jame p;+ po +...4+ pg =1.

Taigi atsitiktinis dydis gali biti nusakomas ir savo skirstiniu.

Dazniausiai vartojamos atsitiktinio dydzio skaitinés charakteristikos
yra vidurkis (arba matematiné viltis), dispersija ir standartinis nuokry-
pis. Vidurkis nusako atsitiktinio dydzio viduting reik§me, o dispersija ir
standartinis nuokrypis apibiidina atsitiktinio dydzio reikSmiy iSsibars-
tymo apie vidurkj laipsnj (kuo placiau apie vidurkj pasklidusios dydzio
reik§més, tuo dispersija ir standartinis nuokrypis didesni).

Atsitiktinio dydzio X, apibrézto (5) skirstiniu, vidurkiu, dispersija ir
standartiniu nuokrypiu vadinami skaiciai

EX =X P +XoP2 +... X Pk » (6)
DX =E(X — EX)? = E(X %) - (EX)?, @)
o(X)=+/DX (8)

atitinkamai.

5 pavyzdys. Apskai¢iuokime atsitiktinio dydzio X, nusakyto (4)
skirstiniu, vidurkj, dispersijg ir standartinj nuokrypj.

Sprendimas. Pagal (6) formulg atsitiktinio dydzio X vidurkis yra

1 1 1 7 e . . . .
EX=-1. 3 +2- > +3- 5 = re Skai¢iuojant dispersija, patogiau pasinau-

doti formule
DX = E(X?)—(EX)?.
Kadangi
E(x?)=(p2.1402.1,32.1. 2
3 2 6 6
tai

2
px =23 (1] -89 547,
6 6 36

Tuomet standartinis nuokrypis yra
o(X)=4/2,47 ~157.
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Funkcija u=f(e),ecE,ue R?, priskirianti kiekvienai bandymo
baigciai realiyjy skaiciy porq, apibréZia dvimatji su tuo bandymu
susijusj atsitiktini dydj (X,Y). Cia R? reiskia realiyjy skai¢iy pory
u=(xY),xeR,yeR, aibg.

6 pavyzdys. Taisyklingo lo§imo kauliuko vieno metimo baigéiy
aibéje funkcija

(-1 1), kaie e{e;,e0,e3};
u=f(e)=9(-12),kaiee{ey, es};
(L 2),kaiee{eg}
apibrézia dvimatj atsitiktinj dydj (X,Y), kurio galimos reik§més yra
(-11), (-12)ir 1, 2).

Kaip ir 4 pavyzdyje, galime apskaiciuoti atsitiktinio dydzio

reik§miy tikimybes

P((X,Y) = (-1 )= P(X =—1Y =1) = P({ey,€5,e3}) zgz

N |-

P((X.Y) = (-1 2)=P(X =LY =2) = P({ea.es) = 2 =,

P((X.¥) = (L 2) = P(X =LY =2) = P({es}) = .

Dvimacius atsitiktinius dydzius, kaip ir vienmacius, patogiau
nusakyti skirstinio lentele, kuri dabar yra staCiakampé. Joje taip pat
iSvardinamos visos galimos dydzio (X,Y) reik§més bei jy jgijimo
tikimybés. Nagrinéjamo atsitiktinio dydzio skirstinio lentelé tokia:

Y
X 1 2
R
2 3
1
1 0 —
6

Cia pirmoje eilutéje suradytos dydzio Y reikimés, pirmame stul-
pelyje — dydzio X reik§més, o lentelé uzpildyta atitinkamomis reikSmiy
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pory tikimybémis
P11= P(X =—1,Y =1)=%, P12 = P(X :—1,Y 22)2%,

1
P21=P(X =LY =1)=0, ppp=P(X =1Y =2)=".

Papildykime skirstinio lentele vienu stulpeliu, i ji surasydami eilu-
¢iy tikimybiy sumas, ir viena eilute, ten jraSydami stulpeliy tikimybiy
sumas:

Y 1 2 X reik§miy
X tikimybés:
L 1 L TN
2 3 1723 56
1 11
1 0 = =0+-==
6 2= e 6
Y reikSmiy _ i _ 1 _ 1 i _ 1 Tikimybiy
tikimybés: G = 2 +0= 2 G2 = 3 * 6 2 suma lygi 1

Nesunku suvokti, kad tokiu biidu (sudéjome nesutaikomy jvykiy
tikimybes) gavome atsitiktinio dydzio X reik§miy —1 ir 1 tikimybes
(paskutinysis stulpelis) ir atsitiktinio dydzio Y reiksmiy 1 ir 2 tikimybes
(paskutinioji eiluté). Taigi galime uZraSyti atsitiktinio dydzio X ir
atsitiktinio dydzio Y skirstinius:

m -1 1 m 1 2

5 1 1 1 9)
P(X=m — — P(Y =m = —
( ) s | 5 (Y=m) > | 3

Vadinasi, i§ dvimac¢io dydzio (X,Y) skirstinio galima gauti jo
komponenciy X ir Y skirstinius. Kg dar ,,slepia“ dvimatis skirstinys?

Dviejy jvykiy nepriklausomumas apibréziamas (3) formule. Kadan-
gi ir nagrinéjant atsitiktinius dydzius i§ tikryjy kalbama apie jvykius, tai
atsitiktiniy dydziy nepriklausomumo (ar priklausomumo) sgvoka betar-
piskai susieta su jvykiy nepriklausomumo (ar priklausomumo) sgvoka.

Atsitiktiniai dydziai X ir Y vadinami nepriklausomais, jeigu su
visomis jy reikSmémis X; ir 'y j galioja lygybés
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P(X=x,Y =Yyj)=P(X=x)-P(Y =yj) (10)
arba (naudojant jvestuosius Zymenis)
Pij=Pi-dj- (11)

Jeigu su bent viena X; ir y; reikSmiy pora Sios lygybés negalioja,

tai atsitiktiniai dydziai vadinami priklausomais.
6 pavyzdyje nagrinéti atsitiktiniai dydziai X ir Y yra priklausomi,

nes, pavyzdziui, V = %(R2 +12 +Rr).. Aitku, kad tikrinti, ar galioja

kitos lygybés, nebereikia.
7 pavyzdys. Dvimatis atsitiktinis dydis (X,Y) nusakomas skirstiniu

Y
X 1 2
5 5
-1 L | L
. 1 1
12 12

Isitikinkime, kad Sio dydZio komponentés — atsitiktiniai dydziai X ir
Y yra nepriklausomi.

Sprendimas. Kaip ir 6 pavyzdyje, papildykime skirstinj vienu stul-
peliu, kuriame surasykime dydzio X reikSmiy tikimybes, ir viena eilute,
kurioje — dydzio Y reik§miy tikimybés:

Y

X 1 2 P,
5 5 5
-1 - = =
12 12 6
6 1 1 1
12 12 6

1 1
- = = 1

% 2 2

Kadangi galioja (11) lygybés, tai X ir Y yra nepriklausomi atsitik-
tiniai dydziai.
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Sioje temoje bandyta trumpai pateikti tikimybiy teorijos pradmenis,
apimancius jvykio ir jo tikimybés, vienmacio ir dvimacio atsitiktiniy
dydziy sgvokas. Susipazinome su svarbiu taikymuose atsitiktiniy jvykiy
ir atsitiktiniy dydziy nepriklausomumu ir priklausomumu. Panasi tema
buvo nagrinéta ir ankstesniy mety LIMM uzduotyje [2].

Literatiira

1. Matematika 11, 1l dalis — i$pléstinis kursas. Vilnius, TEV, 2002.
2. E. Stankus. LIMM 2008-2010 m.m. 8 tema. Priklausomi ir nepriklau-
somi atsitiktiniai dydziai.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Apskaiciuokite tikimybe, kad, metus tris taisyklingus loSimo kau-
liukus, atsivertusiy akuciy suma bus lygi 16.

2. Dézgje yra 4 balti ir 5 juodi rutuliai. I$ jos atsitiktinai traukiami
3 rutuliai. Apskaiciuokite tikimybe, kad bus iStrauktas 1 baltas ir
2 juodi rutuliai.

3. Du krepsininkai meta po viena baudos metima. Pirmojo pataikymo
tikimybé lygi 0,8, antrasis pataiko su tikimybe 0,7. Apskaiciuokite
tikimybe, kad vienas krep$ininkas pataikys, o kitas — nepataikys.

4. Tegu X — losimo kauliuky, atsivertusiy 6 akutémis, skaicius, vieng
karta metus tris simetriSkus loSimo kauliukus. UzraSykite atsitik-
tinio dydzio X skirstinj ir apskaiéiuokite atsitiktinio dydzio X vi-
durkj ir dispersija.

5. Atsitiktinio dydzio X vidurkis lygus nuliui, o jo skirstinys toks:

m -2 1 2
P(X = m) P, P, 01

Apskaiciuokite tikimybes p,, P, ir atsitiktinio dydzio X dispersijg.
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6. Dvimacio atsitiktinio dydzio (X, Y)skirstinio lentelé tokia:

Y 1 2 3

01 01 01
01 01 01
01 01 0,2

w| N || X

a) Nustatykite, ar atsitiktiniai dydziai X ir Y priklausomi.
b) Apskai¢iuokite atsitiktinio dydzio X ir atsitiktinio dydzio Y vi-
durkj ir dispersija.

7. Dvimacio atsitiktinio dydzio (X, Y) skirstinio lentelé tokia:

Y
X -1 0 1
1 0,2 01 P,
2 P, 01 01

Apskaiciuokite tikimybes p,, P, ir atsitiktinio dydZio Y vidurki,
kai atsitiktinio dydzio X vidurkis lygus 1,6.

8. Taisyklingo losimo kauliuko vieno metimo baigéiy aibéje funkcija
L 2),kaiee{e};
u=f(e)=711), kaiee{ey, ez, e4};
(3,2), kaie e{es, eg},
apibrézia dvimatj atsitiktinj dydj (X,Y).
Sudarykite §io dydzio skirstinj ir nustatykite, ar atsitiktiniai dydziai
XirY priklausomi.

9. Dviejose dézése — vienodi rutuliai, ant kuriy uZzraSyti skaiCiai.
Pirmoje dézéje yra 3 rutuliai: ant dviejy i$ jy uzraSytas skaicius 2, o
ant vieno — skaiCius 3. Antroje dézéje taip pat yra 3 rutuliai: ant
dviejy i8 jy uzrasytas skaicius 3, 0 ant vieno — skaicius 2. I$ pirmos
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dézes atsitiktinai iStraukiamas rutulys — ant jo uZraSytas skaicius

yra atsitiktinis dydis X. Po to $is rutulys jdedamas j antraja dézg¢ ir i§

jos atsitiktinai itraukiamas rutulys. Sio rutulio skaigius — atsitiktinis

dydis Y.

a) Sudarykite atsitiktinio dydzio (X,Y) skirstinj;

b) Sudarykite atsitiktinio dydzio X ir atsitiktinio dydzio Y skirs-
tinius;

c) Nustatykite, ar atsitiktiniai dydziai X ir Y yra priklausomi.

10. Atsitiktiniai dydziai X ir Y yra nepriklausomi, o jy skirstiniai tokie:

m -1 0 1 m -2 2
P(X=m) | 03| 04| 03 P(Y =m) 0,2 | 0,8

Sudarykite dvimacio atsitiktinio dydzio (X, Y) skirstinj.

A

E3
A

(i l(/<l'.
\\/,,

<
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VIIl. SUKINIAI

Edmundas Mazétis
(Lietuvos edukologijos universitetas)

Atlikdami 8ia uzduotj, Jas detaliau susipaZinsite su erdviniais kiinais
— ritiniais, kiigiais, rutuliais, kuriuos nagrinéjote matematikos pamokose.

1. Cilindrai arba ritiniai. Sakykime,
kad o ir B — dvi skirtingos lygiagrecios (’3/'/_6?\
plokstumos, plokStumoje o nubréztas ap- B :
skritimas o, kurio centras — taSkas O, 0 i
spindulio ilgis lygus R (1 pav.). Per kiek- |
viena to apskritimo taska M nubrézkime i
tiese, statmena plokStumai a. Visy $iy tie- —J:
siy atkarpos, esancios tarp plokStumy o ir i

1
T
j N .

\
\
\
|
g

S

B, sudaro cilindrinj pavirsiy, jos vadinamos 0~ "k/l
cilindrinio  pavirdiaus  sudaromosiomis. &,
Sudaromyju galai, esantys plok$tumoje a, 1 pav.

yra apskritimas ®, o ju galai, esantys

plokStumoje B, irgi yra apskritimas «’, lygus apskritimui w, apskritimo
®' centras — taSkas O', ties¢ OO’ yra lygiagreti su cilindrinio pavirSiaus
sudaromosiomis, ji vadinama cilindrinio pavirSiaus aSimi. Kanas, apri-
botas cilindriniu pavirSiumi ir dviem skrituliais, kuriy kontiirai yra
apskritimai o ir ', yra vadinamas ritiniu. Cilindrinis pavirsius yra vadi-
namas ritinio Soniniu pavirSiumi, skrituliai — ritinio pagrindais, o cilind-
rinio pavirSiaus sudaromosios — ritinio sudaromosiomis. Ritinio aSies
atkarpa OO’ yra vadinama ritinio aukstine. Ritinio visos sudaromosios
yra lygios, ju ilgis lygus atstumui tarp plokStumy a ir B ir vadinamas
ritinio aukstinés ilgiu. Ritinio pagrindy spindulys yra vadinamas ritinio
spinduliu. PlokStuma, einanti per ritinio auksting, kerta ritinj stacia-
kampiu, kuris vadinamas ritinio asiniu pjaviu. Cilindrinio pavirSiaus
plotas yra vadinamas ritinio Soninio pavirsiaus plotu. Jei ritinio spindulio
ilgis R, o aukstinés ilgis H, tai ritinio Soninio pavirSiaus plotas ap-
skai¢iuojamas pagal formulg
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S =2nRH. (1)
Ritinio pilnuoju pavir§iumi vadinamas jo Soninio pavirsiaus ploto ir
pagrindy ploty suma, ritinio pilnasis pavirSius randamas pagal formule
Spp.=2nR(R+H). Ritinio, kurio spindulys R, o aukstin¢ H, tariui V
teisinga lygybé
V =nR?H. )
1 pavyzdys. Sakykime, kad ritinys yra perpjautas per kurig nors jo
sudaromaja AD ir iStiestas taip, kad visos jo sudaromosios biity vienoje
plokstumoje. Toje plokstumoje gaunamas staciakampis ABCD (2 pav.)
vadinamas ritinio Soninio pavirSiaus isklotine. Sakykime, kad to stadia-
kampio smailusis kampas tarp jstrizainiy lygus ¢, o jstrizainiy ilgiai
lygis d. Rasime ritinio Soninio pavir§iaus plotg ir ritinio tirj.

D —C

|

! D\ ! I AN -
| ! | SO Prs
| ! | ~o -
| o | ~ -
| Pl I hNY e
| | N
roLH Ei--—------- =21 Q H
I Pl I Pid O N
| ! | - ~
| Pl | -7 AN
| Pl 1 Prs ~o
I ;o | e ~o
| b —— 7 Sl
™0 > A B

g 2

nR
A
2 pav.

Is staciakampio ABCD jstrizainiy sankirtos tasko O iSvedame
statmen]j OE j krasting AD. Tarkime, kad kampas AOD — smailusis, taigi
ZAOD=¢. I§ staciojo trikampio AOE turime AE = AOsin 2/ AOE.
Kadangi AO:%, AEz%, LAOEzg, tai H :dsin% Kita vertus,
staciakampio krastiné AB lygi ritinio pagrindo apskritimo ilgiui, t.y.

¢

AB=27R. Kadangi %:OEzAOcos%, tai 1§ ¢ia nRz%cosE, ir

R= icos%. Pagal (1) formule ritinio Soninio pavirSiaus plotas
T

2
S =2n-ic059-dsin9=d—sin(p.
2n 2 2 2

Pagal (2) formulg ritinio ttris
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d o) ¢ _d® 20 ¢
\% =n-[—cos—j -dsin = =—cos“ =sin—.
2 2 2 A4xn 2 2
Pastaba. Jei sta¢iakampyje ABCD smailusis kampas yra AOB,
tai Soninio pavir$iaus plotas gaunamas toks pat, o tiiris
3
V= d—sin2 P cos?.
4n 2 2
Isitikinkite tuo savarankiskai.

2 pavyzdys. Per vieng ritinio sudaromajg nubréztos dvi plokstumos,
kertancios cilindrinj pavirsiy, o gautyjy pjiviy plotai vienodi ir lygis Q.
Dvisienis kampas tarp plokStumy lygus a, 0 ritinio spindulio ilgis lygus
R. Rasime ritinio tirj.

Sakykime, kad ritinio pagrindo skritulj duotosios plokStumos kerta
stygomis AB ir AC (3 pav.). Kadangi kertan¢iosios plokStumos yra
statmenos ritinio pagrindy plokstumoms, tai kampas
BAC yra kampo tarp ty plokStumy tiesinis kampas,

t.y. £BAC =a. Kadangi pjiviy plotai vienodi ir

lygis Q, tai AB=AC= %, ¢ia h — ritinio aukstineé. A C
S

Trikampiui ABC pritaike kosinusy teorema, gau-

name 3 pav.

2 2
BC? = ABZ+ AC2 —2AB- AC-cosa =2h%—2h%cos<x.
I$ sinusy teoremos Siam trikampiui gauname BC =2Rsino. Taigi

2 2
4R?sin2¢ = 297

—-—Ccosa, t.y.
h?2  h?
2. 20
h2_2Q2(1—c05cx)_ QTS @?

= 2.2 - '
4R%sin“a 16R?sin? % cos? ¢ 4RZcos? ¢
2 2 2

Reiah=—3  jrv-mr?. 2 _ ™RQ

2Rcos™ 2RCOsS  2cos>

2 2 2
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2. Kugiai. Sakykime, kad plok$tumoje o yra apskritimas w, kurio
centras — taskas O, o spindulio ilgis lygus R. Nubrézkime tiese OP,

statmeng plok$tumai a, ir joje paimame P
taska S, kurj sujungiame tiesés atkarpomis su
kiekvienu apskritimo o tasku (4 pav.).

PavirSius, kurj sudaro minétos atkarpos,

vadinamas kiginiu pavirsiumi, tos atkarpos

kiginio pavirsiaus sudaromosiomis, o taskas

S — kiaginio pavirsiaus virsine. Kiigiu

vadinamas kiinas, kurj riboja kiiginis pavirSius

ir skritulys, kurio kontiiras — apskritimas . ® o
Sis skritulys yra vadinamas kiigio pagrindu. 4 pav.
Atkarpa OS yra vadinama kiigio aukstine, o tiesé

OP — kiigio asimi.

Sakykime, kad kiigis kertamas plok§tuma, einancia per kiigio asj.
Pjiivyje gaunamas lygiaSonis trikampis, kuris vadinamas kigio asiniu
pjuviu. Jei kiigi perpjautume per kurig nors jo sudaromajg ir visas
sudaromgsias iStiesiame taip, kad jos biity vienoje plokStumoje,
gauname kiigio Soninio pavirSiaus iskloting (5 pav.), kuri yra skritulio
iSpjova.

S S

5. pav
Kiginis pavir§ius yra vadinamas kiigio Soniniu pavirSiumi. Jei
kiigio pagrindo spindulio ilgis R, 0 sudaromosios ilgis I, tai kiigio
Soninio pavirSiaus plotas S lygus
S =nRI 3)
Kigio, kurio pagrindo spindulys lygus R, o aukstines ilgis H, taris V
lygus pagrindo ploto ir aukstinés sandaugos trecdaliui, t. y.

Vv :%nRZH. (4)
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3 pavyzdys. Kiigio Soninio pavirSiaus iSklotiné¢ yra skritulio is-
pjova, kurios spindulys 9, o iSpjova ribojantis apskritimo lankas lygus
120°. Rasime kiigio tiirj.

5 pav. nubrézta iSpjova SAB yra kiigio Soninio pavirSiaus isklotiné.
Jos spindulys SA lygus kiigio sudaromajai, o lanko AB ilgis lygus kiigio
pagrindo apskritimo ilgiui. Kadangi lankas AB lygus 120°, tai jo ilgis yra
gn -9 =67 Jei R — kiigio pagrindo spindulys, tai 27R =6m, t.y. R=3.
I§ staciojo trikampio SOA randame kiigio auksting

SO=+SA% ~0A2 =02 ~3? =612,
ir pagal (4) formule kuigio turis

Y =%TC'32 672 =182,
4 pavyzdys. Kigio pagrindo spindulys lygus R, o aukstiné H. Jis

kertamas dviem ploksStumomis, lygiagre¢iomis su pagrindo plokstuma.
Pjaviy plotai lygis Q ir g (Q>(). Rasime atstuma tarp kertanciyjy

plokstumy.

Visy pirma pastebékime, kad plokstuma,
lygiagreti su kiigio pagrindo plokStuma, kiigj
kerta skrituliu. Tikrai, jei taskas S — kugio
vir§ing, taSkas O — pagrindo centras, SA — bet
kuri kiigio sudaromoji, kertancioji plok$tuma
kiigio auksting OS kerta taske Q, o sudaromaja
SA — taske M (6 pav.), tai i§ trikampiy SAQ ir
SMQ panasumo turime

M _ 5 1y om = B50A_QSR
OA OS 0S H
Taigi pjuvio linija yra apskritimas, kurio centras
_QS-R 6 pav.

— taskas Q, o spindulio ilgis = w

Sakykime, kad kita plokStuma, lygiagreti su kiigio pagrindo plokstuma,
kerta kiigio auksting SO taske T, tuomet pjuvyje gauto apskritimo

. TSR C o .
spindulys I’ZZST. Kadangi pjavyje gauty skrituliy plotai lygis
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atitinkamai Q ir g, tai rl_\/7 =\/7 Taigi \/7 QS-R ir

\F TS - HJQ Ts_ Hq
T

——. I8 ¢ia gauname, kad QS =
H s Ry RVr

ir atstumas

tarp kertanciyjy plokstumy
H
d=QS-ST=—+-=yQ—+/q).
Q R\/E( Q q)

Nagrinéjame per kiigio virSing S einancig plokStuma, kuri kerta
kiiginj pavirSiy sudaromosiomis SA ir SB (7 pav.). Nubrézkime pagrindo
skersmenj CD, lygiagrety su tiese AB. Trikampiy ASB ir CSD plotams

. 1 . 1 . .
turime  Spsp=> AS2sin £ ASB, Scep = 5C8 Zsin £CSD. Kadangi

AS=BS=CS=DS, o0 AB<CD, tai i§ lygiasoniy trikampiy ASB ir
CSD turime, kad £ ASB< ZCSD. Tuomet, jei kampas CSD — smailusis,
tai sin ZASB<sin ZCSD ir Spgg <Scsp. Taigi Siuo atveju asinio
pjuvio plotas yra didZiausias i$ visy ploty, kuriuos kiiginiame pavirSiuje
iSkerta ploksStumos, einanCios per kigio virSing. Jei kampas
CSD - bukasis, tuomet i§ nelygybés £ ASB < ZCSD nebutinai seka
nelygybé sin £ ASB <sin ZCSD, taigi $iuo atveju galima gauti
pjuvius, kurie yra mazesni uz asinio pjivio plota, lyglis jam, ar yra
didesni uz asinio pjuvio plota.
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5 pavyzdys. I§ visy kiigio pjaviy plokStumomis, einanciomis per
kiigio vir§iing, didziausio ploto pjiivis yra V2 Karto didesnis uz asinio
pjuvio plota. Rasime kiigio tiirj, jei jo aukstiné lygi H.

IS uzdavinio salygos seka, kad aSinio pjiivio plotas néra didZiausias
i§ visy pjuviy, kuriais kiigis kertamas plokStumomis, einanc¢iomis per
kiigio virstng, ploty. Taigi kiigio asSinio pjiivio kampas prie kiigio vir-
Stnés yra bukasis. Sakykime, kad per kiigio virsiing S einanti plokStuma
kerta kiiginj pavirsiy sudaromosiomis SA ir SB (8 pav.).

Gautojo pjuvio plotas lygus %SAZSin ZASB, jis jgyja didziausia
reik§me, kai sin £ZASB=1, t.y. kai sudaromosios SA ir SB yra

statmenos. Jei trikampis SAC — aSinis pjavis, £ ASC=aq, tai jo plotas

lygus %SA2 sin o.. Pagal uzdavinio salyga

1.9 1.9 . 1
ESA =x/§-ESA sina, t.y. smoczﬁ.
Kadangi o — bukasis kampas, tai o =135". I§ trikampio SOA randame
pagrindo spindulj R.
135
2

R =SOtg=——> = H tg67,5".

Pagal (4) formule kiigio taris
3
Vv :%n(H tg67,5°)%-H =—n|; tg? 67,5 =

nH31-cos135°  nH3 B+ 242)

3 l+cos135 3

3. Nupjautinis kiigis. Kugj kirskime ploks-
tuma lygiagrecia su jo pagrindo ploksStuma. Tos
plokstumos ir kiigio sankirta yra skritulys, da-
lijantis kiigj i du pavirsius: vienas pavirSius yra
kiigis, o kitas vadinamas nupjautiniu kigiu
(9 pav.). Duotojo kuigio pagrindas ir pjivyje
gautas skritulys vadinami nupjautinio kiigio 9 pav.
pagrindais. Atkarpa OOy, jungianti nupjautinio kiigio pagrindy centrus,

97



VIII TEMA

yra vadinama nupjautinio kiigio aukstine. Kiginio pavirSiaus dalis,
ribojanti nupjautinj kiigj, vadinama nupjautinio kiigio Soniniu pavirsium,
kiiginio pavirSiaus sudaromyjy atkarpos, einancios tarp nupjautinio k-
gio pagrindy, yra vadinamas nupjautinio kiigio sudaromosiomis. Ploks-
tuma, einanti per nupjautinio kiigio aukstine, kerta §j kiigi lygiaSone
trapecija, kuri vadinama nupjautinio kiigio asiniu pjaviu.

Jei R ir r — nupjautinio kiigio pagrindy spinduliy ilgiai, H —

aukstinés ilgiu, | — sudaromosios ilgis, tai nupjautinio kiigio Soninio
pavir$iaus plotas skai¢iuojamas pagal formule
S=mnl(R+1), )

0 jo tiris — pagal formule
Y% :%(R2+r2+Rr). (6)
6 pavyzdys. Kibiras yra nupjautinio kiigio formos, jo pagrindy
spinduliai lygts R ir r (R >r), aukstiné lygi H (10 pav.). Nustatysime,

iki kokio aukscio reikia jpilti j kibira vandens, kad jis uzimty puse kibiro
tiirio.

A o E A
Q—P2Jc
B 0, B
a) b)
10 pav.

10a pav. nubréztas nupjautinio kiigio formos kibiras, taskai O ir O;
— pagrindy centrai, atkarpa AB — jo sudaromoji, OA=R, O,B=r —
pagrindy spinduliai, OO, =H - kiigio aukstiné. Sakykime, kad i §j
kibirg pripilta vandens iki aukstinés OO, tasko Q. 10b pav. nubrézta
asinio pjuvio pusé — stacioji trapecija OO,;BA, ties¢ QC lygiagreti su
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tiesemis OA ir OB, tiesés BD ir CE lygiagrecios su aukstine OO, .
Sakykime, kad O,Q =h, QC =p, tai i§ staciyjy trikampiy AEC ir CDB

panasumo gauname, kad _h :H__h_ I§ &ia seka, kad h :—H (p— r)'
p—r R-p R—r
Tada apatinés nupjautinés piramidés tiiris V; pagal (6) formule lygus
mH(p-1) H (p3—r3)
= (PP arp) ==
3(R-r) 3(R-r)

Kadangi Sis taris yra lygus pusei duotosios piramidés tirio, tai

33
mHE"-r) 1 nH (R +r2+Rr), arba p°—r _—(R3—r3). I
3R-r) 2.3

3 3 3 3
i p3=%(R3+r3), p=37 o thH 3R | -
-r

ieSkomasis aukstis.

5. Sfera ir rutulys. Sfera vadinamas pavirSius, kurj sudaro visi
erdvés taskai, duotuoju atstumu R nutolg nuo duotojo tasko O. Taskas O
yra vadinamas sferos centru. Jei M — a
kuris nors sferos taskas, tai atkarpa OM
yra vadinama sferos spinduliu; visy
sferos spinduliy ilgis lygus R. Atkarpa,
jungianti du sferos taskus, vadinama
sferos styga, styga, einanti per centra,
yra vadinama sferos skersmeniu. Sferos
ribojamas kiinas yra vadinamas rutuliu.
Rutulj, kurio centras O, 0 spindulys R,
sudaro visi erdvés taskai, kuriy atstumai iki tasko O nevirsija R.

Jei plokStuma yra nutolusi nuo sferos centro atstumu, nevirSijanciu
sferos spindulio R, ji turi bendry tasky su sfera; jei plokStuma nutolusi
nuo sferos centro atstumu, didesniu uz sferos spindulj R, ji neturi bendry
tasky su sfera. Jei plokStuma nutolusi nuo sferos centro atstumu, lygiu
sferos spinduliui, ji turi su sfera vienintelj bendrg taska; Si plokStuma
vadinama sferos lieciamgja plokstuma (11 pav.). Si ploktuma yra
statmena sferos spinduliui, jungian¢iam centrag O su bendru plok§tumos
ir sferos tasku. Jei plok§tuma nutolusi nuo sferos centro atstumu,

11 pav.
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mazesniu uz sferos spindulj R, tai ji kerta sfera apskritimu. Jei
plokStuma neina per sferos centra, tai sankirtos apskritimas vadinamas
mazuoju sferos apskritimu (12a pav.), o jei plokStuma eina per sferos
centra — didziuoju sferos apskritimu (12b pav.); didziojo apskritimo
centras sutampa su sferos centru O, o spindulys lygus sferos spinduliui R.

)

a) b)
12 pav.
Sferos, kurios spindulio ilgis lygus R, pavirSiaus plotas skaiéiuo-
jamas pagal formule

S =4nR?. ©)
Rutulio, kurio spindulys R, taris V yra lygus
4 3
=—nR". 8
3" (8)

Rutulio nuopjova vadinama rutulio dalis, kurig nuo jo nukerta kuri
nors ji kertanti plok$tuma. 13 pav. rutulj kertancioji plokstuma o dalija
ji i dvi nuopjovas. Pjiivyje gautas skritulys yra vadinamas ty nuopjovy
pagrindu. Jei AC — rutulio skersmuo, taske B statmenai Kkertantis,
plokstumg o, tai atkarpos AB ir CB yra vadinamos nuopjovy
aukstinémis. Jei rutulio spindulys R, o nuopjovos aukstiné h (h < R),

tai nuopjovos sferinio pavirSiaus plotas S yra lygus
S =2nRh, 9)
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0 nuopjovos tiris V
V:nhZ(R—%h) (10)

Rutulio ispjova — tai kiinas, kurj sudaro rutulio nuopjova, kurios
auks$tiné mazesné uz rutulio spindulj, ir kiigis, kurio virsané — rutulio
centras, o pagrindas sutampa su rutulio nuopjovos pagrindu (14 pav.).
Jei rutulio spindulys R, o rutulio nuopjovos aukstiné h, tai rutulio
iSpjovos turis V lygus

V= %nth. (11)

Rutulio sluoksniu vadinama rutulio dalis, esanti tarp dviejy lygia-
greCiy rutulj kertanciy plok§tumy. Skrituliai, gaunami Sioms ploks-
tumoms kertant rutulj, yra vadinami rutulio sluoksnio pagrindais, o
atstumas tarp ty plok§tumy — rutulio sluoksnio aukstine.

7 pavyzdys. Duoti du lygts rutuliai, vieno jy centras yra kito rutu-
lio pavir$iuje. Rasime jy bendrosios dalies tiirj, jei jy spinduliai lygtis R.

Kadangi abu rutuliai lygts, o vieno jy
centras O; yra kito rutulio pavirSiuje, tai ir
antrojo rutulio centras O, yra pirmojo rutu-
lio pavirSiuje (15 pav.). Bendroji rutuliy da-
lis susideda i$ dviejy lygiy rutuliy nuopjovy,
kuriy pagrindas yra 15 pav. uzbriikSniuotas
skritulys. Ties¢ O,0, to skritulio plokStuma

. : : R
kerta taske C, todél $iy nuopjovy aukstine h=0,C =0,C =5 Pagal
(10) formule vienos nuopjovos tiiris yra

2
Vi =m- R R_E.E =5_nR3,
2 3 2 24

todél visos bendrosios dalies taris
V=2 = 2R3
12

6. Sukimeosi pavirsiai. [Snagrinéti pavirSiai turi vieng bendrg savy-
be — jie yra gaunami sukant tam tikrg plokStumos figiirg apie tiese I,
vadinamg sukimosi asimi. Kai figtra sukama apie sukimosi a§j, kiek-
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vienas jos taSkas M brézia apskritima, kuris yra plok$tumoje statmenoje
sukimosi as$iai, jo centras C yra sukimosi aSyje (16 pav.), o tieseés CM ir |
yra statmenos.

Staciakampj ABCD sukant apie krasting

(pvz., AB), gaunamas ritinys (17a pav.), ku- C ﬂM
rio sudaromoji lygi krastinei AB, o0 pagrindo ~_"" "~ |
spindulys — krastinei CD. Statusis trikampis

ABC (£C=90°) sukamas apie vieng jo
statinj (pvz., AC) apibrézia kagj (17b pav.), 16 pav.

kurio aukstiné lygi statiniui AC, pagrindo

spindulys — statiniui BC, o sudaromoji — jzambinei AB. Sta¢ioji trapecija
ABCD (AD| BC, AB_ AD) sukama apie Sonin¢ krasting AB, statmeng
pagrindams, apibrézia nupjautinj ktigj (17¢ pav.), kurio
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pagrindy spinduliai lygts trapecijos pagrindams AD ir BC, aukstiné —
Soninei kraStinei AB, sudaromoji — kitai Soninei kraStinei BC. Pusskri-
tulis, kurio skersmuo — atkarpa AB, sukamas apie tiese AB apibrézia
rutulj, kurio spindulys lygus pusskritulio spinduliui (17d pav.). Sukant
17¢ pav. nubréztg skritulio nuopjovos pus¢ apie ties¢ AB, kurioje yra
nuopjovos auksting, gaunama rutulio nuopjova. AnalogiSkai sukant
skritulio i§pjovos pus¢ gaunama rutulio iSpjova. Taigi ritiniai, kiigiai,
nupjautiniai kiigiai, rutuliai, jy nuopjovos ir i§pjovos, rutulio sluoksniai
yra vadinami bendru pavadinimu — sukiniai, juos ribojantys pavirSiai yra
vadinami sukimosi pavirsiais.

8 pavyzdys. Lygiasoné trapecija, kurios pagrindy ilgiai lygas 1 ir 2,
o Soninés krastinés ilgis lygus 1, sukama apie Soning¢ kraSting. Rasime
gautojo sukinio tiirj.

Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AD=2, BC =1, Soni-
nés krastinés AB=CD =1. Sakome trapecija apie ties¢ CD (18 pav.).
Nubréze BE| CD, turime, kad ED=BC =1, AE =1, taigi trikampis
ABE - lygiakrastis ir £ ABE= /A= F

=/D=60°. Jei tieses AB ir CD
kertasi taske F, tai ZAFC=60",

B
trikampis AFD — lygiakrastis, todél
FD=AD=2. Trapecijos ijstrizainé c

AC yra Sio trikampio pusiaukrasting,
todél ji yra statmena tiesei FD. Nu-
brézkime BH L FD ir gauname, kad

norint rasti ieSkomojo sukinio tirj E\
reikia sudéti kiigio, gauto sukant tri-
kampj ACD, ttirj su nupjautinio kiigio, gauto sukant trapecija ACHB,
tiiriu ir 1§ gautosios sumos atimti kiigio, gauto sukant trikampj BHC, tirj.

Kadangi AD=2, CD =1, tai AC =/3, todél kiigio, gauto sukant

T

18 pav.

trikampj ACD, tiris Vlzén-ACz-CDzn. Kadangi AC =4/3,
1 1 J3

HC=ZFC=2, tai BH=

> > <> ir nupjautinio kiigio, gauto sukant
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trapecija ABHC tiiris V, =%n- HC-(AC? + BH? + AC-BH) =%”. Ki-

gio, gauto sukant trikampj BHC tiris ngg-BHZ-HCZSn. Taigi

ieSkomojo sukinio tiris V =V; +V, V3 = gn.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Ritinys, kurio sudaromosios lygios 1043 , kertamas plok$tuma, ly-
giagrecia su ritinio asimi ir nutolusia nuo $ios aSies atstumu lygiu 2.
Kertancioji plokStuma nuo ritinio pagrindo apskritimo nukerta 60°
lanka. Raskite gautojo pjuvio plota.

2. Per vieng ritinio sudaromaja nubréztos dvi ritinj kertancios
plokstumos, sudarancios 60° kampa. Gautyjy pjaviy plotai lygis 11
ir 13. Raskite ritinio Soninio pavirSiaus plota.

3. Kigio pagrindo spindulys R, o jo Soninio pavirSiaus isklotinés
lankas lygus 90°. Raskite ritinio tarj.

4. Kiugio pagrindo spindulys lygus 2, o jo sudaromoji lygi 6. Nubrézta
plokstuma, lygiagreti su kiigio pagrindo plokStuma ir dalijanti kiigj i
dvi dalis, kuriy Soniniy pavirSiy plotai lygts. | kokio ilgio dalis
plokstuma dalija kiigio auksting?

5. I8 visy kiigio pjuviy plokStumomis, einanciomis per kiigio virsiing,
didziausias pjavio plotas yra du kartus didesnis uz asinio pjuvio
plota. Kiigio sudaromoji lygi I. Raskite kiigio ttrj.

6. Nupjautinio kiigio sudaromosios ilgis 8, ji sudaro 60° kampa su
pagrindo plokStuma. Kiigio aSinio pjiivio jstrizainé yra aSinio
pjuvio kampy pusiaukampiné. Raskite nupjautinio kiigio Soninio
pavirsiaus plota.
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10.

Rutulio skersmuo padalytas j tris atkarpas, kuriy ilgiy santykis
1:3:2. Per dalijimo taskus nubréztos tam skersmeniui statmenos
plokstumos. Raskite, kurig dalj a) sferos pavirSiaus; b) rutulio tiirio
sudaro rutulio sluoksnio, esancio tarp plokStumy, pavirSius ir tiris.

Sta¢iakampio ABCD krastines AB=8, AD=3. Nuo jo nupjautas
skritulio, kurio centras — taskas A, o spindulys lygus 3, ketvirtis.
Gautoji stac¢iakampio dalis sukama apie ties¢ AB. Apskaiciuokite
sukinio tiirj.

Kvadrato krastiné lygi 1, jis sukamas apie ties¢, einancig per jo
virsiing ir lygiagrecig su kvadrato jstrizaine. Apskaiciuokite gautojo
sukinio tiirj.

LygiaSonés trapecijos Soniné krastiné ir maZesnysis pagrindas lygus
1, jos smailusis kampas lygus 45°. Si trapecija sukama apie $onine
krasting. Apskaiciuokite gautojo kiino turj.

E3
A
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Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Edmundas Mazétis, Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

1. IS tasko, esancio Salia apskritimo, nubréztos apskritimo liestiné ir
kirsting, kuriy ilgiy suma lygi 30 cm. Raskite liestinés ir kirstinés
ilgius, jeigu kirstinés vidinés atkarpos ilgis 2 cm mazesnis uz
liestinés ilgj.

2. Isspreskite lygti: 2x* +x3 —6x2 +x+2=0.

3. Raskite reiskinio vX ++/162—x didziausia ir maZziausia reikSmes ir
nurodykite, su kuriomis x reik§mémis jos yra jgyjamos.

4. Dvimagio atsitiktinio dydzio (X;Y) skirstinio lentelé tokia:

Y 0 1

X
-1 p 0,2 0,3
1 0,2 0,1 q

Apskaiciuokite tikimybes p ir g, kai atsitiktinio dydzio X vidurkis
yra: EX=-0,2.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu motociklininkas ir dviratininkas susitiko vietovéje C (Zr.
1pav.). Jeigu atstumas AC lygus S;, o0 atstumas BC-S,, tai

motociklininko greitis yra vy, =%, 0 dviratininko
A S| c s, B
1 pav.

Vp =%. Jei motociklininkas i§ C i B nuvyko per t valanduy, tai

dviratininkas iS C { A nuvyko per t+2 valandas. Sudarome ir
sprendZiame lyg¢iy sistema:

SR
—L_.t=5,,
0575 :%z?'—t’:tz+2t—0,5625=0:>t=0,25h.
2 . +
—~—(t+2)=S
075 LFA=31
Taigi motociklininkas kelionéje uztruko 0,75+0,25=1 va-
landa.
Ats. 1 h.

2. Tegu parke augo x medziy. Tada 0,6x buvo klevy skaicius. Jeigu
rudenj parke buvo pasodinta y liepy, o pavasari z klevy, tai (pagal
salyga) galima sudaryti lyg¢iy

0,6x=0,2(x+Yy) ir 0,6x+z=0,6(x+Yy+2)

sistema. Spresdami ja gauname:
0,6x=0,2(x+Y), 2X =Y, 2X=1Y,
= = =
0,6x+z2=0,6(x+Yy+12) 271 =3y Z=23x
= X+Y+Z=X+2X+3Xx=6x.
Ats.: Medziy skaicius parke padidéjo 6 kartus.

3. Akivaizdu, kad Sio Zmogaus gimimo mety pirmas skaitmuo yra 1.
Taip pat ir paskutinis skaitmuo aisSku, yra 1. Tegu gimimo metai yra
1xy1. Pagal salyga, sudarome lygti
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1000+100x+10y +1-270=1000+100y +10x+1 ir gauname, kad
X=y+3.

Skaicius 1+ X+ y+1=2+2y+3=2y+5 turi dalytis i§ 5. Todé¢l
y gali jgyti tik dvi reikSmes: 0 ir 5. Kai y=0, tai x=3, 0 kai
y=5, tai x=8.

Galirpi gimimo metai yra 1301 ir 1851. Kadangi véis Zmogus
gimé po Zalgirio misSio, tai jo gimimo metai yra 1851. Siais metais
yra gimes Jonas BasanaviCius, taip pat Petras Vileisis.

Ats.: 1851.

. Kadangi 2940=27.3-5-72, tai 2-3%-52.7=3150 yra ie$komas
maziausias nattralusis skaidius.
Ats.: 3150.

. Tegu lentoje paraSyti skaiciai yra ay, ay, a3, a4, ag ir tenkina salyga
 <ay<azg<ay <as.

Tada

q+a,=0, y+ay3=2, ay+az=4, y+a,=4, a,+a, =6,

a3+a,=8 a+a5=9, a,+a5=11 az+a;=13, a,+a5=15.

Sudéje Sias lygybes, gauname, kad a; +a, +ag + a4 +ag =18. 1§ ¢ia

(kadangi a; +ay, =0 ir ag +ag5 =15) a3 =18-0-15=3. Vadinasi,
=2-3=-1 a,=4-3=1, a,=6-1=5, a;=9-(-1)=10.

Ats.: -1; 1; 3; 5; 10.

. Kadangi nd-1 dalijasi i$ 5, tai n=5k +1. Tada
3_
nTl=25k3+15k2+3k=k-(25k2+15k+3).
Akivaizdu, kad k < 25k2 +15k +3. Vadinasi, sandauga
k-(25k2+15k +3) yra pirminis skaiGius tik kai k=1 (tada
25.1+15-1+3=43). Taigi
n=5-1+1=6.
Ats.: n=6.
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7. 1 budas.

X+y+z=4, Z=4-X-Y,

2 _apn 2 _ap

2xy —z° =16 2xy—(4—-x-y)° =16
Z=4-Xx-Yy,

= 5 =
2xXy—16—Xx° —y“ +8x+8y—2xy =16
z=4-Xx-Y, z=4-x-Yy,

V102,02 _ay_ Pt PV A S
X“+y“ -8x—-8y+32=0 x=4)"+(y-4)=0
Z=4-Xx-Y,

= =>x=4,y=4,71=-4.
x=4,y=4
Ats.: (4;4;-4).

2 bidas.

X+Yy+z=4, X+y=4-2, ) _

9 = 16+ 72 Pagal Vijeto teorema, X ir y yra

2xy -z =16 Xy = .

2

2
1027 4 sprendiniai. Sios

kvadratinés lygties t2 + (z-4)-t+

lygties diskriminantas yra

D=(z-4)*-4 =—(z+4)%

16+ 22
2
Kad ir x ir y biity realieji skaiciai, turi galioti nelygybé D >0. Rem-

damiesi ja gauname:
X+y=

8,
=>Xx=4,y=4,
Xy =16

(z+4)2s0:>z=—4:>{

Ats.: (4;4;-4).

{7
"-':E'_"'}_\

8. Tegu i trikampj ibrézto ap- EA/

skritimo spindulys yra r, 0 /R N
apskritimas liecia trikampio G
kraStines taskuose E, FirD 4/ ~p
(zr. 2 pav.). Targ, kad
AD=2t, DB=3t, 2 pav.

pe
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10.

gauname, kad
AC=AE+EC=2t+r, BC=BF+FC=3t+r.

Pagal salyga,
2t+r+3t+r+5t=36=>

=r=18-5t=
= AC =18-3t,BC=18-2t.
Pagal Pitagoro teorema,
(18—3t)% + (18—2t)2 = (5t)* =
=t=3=AC=9,BC=12 AB=15.
Ats.: 9 cm, 12 cm, 15 cm.

I§ trapecijos virSutinio pagrindo B M

vidurio tasko M nubrézkime dvi ¢
atkarpas ME ir MF, atitinkamai 5 S
lygiagreCias su trapecijos Soni- A 4,50 40% D

némis krastinemis AB ir CD (Zr. E N F
3 pav.). Trikampis EMF yra sta- 3 pav.
tusis, nes

Z EMF =180° - Z MEF - Z MFE =

=180"-Z A- 2 D=180"-50"-40" =90".
Jei N yra pagrindo AD vidurio ta$kas, tai atkarpa MN — trikampio
EMF pusiaukrastiné ir ji lygi pusei jzambinés EF. Tare, kad
AD=a, BC=b, gauname:

a+b=8§,
=a=5Db=3.
a-b=2

Ats.: 3ir 5.
Tegu tinklelyje yra n mazgy. Tada virvuéiy, jungian¢iy $iuos maz-
. 3N . - e .
gus skaiCius yra - Sis skaiCius turi buti sveikasis. Todél n turi

biti lyginis skaiCius. Vadinasi, tinklelis negali turéti 2011 mazgy.
Ats.: Negali.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sios funkcijos grafikas yra parabolé, kurios $akos kyla j vir§y. Jos

e . - a+4 . a+4 .
vir§tinés tasko abscisé yra X=—T. Jei - priklauso

intervalui [0; 2], tai f(-%“j yra maZiausioji funkcijos reiksme

intervale [O; 2]. Jei _at+d

<0, tai maziausia funkcijos reik§mé

intervale [0; 2] yra f(0). Reiksmé f(2) yra maziausia intervale

[0; 2] tada, kai — a+4 > 2. Taigi reikia iSspresti tris sistemas:
a+4
0<-2F <2, a+4 a+4
-—x<0, -——>2,
1) asd 2) 2 3) 2
f(—Tj=—4; f(0) =—4; f(2)=-4.
Gauname:
0<-34 5 (4<ata<o,
1) i =1(@+4)? (a+4)’ =
f(_a+4j__4 - +2a+3=—4
2 | 4
—8<K < —
S;a— 4 (L8<as<-4, o
= = =;
~a +4=_4 a2 =12
4
_3T4 0 (a+4>0, a>—4,
2) 2 = 98432 4:> B 35:>a:—3,5;
f(0)=-4 areo=—2  (a=73
_3*4 o (a+d<-a, a<-8,
3 2 :>42 4)+2 3—4:>4 15—4:>
t(2)=—4 +2(a+4)+2a+3=— a+15=—
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a<-8,
= =J.
{a=—4,75

Ats.: -3,5.

2. I8 uzdavinio salygos lengva suprasti, kad koeficientas a turi buti
teigiamas skaicius (a>0).

Parabolés y=ax?+bx—2 vir§iinés abscis¢ yra —2%1. Pagal

uzdavinio salyga, — 2%1 =-2.

4a-2b—-2=-6,
Sprendziame sistema b
2a
ir gauname, kad a=1, b=4.
Ats.: a=1 b=4.

=2

3. Funkcijos y= X2 +(2p-Dx+ p2 grafikas yra parabolé, kurios $a-
kos kyla j virSy. Kad abi trinario Saknys biity didesnés uz vieneta,
§io trinario reikSmé taSke x =1 turi buti teigiamas skailius ir para-
bolés virstnés abscisé didesné uz 1.

Spresdami nelygybiy sistema
1 +(2p-1)-1+ p® >0,

_2p—1>L
2
gauname:
2 p(p+2)>0,
P +2|O>0’:> 1 = p<-2
—-2p+1>2 p<—§

Toliau nagrinékime kvadratinio trinario diskriminantg
D=(2p-1)%-4p*=—-4p+L1.
Kad kvadratinio trinario Saknys biity skirtingi realieji skaiciai,
parametras p turi tenkinti nelygybe —4p+1> 0. IS jos gauname
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o 1
salyga (parametro p reikSméms) p < 1
Vadinasi, parametro p reikSmés turi priklausyti intervalui
(—o0; — 2).
Ats.: pe(—o;—2).

4. Pagal Vijeto teoremg, p=—-(D+(@1-D))=-1, gq=D@-D), o
kvadratinio trinario
x? —x+D(1-D)
diskriminantas D yra 1-4D(1— D). Issprende lygti
D=1-4D(1-D),

gauname dvi galimas D reik§mes: D, =1 ir D, = %

L. 1 1 3
Vadinasi, g, =1(1-1) =0, =_|1-=|=—.
o =1(1-1) 4z 4( 4j 16

e .3
Ats.: (-3 0) ir (—1, E}

5. Tegu t=x+5y; tada x=t—5y. Jrase | nelygybe gausime:
(t—5y)2 —6(t—5y)y + y? +21<0=56y% —16ty +t> + 21<0.
Si nelygybé galioja tik su tomis t reikSmémis, kurioms esant
kvadratinio trinario (y atzvilgiu) 56y2—16ty+t?+21 diskrimi-
nantas D =(—16t)%> —4-56(t% +21) =32(t>-147) yra teigiamas
arba lygus nuliui. I§ nelygybés t°>—147>0, gauname, kad
t<-743 arba t>7+/3. Kadangi t>0, tai maZiausia t=Xx+5y
reikSmé yra 74/3.
Ats.: 7+/3.

6. Kvadratinis trinaris Q(x) didziausig reikSme jgyja tik tada, kai

parabolés y =3ax® —2ax—8 Sakos eina emyn. Taip bus tik tada,
kai a<0.
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Didziausig Q(x) reikSme nesunku rasti kvadratiniame trinaryje
Q(x) isskyrus pilnajj kvadrata:

2
Q(x) = 3ax? —2ax—8 = a(3x? —2x) -8 = a[(\@x_%J _%J_gz

1
V3

Lygybé pasiekiama taske X = % Taigi trinario Q(x) didziau-

- a(\/§x -

2
) —(% +8j < —% —8; Cia turime mintyje, kad a <0.

sia reikSmé yra Q[%) = —% -8, a<0.

Paraboles y=3x2 —2ax—4 Sakos kyla i virSy, todeél trinaris
P(X) maziausia reikime jgyja. Sig reik§me galima rasti taip:
2 2

2
P(x)=3x2—2ax—4=[\/§x—%j —(%+4J2—%—4;

lygybé pasiekiama tik kai X =%. Vadinasi, maziausia kvadratinio

a2

trinario P(x) reikSmé yra P(%} = —?—4,

Belieka i$spresti lygtj P(%) = Q(%j . Gausime:

a® a

—?—4=—§—8:>a2 —a-12=0=a=-3 arha a=4.
Kadangi a <0, tai —3 yra ieskoma parametro a reikSmé.

Ats.: —3.

. Funkcija yra apibrézta visoje realiyjy skaiciy tieséje. Pertvarkykime
trupmeng:
x* +x%+5 (x4+2x2+1)+4—x2 4-x?
4 2 1 4 2 =+ ==
X7 +2x°+1 X7 +2x°+1 (x“+1)
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_ (P4n-5 1 5
N Ry it e R R
(x“+1) X“+1 (x“+1)

2 2
I OEC T R P O O CH S B
x2+1 245 20 (x2+1 245) 20

Aisku, kad gautas reiSkinys, taigi ir nagringjama funkcija, maziau-
sig reikSme, lygia 0,95, igyja tada, kai galioja salyga
51
x>+1 245
I$sprendg lygtj, gauname x =+3.
Ats.: 0,95 taskuose x=-3 ir x=3.

=0.

8. Sios funkcijos apibrézimo sritis yra intervalas [-7;11]. Taip pat
aisku, kad f(x)>0 visoje apibrézimo srityje.
Vietoj f(x) nagrinékime f2(x). Gausime:

f2(X) = (VX+7 +V11-X)% =X+ 7+ 2/(x+ 7)(11-X) +11-Xx =
=18+ 2V 77+4x—Xx? =18+ 2,/81—(x—2)? <18+ 2/81=36;

Sia lygybé galioja tik kai x=2. Vadinasi, f(2)=+/36=6 yra di-
dziausia funkcijos reik§mé.

Ieskodami reikinio f(X) maziausios reik§més nagrinékime
kvadratinj trinarj, esantj paaknyje. Funkcijos y=81—(x—2)? gra-
fikas yra parabolé, kurios vir§iné (2; 81). Sios parabolés Sakos eina
zemyn. Kadangi x=2 yra intervale [-7;11], tai nagrinéjamas tri-
naris maziausig reikSme jgyja intervalo gale. Apskaiciave matome,
kad abi reik§més sutampa (jos lygios nuliui). Vadinasi, funkcija

f(x)=vx+7 +/11-x
maziausig reikSme, lygia J18=3.2, igyja dviejuose taskuose:
X=—7ir x=11.
Ats.: f(2)=6 yra didziausia reikSme, o f(-7)=f(1D) = 32
yra maziausia reikSme.
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9. Tegu x yra vieno, 0 y — kito pilko kvadrato krastinés ilgis. Tada,

nagrinédami pilkyjy kvadraty ploty x2 ir y2 suma, gauname:

2
x2+y2:x2+(1—x)2=2x2—2x+1= \/Ex—ﬂ +121;
2 2 2

lygybe x%+y? :% galioja tik Kai \/E-x—gzo, t.y. kai x:%

Taigi ieSkoma taSko M vieta yra jstrizainés BD vidurys.
Ats.: Istrizainés viduryje.

10. Trikampio krastiniy ilgius pazymékime X, y z
L eyt 5 |h
y ir z (zr. 1 pav.). Pagal uzdavinio salyga, 30
X
X+Yy=a, h:%, todél 1 pav.
2
a’ (, a

s_Mx_xy_x@-x_ax-x*_ 4 [ Zj a’
2 4 4 4 4 T 16

2
Lyaybé sz% galioja tik Kai x=%. Vadinasi, didziausias tri-

2
kampio plotas yra T—G. Tokio trikampio dvi kraStinés yra lygios:

a e T, . L.
X=y= E; treCiosios krastinés ilgj galima rasti taip:

_h y _a a i
Tsin75  2sin(90° —15°) 4c0s15  |1+cos300
4. R
_a 2-/3

ay2-+/3
—

Ats.:

\/2+\/_ 2\/2+\/_ 2
a
2’

2
2
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ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pertvarke duotaja lygtj, gauname
(x=9)% +(y+11)%? —92 —11> —23=0,
(x=9)2 +(y+11)? =225,
Tai apskritimo, kurio centras C(9,—11), o spindulys R =15, lygtis.
Kadangi CM 2 = (6—9)2 + (-3+11)? =73< 225, tai CM <R, taigi
taskas M yra apskritimo viduje.

2. Koordinaéiy sistema Oxy parenkame y
taip, kad Ox asis eity per duotuosius - M(X, )
taskus A ir B, o jos pradzios taskas O ’
buty atkarpos AB vidurio taskas
(Ipav.). Pazymékime  atstuma A(-c, 0) ‘O B(c, 05 X
AB=2c, kuomet A(—c,0), B(c,0).
Plokstumos taskas M (X, y) yra nag-

1 pav.

rinéjamos tasky aibés taskas tada ir tik tada, kai AM? +BM? =a?.
Kadangi AM? =(x+c)?+y?, BMZ=(x-c)?>+y? tai i§ cia
(x+c)2+y? +(x—c)®+y?=a® Pertvarke %a lygti gauname

2x2+2y2:a2—2c:2, x2+y2=a -2C

. Taigi, kai a®—2c? >0,

t.y. a>+/2c, ieskomoji tasky aibé yra apskritimas, kurio centras
yra  koordinafiy  pradzioje, ©

22
spindulys 1/a _22C :jei a=2¢c —

tai vienas taskas 0O(0,0), jei

a<+/2c — tugtioji aibe.

3. Sakykime, kad tiesé | — per taska A
nubrézta apskritimo liestiné (2 pav.),
taskas D — bet kuris jos taskas. Pagal
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3 teoremg ZCAD =/ APQ=«BPQ. Pagal 2 teoremg £ BPQ=
=/ BCQ, taigi ZCAD =~/ BCQ. Kadangi $ie kampai yra vidaus
prieSiniai kampai, kuriuos tiesés AD ir BC sudaro su tiese AC, tai i$
Cia ir seka, kad tiesés AD ir BC lygiagrecios.

. Pagal 3 teoremg £ EAP=/ ABC=a (3 pav.). Kadangi tiesés CB
ir BP yra statmenos, o0 PA=PB, tai

Z ABP=90° —q, A E

Z APB=180" -2/ ABP = ﬁ\
=180 —2(90° — ) = 2. o) P
Tada %/

LAPO:%AAPB:a:AEAPir B

3 pav.
tiesés AC bei OP yra lygiagrecios.

. Sakykime, kad tiesés AD ir BC susikerta taske E, taskas O —
apskritimo centras (4 pav.). Pagal 5 teo- A

remg £ AEB =%(L AOB -« DOC).
Kadangi DC=0D=0C, tai £ DOC =
=60°. Kadangi £ AOB - igtiestinis, tai

Z AEB= %(180° —60°) = 60",

. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AD
ir BC (5 pav.). Pagal 6 pavyzdj, jei apie tra-
pecija galima apibrézti apskritima, tai ji lygia-

Soné, t. y. AB=CD. Kadangi £ AOB= 60°,
tai £ ADB=30". Nubréziame auksting BH, 5 pav.

tada AH :%(AD—BC), 0 DH = AD- AH :%(AD+ BC).

119



SPRENDIMAI

I3 staciojo trikampio BHD randame HD = BHctg30° = h+/3. Trape-
cijos plotas

S:%(AD+ BC)-BH =DH -BH =h?4/3.

7. Sakykime, kad tiesés AB ir MN Kertasi
taske K (6 pav.). Kadangi ties¢ AB yra
duotyjy apskritimy radikalioji aSis, tai
taskas K yra radikaliosios aSies taSkas,
t.y. liestiniy atkarpos KM ir KN yra
lygios. Taigi taskas K dalija atkarpa
MN pusiau.

8. Sakykime, kad tiesés AB ir CD yra duotyjy apskritimy iSorinés
bendrosios liestinés, o tiesés
EF ir GH — vidinés bendro-
sios liestings (7 pav.). Jei tas-
kas M — atkarpos AB vidurio
taskas, tai MA=MB. Tai reis-
kia, kad taskas M yra duotyjy
apskritimy radikaliojoje asy-
je. Analogiskai atkarpy EF,
GH ir CD vidurio taskai N, P
ir Q irgi yra duotyjy apskritimy radikaliojoje aSyje. Taigi taskai M,
N, P, Q yra vienoje tieséje — apskritimy
radikaliojoje aSyje.

9. Jei taskai O ir O, — duotyjy apskritimy
centrai, o tie apskritimai kertasi taSkuose
A ir B (8pav.), tai OA=0,A=
=0,B=0,B, t.y. apskritimai, kuriy
centrai yra taskai A ir B, eina per taskus
O, ir O,. Bendroji skrituliy dalis 8 pav.
yra uZzstrichuota. Kadangi O,A=0,A=

= 0102 . R, tai 4 01A02 e 600.
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10.

nR? -60° B nR?

I$pjovos O;AO, plotas lygus = Trikampio O,AO,

2
plotas lygus %stin 60° = R A?/§ Taigi nuopjovos O,MO, plotas
2 p2
lygus %— R 4\/5 Kadangi skrituliy bendraja dalj sudaro dvi

tokios nuopjovos, tai ieSkomasis plotas lygus
s_o[ ™R’ _R:3)_=R? R’\3
6 4 3 2

Sakykime, kad taskai B, ir B, trikampio krasting AC dalija j tris
lygias dalis. Apskritimo, einancio per Siuos taskus, centras yra
atkarpos B,B, vidurio statmuo, sutampantis su krastinés AC
vidurio statmeniu. Analogiskai ir apskritimy,
einan¢iy per taskus A ir A,, 0 taip pat per
taskus C; ir C,, centrai yra trikampio kras-
tiniy BC ir AB vidurio statmenyse. Taigi ap-
skritimas, einantis per taskus A, Ay, B,
B,, C; ir C, egzistuoja, 0 jo centras sutam-

pa su taisyklingojo trikampio ABC centru O 9 pav.
(9 pav.). Nubrézkime statmenj OE tiesei AC.
Kadangi taSkas E yra krastinés AC vidurio taskas o CBy = BB, =

—BA= % tai i3 stadiojo trikampio OCE randame

_a3_af3
2oa3

OE =CE tg30° ==
2 6

Kadangi EB, =%, tai i§ trikampio OB,E turime OB, =%, ty.
trikampis B,OB, lygiakrastis, todél lanko B;B,didumas lygus
kampo B,OB, didumui, t. y. 60°

121



SPRENDIMAI

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Skaiius n yra pirminis, jei jis nesidalija i§ pirminiy skaiciy, ma-
zesniy uz Jn. Kadangi +/2659~516 ir 2659 nesidalija i§ pirminiy
skaiCiy, mazesniy uz 52, t.y. i§

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,

tai 2659 yra pirminis skaicius. Nesunku patikrinti, kad
2743=13-211, 2809=53", 2197=13,

todél skaiciai 2743, 2809 ir 2197 yra sudétiniai. Kvadratiné Saknis
N2741=524, o pats skai¢ius 2741 nesidalija i§ pirminiy skaiciy,
mazesniy uz 53. Taigi 2741 yra pirminis skaicius.

Ats.: skaiciai 2659 ir 2741 yra pirminiai, o skaiciai 2743, 2809
ir 2197 néra pirminiai.

2. Visus skai¢ius nuo 3100 iki 3200 surasSykime j lentele:

3100 3101 3102 3103 3104 3105 3106 3107 3108 3109 3110
3111 342 343 314 3115 3116 37 3148 3119 3120
3121 3122 3123 3124 3125 3126 3127 3128 3120 3130
3131 3132 3133 3134 3135 3136 3137 3138 3139 3140
341 3142 343 3144 3145 3146 347 3148 3149 3150
3151 3152 3153 3154 3155 3156 3157 3158 3150 3160
3161 3162 3163 3164 3165 3166 3167 3168 3169 3170
3 342 33 34 3H5 346 37 3148 3140 3180
3181 3182 3183 3184 3185 3186 3187 3188 3189 3190
3191 3192 31083 3194 3105 3196 319+ 3108 3199 3200

Kadangi v3200~56,6, tai iSbraukime lenteléje visus pirminiy
skai¢iy, mazesniy uz 57, kartotinius, t.y. skaiciy

2,3,5,7,11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53

kartotinius. Like neiSbraukti skaiciai ir bus pirminiai skaiciai i§
intervalo [3100, 3200].

Ats.: 3109, 3119, 3121, 3137, 3163, 3167, 3169, 3181, 3187,
3191.
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3. Skai¢iy didziausius bendruosius daliklius galima rasti dviem
budais: iSskaidant skai¢ius pirminiy skai¢iy laipsniais arba
naudojant Euklido algoritmg. Naudosime abu biidus.

a)

(714, 1638, 434)=(2-3-7-17, 2.32.7.13 2-7-3) =14

b) Naudojame Euklido algoritma:

d)

69601=1-53497+16104

53497=3-16104+5185

16104=3-5185+549,

5185=9-549+ 244

549=12.244+61,

244=14.61.

Todél (53497, 696070 =61 (paskutiné nenuliné liekana).
Kadangi 152317=2497- 61, tai

(53497,69601152317) =

((53497,6960), 152317 =(61,152317) =61.

Naudojame Euklido algoritma:
52246=1-34579+17667,
34579=1-17667+16912,
17667=1-16912+ 755
16912=22-755+302
755=2-302+15],
302=2-151

Todél (34579 52246 =151

Naudojame Euklido algoritma:
59411=2-29039+1333

29039=21-1333+1046
1333=1-1046+ 287,
1046=3-287+185,
287=1-185+102,
185=1.102+83,
102=1-83+19,
83=4-19+7,
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19=2-7+5,

7=1-5+2,

5=2-2+1,

2=2-1.

Todél (5941129039 =1 ir skaiciai 59411, 29039 yra
tarpusavyje pirminiai.

e) (46971547143 =(7-11-61,7-13-17,11-13) =1.
Skaiciai 4697, 1547, 143 yra tarpusavyje pirminiai.

4. Dviejy naturaliyjy skai¢iy 9n+4 ir 2n+1 didziausias bendrasis
daliklis yra lygus paskutinei nelygiai nuliui liekanai, gautai, taikant
jiems Euklido algoritma:

On+4)=4-(2n+1) +n,
2n+1)=2-n+1,
n=n-1+0.
Paskutiné nenuliné lickana yra lygi 1. Taigi skai¢iy 9n+4 ir 2n+1
didziausias bendrasis daliklis yra lygus 1 ir todél jie yra tarpusavyje
pirminiai.

5. Tegul r yra pirminio skai¢iaus p dalybos i$ 30 liekana, r €{0, 1,
2,..., 29}. Tuomet
p=30K+r;
Cia k yra sveikasis neneigiamas skaicius.
Pastebékime, kad, kai k=0, tai p=r, ty. liekana r yra pirminis
skai¢ius. Tegul k >0. Tada p >30. Aisku, kad

r=0, 2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28,
nes p dalytysi i§ 2 ir pirminiu skai¢iumi biti negaléty. Taip pat
r=3, 9,15, 21, 27,
nes p dalytysi i$ 3 ir taip pat pirminiu skaic¢iumi buti negaléty. Dél
tokios pat priezasties
r=5, 25,
nes p dalytysi i$ 5. Taigi gauname, kad r (kai k >0) yra vienas i$
skaiciy: 1, 7, 11,013, 17, 19, 23, 29.
Bendru atveju turime, kad r yra pirminis skaicius arba 1.
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6. Bet kurj pirminj skai¢iy p, nemazesnj uz 5, galime uzrasyti
p=4k -1 arba p=4k+1;

Cia k nattiralusis skaicius.
Pirma panagrinékime pirminius p, kurie uzraSomi pirmuoju budu:

p =4k —1. Kadangi p yra didesnis uz 3 (3 gauname imdami k =1),
0, 72 (7 gauname imdami k = 2) dalydami i§ 24, gauname lieckana,
lygia 1, tai galime laikyti, kad k >3. Jei k>3, tai jj galime
uZzrasyti:

k=3l arba k=3l+1, arba k=3l1+2;

¢ia | naturalusis skai¢ius. Panagrinékime visus tris atvejus atskirai.

Tegul k =3l. Tuomet
p? = (4k —1)% = (121 —1)° = 24-61% — 241 +1,

ir aisku, kad, p2 dalydami i§ 24, gausime liekana, lygia 1. Kai
p = Ak —1, skai¢ius K negali bati lygus 3l +1, nes skaiius
4k -1=121+3

dalijasi i$ 3 ir néra pirminis.
Tegul k =3l +2. Tuomet

p? = (4k —1)% = (12 + 7)% =24-61%2 —24-71 + 49
Matyti, kad, p? dalydami i§ 24, gausime liekana, lygig 1.
Dabar panagrinékime pirminius p, kurie uzraSomi antruoju budu:
p =4k +1. Kadangi 5? (5 gauname imdami k =1) dalydami i$ 24,
gauname liekana, lygia 1, o, kai k=2, skai¢ius 4k+1 néra
pirminis, tai galime laikyti, kad k > 3. Vél panagrinésime visus tris
atvejus, kai k=3I, k=31+1, 1ir k=3l +2.
Tegul k =3l. Tuomet

p? = (4k +1)% = (121 +1)% = 24-61% — 241 +1,

ir aiSku, kad, p? dalydami i3 24, gausime liekana, lygia 1. Tegul
k =3I +1. Tuomet

p? = (4k +1)% = (121 +5)% = 24-61% — 24-5| + 25,
I§ paskutinés lygybés gauname, kad, p® dalybos i3 24 lickana yra
lygi 1. Kai p =4k +1, skaicius k negali buti lygus 3l + 2, nes skai-
cius

4k +1=121+9
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dalijasi i$ 3 ir néra pirminis.
Taigi jsitikinome, kad, pirminio skai¢iaus p >5 kvadrata dalydami
i§ 24, gauname liekana, lygia 1.

7. Skaiciai
M,=2"-1

(n natdralusis skai¢ius) vadinami Merseno skaiciais. Kai skai¢ius
M= 2P -1

(kuriam nors pirminiam p) yra pirminis, tai jis vadinamas Merseno
pirminiu skai¢iumi. Kadangi

2047=2"—1=My,

tai skaiCius 2047 yra Merseno skaiCius, bet jis néra Merseno
pirminis skaicius, nes 2047=23-89. Tuo tarpu skai¢ius 127 yra

pirminis (nesi- dalijai$ 2, 3,5, 7ir 11, 0 +/127 <12) ir
127=2"—1=M,
todél jis yra Merseno pirminis skaicius.

8. Skaiciai
K
Fo=22 +1
(k nataralusis skaiCius) vadinami Ferma skaiCiais. Jei skaiius
F¢ yra pirminis, jis vadinamas Ferma pirminiu skai¢iumi. Skai¢ius

257 yra pirminis (nesidalina i§ 2, 3,5, 7, 11 ir 13, 0 +/257 <17) ir

3
257=2° +1=F;.
Taigi 257 yra Ferma pirminis skaicius.

9. Uzrasykime skaiciy 496 ir 8128 kanoninius skaidinius pirminiy
skaiCiy laipsniais:
496=2%.31 8128=2%.127.
Susumave visus jy daliklius, gauname
1+2+4+8+16+31+62+124+248+496=992=2-496,

1+2+4+8+16+32+664+127+254+508+1016+ 2032+
+4064+8128=16256=2-8128
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10.

Skai¢ius n, kurio dalikliy suma lygi 2n, vadinamas tobuluoju
skai¢iumi. Taigi skaiciai 496 ir 8128 yra tobulieji skaiciai.
Skaicius n, kurio dalikliy suma didesné uz 2n, t.y. a(n) > 2n, vadi-

namas pertekliaus skai¢iumi; jei dalikliy suma mazesné uz 2n, ty.
o(n) < 2n, jis vadinamas nepritekliaus skai¢iumi. Tegul skaiciaus n

kanoninis skaidinys pirminiy skaiciy laipsniais yra
ky Kk k
n=pp%..p"
Tuomet jo dalikliy sumai o(n) suskaiciuoti galime naudoti for-
mules:

o(n) =o(pt) o(ps2)..o(pf),

m+l
o(p™)=1+p+..+p"= P l.
p-1
Taigi
3 3
c(100)=c(2252)=c(22).c(52)=%-55 11=7.31=217>200,

o(101) =102< 202,

5(102) =5(2)-5(3)-5(17) =3-4-18=216> 204,
o(103) =104< 206,

5(105) =(3) - o(5) - o(7) =4-6-8 =192< 210,
oc(106) =5(2)-6(53)-o(7) =3-54=162< 212,
o(107) =108< 214,

6(108) = 5(2%) - 5(3%) = 7-40=280> 216,
o(109) =110< 218

6(110) =6(2) - 5(5) - o(11) =3-6-12 =216 < 220,
o(111) =o(3)-o(37) =4-38=152< 222,

o(112) = 6(2*) - o(7) =31-8 = 248> 224,

o(113 =114< 226,

o(114) = 5(2) - 6(3) - 5(19) =3 4- 20 = 240> 228,
o(115) = 6(5) - 6(23) = 6- 24 =144 < 230,

o(116) = 6(2%) - 5(29) = 7-30=210< 232,
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o(117) =o(3%) - o(13) =13-14=182< 234,
o(118) = 6(2) - 5(59) = 3-60=180< 236,
o(119) = o(7) - 5(17) =8-18 =144 < 238,

c(120) = 0(23) -0(3)-o(5) =15-4-6=360> 240.

Ats.: pertekliaus skaiciai yra 100, 102, 104, 108, 112, 114, 120,
0 nepritekliaus skaiciai yra 101, 103, 105, 106, 107, 109, 110, 111,
113, 115, 116, 117, 118, 119.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Surikiuokime dreves pagal rieSuty skaiCiy. Sakykime, pirmoje
drevéje yra D1, antroje — D2, tre¢ioje — D3 ir taip toliau, iki pat
septintosios drevés, kurioje yra D7 rieSuty.

Sakykime, kad
D1<D2<D3<D4<D5<D6<D7.
Tuomet, kadangi rieSuty skaiciai drevése dél voverytés Julés
principy yra visi skirtingi, tai, akivaizdu, kad
D2 +3 <D5,
D3 +3 < D6
D4 +3 < D7,
todeél sudéjus
D2+ D3 +D4+9<D5+D6+D7.
Taciau, kadangi daugumoje dreviy turi biiti ir dauguma riesuty,
tai buitinai
D1+ D2+ D3+ D4>D5+ D6+ D7,
ir tada biitinai
D1 > 10.
Todél
D2>11, D3> 12, D4> 13, D5> 14, D6> 15 ir D7> 16.
Vadinasi, rinkinyje mazy maZziausiai turi buti
10 +11 +12 +13 +14 + 15+ 16 =91
rieSutas.
Liko pastebéti, kad toks 7 dreviy, kuriose yra atitinkamai
10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
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rieSuty rinkinys tikrai tenkina uzdavinio sglygas, nes keturiose pa-
¢iose maziausiose drevése yra bent
10 + 11 +12 +13

arba

46
rieSutai, o tai daugiau negu pusé visy rieSuty ir daugiau negu bend-
ras rieSuty kiekis trijose pacios didziausiose drevése, nes jose nie-
kaip negali buti daugiau kaip

14+15+16

arba

45
rieSutai (o tai yra maZiau negu pusé visy rieSuty).

Ats.: Voveryté Julé maziausiai 7 drevése gali turéti 91 riesSuta.

. Uzduoties aprase buvo rasti trys trizenkliai skaiciai, kurie sumazéja
9 kartus uzbraukus patj pirmajj tokio trizenklio skaiciaus skaitmenj
— tokiais pasirodo esa skaiCiai

225, 450 ir 675.

Todél mums dabar tikrai tiks tokie jau keturzenkliai skaiciai,
kurie uz juos yra lygiai 10 karty didesni. Jie bus gauti priraSius prie
ty trizenkliy skaiciy po O ir, aisku, iSsaugos savybe biiti 9 kartus
didesniais uz savajj ,,uzbrauktinj* skaiciy.

Taip i$ karto gauname tris tinkamus skaicius

2250, 4500 ir 6750.
Idomu, kiek dar yra skaiciy be ty, ka tik nurodytyjy.
UZzrasome salyga:
ABCD =9BCD
arba
1000A+ 100B + 10C + D = 900B + 90C + 9D,
i$ kur suprastine turésime
1000A = 800B + 80C + 8D
ir padalije i$ 8
125A =100B +10C + D
Ir
D =5(25A - 20B - 2C).
Todél D dalijjasi i$
5,
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0 kadangi D dar ir skaitmuo, tai jis jau tik

0
arba
5.
Pirmuoju atveju
25A =20B + 2C
ir A yra lyginis skaitmuo, taigi jis yra
0, 2, 4, 6 arba 8.

Taciau 0 turime i$ karto atmesti, nes mums nevalia pamirsti,
kad A yra pirmasis keturzenklio skaiciaus skaitmuo, todél ne 0.

Jei
A=2
tai
20B + 2C =50,
o tai reiskia, kad
10B+C =25
ir kadangi B ir C vél “tik” skaitmenys, tai
B=2irC=5.
Taip (vél) gauname skaiciy
2250.
Jei
A=4
tai
20B + 2C =100
ir
10B + C =50,
todél
B=5irC=0,
ir taip vel “horizonte pasirodo” skaicius
4500.
Jei
A =6,
tai
20B + 2C =150
ir
B=7irC=5,

parodant dar kitg atspéto atsakymo skaiCiy
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6750.
Jei
A=8,
tai
20B + 2C =200
ir
10B + C =100,
o §i lygtis sprendiniy ,,skaitmenimis* neturi.
Liko antrasis atvejis
D=5,
o0 tada
125A =100B + 10C + 5,
arba
25A =20B+2C+1,
25A - 1=2(10A + C).
Todél skaicius

25A -1
yra lyginis ir todél
A
yra nelyginis, vadinasi,
A
yra
1,3,5,7arba9.
Jei
A=1,
tai
24 =2(10B + C),
arba
12=10B +C,
o tai reiskia, kad
B=1irC=2.
Taip atsiranda jau ,,naujas* atsakymas
1125.
Jei
A=3,

tai
74 =2(10B + C),

131



SPRENDIMAI

arba
37=10B + C,
o tai reiskia, kad
B=3irC=7.
Taip atsiranda dar vienas ,,naujas atsakymas
3375.
Jei
A=5
tai
124 =2(10B + C),
arba
62 =10B + C,
o tai reiskia, kad
B=6irC=2.
Taip atsiranda jau trecias ,,naujas* atsakymas
5625.
Jei
A=T7,
tai
174 =2(10B + C),
arba
87=10B + C,
o tai reiskia, kad
B=8irC=7.
Taip atsiranda jau ketvirtas ,,naujas* atsakymas
7875.
Jei galiausiai
A=9
tai
224 =2(10B + C),
arba
112 =10B + C,
o $ioji lygtis ,,sprendiniy skaitmenimis*
BirC
jau nebeturi.
Ats.: Yra i$ viso
7
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keturzenkliai skaiciai, kurie sumazéja 9 kartus uzbraukus pirmaji ju
skaitmen;j. Tai skai¢iai
1125, 2250, 3375, 4500, 5675, 6750 ir 7875

. Galima buty jsitikinti, pavyzdziui, dalijant kampu, kad abi
trupmenos dalijasi ir i$ skai¢iaus

111,
ir i§ skaiciaus
1001 001.
Tai labai lengva padaryti pritaikant daugyba stulpeliu.
Pirmiausiai pastebékime, kad
111-1001 001 =111111111.
Tikrai, dauginant stulpeliu biity

1001 001
111
1001 001
10 010 01
100100 1
111 111 111.

Padalije skaitiklj ir vardiklj i§ minétyjy skaiCiy gaustume
trupmena

9091
9901

Tai vél lengviausia patikrinti padauginant stulpeliu
9091
ir
9901
i$
111111111
ir jsitikinti, kad gausime atitinkamai skaicius
1010111110101
ir
1100111110011.
Tikrai
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111111111
X 9091
111111111
+ 9999 999 99
999 999 999
1010111110101

111111111
X 9901
111111111
+ 99999999 9
999 999 999
1100111110011

Dabar dar reikéty jsitikinti, kad jau daugiau i$ nieko toji
trupmena
9091

9901
nebesidalija.
Is tikryjy, jeigu toji trupmena dar galéty buti “toliau
prastinama”, tai tada atsirasty ir toks pirminis skai¢ius
p>1,
i§ kurio dalytysi ir tos trupmenos skaitiklis, ir jos vardiklis.
Jeigu taip, tai i§ tokio pirminio ir, suprantama, uz vienetg
didesnio skaiciaus

P
privaléty dalytis ir vardiklio
9901
ir skaitiklio
9091
skirtumas

9901 — 9091 = 810.
Taciau tas skirtumas
810= 2.3%.5
tesidalija tik i§ labai “paprasty” pirminiy skaiciy
2,3ir5,
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18 kuriy nei tas skaitiklis
9091,
nei tas vardiklis
9901
nesidalija.
Todél prielaida, kad skaitiklis ir vardiklis abu kartu dalijasi i$
kokio nors nattraliojo uz 1 didesnio skai¢iaus, yra neteisinga ir
todel gautoji trupmena

9091
9901
yra nesuprastinama, o uzdavinys baigtas spresti.
9091
ts.. ——.
9901

. Jeigu Ona per 10 minuciy nuskuta 18 bulviy, tai per 30 minuciy ji
nuskus 3 kartus daugiau jy, arba i§ viso
18-3=54
bulves.
Jeigu Jonas per 6 minutes nuskuta 7 bulves, tai per 30 minuciy
jis nuskus jy 5 kartus daugiau arba
7-5=35,
0 Marijona, nuskusdama per 15 minuciy 23 bulves, per 30 minuciy
nuskus jy dvigubai daugiau, arba iS viso 46 bulves.
Beje, dabar juos jau visai nebesunku surikiuoti pagal
pajéguma.
Dabar mes matome, kad jie visi 3 kartu per 30 minuciy nuskus
54 + 35 + 46 = 135 bulves.
Vadinasi, per valanda jie visi 3 kartu nuskus dvigubai daugiau, arba
jau 270 bulviy, o 540 bulviy nuskusti jie visi trys kartu sugai§ 2
valandas.
Ats.: Jie visi trys, dirbdami kartu, 540 bulviy nuskus per 2
valandas.

. Jeigu skaicius dalijasi i$
45,
tai jis dalijasi ir i§
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ir 1§
5.
Todél jeigu 8-Zenklis skaiCius
AAAABBBB (A # 0)
dalijasi i$ 9, tai i§ 9 dalijasi ir to skai¢iaus skaitmeny suma
A+A+A+A+B+B+B+B=4(A+B).
Taciau tada i§ 9 dalijasi ir skaicius

A+B.
Kadangi
AAAABBBB

dalijasi ir i§

S5,
tai jo paskutinis skaitmuo B turi biti

0
arba

5.

Bet tada, kadangi
A+B

turi dalytis i§

9

(skaicius 99990000),

ir A yra skaitmuo, taigi jis nelygus nuliui (pirmasis skaitmuo), jis
yra arba

9,
arba

4

(skaiCius 44445555).

Ats.: Pirmasis to aStuonzenklio skai¢iaus AAAABBBB
skaitmuo yra 4 arba 9.

6. Ne, visai nebitinai visi trys skaiciai turi sutapti. Pavyzdziu galéty
bti trejetas

Nl
BNlw
MAlw

arba apskritai bet kuris teigiamy skaiCiy trejetas
l-a4aa,

=~
(@13
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nes tikrai

1-a + a®+a%=2a%-a +1= (1—a)2+a +a?.

Pastebésime, kad visi tokie trejetai, iSskyrus atvejj, kai a yra
lygus vienai antrajai, ir duoda tokius trejetus, kur ne visi trys
skaitmenys sutampa.

Pastaba. Dvi minutes pagalvoti turinéiam skaitytojui turéty
i8kilti klausimas, ,,ar i§ balos tas grazumas mano prigimimo*, arba
i$ kur tai imasi?

Tai ,,gali imtis* kad ir i§ lyg¢iy sistemos, j kurig ir ,,sudedame*
visus tiems nezinomiems skai¢iams keliamas sglygas.

Jeigu suraSytume jas bitent tokiems trims, kol kas ,,dar
nezinomiems* skai¢iams

X, yirz
keliamas salygas, tai viskas atrodyty taip:

x+y2+22=x2+y+22=x>+y%+1.

Truputélj su jomis ,,padirbésime*.
I3
x+y?+22=x%>+y+2°
iSplaukia

x—y—x2+y2 =0,

arba
(X=y)-(x —y)(x+y)=0

X-y)(x+y-1)=0.
Vadinasi, arba
X=Yy,
arba
Xx+y=1.

Taigi, arba du ieSkomieji dydziai (misy i$nagrinétu atveju X ir
y) sutampa, arba jy suma yra lygi 1.

Uzrasome ir tas kitas visiskai taip pat gaunamas lygybes:

(y-2)(y+z-1)=0
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(z—x)(z+x-1)=0.
Todél, jeigu jokie du dydziai nesutapty, tai biitinai galioty Sios
trys lygybés:

X+y=1,

y+z=1,

z+x=1.
Jas visas sudéje jau gautume, kad

2X+2y+2z=3,
X+y+z=15

x—y—z—1
2 H

0 tai miisy situacijoje yra pati didZiausia jmanoma priestara, nes
tada jau sutampa net nebe du kurie nors, o jau visi trys tie skai¢iai.
Ats. Nebiitinai visi trys tokio trejeto skai¢iai sutampa. Taciau
mes nurodéme ir jrodéme, kad du i§ trijy tokio trejeto skailiy
biitinai turi sutapti.

7. Jeigu mes turime teigiamy skaiciy rinkinj
D1<D2<D3....... <Ds,
ir
1<n,m<s,
tada akivaizdziai yra teisingi 2 tokie teiginiai:

1 teiginys.
Jei
n
paciy
maziausiy
rinkinio skai¢iy suma yra didesné uz
m
paciy
didZiausiy
to rinkinio skai¢iy suma, tai ir
bet kuriy
n
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to rinkinio skaic¢iy suma yra didesné uz

bet kuriy
m
to rinkinio skai¢iy suma.
2 teiginys
Tarkime, kad k < min {n, m}.
Jei
n
bet kuriy
rinkinio skai€iy suma yra didesné uz
bet kuriy
m
to rinkinio skai¢iy suma, tai ir
bet kuriy
n—k
to rinkinio skaiciy suma yra didesné uz
bet kuriy
m—k

to rinkinio skai¢iy suma.
Misy uzdavinio atveju

n=4,

m=3
ir

k=1.

Ats.: Taip, iSplaukia.

. Kadangi didziaja pieva puse¢ dienos pjové visa brigada ir dar puse
dienos pusé visos brigados, todél per puse
dienos visa brigada privaléjo nupjauti

2

3
didziosios pievos.
Vadinasi, pusé visos brigados per pus¢ dienos nupjové

1

3

didziosios pievos.
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Lygiai tiek pat, arba plota lygy trecdaliui didziosios pievos, bet
jau antrojoje, perpus mazesnéje pievoje, per kit dienos puse nupjo-
ve kita pusé brigados.

Vadinasi, tas vieniSas pjovéjas, kuris antra dieng per visg diena
baigé pjauti antraja, kaip sakyta, perpus mazesn¢ pieva, nupjove
viska, kas dar buvo lik¢ antrojoje pievoje, arba, skaiciuojant
pirmosios pievos dalimis

arba

t.y. Sestadalj didziosios pievos.
Taigi vienas pjovéjas per vieng diena nupjauna plota, lygy

1

6
didziosios pievos.
Toliau, mes matome, kad visa brigada per dieng nupjové visa
didziajg pieva ir dar plota, lygy
1

3
didziosios pievos arba i$ viso plota, lygy

1_8

1+ —=—

didziosios pievos.
Vadinasi, i$ viso buvo

oo
1]
foe}

pjovéjai.
Ats.: IS viso buvo 8 pjovéjai.
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9. Jeigu vyriausias brolis gavo 4 kartus maziau gintariuky negu jo
broliai, tai jis gavo lygiai

visy gintariuky.
Panasiai treCias pagal gautg gintariuky kiekj, kuris jy buvo
gaves 9 kartus maziau uz likusius brolius kartu, jy

buvo gaves
L
10
dalj, o pats kukliausias brolis jy buvo gaves
L
11
dalj.

Visi kiti broliai, i§skyrus antrgjj, buvo gave dalis, kurios buvo
tarp

t.y. buvo tarp
9% ir 10 %.

Kadangi pats ,turtingiausias® i§ broliy jy turéjo 20 %, antras
pagal paveldéta skaiCiy jy turéjo, iSreiSkus procentais, tarp 10 % ir
20 %, ir dar 10 % paveldé¢jo treciasis brolis, tai visi trys daugiausiai
paveldéje broliai jy buvo paveldéje daugiau negu

40%,
bet maziau negu
50%.

Vadinasi, likusiyjy broliy, kuriy kiekvienas, jskaitant paskutinj

brolj, buvo paveld¢je tarp

9%
ir
10%,
todél tam, kad jie surinkty daugiau negu
50%,

bet maziau negu
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10.

60%,
Ju turi biiti lygiai
6,
arba su tais trimis daugiausiai paveldéjusiais jy turéty biiti
6+3,
arba i§ viso
9

Pateiksime galima konkrety tokio paveldéjimo pavyzdj,
nurodydami ,.konkrec¢iai“ paveldétus gintariukus:

Pavyzdys.
Paveldéjimui gali buti skirta
440
gintariuky, tada pirmasis daugiausiai paveldéjes jy biity paveldéjes
penktadalj arba

88,
antrasis galéty biti paveldéjes

58,
treciasis tada gauty deSimtadalj, arba

44,

toliau ketvirtasis, penktasis, Sestasis, septintasis ir aStuntasis galéty
buti paveldéje po
42
gintariukus kiekvienas, galiausiai kukliausiai paveldéjes devintasis
brolis jy biity paveldéjes
40
gintariuky, arba vieng vienuoliktadalj.
I8 tikryjy, dabar ,,bendras balansas sueina“, nes
88 +58 + 44 + (42 +42 + 42 +42 +42) + 40 =
=132 + 58 + 210 + 40 = 190 +210 + 40 = 440.
Ats.: Buvo 9 broliai.
Jei natiiraliajam

X
skaicius
X®+x+1
dalijasi i8
9,
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tai uzrase
X=9n+r, 0<r<s,
mes turétume, kad

On+1)2+©On+r)+1=8In> +18nr+r2 +9n+r+1=

=90@n2+2nr+n)+r?+r+1
dalijasi i$

9.
Taigi tada ir
I’2 +r+l
butinai privaléty dalytis i$
9,

kai
r=021234,5,6,7,8.
Taciau miisy konkreciu atveju né vienas i§ skaiéiy

0% +0+1,
12 +1+1,
22+2+L
32+3+L
42 4+ 4+1,
52 15+1,
62 +6+1,
7% +7+1,
82 +8+1,

arba né vienas 18
1,3,7,13,21,31,43,57ir 73

v

1S

9
nesidalija.
Ats.: Tikrai, ir mes tai kg tik jrodéme, kad skaicius
X +x+1
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niekaip negali dalytis be liekanos i§
9,
jeigu tik x yra nattralusis skaicius.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. Remsimés pirmame pavyzdyje gautomis S, israiSkomis. Gausime:
(x+Y)° =x° =y = p} —(p} ~5pi P, +5pp5) =
=5p; P2 ~5PLP; =5p1P2(Pf — P2) =
=5xy(x+ Y)((X+Y)? =x) =Bxy(x+ y)(X* + Xy +y°).
Taigi tapatybé jrodyta.
2. Remdamiesi S$eStame pavyzdyje gautomis S, iSraiSkomis, kai
pp =0, abi jrodomos tapatybés puses isreikskime pagrindiniais Si-
metriniais daugianariais. Gausime:
a’ +b" +c’ _S7_ 7p§p3 _

7 7 7 p3ps,
a®+b°+c® a+b%+c? S5 S, —5p,P3 —2p, o
5 2 5 2 5 2 Pk
Vadinasi,
a7+b7+c7_a5+b5+05 a?+b%+c?
7 5 2

kai a+b+c=0.

3. Pasinaudoj¢ pirmame pavyzdyje gautomis S, iSraiSkomis ir for-
mule p, =%(p12 —t), t>0, gauname:
a*+b*-a%-ab®=5,-p,-S, =

= py —4pf - po+2p3 — po(pE —2p,) = py —5pip, +4p3 =
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4 2 1, 2 1 2 .\2
=pi —5pl-=(pf —t)+4-—(pl -t)? =
Pr —5p1 4(I01 ) 16(p1 )
4 5 4.5 2 1 41 5 1, 3 o 1,
=p =P +=pt+=p —=pit+=t°=—pit+=t°>0.
Py 4p1 4p1 4p1 2p1 2 4p1 4
Taigi a*+b*>a% +ab’. Lygybé galima tik tada, kai a=Dh.

. Kadangi a?+b%+c? =1, tai jrodomaja nelygybe galima uZraSyti
taip:

—%(a2+b2 +cz)sab+bc+acs a®+b%+c?,

t.y.
1
_ESZ < P2 SSz.

Remdamiesi formule S, = p12 —2py (zr. 6 pvz.), gauname:
82 2—2p2 = P2 Z—%Sz.
Kad S, > p,, irodéme 9-to pavyzdzio 1-me punkte.

. Nagrinédami skirtumg, gauname:
ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)—6abc=
=ab(a+b+c—-c)+bc(a+b+c—a)+ac(a+b+c—b)—6abc=
=ab(p, —c)+bc(p; —a)+ac(p, —b)—6abc=
= p(ab+bc+ac)—-9abc=p; - p, —9p3 >0,
nes py- po 29p3 (zr. 9 pvz.).

Taigi ab(a+b)+bc(b+c)+ac(a+c)>6abc Lygybé galima
tik tada, kai a=b=c.
. Reiskinj S(X,y) isreiske pagrindiniais simetriniais daugianariais ir
pasinaudoje¢ lygybe X+ Yy =a, gauname:

S(X, y) = xy(x—y)? = xy((x+y)* —4xy) = po(p? —4p,) =

2
a
=a2p2—4p§=—[p§— 4'02}
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2 2
a2 a4 a2 a4 a4
R R T
4

Taigi didZiausia reiskinio S(X,y) reik§mé, kai x+y=a, lygi ?—6.

2
Ji jgyjama tik tada, kai Xyz%, t.y. kai x ir y yra kvadratinés

2
lygties 72 —az+%=0 sprendiniai.
4
Ats.: a_.
16

7. Kadangi p, =1, tai
Sy )= ta L oXtyrz_p_PioPa 93 g
Xy Xz yz Xyz P3 P3 P3
(pasinaudojome nelygybe pp, >9p3).
Matome, kad reiskinys S(X, Y, z) maZiausig reikSme, lygia 9,
1

el

igyja tik tada, kai x=y=2z,t.y. kai x=y=z=
Ats.: 9.

8. Remdamiesi 9-me pavyzdyje jrodytomis nelygybémis ps s% P P2

ir py s% p12, gauname:

S(X Y, 2)=A+X)A+Y)A+2) =1+ (X+ Y+ 2)+(Xy+ X2+ y2) +

1
+Xyz=1+p;+ Py + P3=2+ P+ P3 <2+ P2+ PPz =
10 101 , . 10 64

1
=24+ Pr+=Py=24+—PpP, L2+—-—p{ =2+ —=—.
P2 gpz 9 P2 9 3p1 27 27

Taigi didziausig reikSme, kai Xx+y+z=11ir x>0,y >0,z >0,
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lygia %, reiSkinys (1+X)(L+Yy)@L+2z) igyja tik tada, kai

Ats.: %
27

9. Lygtj uzraS¢ pagrindiniais simetriniais daugianariais gauname:
2 2
PL=S2—P2=PL —3p2 =P —PL=3P2.

Pasinaudoj¢ nelygybe p, S% plz, gauname:

1 1
p12—91=39233'zp12<:>zp12—l3130<:>

< p(p—4)<0.
Pastarosios nelygybés sprendiniai sudaro intervalg [0; 4].
Kadangi p; yra sveikasis skaiCius, tai p; gali jgyti tik Sias
reikSmes: 0, 1, 2, 3, 4.
Jei pp =0, tai py =0;
jei pp=1 tai p, =0;
jei pp=2, tai py =§ez;
jei p; =3, tai p, =2
jei p; =4, tai p,=4.
Taigi lygties
x+y=x2—xy+ y2

sveikuosius sprendinius rasime i$sprende (sveikaisiais skaiciais)
Sias lygCiy sistemas:

X+y=0, X+y=1
xy =0; xy =0;

X+y=3, i X+y=4,
Xy =2; Xy =4.
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Gausime tokias sveikyjy skaiciy x ir y poras (X; y):
(0;0), (05 2), (1, 0), (1; 2), (2 1), (2; 2).

Ats.: (0;0), (0; 1), (1, 0), (1; 2), (2, 1), (2: 2).

10. Pastebéje, kad x=—1 yra lygties sprendinys, daugianarj
ax5 = 21x* +17x3 +17x% - 21x + 4
dalykime kampuciu i§ x +1:

A0 21X TG 117X 21X+ 4 | x+ 1
4x° + 4x4 4x* — 25x3 + 42x% — 25x + 4

_—25x% +17x3
—25x% — 25x3
_42x3 +17x2
42x3 + 42x2
- 25x% —21x
— 25x? — 25x
_4x+4

4x+4
0
Taigi 4x° —21x* +17x3 +17x? - 21x+4 =

= (x+1) (4x* —25x3 +42x% - 25x + 4) .

Vadinasi, nagrinéjamoji lygtis iSskaidoma j dvi lygtis: x+1=0 ir
4x* —25x3 + 42x% — 25x + 4=0.

Pirmosios lygties sprendinys yra —1 (ji buvome atspéjg!), o lygti
4x* —25x3 + 42x% — 25x +4=0 (padalije is x2) , pertvarkykime

taip:

X
4(p? —2)—25p +42=4p? —25p+34=0;

4[x2 +%)—25(x+%)+42=0, ty.
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L 1
Cla p=x+—.
X

I$ pastarosios lygties gauname, kad p=2 arba p= %

Toliau sprendziame lygtis X+1=2 ir x+£=¥, t.y. lygtis
X X
x2 —2x+1=0 ir 4x? —17x+4=0
Pirmoji lygtis turi vieng sprendinj — skai¢iy 1, o antrosios

lygties sprendiniai yra % ir 4. Vadinasi, nagrin¢jamoji lygtis turi 4

sprendinius: —1; %; lird.

Ats.: —-1; l 1,4.
4

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. x(3a-1)<2(1+2a).
Kai 3a—-1>0, t.y. a>1,tai X<M;
3 3a-1
kai a<£,tai X>M;
3 3a-1

kai a =% , gauname nelygybe X-0< 2(1+§j, 0< % , kuri
teisinga su bet kuria x reik§me.

Ats.: >2(1;%),kaia<l;
3a-1 3
. 1
xeR,kai a==;
3

<2@+2®

kai a> .
3a-1
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2. Kai a=0, gauname tiesin¢ nelygybe —2x+3<0, i$§ kurios gauna-
me, kad x>15. Tare, kad a =0, raskime kvadratinio trinario disk-
riminantg
1p- (a+1)?—a(a+3)=a%+2a+1-a>—-3a=1-a ir jo saknis:

a+l-+vl-a a+l++vl-a

X=—), Xp =
a
Toliau nagrinékime tris atvejus: D >0, D=0 ir D<O0.

1. Tarkime, kad D > 0, taigi 1—a >0 i &a <1,
Kai 0<a<l,tai x <x,.Tuomet
l+a—+1-a l+a++1-a
— X<
a a
Kai a<0, tai x, <x;. Tuomet

l+a++Vl-a l+a—-+1-a
X<———— arba x>——F—F—.

a a
2. Tarkime, kad D =0, taigi a=1. Tuomet gauname nelygybe

X2 —4x+4<0 , kuri neturi sprendiniy.
3. Tarkime, kad D <0, taigi a>1. Tuomet nelygybé spren-

diniy neturi.
l+a++l-a ar l+a-+Jl-a
<—

Ats.: x ba x>———  kai a<0;
a a
x>15, kai a=0;
l+a—-+1-a l+a++1-a . .
<X< ,kai 0<a<1;
a a

sprendiniy néra, kai a >1.

3. Aisku,kad a=-1ira=1.
3x+4 2x+1_ x <:>3x+4—(2x+1)(a+1)—x(a—1)SO@
a2-1 a-1 a+l (a-1)(a+1)
- 2x—3ax+3-a _
(a-1)(a+1) ~
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x(2-3a)+3-a
& —~—F——<
(a-1)(a+1)
ISnagrinékime du atvejus:
(@a-D@+D)>0ir (a—D(@+1)<0.
Pirmuoju atveju a < -1 arba a >1; antruoju atveju —1<a<1.
Kai a e (—o0;—1) U (L+00), tai
x(2-3a)+3-a<0.
IS Cia

x(2-3a)<a-3.

Kai 2-3a>0, tai a< % . Jverting  tai, kad

a e (—o0;—1)U(L+w0), gauname a < —1. Tuomet
a—-3
X <

2—-3a

Kai 2-3a<0, tai a> % . Iverting tai, kad

a e (—o0;—1)U(L+o0), gauname a >1. Tuomet x > a

2-3a
Kai —1<a<1,tai x(2—3a)>a-3.
Kai —1<a<g,tai X > a-3 - kai E<a<1,tai X < a-3 .
3 2-3a 3 2-3a

Kai a= % , tai i¥ x(2—3a)>a—3 gauname nelygybe x-0> %—3,
kuri yra teisinga su bet kuriuo realiuoju skai¢iumi X.

Ats.: xeR, kai a:%;

X = a-3 , kai ae(—l;gju(l;mo);

2-3a
X< a-3 , kai ae(—oo;—l)u(z; j
2-3a 3
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2ax+5 X 2a-1
> +
2a+6 a+3 2a-6
2ax x _ 2a-1 5 x(a-1)  a’+6

T2@+3) a+3 2(@-3) 2(+3) a+3 (a-3fa+3)’

2
Kai :—;;>O,taigi a e (—o0—3)U(L+w), tai x>#j(;6_l).

a’+6
(a-3)(a-1)’

7 7
— ——— kuri
1-3)1+3) 8

Kai a—_1<0,taigi ae(-31),tai x<
a+3

Kai a=1, gauname nelygybe x-0>
teisinga su bet kuriais realiaisiais x.
Ats.: xeR, kai a=1;
a’+6
X>——
(a-3)(a-1)
a’+6
X<————
(a-3)(a-1

,kai ae (-0, -3) UL 3)U(3; +x);
ykai ae(-3;1).

5. Aisku, kad negali biiti a=0.
{xz _8ax+17a%> 0,

2 2 2 a>0,
X—+17a28x @MZOQ
a a
x2 —8ax+17a2 <0,
a<Q0.

Kadangi kvadratinio trinario x> —8ax+17a® diskriminantas

D=16a°-17a’ =-a° yra neigiamas, tai pirmajai $ios visumos
sistemai tinka bet kurie x, 0 antroji — sprendiniy neturi.
Ats: Sprendiniy néra, kai a<0; xeR, kai a>0.
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axz—x+1>0, @)
1 ax? —x+1 5 x>0,
—t+tax>1 & ——>0] 5 —x+1<0,
X X (2)
x<0.

Kai a=0, turime tokias sistemas:

—-X+1>0, ir —-X+1<0,
x>0 x<0.

IS pirmosios gauname 0 < X <1, o antroji sprendiniy neturi.

Kvadratinio trinario axz—x+1, a=0, diskriminantas

D=1-4a yra neigiamas, Kai a>%. Siuo atveju nelygybé

ax’ —x+1>0 galioja su visais realiaisiais skaiciais X, o nelygybé

ax’ —x+1<0 sprendiniy neturi. Taigi atveju a >% (1) sistemos

sprendiniy aibé yra intervalas (0;+o0), o (2) sistema sprendiniy
neturi

2

Kai as%, tai D=0 ir kvadratinio trinario ax® —x+1,

a=0, saknys yra

1+y1-4a

X
2 2a

X1

_1-V1-da
2a
Nelygybe @ >0, a< %, a=0, spresime, iSskirdami
tokius atvejus:
1) D>0, 0<a<%;

2) D>0, a<0;

3) D=0.

Pirmuoju atveju X <X,; be to, x>0 ir X, >0. Todeél (1)
sistemos sprendiniy aibé yra
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2a

(0_ 1—\/1—4aJU{1+\/1—4a '+°OJ
s ,

0 (2) sistema sprendiniy neturi.
Antruoju atveju x, <X;; be to, xo <0 ir x>0. Todel (1)
sistemos sprendiniy aibé yra intervalas
[0_ 1—\/1—4aJ
e [

0 (2) sistemos sprendiniy aibé¢ yra intervalas

o 1+m
’ 2a '

Kai D=0, tai a:%' Siuo atveju X; = X, =2. Todél (2)

sistema sprendiniy neturi, o (1) sistemos sprendiniy aibé yra
(0;2) U(2; +0).

e [t 2R i aco
a

2a
(0; 1), kai a=0;
1-vl1-4a 1+v1-4a . 1.
0; U i+oo |, kai O<a<=;
2a 2a 4

(0; 2) U(2; + ), kai azi;

(0; +0) , kai a>%.

7. Jlex—a<x+3<
16x—a =0, a <16x, a <16x,
= X+3>0, &9 X>-3, &9 X> =3,
lex—a<(x+3% |a>-x2+10x-9 |a>16—(x—5).

Toliau sistema sprendziame geometriskai (1 pav.). Pirmiausia
iSsprendziame lygtj
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a=—x%+10x-9 < x? -10x+9+a=0
ir randame trinario Saknis:
Xy =5-+J16-a, X, =5++16-a.
Plokstumy dalys, kuriy tasky koordinatés tinka sistemai,
nuspalvintos pilkai.

Ats.: X>5++/16—a, kai a<-48; xz%, kai a>16;
x>1 x=5,kai a=16;
1%3x<5—«/16—a arba X>5+4+16—a, kai

-48<a<16.

e o - o o —— —— -

*Vii—-a

r=5-Vi6—a

1 pav. 2 pav.

8. Kadangi a+1>0 ir a+1+#0,tai a>-1, a=0.
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X—2>0, [ x>2,
a+l>1 a>0,
X—2<a+l a>x-3
loga1(x—2)<le 250 | [ xs2
O<a+1<], —-1l<a<0,
| X—2>a+1 i a<x-3.

Toliau sistemas sprendziame geometriskai (2 pav.). PlokStumy
dalys, kuriy tasky koordinatés tinka sistemoms, nuspalvintos pilkai.
Ats.: 2<x<a+3,kai a>0;
x>a+3,kai —1<a<0.

Xx—1<0, x <1 )
4x+a=0; az—4x;

9. Vix+a>x-le =S
x—=1>0, X>1, )
4x+a>(x-1) a>(x-3)° -8.

Toliau sprendziame geometriskai. Sistemos
X< 11 al
a=—-4x

sprendiniai yra taskai, esantys pilkai nu-

spalvintoje plokstumos dalyje (3 pav.).

Todél (1) sistemos sprendiniai yra tokie:

—% <x<1, kai a>—-4; sprendiniy néra,

kai a<-4. Nagrinédami antrg sistema,

pirmiausia i$sprendziame lygtj
dx+a= (x—l)2 < x2—6x+1-a=0
ir randame trinario Saknis:

Xy =3-+/8+a, Xy =3++8+a.

. X >
Sistemos 2
a>(x-3)°-8

sprendiniai yra taskai, esantys pilkai nuspalvintoje dalyje (4 pav.).

3 pav.
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10.

4 pav.

Taigi (2) sistemos sprendiniai yra tokie: 3—+/8+a <x<3++/8+a,

kai 8<a<-—4; 1<x<3++8+a, kai a>-4. Atsakymg gauname,
sujunge (1) ir (2) sistemos sprendinius.

Ats.: 3—+/8+a <x<3++/8+a,kai —-8<a<—4;

a . .. .
—ZSX<3+\/8+a, kai a>—4; néra sprendiniy, kai a<-8.

Nelygybé bus teisinga su visomis realiosiomis X reik§mémis, kai
a+1>0 ir diskriminantas 4(a—1)2 —4(@a+1)([Ba—3)<0. Taigi
turime iSspresti nelygybiy sistema
a+1>0, a>-1
2 &
a“+a-220 a<-2 arba a>1.
IS ¢ia gauname a>1.
Ats.: a>1.
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SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pazymékime A — ivyki, kad, metus tris taisyklingus loSimo kauliu-
kus, atsivertusiy akuciy suma bus lygi 16.

Kiekvienas i§ triju metamy loSimo kauliuky gali atsiversti bet
kuria puse i§ SeSiy galimy. Todél Sio bandymo vienodai galimy
baigéiu aib¢ sudaro 6° =216 elementy. Triju kauliuky atsivertusiy
akuciy suma bus lygi 16 tik Siais 6 atvejais:

16=6+6+4=6+4+6=4+6+6=
=6+5+5=5+6+5=5+5+6;
¢ia pirmasis démuo — galimas pirmo kauliuko, antrasis démuo —
antrojo kauliuko treciasis démuo — treéiojo kauliuko atsivertusiy

oy 6 _ 1
n 216 36

1
36
2. Tegu A yra jvykis, kad, i$ dézes atsitiktinai traukiant 3 rutulius, bus
iStrauktas 1 baltas ir 2 juodi rutuliai. Sitokio bandymo vienodai
galimy baigciy yra

Ats.:

9-8-7

1.2-3
(deriniy i§ 9 elementy po 3 elementus skaicius). Baig€iy, palankiy
ivykiui A, yra 4-C52 = =4-10=40, nes vienas baltas rutulys gali

bti pasirinktas i keturiu, o 2 juodi — i§ penkiy. Todél

m 40 10

P(A) = — =
()n8421

Cs

10
21

Ats.:

3. Tegu A yra jvykis, kad pirmojo krepSininko baudos metimas taiklus,
0 B — jvykis, kad antrojo krepsininko baudos metimas taiklus. Siy
ivykiy tikimybés zinomos: P(A)=0,8, P(B) =0,7.

Pazymékime C — ivyki, kad vienas krepSininkas pataikys, o ki-
tas — nepataikys. Kad ivykty C, pirmasis krepSininkas turi pataikyti,
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0 antrasis — nepataikyti, arba pirmasis — nepataikyti, o antrasis —
pataikyti. Naudodamiesi jvykiy veiksmais, galime uZrasyti:
C=(AnB)U(ANB).
Tuomet
P(C)=P(AnB)+P(AnB)=P(A)-P(B)+P(A)-P(B) =
=08-0,3+0,2-0,7=0,38.
Ats.: 0,38.

. Metus tris loSimo kauliukus, 6 akutémis gali neatsiversti né vienas
kauliukas, vienas, du arba visi trys. Taigi galimos atsitiktinio dydZio
X reikSmés yra 0, 1, 2, 3. Apskaidiave Siy reikSmiy igijimo
tikimybes, gausime tokig atsitiktinio dydzio X skirstinio lentelg:

m 0 1 2 3
P (X _ m) 125 75 15 1
216 | 216 | 216 | 216

Apskaiciuokime atsitiktinio dydzio X vidurki ir dispersija:
EX=0-125+1- 75 L. 15 3. 1 :108:1.
216 216 216 216 216 2

DX = E(X %) - (EX)?;

E(X2)202-125+12- 75 192, 15 +32. 1 =144=E,
216 216 216 216 216 3
2
px=2-(2] =2
3 (2 12
Ats m 0 1 2 | 3
P(X =m) 125 75 15 1
216 216 216 216
EX ==, DX =£.
12
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5. Tikimybes p, ir p, rasime iSsprendg lyg¢iy sistema

-2p+po+0,2=0,
P1+ P2 +01=1

—2p +py =-0,2,
j{ Py + P2

p1+p2=09
B
1730 "2 " 15°
Tuomet
DX:E(XZ):(—Z)Z-£+12~£+22'O,1:E:2,4.
30 15 5
11 8
Ats.. p,=—, p, =—, DX =2/4.
P, 30 P, 15

6. Papildykime skirstinio lentele vienu stulpeliu — dydZio X reikSmiy
tikimybémis ir viena eilute — dydZio Y reikSmiy tikimybémis:

% Y g 2 3 P,
1 01 01 01 03
2 01 01 01 0,3
3 01 01 0,2 0,4
q; 0,3 0,3 0,4 1

a) Kadangi, pavyzdZziui, p,-9, =0,3-03=0,09%01= p,,,
tai atsitiktiniai dydziai X ir Y yra priklausomi.
b) Atkreipkime démesi, kad abieju atsitiktiniy dydZziy skirsti-

niai vienodi:
m 1 2 3 m 1 2 3
_ 0, 1|0, |0, _ 0,10 |0
P(X =m) 33| 4 P(Y =m) 3|34

Todel EX =EY =1.03+2-0,3+3:0,4=21,
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E(X?)=E(Y*)=1°-0,3+2%-0,3+3%-0,4=5]1,
DX =DY =51-21° =0,69.
Ats.: a) priklausomi; b) EX =EY =21, DX = DY =0,69.

7. Papildykime skirstinio lentelg vienu stulpeliu — dydZio X reikSmiy
tikimybémis ir viena eilute — dydzio Y reikSmiy tikimybémis:

| -1 0 1 D,

0,2 01 P, 0,3+ p,
2 P, 01 01 0,2+ p,
q; 0,2+ p, 0,2 01+ p, 1

I$ dvimacio atsitiktinio dydzio (X,Y) skirstinio savybiy ir i$
lygybés EX =1,6 i$plaukia, kad nezinomos tikimybés turi tenkinti
lygCiy sistema:

05+p, +p, =1 . p, +p, =05,
0,3+ p,+2(0,2+ p,) =16 p,+2p, =09

= p, =01 p,=04.
Tuomet
EY =(-1)-(0,2+ p)+0-0,2+1-(01+ py) =
=-0,6+0,2=-04.
Ats.. p, =01 p,=04, EY =-04.

8. Apskai¢iuokime jvykiu {e,}, {e,,€,,€,} ir {&;, s} tikimybes (jos
ir yra atsitiktinio dydzio (X,Y) atitinkamy reiksmiy (1, 2), (1,1)
ir (3, 2) tikimybés):

1

P((X,Y)=@12)=P(X =1Y =2)=P({e,}) =5

3

P((X,Y)=@1)=P(X =1Y =1)=P({e,,e;,6,}) = 6=

N| =
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P(X.Y) =(@.2) = P(X =3.Y =2) = P({e,.e1) == -

w|

Sudarykime atsitiktinio dydzio (X, Y) skirstinio lentele:

Y

[EEN
N

ol

o Nk

1

3

Atsitiktiniy dydziu priklausomuma nustatysime papilde lentele
dydzio X ir dydzio Y skirstiniais (paskutinysis stulpelis ir pasku-
tinioji eiluté):

I 2 |
1 1 2
1 = = =
2 6 3
1 1
3 0 — —
3 3
1 1
q; - — 1
! 2 2
21 1 1
Kadangi, pavyzdziui, =——=—#—= , tai atsitiktiniai
g1, pavy P, -q, 32 3 2 P11
dydziai X ir Y yra priklausomi.
Ats.:
Y
N 1 2
1 1
1 - —
2 6
1
3 0 E Priklausomi
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9. Pagal klasikini tikimybés apibrézima apskaiCiuojame atsitiktinio
: .y 2
dydZio X reik§miy 2 ir 3 tikimybes P(X =2) 25, P(X =3) :E
bei dydZio Y reik8miy 2 ir 3 salygines tikimybes (priklausomai nuo
dydzio X jgyty reik§miu):

PY=2|X = 2)—i
2
1
P(Y=3|X=2)==,
2
1
PY=2|X=3)=—,
4
3
P(Y=3|X = 3)_Z
Tuomet (pagal (2) formule):
P =P(X=2Y=2)=P(X=2)-P(Y=2|X=2)= %%z%
21 1
P, =P(X=2Y=3)=P(X=2)-P(Y=3|X=2)=—-2=—,
32 3
—P(X—3Y—2)—P(X—3)-P(Y—2|X—3)—1 1.1
P = PR =5 =0 =R = T T 34 12
13 1
=P(X=3Y=3)=P(X=3)-P(Y=3|X=3)=——==
P2z = P( ) = P( ) - P( | ) = WS

a) Sudarome atsitiktinio dydzio (X,Y) skirstinio lentele:

Y
X 2 3
1 1
2 - =
3 3
1 1
3 il -
12 4
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b) I3 skirstinio lentelés, sudéjg eiluéiy tikimybes, gausime atsi-
tiktinio dydzZio X reiksmiy tikimybes, o sudéjg stulpeliy tikimybes —
dydzio Y reikSmiy tikimybes:

Y
1 1 2
2 = = =
3 3 3
1 1 1
3 J— — —
12 4 3
5 7
i — — 1
i 12 12
Taigi atsitiktiniy dydziy X ir Y skirstiniai tokie:
m 2 3 m 2 3
2 1 5 7
P(X =m — - i P(Y =m = | —
X=m 5 3| " [PV=mgn
c) Atsitiktiniai dydZiai X ir Y yra priklausomi, nes, pavyzdZiui,
0 q 2.5 5,1
Y312 1873
Ats.:  a) Y 2 3
1 1
2 — —
3 3
1 1
3 = -
12 4
b)
m 2 3 m 2 3
2 1 . 5 7
P(X=m) | = = r | PY=m|— | —
( ) 3 3 y ) 12 | 12

c) Priklausomi.
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10. Naudodamiesi dviejy atsitiktiniy dydziy nepriklausomumo salyga
Pij = P; -d;, apskaiiuojame tikimybes p;; ir jomis uzpildome
dvimacio atsitiktinio dydZio (X, Y) skirstinio lentele:

Y
X _'2 2 pi
-1 0,06 0,24 0,3
0 0,08 0,32 0,4
1 0,06 0,24 0,3
q; 0,2 0,8 1

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Ritinj kertan¢ioji ploksStuma kerta ji sudaromosiomis AD ir BC
(1 pav.). Gautasis pjuvis yra staciakampis ABCD, C
jo krastiné AD lygi ritinio sudaromajai 104/3. I3 @
pagrindinio apskritimo centro O nubréziame
statmenj OH | tiese¢ AB. Kadangi pagrindo
apskritimo  lankas AB  lygus  60°,  tai

2 AOB =60°, £ AOH =30°. Atkarpa OH lygi

atstumui  nuo ritinio adies iki kertanciosios |Bid
plokstumos, t.y. OH = 2. Tada \A’—//

2\/§ 1 pav,

AH =OH tg30° = ==,

443
3

[E N ———

HA
%

AB =2AH =——

ir pjuvio plotas S = AB - AD = 40.
Ats.: 40.

2. Ritinio pagrinda salygoje duotos plokstumos
kerta stygomis AB ir AC, be to,

ZBAC =60° (2 pav.). Jei ritinio aukstinés
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- 11
ilgis h, tai i§ uzdavinio salygos seka, kad AB :F’ AC =%.
Pagal kosinusy teorema trikampiui ABC
BC? = AB? + AC? —2AB- AC -cos Z/ BAC =
(1), (13)_, 11131 147
h h h h 2 p2’
Taikydami sinusy teorema trikampiui ABC gauname =2R,

sin60°

¢ia R - ritinio pagrindo apskritimo spindulys. Taigi
BC 7
R=——=—.
2sin60° h
Tuomet pagal (1) formule
S= 2n-%-h =14m.

Ats.: 14m.

a)
3 pav.

Sakykime, kad 3a pav. nubrézta skritulio iSpjova ASB yra
duotojo kigio i8kloting, £ ASB =90°. Lanko AB ilgis lygus kigio
pagrindo apskritimo ilgiui, t.y. 2nR, ¢ia R - kiigio pagrindo
spindulys. Kita vertus pagal apskritimo lanko ilgio formule lanko

166



ASTUNTOJI UZDUOTIS

AB ilgis lygus %-Zn-SA. IS lygybés 2nR :g-SA gauname, kad
SA =4R. I§ staciojo trikampio AOS (3b pav.) randame

0S =+/SA%Z —0AZ = J/15R.

Taigi kuigio taris

v =1nR2.JI5R 5 e
3 3
Ats.: @nR?
. Sakykime, kad duotoji plokStuma kerta kiigio S

auksting SO taSke Q, o kiigio sudaromaja SA —
taSke B (4 pav.). Pazymékime SB =X,
BQ =y, tuomet virSutinio kiigio Soninio pa-
virSiaus plotas S=mXy. Viso kiigio Soninio
pavirSiaus plotas pagal (3) formule lygus
n-2-6=12n, taigi pagal uzdavinio salyga

Xy = % -12x, arba Xy= 6. I$ trikampiy AOS ir

- . 6 2 .
BQS panaSumo turime ;_;, ty. x=3y. I8 4 pav.

sistemos xy=6, x=3y gauname, kad y=+/2, Xx=3J2. I3
trikampiy AOS ir BQS randame OS =+ AS?—A0? =44/2,
QS =4/BS?2-BQ? =4, Taigi plokituma dalija auksting i dalis

QS =4 ir 0Q =4(~2 -1).
Ats.: 4ir 4(\2 —1).

Kaip irodyta, jei kiigio aSinio pjuvio plotas néra didziausias i§ visy
kiigio pjuviuy plokStumomis, einanciomis per kiigio auksting, tai asi-
nio pjavio ASB (5 pav.) kampas prie virSiinés yra bukasis. Pjavio

ASC plotas lygus EASZ sin £ ASC, jis igyja didziausia reikSme, kai
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tieses AS ir SC yra statmenosios ir Spgc =EI2. Kadangi asinio

o 1 . 1,0
pjuivio plotas Sagg =EAS‘SB~S|n4ASB= =EI28|n4ASB,

tai pagal uzdavinio salyga
1 1

Z12=2-Z1%sin L ASB, t.y.
2 2

sin £ ASB = %

Kadangi ASB — bukasis kampas, kai
/ ASB =150°, tuomet

ZSAO=15°, AO=Icos15°,
0S =1sin15°

ir kligio tiiris

3 3
V=12 c0s215° §n15° = &n30° cos15 = M- cos15.
3 6 12
Kadangi
coslh’ =
:\/1+cos30° :\/2+J§ :\/4+2\/§ 3?1443
2 4 8 2.2 272
tai
v_ 3 (V2 +/6)
48 '
3

6. Nupjautinio kiigio aSinis pjivis yra
lygiaSoné trapecija ABCD (6 pav.), jos
Soninés krastinés lygios kiigio sudaro-
majai, ty. AD=BC =8, ZDAB=60°,
o jstrizainé AC yra Sio kampo pusiau-
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kampiné. Nuleide statmenj < BCH =30°, todél HB =4. Kadangi
/DCA=ZCAB= =ZDAC, tai trikampis ADC - lygiaSonis ir
DC=AD=8, t.y. r=4. Kadangi HB=R-r, tai R=8. Taigi
nupjautinio kiigio Soninio pavirsiaus plotas
S=n(8+4)-8=76m.
Ats.: 76m.
. Sakykime, kad rutulio skersmuo AB taSkais C ir D dalijamas
santykiu AC:CD:DB =1:3:2 (7 pav.). Jei AB=2R, tai
1 1 2

AC=—-AB=—R, BDzlABz =—R.
6 3 3 3

VirSutings ir apatinés rutulio nuopjovy Soniniai pavirSiai S; ir S,
pagal (9) formulg atitinkamai lygiis

2
s, = 2nR- LR = 2"
3 3
2 4

S, =2nR-ZR=—nR?.
3 3

Tada rutulio sluoksnio Soninio pavirSiaus plotas
S lygus sferos pavirSiaus ploto ir Siy ploty
skirtumui:

S=4nR? -5, - S, = 21R%. 7 pav.
Taigi rutulio sluoksnio pavirSiaus plotas yra lygus pusei sferos
pavirsiaus ploto.
Taikydami (10) formul¢ randame virSutinés ir apatinés rutulio
nuopjovy tarius Vp ir V,:

3 3 81

Rutulio sluoksnio tiiri gauname i§ rutulio tiirio atémeg Siy
nuopjovy tirius:

2 3
o[ 28] (-1 20) 2

v =22 -V, -V, _8R3
3 9

169



SPRENDIMAI

Kadangi gnRSZ%nRe':%, tai rutulio sluoksnio tiiris sudaro %

rutulio tirio.
Ats.: a) Rutulio sluoksnio pavirSiaus plotas lygus pusei sferos
ploto.

. : . 2 : .
b) Rutulio sluoksnio tiiris sudaro — rutulio tiirio.

8. Nubréziame salygoje nurodyta skritulio ketvirti, A__________ D
kurio centras — taSkas A, ir jis sta¢iakampio ABCD i
kra$ting AB kerta taSke E (8 pav.). Sukant apie tiese !
AB staciakampi ABCD, gauname ritini, kurio !
aukstiné lygi 8, o pagrindo spindulys lygus 3.
Sukant skritulio Ketvirtj, gauname pusrutulj, kurio
spindulys lygus 3. Taigi ieSkomasis tiiris V lygus
ritinio tirio Vy ir pusrutulio tirio Vy, skirtumui.
Kadangi

2 2 B ¢
V, =n-AD?- AB =1-3%.8="727, 8 pav.
14

V, ==-—n-AD® =18,
2 3

tal V :Vl _V2 = 547'[: .
Ats.: b54r.

9. Sakykime, kad tiesé | eina per kvadrato ABCD virSing B ir yra
lygiagreti su jo istrizaine AC (9 pav.). g B =
Nubréziame AE LI, CF LI. Kadangi l
ties¢ BD irgi statmena tiesei I, tai
keturkampiai BDCF ir ADBE yra
staciosios trapecijos. leSkomasis sukinio A C
tiris gaunamas i§ dvieju nupjautiniy
kiigiy, gauty sukant abi Sias trapecijas,
tiriy sumos atémus dvieju kugiy, gauty
sukant staciuosius trikampius ABE ir D
BCF, tarius. Nupjautinio kiaigio, gauto 9 pav.
sukant trapecija ADBE, pagrindy spinduliai
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10.

V2

DB=+2, AE=7,

o aukstine EB = 72 , todél jo tiiris

1 42 AR AR
v-1a2 (ﬁ)ﬁ[ﬂ 22| T

12

Nupjautinio kiigio, gauto sukant trapecija BDCF, tiiris yra toks pat.

Kigio, gauto sukant trikampi ABE, pagrindo spindulys AE = %,
2
aukstiné BE =£, taigi jo turis V, :ln- E ﬁ :ﬁ .
2 3 2 2 12

Toks pat yra ir kiigio, gauto sukant trikampi BCF, taris. Taigi
ieSkomasis sukinio tiris V =2V, -2V, = Jor.

Ats.: \/En.

Duotosios trapecijos ABCD AB=BC=CD=1 £LA=4D=45",
0 tiesés, kuriose yra trapecijos Soninés krastinés, susikerta taske E
(10 pav.). Kadangi ZA= 2D =45, tai kampas E yra statusis,

todél kiino, gauto sukant trapecija apie tiesg CD turis yra lygus
ktugiy, gauty sukant staciuosius tri- B £
kampius AED ir BEC tariy skirtumui. 45° L
Nubréze BF L AD, turime

V2 F C

AF = ABcosZ A=7.

Taigi

AD = BC +2AF =1+4/2.
IS lygiaSonio staciojo trikampio ADE
turime 2AE? = AD?, t.y.

10 pav. D

V2

AE=ED=1+—.
2
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Taigi sukant trikampi ADE gautojo kiigio pagrindo spindulys lygus

2 : .
1+ g , auksting taip pat lygi 1+ % , todél gautojo kiigio taris

A =1n-(1+ QHHQJ =E(1+ EJS

3 2 2 3 2
Sukant trikampi BEC gautojo kiigio aukstiné ir pagrindo spindulys

3
lygiis g , todel jo turis V, = %R(TZJ . Taigi ieSkomasis tiiris

V-V, = (1+£J —(ﬁ] _5+32

2 2 6

5+3\/§
6

Ats.:

.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4
o Dy p=01,

Liestine—12cm | [, _, 1] Swe=10-kaix=6L, =01

Kirstiné — 18 cm T Sz = /162 , kai X =0, ="

x =162
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ISleistose LIMM knygelése buvo nagrinétos tokios
temos:

I KNYGA

1. J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

I.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

III. R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo
metodai.

IV. A.Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

II KNYGA

I. I Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

II. E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréZtiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

III. B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. J. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VIIL. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIIL A. Juozapaviéius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

IIT KNYGA

1.  E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

II. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriai.

V. 1. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VIIL. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.



IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
II. P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

III. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VIL. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.

V KNYGA

I.  O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

I. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

III. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIIL. R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

1. A. Bakstys. Finansy matematika.

II. E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

III. B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VIL. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIIL. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.



L
IL.
I1I.
IV.
V.
VL

VIIL

VII KNYGA

E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo poZymiai.

E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

J. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

L. Maliaukien¢, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formulé.
J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

A. Apynis. Aibés, taikymo uzdaviniai.

VIIL. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

I
IL.
III.
IV.
V.
VI.

VIL

VIII KNYGA

J. Sinkiinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

E. Stankus. Diofantinés lygtys.

L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir
tapatybes.

E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIIIL. A. Apynis. Trigonometriniai uzdaviniai.

I
II.
III.
IV.
V.
VI

VIL

IX KNYGA

A. Urbonas. Dirichlé principas.

A. Apynis. Neapibréztyjy koeficienty metodas.

A. Apynis. Sumavimas.

E. Tuménaité. Logaritminés lygtys ir nelygybés.

E. Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formuleé.

E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

VIIL E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.



X KNYGA

I.  A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

II. A. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

II. V. Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendziant
uzdavinius.

IV. A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

V. . Sinkiinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

VI. E. Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

VIIL. E. Stankus. Bernulio formulés ir jy taikymas.

VIII. E. Mazétis. Briaunainiai.

XTI KNYGA

I E. Tuménaité. Kvadratinés lygtys tekstiniuose uzdaviniuose.
II. A. Apynis. Bezu teorema.

III. J. Sinkiinas. Masiy centras ir jo taikymas.

IV. E. Stankus. Lyginiai ir jy taikymas.

V. A. Apynis. Funkcinés lygtys.

VL. E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas geometrijoje.

VIL. J. Sinkiinas. [§kilosios funkcijos ir nelygybés.

VIIIL. E. Stankus. Priklausomi ir nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

XII KNYGA

I. R. Skrabuténas. Euklido algoritmas ir jo taikymas.

II. 1. Sinki@inas. Lyg¢iy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy
savybes.

III. A. Apynis. Simetriniy lygciy sistemos.

IV. R. Kasuba. Svérimo ir pilstymo uzdaviniai.

V. E. Stankus. Pitagoro ir Herono skaiciy trejetai.

VI. 1. Sinkiinas. Sqlyginés tapatybés ir nelygybes.

VII. E. Mazétis. Keturkampiai.

VIIIL. A. Apynis. Geriausio varianto pasirinkimo uzdaviniai.
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