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PRATARME

Sioje keturioliktojoje Lietuvos jaunujy matematiky mokyklos
knygeléje ,,Jaunajam matematikui* yra pateikta 2011-2013 mokslo
metais nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausy-
tojams ir ju sprendimai.

Knygelés turini sudaro §ios temos: procenty uzdaviniai (A. Apynis,
J. Sinkiinas), kaip spresti lygtis sveikaisiais skaiGiais (J. Jankauskas),
ekstremumai geometrijoje (E. Mazétis), homotetija (A. Novikas), turny-
rai ir lentelés (R. KaSuba), sekos ir ju ribos (E. Stankus), trigonometrijos
taikymas stereometrijoje (E. Mazétis), Monte Karlo metodas (G. Stepa-
nauskas). Skaitytojas taip pat ras 2011 mety stojamaja uzduotj ir jos
sprendima bei 2013 mety baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Kad biity lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy trylikos
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Du dviratininkai vienu metu i§vyko i§ vietoviy A ir B vienas prie§
kita. Pirmasis i B atvyko po 12 min nuo jy susitikimo, o antrasis — {
A po 27 min nuo ju susitikimo. Kiek laiko uztruko kiekvieno
dviratininko kelioné?

Jei a2 +b% < 4, tai a+b <4, Irodykite.

. Trizenklio skaiiaus ir skai¢iaus, kurio skaitmeny tvarka atvirkscia,
sandauga lygi 692443. Raskite tokius trizenklius skaicius.

. Tukstan¢io skirtingy natiraliyju skai¢iy suma lygi 1000998.
Irodykite, kad tarp ty skaiéiy yra bent du nelyginiai skaiiai.

. Raskite visus dvizenklius skaicius, kurie dukart didesni uz ju skait-
meny sandauga.

. I8spreskite lygciy sistema
X2 + Xy+y=1

y2+xy+x:5.

. Smailiajame trikampyje ABC aukstinés susikerta tagke M. Zinoma,
kad MC = AB. Apskaic¢iuokite kampo C diduma.

Staciakampio formos popieriaus lapas sukarpytas i tris trikampius.
Vieno i$ juy plotas lygus kity dvieju trikampiy ploty sumos pusei.
Koks $iy triju trikampiy ploty santykis?



STOJAMOJI UZDUOTIS

9. Karalius Artiras dailininkui uZzsaké nupiesti skritulio ketvir¢io

10.

formos skyda ir ji nuspalvinti trimis spalvomis: geltona — gerumo
spalva, raudona — drasos spalva ir mélyna — iSminties spalva.
Dailininkas nubrézé pusapskritimi, kampo pusiaukamping ir
nuspalvino susidariusias figiras, kaip parodyta paveiksle. Pamatgs
skyda, karaliaus ginklaneSys pasaké, kad drasos yra daugiau negu
iSminties. [rodykite, kad jis nebuvo teisus.

Geltona

Riisyje buvo sudéti vienodo didumo stiriai. Naktj pelés sugrauzé 10
striy — visos po lygiai. Kita nakti sugrizo tik septynios pelés ir
sugrauze likusius strius — taip pat po lygiai. Antra nakti kiekviena
pelé sugrauzé per pus¢ maziau siirio negu pirma naktj. Kiek siiriy
buvo riisyje?
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| TEMA

|. PROCENTU UZDAVINIAI

Antanas Apynis (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

Procento savoka jvedama penktoje klaséje. Penktoje ir Sestoje kla-
sése sprendziami patys paprasCiausi procenty uzdaviniai. Sudétingesni
procenty uzdaviniai sutinkami tik vyresnése klasése; taip pat jvairiuose
matematikos uzdaviniy sprendimo konkursuose ir olimpiadose.

Procentai skai¢iuojami nei tik buityje, versle, ekonomikoje. Jie
svarbiis beveik visose mokslo $akose. Sioje LIMM mokiniams skirtoje
temoje apsiribosime gana paprastais procenty taikymo uzdaviniais. Nors
procenty uzdaviniy teorija yra paprasta, taciau, sprendziant uzdavinius,
atsiranda jvairiy sunkumy. Kad biity papraséiau spresti uzdavinius, pa-
teiksime pora tokiy uzdaviniy sprendimo schemy ir jy taikymo pavyz-
dziy. Tikimés, kad, perskaitg Cia pateiktus metodinius nurodymus ir is-
nagrinéj¢ pavyzdziy sprendimus, visi LIMM mokiniai sékmingai i$spres
pirmaja uzduoti. Zinoma, uzdavinius galima spresti ir nesinaudojant pa-
teikiamomis schemomis.

Pirmiausia prisiminkime, kad procentu vadinama viena Simtoji skai-
Ciaus ar kokio nors dydzio dalis; zymima 1 %. Pavyzdziui, 1 % skaiciaus
1 yra 0,01; 1 % skaiciaus n yra 0,01n. Vienas procentas metro yra vienas
centimetras, vienas procentas k tony yra 0,01k tony, o b procenty skai-
¢iaus n yra 0,01bn.

Lyginant du skaicius, tarkime a ir b, palyginimo rezultatas daznai

iSreiSkiamas procentais. PavyzdZiui, skai¢ius a sudaro %-100 pro-
a a-b

centy skai¢iaus b 6-100% ; SkaiCius a yra T-lOO procenty

(aT_b-loo %j didesnis uz skai¢iy b (Zinoma, kai a>b), o skaicius b

yra a—_b-100 procenty (a—_b-100 %) mazesnis uz skaiciy a.
a a

SkaiCiy palyginima pailiustruokime konkreciu pavyzdziu. Saky-
kime, kad kurioje nors pradinéje mokykloje mokosi 30 berniuky ir 120
mergaiciy. Sugretinus Siuos skaicius, galima pasakyti, kad:



PROCENTU UZDAVINIAI

1) berniuky skaicius sudaro %-100 =20 procenty visy mokiniy

skaiCiaus;

2) mergaiciy skaiéius yra 300 procenty (M

-100 %j didesnis
uz berniuky skaiciy;

120-30

3) berniuky skai¢ius 75 procentais ( -100 %] mazesnis uz

mergaiciy skaiciy;

4) mergaiciy skai¢ius sudaro 400 procenty berniuky skaiciaus, o
berniuky skaicius sudaro 25 procentus mergai¢iy skai¢iaus.

Atkreipkime démesi | tai, kad kalbant apie bet kuriy dydziuy
pokycius, vartojama ne tik procento, bet ir procentinio punkto savoka.
Pavyzdziui, galima iSgirsti sakant, kad prekés kaina i§ pradziy sumazéjo
10 %, o paskui — dar vienu procentiniu punktu. Tai reiskia, kad i$ viso
prekés kaina sumazéjo 11 procenty.

1. Kainy kitimo ir bankiniy operacijy uzdaviniai. Tarkime, kad
pradiné prekés kaina buvo a lity, o paskui pasikeité p % — padidéjo arba

ap

sumazéjo. Kainos pokytis, aisku, sudaro 100 lity. Taigi pabrangusios

prekés kaina yra a+ a a[]:l- i) lity, o atpigusios prekés kaina yra

100 100

a—ﬂ = a(l—%) lity. Sudarykime kainos kitimo schema (Zr.
1 pav.), kurioje kainos padidéjimas vaizduojamas rodykle / o sumazéji-
mas — rodykle N . Simbolis ,p % A “ reiskia kainos padidéjima p
procentais, o simbolis ,,p % X reidkia kainos sumazéjima p procentais.

D% a(HLj
7 A 100
o~ (2]

100

1 pav.




| TEMA

Taikant tg patj principa, kainos kitimo schema galima pratgsti, papildant
ja tolesnio kainos kitimo galimybémis (zr. 2 pav.). Jei pabrangusios pre-

kés kaina a[l-l—%j pasikeisty (padidéty ar sumazéty) q %, tai pokytis

p q .. . o _
sudaryty a| 1+ — |-—— lity, o prekés naujoji kaina but
udaryty ( 100} 100 4, 0p ujoj uty

a 1+L +a 1+L i=a 1+L 1+i lity arba
100 100,100 100 100

a[1+ij - a[l+iji = a(1+ij£1—ij lity.
100 100 /100 100 100

Analogiskai gaunami ir atpigusios prekés kainos a(l—%) pasikeitimo

g % skai¢iavimo rezultatai: a(l—ij(brij — prekei pabrangus

100 100

q%ir a(l—ij(l—ij — prekei atpigus q %.

100 )" 100
p q
0 all+— || 1+—
a% [ 100)( 100)

100 )\ 100

/
YN )

p q
g al1-P |[1+-9
0% % ( 1mj( umj

7
o g

100)0" 100

2 pav.




PROCENTU UZDAVINIAI

Glaustai aptarkime sudétiniy paliikany skaiciavima. Nagrinékime
atveji, kai bankas moka p % metines paliikanas uz jame laikomus in-
délius, kurios, pasibaigus paltikany periodui, priskaic¢iuojamos prie indé-
lio. Jei pradinio indé¢lio didumas yra By lity, tai per metus sukaupiamos

p .. _ et L p ) ..
By - —— lity palikanos, o indélis iSauga iki By =By -|1+——| lity. Po
0700 up g 1= Bo [ 100) U

2

. e . o Y P .

d ty indélis B ty iki By =By -|1+——|=Bg|1+—| ;
veju mety indélis Bp iSaugty iki By, =B ( 100) O( 100)

3
) o p p .
t — iki B3=By:|1+— [=Bp| 1+ — ir t.t. Po n t
po v~ i - 1+ %) o1+ )

indélis By iSaugty iki

n
p
Bn 80(14—100) . 1)
lity. Gautoji indélio perskaic¢iavimo formulé (1) vadinama sudétiniy
palitkany formule.
Suskaidzius metus i m lygiu daliniy periody, kiekvieno periodo

P

paliikany norma bty i =— procenty. Tarus, kad po kiekvieno dalinio
m

periodo paliikanos priskai¢iuojamos prie indélio, pradinis indelis By per

- m m
. . . o i p ..
irmuosius metus iSaugty iki By-|1+——| =Bp|l+ ;
P gt 0 ( 100) 0[ m-lOOj "

pazymékime Bj(m). Per antruosius metus indélis Bg iSaugty iki

Cm m 2m
_ ) P °
Bz(m)_Bl(m)(l+1OOJ _Bl(m)[1+ m-1OOJ —Bo(1+ m-lOOj

ir t. t. Po n mety indélio didumas biity
nm
j : )

Bh(m)=By| 1+
n(m) 0( m-100

Dabar pereikime prie pavyzdziy analizés.

1 pavyzdys. I$nagrinékime tris kainy kitimo schemas ir atsakykime
1 formuluojamus klausimus.

11



| TEMA

a) Prekés kaina buvo didinama du kartus — pirma karta 20 %, o antra
karta 30 %. Keliais procentais pabrango preké ir kokia buvo jos pradiné
kaina, jeigu po antrojo pabrangimo ji pakilo iki 390 Lt?

b) Prekés kaina buvo mazinama du kartus. Abu kartus po p %.
Raskime p, jeigu per abu kartus prekés kaina sumazéjo 36 %.

c) IS pradziy prekés kaina buvo sumazinta p %, 0 paskui padidinta
25 %. Koks procenty skaiCius p, jeigu per abu keitimus prekés kaina
sumazéjo 20 %.

Sprendimas. a) Prading prekés kaina pazymékime x. Pagal uzda-
vinio salyga gauname lygti

X| 1+ ﬂj(l-‘r ﬂj =390.
100 100

Jos sprendinys yra x = 250. Taigi pradiné prekés kaina buvo 250 Lt.

Kadangi %-100=156, tai darome iSvada, kad preké pabrango

56 %. Aisku, kad prekés pabrangimas matosi ir i§ sandaugos

1+£ . 1+£ =12-13=156.
100 100

Ats.: pradiné kaina 250 Lt; preké pabrango 56 %.
b) Prading kaina pazyméjg X, pagal uzdavinio salyga gauname lygti

2
x[l—ij =x(1—£},
100 100
2
( —i) —0,64.
100

2
_ Pl —oea=1-P 08> p = 20.
100 100

Ats.: p=20.

0 i§jos — lygti

Kadangi p <100, tai

c) Tarkime, kad i§ pradziy preké kainavo x Lt. Tada (pagal uzda-
vinio salyga) turi galioti tokia lygybeé:

12



PROCENTU UZDAVINIAI

P 125-08=1-"P —064= p=3s.
100 100

Ats.: p=36.

2 pavyzdys. Tarkime, kad banko metiné paliikany norma yra 8 %, 0
pradinis indélininko inasas 1000 Lt. ApskaiCiuokime indélio diduma po
10 mety Siais atvejais:

a) palakanos priskai¢iuojamos kiekvieny mety gale;

b) paltikanos priskai¢iuojamos kas ketvirti;

C) paliikanos priskai¢iuojamos kas ménesi;

d) palikanos priskai¢iuojamos kasdien.

Sprendimas. a) Pagal (1) formule Byy =1000(1+ 0,08)*° = 2158 92
(Lt).
b) Siuo atveju metai suskaidomi i 4 dalinius paliikany periodus,

todél kiekvieno dalinio periodo palikany norma yra i =$=0,02.

Taikydami (2) formule, gauname:
Byo(4) =1000(1+ 0,02)*1% =1000-1,02%° = 2208,04 (Lt).

¢) Siuo atveju metus sudaro 12 daliniy palikany periody, o

kiekvieno dalinio periodo palikany norma yra i= 8 =i.
12-100 150

Taikydami (2) formulg, gauname

1 1210 151 120
By (12) =1ooo(1+ —] =1000- (—] =2219,64 (Lt).
150 150

j365-10

d) Pagal (2) formulg By((365) :1000[1+ % =2225,35

(L1).
Ats.: By =215892 Lt; Byo(4)=2208,04 Lt; Byy(12)=2219,64

Lt; Byo(365) =2225,35 Lt.

13



| TEMA

3 pavyzdys. Pilietis { banka inesé¢ 5000 Lt. Po mety, priskai¢iavus
paltikanas, jis atsiémé i§ banko 1000 Lt. Laikant banke likusius pinigus,
per antruosius metus susidaré 168 Lt paliikanos. Kokia banko metiné
paliikany norma? Skaiciuokite, turédami mintyje, kad paltikany periodas
— metai.

Sprendimas. Banko meting paliikany norma pazymékime p %. Pagal
uzdavinio salyga reikia i$spresti lygti

5000[1 + i) ~1000 |- P =168.
100 100

Gausime:
2
(4000+50p)~%=168:» 40p+p7=168:> p2 180p-336=0= p=4

Ats.: 4 %.

2. Lydiniy, tirpaly ir miSiniy uZdaviniai. Tarkime, kad lydinys
(miSinys, tirpalas) sudarytas i§ dvieju medziagy, sakykime, A ir B.
MedzZiagos A masg lydinyje pazymékime mp, 0 medziagos B masg

VT s m . .
pazymékime mg. Skaitius ky =——2— vadinamas medZiagos A
Mma +Mp
. - m . -
koncentracija, o skaiCius kg = B vadinamas medziagos B
Ma + Mg

koncentracija lydinyje. Skai¢ius pp =100k yra medziagos A, o skai-
Cius pg =100kg yra medziagos B procentiné koncentracija lydinyje.
Aisku, kad kA +kB =1ir Pa + Pp =100.

Analogiskai apibréziama medziagos koncentracija bei procentiné
koncentracija ir tada, kai lydinj sudaro trys ar daugiau medziagu.

Jei nagrinéjant lydinius, tirpalus ir miSinius kalbama apie ju uzima-
mus tiirius, tai, apibréziant kiekvienos juos sudaran¢ios medziagos kon-
centracija, medziagos mas¢ pakei¢iama jos uzimamu tiiriu.

Kad bty papras¢iau, masés m lydinj, sudaryta i§ medziagy A ir B,
kuriy koncentracija yra atitinkamai kp ir kg, zymésime L(ka, kg, m).
Simboliu L(pa, pg,M) zymésime lydini, kurio masé lygi m, o ji
sudaran¢iy medziagy A ir B procentiné koncentracija yra atitinkamai pp

ir pg.

14



PROCENTU UZDAVINIAI

Tirpalus zZymésime simboliais T(ka, kg, m) ir T(pa, pg, M), O
miSinius — simboliais M (ka, kg, m) ir M(pa, pg, m).

Analogiskais simboliais paranku zymeéti ir lydinius, tirpalus bei
miSinius, sudarytus i$, triju ar daugiau medziaguy.

Jei du |yd|n|al, tarkime, Ll(klA’ le, ml) ir L2 (k2A1 k251 m2)
sulydomi | viena lydinj, tai naujojo lydinio L(k s, kg, m) mase laikysime
sulydomy lydiniy masiy suma (m=my +m,).

Siekdami suglaudinti paaiSkinimus, vartosime tokia dviejuy lydiniy
(taip pat tirpaly ir miSiniy) jungimo i vieng lydini schema:

L1 (kias kg, my)

. - [k

Lo (koa, kog, my)

Sioje schemoje galioja tokios lygybés:

m=nm +my, (3)
kiamy +kyamy =kam, 4)
kogmy +kogmy =kgm. (5)

Lydiniy Ly(p1a, P1g, M) ir La(P2a, P2, M2) jungimo i viena
lydini L(pa, Pg, M) schemoje

L1 (Pras P1Rs M)

- = |L(Pa Pa,m)]

Lo(P2a, P2, M)

Medziagy koncentracijas sieja tokios lygybeés:
P1AMY + P2aAM2 = pam, (6)
PigMy + P2gM2 = PgM. (7)
Sprendziant {jvairius tirpaly ir miSiniy uzdavinius, taip pat galima
taikyti analogiskas ju jungimo schemas ir (3)—(7) formules.
Isspreskime kelis uzdavinius.
4 pavyzdys. Viename lydinyje yra 20 % vario, o kitame — 30 %
vario. Juos sulydzius, gaunamas 10 kg masés lydinys, kuriame yra 27 %
vario. Raskime abiejy lydiniy mases.

15
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Sprendimas. Pirmojo lydinio masg pazymékime X. Tada (pagal (3)
formulg) antrojo lydinio masé yra 10 — x. Turime tokia lydiniy jungimo
schema;:

L, (20, 80, X)

: - [erBm)

L,(30, 70,10 — X)

Joje turi galioti ir (6), ir (7) lygybés. IS lygciuy
20x+30(10-x)=27-10
ir
80x +70(10-x)=73-10
Gauname ta pati rezultata: X =3. Todél uzdaviniui i$spresti pakanka imti
viena i§ (6) ir (7) salygu. Taigi pirmojo lydinio masé yra 3 kg, 0 antrojo
-7 kg.
Ats.: 3Kkgir 7 kg.

5 pavyzdys. Sidabro ir vario lydinj sulydzius su 3 kg gryno sidabro,
buty gaunamas lydinys, kuriame yra 90 % sidabro, o sulydzius pradini
lydini su 2 kg lydinio, kuriame yra 90 % sidabro, biity gaunamas 84 %
sidabro turintis lydinys. Kokia yra pradinio lydinio masé ir kiek procenty
sidabro yra jame?

Sprendimas. Tegu sidabro koncentracija pradiniame lydinyje yra
X %, o lydinio masé Yy kg. Pagal uzdavinio salyga galima sudaryti dvi
lydiniy jungimo schemas:

L4 (x,200 - x, y)
+ = [L(90,10, y +3)|
L, (100, 0, 3)

L (x,100 —x, y)
+ = E(84, 16, y +2)|.
L,(90,10, 2)

Pagal pirmaja schema turi galioti lygybé

16



PROCENTU UZDAVINIAI

Xy +300=90(y + 3),
0 pagal antraja schema turi galioti lygybé
Xy +180 =84(y + 2).
Issprendg dvieju lygéiy su dviem nezinomaisiais sistema
Xy +300=90(y + 3),
{xy +180=284(y + 2),
gauname vieninteles nezinomyjy reikSmes: x =80, y=3.
Ats.: 3 kg, 80 %.

6 pavyzdys. 500 kg celiuliozés maséje yra 85 % vandens. Kiek
kilogramuy vandens reikia iSgarinti, kad liktu 75 % vandens turinti
celiuliozés masé?

Sprendimas. Prading celiuliozés masg¢ paZzymékime simboliu
T1(85,15,500), isgarinama vandenj pazymékime simboliu T, (100, O, X),

0 siekiama gauti celiuliozés mase, turin¢ia 75 % vandens, — simboliu
T (75, 25,500 — X). Tada vandens i$garinimo procesa galésime uzraSyti

tokia schema:
T1(85,15, 500)
- = [T(75,25,500 - x)|
T,(100, 0, x)

Pagal §ig schema sudarykime lygti
15-500-0- x =25 (500 — x)
Ir gausime, kad x =200 (kilogramy).
Ats.: 200kg.

7 pavyzdys. Indas, kurio talpa V litry, pripiltas a % koncentracijos
druskos riigsties tirpalo. I §io indo nupylus b litry tirpalo, i ji ipilama
tieck pat vandens. Kokia bus tirpalo koncentracija tokia pilstymo pro-
cediira atlikus n karty? Po keliy pilstymu druskos riigSties inde bus ma-
Ziau negu vandens, jeigu V =1001, b=101, a=8017

Sprendimas. Druskos riigsties koncentracija po pirmojo pilstymo
pazymékime a;, po antrojo pilstymo ay irt. t.
Pirmaji pilstyma galima uzraSyti tokia schema:
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T,(a,100—a,V —b)
+ = [T(a,100-a,V)|
T, (0,100, b)

Pagal ja sudarykime lygti
a-(V-b)+0-b=aVv
ir gausime, kad
a—a V-b
1~ v
Analogiskai galima apskaicCiuoti druskos koncentracija tirpale po
antrojo ir kity pilstymuy:

a2=a1-v_b,
\Y
V
V-b
anzan—l'T

IS Cia

Kai V =100, a=80, b=10, gausime formule
a, =80-(0,9)".
Ieskomajam pilstymu skaiiui n rasti reikia iSspresti nelygybe
80-(0,9)" <50. Maziausias sprendinys yra n=5.

n
Ats.: a-(BJ - 5,
\Y

3. Procentai ir procentiniai punktai.

8 pavyzdys. I§ pradziy gamybos brokas sudaré 5% gaminamos
produkcijos, 0 paskui, patobulinus technologini procesa, sumazéjo ketu-
riais procentiniais punktais. Turédami mintyje, kad gaminamos produk-
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cijos apimtis yra pastovi, apskaiciuokime, keliais procentais sumazéjo
gamybos brokas.

Sprendimas. Gamybos produkcijos apimtj pazymékime a. Vadinasi,

brokas i§ pradziy sudaré a-% =0,05a kiekio vienety, o paskui (suma-

7€jus jam keturiais procentiniais punktais) a % =0,01a vienety. Todél

gamybos brokas sumazéjo % -100 =80 procenty.
,05a

Ats.: 80 %.

9 pavyzdys. [ tirpala, kuriame yra 40 g druskos, ipylé 200 g van-
dens. Kiek vandens tirpale buvo i§ pradziy ir koks buvo procentinis
druskos kiekis, jeigu: 1) dabar procentinis druskos kiekis yra mazesnis
10 procentiniy punkty; 2) dabar procentinis druskos kiekis yra mazesnis
10 %?

Sprendimas. IeSkomaji vandens kiekij (gramais) pazymékime X, pra-
ding druskos koncentracija pazymékime dq, o dabarting druskos kon-

centracija d,. Pagal uzdavinio salyga pradiné tirpalo masé buvo X + 40,

procentinis druskos kiekis d; = 40 -100 = 4000 , 0 vandens pro-
X+ 40 X+ 40
X 100x . .
centinis Kiekis -100 = ————. Taigi pradinj tirpala galima uzraSyti
Xx+40 X+40
simboliu T, [ 2000 100X " o).
Xx+40 x+40

Ipilta vandeni galima uZzrasyti simboliu T, (0,100, 200), o gautaji tirpala
—simboliu T, (d5,100—d5, X+ 240).
Pagal schema

Tl( 4000 100x X+40j

X+40 x+40°
+ = |T(d,100—dp, x+240)|.
T, (0,100, 200)
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Sudarykime lygti
4000
X+40
ir apskai¢iuokime pradini vandens kieki X. Gausime

X=M—24O.

dp

-(x+40)+0-200 =d, (x+240)

Pirmuoju atveju
dy = 4000 _10= 3600 —-10x
X+40 X+40
4000 4000  400(x+40)
d, 3600-10x  360—x
X+ 40

todél
‘o 400(x + 40)
~ 360-x
Spresdami Sia lygti, gauname:
X(360 — x) = 400(x + 40) — 240(360 — x),
360X — X2 = 640X — 70400,

x + 280X — 70400 = 0.
Jos sprendiniai yra 160 ir —440.
Taigi Siuo atveju pradinis vandens kiekis tirpale buvo 160 gramy, o
4000

160+40

— 240.

druskos procentiné koncentracija d; =

=20 procentuy.
Antruoju atveju

dy = dy —04dy =090, = 0,9-4000 3600

Xx+40  x+40

todél (pagal (8)) gauname, kad
i = 2000(x+40) ,,q_
3600
I ¢ia 9x =10x—-1760 ir x =1760.
Tada

10(x + 40) 10x —1760

—240=

4000 _ 20 _540-92,

171760+40 9 9
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Vadinasi, antruoju atveju pradinis vandens kiekis tirpale buvo 1760 g, o
druskos kiekis tirpale sudaré 2% %.

Ats.: 1) 160 g, 20 %; 2) 1760 g, 2% %.

4. Ivairus procenty uzZdaviniai.

10 pavyzdys. Per mero rinkimus uz Antanaiti, Jonait{ ir Petraiti
rengiasi balsuoti atitinkamai 15 %, 20 % ir 25 % rinkéjy. Kiti rinkéjai
dar neapsisprendg. Apskaiciuokite, kiek procenty neapsisprendusiy rin-
kéjy turéty suagituoti Antanaitis, kad jis laiméty rinkimus.

Sprendimas. Pagal salyga neapsisprendusiy rinkéjy yra 40 %. Tegu
a yra rinkéjy skaiCius, o X yra ieSkomasis neapsisprendusiy rinkéju
procenty skaicCius. Tada apsisprendusiy balsuoti uz Antanaiti rinkéju

skaiCius bty 0,15a+0,4a-ﬁ. Jeigu visi likusieji (i neapsispren-
dusiy) apsispresty balsuoti uz Petraiti, tai S$is kandidatas gauty
0,25a+ (0,4& -0/4a- ﬁ] balsy. ISsprendg nelygybe

015a+0,4a-——>0,25a+| 0,4a—0,4a-— |,
100 100

Gausime x> 62,5.

Taigi Antanaitis, sickdamas laiméti mero rinkimus, turéty suagituoti
daugiau kaip 62,5 % neapsisprendusiy (uz ka balsuoti) rinkéjy.

Ats.: daugiau kaip 62,5 %.

11 pavyzdys. Rudens kroso varzybose dalyvavo pagrindinés mo-
kyklos moksleiviy biirys. Kroso distancijos nebaigé daugiau kaip 2,8 %,
bet maziau kaip 3,2 % dalyviy. Raskite galimai maziausia kroso dalyviy
skaiciy.

Sprendimas. Kroso dalyviy skai¢iy pazymékime n, o distancijos
nebaigusiy skai¢iy pazymékime m. Pagal uzdavinio salyga

28<M.100<32.
n
I3 Sia

2,8n <100m < 3,2n.
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Kai m=1, tai @<n<@, t.y. 31,25<n<35§.
3,2 2,8 7

Taigi galimai maziausias kroso dalyviy skai€ius yra 32.
Ats.: 32.

12 pavyzdys. I§ staciakampio formos kartono lapo, kurio kraStiniy
ilgiu santykis 2:3, i§kirptas didziausio ploto sta¢iakampis, kurio krastiniy
ilgiy santykis 1:2. Apskaiciuokite kartono liku¢io procenta.

Sprendimas. Tarkime, kad kartono lapo krastiniy ilgiai 2a ir 3a.
Didziausio ploto staciakampio, kurio krastiniy ilgiy santykis 1:2, kras-
tiniy ilgiai yra 1,5a ir 3a; jo plotas lygus 4,5a2. Kartono likucio plotas

2
yra 6a® —4,5a% =1,5a. Jis sudaro 1,5a2 -100 = 25 procentus viso kar-
6a
tono ploto.
Ats.: 25 %.

5. Pasitreniruokite. (Siy uzdaviniy sprendimy siysti nereikia.)

1. Knyga 25 % brangesné uz albuma. Keliais procentais albumas pi-
gesnis uz knyga?
Ats.: 20 %.

2. Dramos biirelyje berniuky skaicius sudaro 80 % mergaiciy skai-
ciaus. Kiek procenty mergaiciy skaicius sudaro berniuky skaiciaus?
Ats.: 125 %.

3. Pardavéjas i§ gamintojo televizoriy pirko uz 1200 Lt. Jis paskelbé
nauja kaina, o televizoriy pardavé su 10 % nuolaida, gaves 20 %
pelna. Kokia televizoriaus kaing buvo paskelbgs pardavéjas?

Ats.: 1600 Lt.

4. Pardavéjas pirko batus i§ batsiuvio uz tam tikra pinigy suma ir
paskelbé 230 Lt kaina. Pardaves batus su 18 % nuolaida, jis gavo
15 % pelna. Uz kiek lity pardavéjas nupirko batus i balsiuvio?

Ats.: 164 Lt.
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10.

11.

12.

Kai statiné 30 % tuscia, joje yra 30 litry daugiau negu tada, kai ji
30 % pripildyta. Kokia statinés talpa?
Ats.: 25 1.

Broliai Linas ir Romas kartu eina { mokykla. Romo Zingsnis 10 %
trumpesnis uz Lino Zingsni, bet jis padaro 10 % daugiau Zingsniy
negu Linas. Kuris brolis anks¢iau ateis { mokykla?

Ats.: Linas.

Dézutéje sudéti auksiniai ir sidabriniai daiktai: monetos ir ziedai.
Ziedai sudaro 20 % visy daikty, o 40 % monety yra sidabriniy. Koki
visy daikty procentg sudaro auksinés monetos?

Ats.: 48 %.

Bankas i$davé kreditus imonéms ir gyventojams. Kreditai, iSduoti
gyventojams, sudaré 25 % sumos, iSduotos imonéms. Kiek procenty
bendros kredity sumos sudaro jmonéms iSduoti kreditai?

Ats.: 80 %

Bilieto | kino teatra kaina 18 Lt. Sumazinus bilicto kaina, Zitirovy
skaiCius padidéjo 50 %, o pajamos (iplaukos) padidéjo tik 25 %.
Keliais litais buvo sumazinta bilieto kaina?

Ats.: 3 Lt.

Kai bilieto kaina | teatra padidéjo 40 %, pajamos uZ bilietus
padidéjo tik 20 %. Kiek procenty sumazéjo zidirovy skaicius?
Ats.: 10 %.

Netgi tada, kai kupranugaris Noris yra istroskes, 84 % jo masés
sudaro vanduo. Po to, kai jis atsigavo, jo masé padidéjo iki 800 kg,
0 vanduo sudaro 85 % jo masés. Kokia kupranugario Norio masé,
kai jis iStroskes?

Ats.: 750 kg.
Ridoje yra 20 % priemais$u (pagal mase), o metale — tik 5%

priemai$y. Kiek reikia riidos, norint gauti 160 kg metalo?
Ats.: 190 kg.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

IS 20t rudos gauti 8t metalo, kuriame pagal masg yra 5%
priemaisy. Kiek procenty priemaisy yra ridoje?
Ats.: 62 %.

IS 22 kg gryby gauta 2,5 kg dziovinty grybu, kuriy 12 % masés
sudaro vanduo. Kiek procenty vanduo sudaro Svieziy gryby masés?
Ats.: 90 %.

Nedziovinty grady drégnumas 25 %, o padziovinty — 12 %. Keliais
procentais sumaz¢jo gridy masé, padziovinus juos?
Ats.: 12,5 %

I sandélj atvezta 6 tonos 10 % drégnumo druskos. Po kurio laiko
druskos drégnumas padidéjo dar 18 procentiniy punkty. Keliais
procentais padidéjo druskos masé?

Ats.: 25 %.

DzZiovinant grybus ju masé sumazgjo 10 karty. Kiek procenty
vandens turéjo Sviezi grybai, jei 15 % dziovinty gryby masés sudaro
vanduo?

Ats.: 91,5 %.

Jeigu 100 g druskos tirpalo sumaiSytume su 200g kitos kon-
centracijos druskos tirpalu, gautume 50 % druskos tirpala. Jeigu
pirmojo tirpalo imtume 300 g, o antrojo — 200 g, tai gautume 42 %
tirpala. Raskite abiejy tirpaly procentines koncentracijas.

Ats.: 30 %, 60 %.

IS staciakampio formos kartono lapo, kurio krastiniy ilgiy santykis
2:3, i8kirpti du didziausio ploto kvadratai. Apskaiciuokite kartono
likuc¢iy procenta.

Ats.: 25 %.
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PIRMOJI UZDUOTIS

. Puodukas 50 % brangesnis uz lékstutg. Keliais procentais 1ékstuté
pigesné uz puoduka?

. Pilietis | banka jne$é¢ 2000 Lt, o po mety — dar 540 Lt. Pirmyju mety
paliikanos taip pat buvo priskaiiuotos prie pagrindinio indélio.
Kokia banko metiné paliikany norma, jeigu antryju mety paltikanos
lygios 78 Lt?

. Ukininkas i$ banko paémé kredita dvejiems metams, sutares moketi
. .. ... 3
tam tikra procenta palikany. Po mety tikininkas bankui grazino 2

sumos (su procentais!), kuria jis tuo metu buvo skolingas. Dar po
mety tkininkas sumokéjo likusia skola, kuri sudaré 36 % paimto
kredito. Koki procenta paliikany tikininkas mokéjo bankui?

. Dvieju skaic¢iy suma 50 % didesné uz ju skirtuma. Keliais pro-
centais uz juy sandauga didesné tu skaiciy kvadraty suma?

. Komiso parduotuvé uz 2250 Lt nusipirko dvi vazas ir, jas pardavusi
gavo 40 % pelno. Uz kiek lity parduotuvé pirko vazas, jeigu uz
pirmaja vaza gavo 25 % pelno, o uz antraja — 50 % pelno?

. Ka tik nuskintuose agurkuose 99 % ju masés sudaro vanduo. Pasto-
véjus agurkams sandélyje, vanduo agurkuose sudaré tik 98 % ju
masés. Kiek procenty sumazéjo agurky masé? Kokia buvo ka tik
nuskinty agurkuy masé, jeigu dabar masé lygi 50 kg?

. Bilietas i stadiona kainuoja 15 Lt. Kai bilieto kaina sumazino,
zitrovy skaicius stadione padidéjo 50 %, o pajamos padidéjo 25 %.
Keliais litais buvo sumazinta bilieto kaina?

IS indo, kuriame yra 96 % (pagal turj) druskos rtigsties tirpalo,
nupylé 2,5 litro tirpalo ir pripylé 2,5 litro 80 % druskos ruigsties
tirpalo. Po to, pamaise tirpala vél nupylé 2,5 litro gauto tirpalo ir
ipylé 2,5 litro 80 % tirpalo. Kokia indo talpa, jeigu dabar inde yra
89 % druskos riigsties tirpalas?
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9.

10.

IS kvadrato formos kartono lapo iskirpti du didziausio ploto sta-
ciakampiai, kuriy krastiniy ilgiy santykis 2:3. Apskaiciuokite kar-
tono likucio procenta.

Petriukas i namus parnesé pilna pinting grybu (daugiau uz 30, bet
maziau uz 100): baravyky, raudonikiy ir lepsiy. Pasirodé, kad 48 %
parneSty gryby yra raudonikiai. Patikrinusi mama rado 5 grybus
sukirmijusius ir juos iSmeté. Dabar jau 50 % likusiy grybuy buvo
raudonikiai. Kiek gryby rado Petriukas? Kiek raudonikiy iSmeté
mama?

)
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I1. KAIP SPRESTI LYGTIS SVEIKAISIAIS SKAICIAIS?

Jonas Jankauskas
(Vilniaus universitetas)

Sioje LIMM uzduotyje susipazinsime su diofantinémis lygtimis ir
iSmoksime keleta paprasty biidy kuriuos taikant tos lygtys yra
sprendzZiamos.

Diofantinés lygtys yra tokios algebrinés lygtys, kuriy sprendiniai yra
sveikieji skaiciai. Jy pavadinimas susijgs su senovés graiky matematiku
Diofantu Aleksandrieciu (apie 200-284 m. pr. Kr.).

IS esmeés bet kuri lygtis yra diofantiné, jeigu jos sprendiniy ieSkome
tik sveikyjuy skaiciy aibéje.

1 pavyzdys. Raskime visus sveikuosius skai¢ius X, kurie yra lygties
X = cos(2nx) sprendiniai.

Sprendimas. Atkreipkime démesj | tai, kad kosinuso reik§més
priklauso intervalui [-1; 1]. Vadinasi, x e[-1;1]. Siame intervale téra
trys sveikieji skaiciai: —1; 0; 1. O lygti tenkina tik x =1.

Cia nagrinésime diofantines lygtis F(X,Y,2z,..)=0, Kkuriose
F(x,y,z,..) yra sveikieji daugianariai kiekvieno dydzio x, v, z, ...
atzvilgiu (tokiy daugianariy koeficientai yra sveikieji skaiciai).

Vienas i$ pagrindiniy biidy, taikomy sprendziant diofantines lygtis,
yra daugianariy ir sveikyjy skai¢iuy skaidymas dauginamaisiais.

2 pavyzdys. Raskime lygties x2=12+ y2 sveikuosius sprendinius.

Sprendimas. Pastebékime, kad nezinomieji X ir y yra pakelti kvad-
ratu. Vadinasi, jei (x; y)yra Sios lygties sprendinys, tai pakeitg jame X
i —x arba y i -y, gausime kita lygties sprendini. Todél pirmiausia
iSnagrinékime atveji, kai x >0, y >0,

Perkelkime Y’ 1 kairg lygties pusg ir pritaikykime kvadraty skir-
tumo formulg; gausime

G —y2 =12= (x+y)(x—-y)=12.

Matome, kad sveikyju skai¢iy u=x+yir v=x-— ysandauga turi
buti lygi 12. Vadinasi, bent vienas i$ jy yra lyginis skaicius. Bet tada ir
kitas turi biiti lyginis, nes skirtumas U —V = 2xyra lyginis skaiCius. Be
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to, u-v>0(nes uv=12). Todél abu dauginamieji yra to paties zenklo
nelygis nuliui skai¢iai. Kadangi x>0 ir y>0, tai u=x+y>0 ir
v>0; be to, u>v, nes x+y=>x-y. Pagal pagrinding aritmetikos
teorema, téra vienintelis biidas, kuriuo 12 galima iSskaidyti teigiamais
lyginiais dauginamaisiais. Toji vienintelé galimybé yra 12=6-2. Taigi
gauname lygciy sistema

X—y=2,
turin&ia vieninteli sprendinj (4;2). Keisdami Zenklus, gauname Kitus
sprendinius (—4; 2), (4,-2), (-4,-2).
Ats.: (4; 2), (4, -2), (-4, 2), (-4, -2).

3 pavyzdys. Isspreskime lygti

y? =x% —x+11; x,y - sveikieji skai¢iai.

{x+y=6,

Sprendimas. I§ pirmo Zvilgsnio nesimato, kaip lygti galétume is-
skaidyti dauginamaisiais. Padauginkime abi jos puses i$ 4 ir gautos

lygties 4y2 = 4x% —4x+44 desinéje pus¢je iSskirkime pilnaji kvadrata.
Gausime 4y?=(2x—1)? +43. Pazyméje Y =2y, X = 2x—1, turésime
lygti Y*—X? =43, panasia i ta, kuria sprendéme antrame pavyzdyje.
Nekartosime viso sprendimo pazZingsniui, tik uZraSysime sprendinius
(X;Y):

(X;Y)=1(21;22),(21; - 22),(- 21; 22),(- 21; - 22). 1% ju gauname
keturis pradinés lygties sprendinius (x;y): (11;11), (11;-11),
(-10; 11), (-10; -11).

4 pavyzdys. Isspreskime lygti

X+Yy+5=Xy, X, Y- sveikieji skaiCiai.

Sprendimas. Cia kol kas nesimato nei kaip, nei ka skaidyti
dauginamaisiais. Lygti uzrasykime taip: Xy —X—y =75, ir pridékime prie
abiejy lygties pusiy po 1: Xy — X —y+1=6. Neijtikétina, bet dabar reis-
kinys kairéje puséje issiskaido:

Xy =x=y+1=(xy-x)=(y-1) = (x-D(y-1).
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Taigi turésime lygti (X—1)(y —1) =6.

Dabar iSrasykime visus galimus skaiCiaus 6 iSskaidymo sveikaisiais
skaiciais variantus:
6=(-6)-(-1)=(-3):(-2)=(-2)-(-3)=(-1)-(-6)=1-6=2-3=3-2=6-1.
Pagal juos gauname visus imanomus pradinés lygties sprendinius:

(-5;0), (-2;-1), (-1;-2), (0; -5), (2; 7), (3; 4), (4; 3), (7; 2).
Dauginamuyjy perranka buvo galima ir sutrumpinti: kadangi pradiné lyg-
tis simetriné (nesikeicia, sukeitus vietomis X ir y), uztekty pirma i$nag-
rinéti sprendinius (X; y), X<y, o tada likusieji bus pavidalo (y; x).

Kitas diofantiniy lygciy tipas, kuri galima iSspresti naudojantis
visiSkai elementariomis priemonémis, yra tokios lygtys, kuriy viena pusé
vra didesné uz kitq (jei ne visoms poroms (x;y), tai bent jau toms,
kuriose viena komponenté yra pakankamai didelé¢).

5 pavyzdys. Raskime visas nattraliyjy skaiciy x ir y poras (x;Yy),
kurioms esant x2 + y2 =50.

Sprendimas. Uztenka pastebéti, kad x2 < x%+ y2 =50, ir pakaks
iSnagrinéti tik tas poras (x; y), kuriose x e{L; 2; 3; 4; 5; 6; 7}. Taikydami

2

perrankos metoda, tikriname, ar skaicius y2 =50-Xx“ yra nattraliojo

skaiCiaus kvadratas. Gauname tokius sprendinius: (1; 7), (5; 5), (7; 1).

6 pavyzdys. I$spreskime diofanting lygti X4y4 +1=x3+ y3 .

Sprendimas. Kairéje puséje esancio algebrinio reiskinio laipsnis yra
aStuoni; jis didesnis, nei deSinés pusés (trys). Reikia manyti, kad
dideliems skai¢iams X ir y lygybé tarp kairés pusés ir deSinés pusés
neturéty galioti. Kaip tq patikrinti?

1 bidas. Jei x =0, tai gauname lygti 1= y3, turincig tik vieng svei-
kaji sprendini y=1. Jei y=0, tai gauname lygti 1= X3, turincia tik
viena sveikaji sprendini X =1.

Taigi turime du sprendinius: (0; 1) ir (1; 0).

Nagrinédami atveji x =0, y =0, pasinaudokime savybe, kad dvie-

Ju natiiraliyjy skaiciy sandauga plius vienas visada didesne arba lygi ty
skai¢iy sumai: ab+1>a+b. Si nelygybé gaunama i$ nelygybés
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(a-1)(b—-1) >0, galiojancios su visais natiiraliaisiais skaiciais a ir b.
Pagal §ia savybe (kai a = x4 b= y4) gauname:
xS + y3= x"’y4 +1>x* + y4.
Aisku, kad lygybé galioja, kai x=y=1. Jei x=1 arba y=1, tai

3 4

X +y3<x*+y* nes
4 3 4 3
(X" =x)+(y"-y7)>0.

Taigi atveju x #0, y# 0 gauname tik vieng sprendini (1; 1).

Matome, kad lygtis turi tris sveikuosius sprendinius: (0; 1), (1; 0),
(1; 2).

2 budas. Tarkime, | X|=2 ir | y|>2. Tuomet

x4y4 >16x* 232|x3 [, ir x4y4 216y4 > 32| y3 |.
Sudéje abi nelygybes ir padalijg¢ i§ dvieju, gauname, kad
x“'y4 216|x3 |+16 | y3 |
Tada
x3+y3 = x4y4+121+16| x3 |+16 | y3 |

Gavome priestara, nes kairé pusé x3 + y3 yra akivaizdziai mazesné, nei
desiné pusé 1+16|x3|+16|y®|. Vadinasi, turi bati |x|<1 arba
|y|<1. Taip pat aiSku, kad nors vienas i§ skaiCiy X ir y turi bati
teigiamas, nes prieSingu atveju gautume x4y4 +1>0 ir x>+ y3£ 0.

Tarkime, kad x>0. Jei |x|<1, tai x=1. Tada gauname
y4+1=1+ y3, oi§Cia y=0 arba y=1. Jei |y|K1, tai ye{-10;1}.
Nagrinéjame tris lygtis nezinomojo X atzvilgiu:

1) xt+1=x3-1 (kai y=-1);

2) 1=x3 (kai y=0);

3) x4 +1=x3+1 (kai y=1).

Pirmoji lygtis neturi teigiamu sveikyju sprendiniy, o antraja ir
treciaja lygti tenkina tik x =1.
Radome du sprendinius: (1; 0) ir (1; 1).
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Atveju y >0 analizé analogiSka. Gausime sprendinius (0; 1) ir
(1; 1). Beje, juos galima uzradyti remiantis lygties simetriSkumu.

Vadinasi, lygtis turi tris sveikuosius sprendinius: (0; 1), (1;0),
1; 2).

Jei lygtis yra kvadratine kurio nors nezinomojo atzvilgiu, tai apsi-
moka kita nezinomaji laikyti parametru ir spresti kvadrating lygti. Tam,
kad kvadratiné lygtis turéty sveikyju sprendiniy, jos diskriminantas turi
biti sveikojo skaiciaus kvadratas.

7 pavyzdys. Iispreskime diofantine lygti x% — 2xy +3y? =19.

Sprendimas. Matome, kad lygtis yra kvadratiné ir X, ir y atzvilgiu.
Kvadratine lygti x? — 2yx+(3y2 -19)=0 spreskime x atzvilgiu. Jos
diskriminanta pazymékime D(y). Gausime, kad

D(y) = (-2y)? - 4(3y? —19) = 76 -8y = 4(19 - 2y?)

yra sveikojo skaiCiaus kvadratas tik tada, kai y=+3. Jeigu |y [>4,
diskriminantas D(y) < 0.

Kai y =3, tai, i8sprende kvadrating lygti X2 —6X+8=0, gausime
X =2 arba x=4. Jei y=-3 tai turésime kvadrating lygti X% +6x+8=0;
jos sprendiniai yra x =-2 ir x=-4.

Gavome keturis sprendinius: (2; 3), (4; 3), (-2; -3), (-4; -3).

Pitagoro skaiciai. Per geometrijos pamokas jiis tikriausiai suzino-
jote, kad staciojo trikampio jZambinés ilgio kvadratas yra lygus statiniy
kvadraty sumai. Tokie natiraliyju skaiéiuy trejetai (X;y;z), kurie yra
staciyjy trikampiy krastiniy ilgiai, vadinami Pitagoro skaiciais.

ISmokime uzraSyti visus galimus Pitagoro skaicius. Kitaip sakant,
2 + y2 = 72 sprendinius.
Kad btity paprasciau, i§ pradziy ieskokime tik ty nattraliyjy skaiciy

i8Smokime rasti visus nattiraliuosius lygties X

X, Y ir z trejety, tenkinanciu lygti x2 + y2 =7 , kuriuose skaiciai yra
poromis tarpusavyje pirminiai (bet kuriy dviejy skai¢iy DBD lygus 1).
AiSku, kad abu skaiéiai X ir y negali biiti lyginiai. Bet jie negali biiti
ir nelyginiai abu vienu metu, nes, targ¢, kad x=2k-1 ir y=2l-1,
gautume:
22 =x2+y?2 = (2k 1% + (21 ~1)?=4k% — 4k +1+ 41° — 4l +1=
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=4(k2+1%2 =k =1)+2.
Sio skai¢iaus dalybos i§ 4 liekana lygi 2 ir tai reiskia, kad z néra nati-
ralusis skaiCius. Darydami tokia iSvada, remiamés savybe, kad nata-
raliojo skai¢iaus z kvadrato dalybos i3 4 liekana gali biiti tik 0 arba 1. Si

savybé lengvai jrodoma: jei z =2m, tai 2% = 4m?; jei z=2m-1, tai
2% = (2m—1)2 =4m? —4m+1= 4(m2 -m)+1.
Taigi isitikinome, kad vienas i§ skai¢iy X ir y turi buti lyginis, o kitas
nelyginis. Tegu y yra lyginis. Bet tada ir z turi buti nelyginis skaicius.
Tarkime, kad x=2k -1, y=2l, z=2n-1. I§ lygybés X%+ y2 =72
gauname:

2—x2=(z+x)(z—x).

y? =1
Tada
412 = (2n+2k —2)(2n-2k) =4(n+ k =1)(n — k),
12 =(n+k-1)(n—k).

Pazymékime u=n+k-1, v=n-k ir jsitikinkime, kad u ir v yra
tarpusavyje pirminiai skaiciai. Jei d, d #1, biity ju bendras daliklis, tai
jis buty ir skai¢iy u+v ir u—v daliklis. Bet

u+v=(Mn+k-)+(nh-k)=2n-1=1z,
u-v=(Mn+k-1)—-(n-k)=2k-1=x,
todél d negali biti skai¢iy u+v ir u—v bendras daliklis (nes x ir z yra
tarpusavyje pirminiai skaiciai).

Kadangi 12 = (n+k-1)(n—k)=uv, o u ir v yra tarpusavyje
pirminiai skaiciai, tai U ir v turi biti kuriy nors natiiraliyjy skai¢iy
kvadratai. Tegu u = a?, v=Db2. Tada | =ab ir todél y = 2ab.

Dabar raskime x ir z iSraiskas skaiciais a ir b:

Xx=u-v=a’—-h?
z=u+v=a®+b?.

Vadinasi, natiiraliyjy skai¢iy trejetas

(a2 —b?; 2ab; a® + b2)
yra Pitagoro skaiciy trejetas.
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Dar aptarkime atveji, kai X, y Ir z néra poromis tarpusavyje pirminiai
skai¢iai. Tarkime, pavyzdziui, kad d, d >1, yray ir z bendras daliklis.
Tada y ir z galima uZradyti taip: y=dy;, z=dz;; &a y; ir z; -
tarpusavyje pirminiai natiralieji skaiciai. Todél

2 2 2 2 2 2,2 2
X =2"—y® =(dzy)” = (dy1)” =d“(z{ —yi)-

Pazyméje Xq = \/zf - y12, gausime, kad x = dx;. Vadinasi, jei (X;Y; z)
yra Pitagoro skaiCiy trejetas, tai (Xq; Yy1;Z;) Yyra poromis tarpusavyje
pirminiy Pitagoro skaiCiy trejetas, (x=dxq, y=dy;, z=dz;). Taigi
mums uztenka moketi rasti tarpusavy pirminiy Pitagoro skaiciy trejetus.

Pasirinke¢ bet kuriuos du nattiraliuosius skaicius a ir b (esant salygai
a > b) visada turésime Pitagoro skaiiy trejeta

(@% —b?; 2ab;a% +b?), aeN, beN, a>bh,

Remiantis lygties X2 + y2 =2

ma padaryti iSvada, kad trejetas
(2ab; a%-b?%;a® +b2), aeN,beN,a>bh,

taip pat yra Pitagoro skaiciy trejetas.
Pavyzdziui, pasirink¢ a=5, b=2, gausime du Pitagoro skaiciy
trejetus: (20; 21; 29) ir (21; 20; 29).

simetriSkumu x ir y atzvilgiu, gali-

Cia apzvelgéme tik nedidele diofantiniy lygéiy teorijos dali. Yra ir
daugiau bidy bei gudrybiy, kurias taikant galima spresti lygtis svei-
kaisiais skaiCiais arba parodyti, kad jos neturi sveikyju sprendiniy.
Norintys apie tai suzinoti daugiau, gali perskaityti Sauniyjy Lietuvos
olimpiadininky Matematikos knygoje (ja galima parsisiysti internetu i$
www.olimpiados.It) Daugiau informacijos apie Pitagoro skai¢ius galima
rasti 2010 mety 5-ojoje LIMM uzduotyje (http://www.mif.vu.lt/ljmm/
uzduociy archyve). Sprendziant uzduotis, pravers iSnagrinéti pavyzdziai
ir patarimai.
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10.

ANTROJI UZDUOTIS

Raskite visus sveikuosius skai¢ius, kuriy kvadraty skirtumas lygus
15.

ISspreskite lygti x? = y2 —3y+7 sveikaisiais skaiciais.

ISspreskite lygti x — y+35= xy sveikaisiais skaiciais.

. I8spreskite diofanting lygti xS — y3 =56.

Patarimas: pasinaudokite kuby skirtumo formule.

Skaic¢iy 65 uzrasykite dviejy nattiraliyjy skaiciy kvadraty suma
visais jmanomais buidais.

. Raskite visus sveikuosius lygties 2x4y4 =x3+ y3 sprendinius.
. ISspreskite diofanting lygti x2 — 3xy + 4y2 =29.

. Raskite visus sveikyju skaiciy trejetus (Xx; y; z) , kuriems esant tei-

singa lygybé
(x+ y)(y + 2)(z + x) =140.

. Raskite visus sveikuosius tarpusavyje pirminius skai¢ius X ir Y,

kuriy kvadraty skirtumas yra lygus sveikojo skai¢iaus kubui.

ISspreskite diofanting lygti X2 +2y2 =72, kurioje x, y, z yra tar-
pusavyje pirminiai sveikieji skaiciai.
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Edmundas Mazétis
(Lietuvos edukologijos universitetas)

Matematikos pamokose Jiis ne kartg tyrinéjote ivairius ekstremumus
(t. y. maziausias ar didziausias jvairiy reiSkiniy reikSmes). Atlikdami $ia
uzduoti, pagrindini démesj skirsite geometriniams ekstremumams, t.y.
nagrinésite tokias geometrines figtras, kurios iSsiskiria i§ visos figliry
aibés tuo, kad tam tikry jas apibtdinanciu dydziu (pvz., atkarpy ilgiu,
figiry ploty, kampy didumy ir pan.) reikSmés yra maZiausios arba
didziausios. Geometriniy ekstremumy uzdavinius galima spresti ne tik
iprastai didziausiy ar maziausiy reikSmiu radimo metodais, bet ir taikant
zinomas geometriniy figiiry savybes.

1. Trikampio nelygybé. Bet kuri trikampio krastiné yra trumpesné
uz kity dviejuy krastiniy suma, t. y. trikampiui ABC yra teisingos nely-
gybés AB<AC+BC, AC<AB+BC, BC<AC+AB. I§ Siy nely-
gybiy seka, kad atkarpy AB ir BC suma igyja maziausia reikSmg, kai
tadkai A, B ir C yra vienoje tieséje, o taskas B
yra tarp tasky A ir C (1 pav.). Kitaip tariant, B C
atkarpos, jungiancios du plokStumos taskus, A
ilgis yra mazesnis uz bet kurios tuos taskus
jungiancios lauztés ilgi.

Daznai uzdaviniy sprendime taikoma kita Zinoma nelygybé: staciojo
trikampio jzambing ilgesné uz jo statini, $ig savybeg galima suformuluoti
ir taip: jei statmuo ir pasviroji tiesei | nuleisti iS to paties tasko, tai
statmuo trumpesnis uz pasvirtaja.

1 pavyzdys. I$ visy trikampiy, turin¢iy B:
vienodo ilgio krasting ir vienoda plota, ma-
ziausias perimetras yra lygiaSonio trikampio.
Irodysime tai. c /C o

Sakykime, kad visy nagrinéjamy trikam- I
piy bendroji krastiné yra atkarpa AB. Kadangi
visy trikampiy plotai lygis, tai lygios auks-

1 pav.

tinés, nubréztos i krasting AB, todél trecioji | 1
bet kurio i$ trikampiy virsiné C yra ties¢je |, A B
lygiagrecioje su tiese AB (2 pav.). Sakykime, 2 pav.
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kad taskas B, yra simetriSkas taskui B tiesés | atzvilgiu, tuomet bet

kuriam trikampiui ABC jo perimetras
P=AB+BC+AC=AB+ AC +CB,.

Kadangi P jgyja maZiausia reikSme tada ir tik tada, kai maziausia yra
suma AC +CBy, t.y. kai taSkas C yra atkarpoje AB;. Taigi maziausias
perimetras yra trikampio ABC;, ¢ia C; yra tiesiy AB; ir | sankirtos
taskas. Kadangi taskas C; yra atkarpos AB; vidurio taSkas, tai
AC, =C;B, =C,B, t.y. trikampis AC,B — lygiaSonis.

2. Aritmetinis ir geometrinis vidurkiai. Gerai zinoma teigiamuju
skai¢iy aritmetiniy ir geometriniy vidurkiy savybé: jei a;,a,,...,a, —

.. ... ive - . ta,t+...+a .
teigiamieji skaiGiai, tai =2~ >nla -a,-...-a, , lygybé gau-

n
nama tik tada, kai a; =a, =...=a,. Kai n=2, geometrinis Sios nely-
gybés irodymas pateiktas 3 pav. Stacia- E
kampio ABCD krastinés AB=x, CD =Y,
kampo A pusiaukampiné ties¢ BC kerta B = C
taSke E, o tiese CD - taSke F. Tuomet
BE=AB=X, AD=DF =y, trikampiy

: 1,1, A D
ABE ir AFD plotai lygiis EX ir Ey . Bet 3 pav.

Siy ploty suma yra ne mazesné uz staCiakampio plota xy, t.y.

%X2+%y2 >xy. Jei x2 =a, y2=b, tai §i nelygybé tampa tokia

a+b2@.

2
Aritmetiniy ir geometriniy vidurkiy savybe galima suformuluoti ir
kitaip: jei teigiamyjy skaiciy a;, a,, ..., &, suma yra pastovi, tai ju san-
dauga igyja didziausia reikSme, kai visi tie skaiciai lygis; jei teigiamujy
skai¢iy &, a,, ..., a,, sandauga yra pastovi, tai jy suma maziausia, kai tie

skaiciai lygiis.

2 pavyzdys. Atkarpos ilgis lygus a. Perpjauname ja | dvi dalis ir
sukonstruojame statyji trikampi, kurio statiniai lyglis gautosioms
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atkarpos dalims. Surasime { kokio ilgio atkarpas reikia padalyti duotaja
atkarpa, kad gautojo trikampio plotas buty didziausias.
Tarkime, kad atkarpa a padalijome i dvi dalis, kuriy ilgiai lygis X ir

y, t.y. Xx+y=a. Gautojo staciojo trikampio plotas S =%Xy. Kadangi
teigiamy skaiciy X ir y suma pastovi, tai jy sandauga xy.=2S jgyja
didziausia reikSme, kai tie skaiciai lygts, t.y. X=Y :%. Taigi atkarpa
reikia padalyti | dvi lygias dalis.

3 pavyzdys. Trikampio plotas lygus S. Rasime, kokia maziausia
reikSme igyja jo perimetras.
Pagal Herono formule

S=4yp(p-a)p-b)(p-c),

¢ia p =%(a+b+c) — trikampio pusperimetris. Akivaizdu, kad yra tei-

singa lygybé
a+b+c:2p=§(g+ p-a+p-b+ p—c}.

Taigi teigiamyju skaiéiy g , p—a, p—b ir p—c sandauga yra pastovi

(i lygi %82), todél ju suma jgyja maziausia reik§me, kai jie lygiis, t. .

kai gz p—-a=p-b=p-c. I$¢iaseka,kad a=b=c ir

3 4
§?_ p.(ﬁJ _p
3 27
todél 2p= 24275% - tai ir yra maziausioji trikampio perimetro
reikSmé.

4 pavyzdys. Per apskritimo, kurio spindulys 10, taska nubrézta ap-
skritimo liestiné. Rasime, kokiu atstumu nuo tasko A reikia nubrézti
apskritimo styga BC, lygiagrecia su nubrézta liestine, kad trikampio ABC
plotas buty didziausias.
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Kadangi ties¢ BC lygiagreti su liestine I, tai skersmuo AD yra
statmenas ir tiesei I, ir tiesei BC (4 pav.). Taigi atkarpa AE yra trikampio
ABC aukstiné ir pusiaukrasting, taigi trikampis ABC - lygiaSonis.
Sakykime, kad AE =h, tuomet ED=20-h.

Pagal apskritimo stygu, einanéiy per vieng A
taska E, savybe I
2
AE-ED=BE-EC=(EBCJ. 10
2 E
IS cia B C

2 D
h(20—h)=eBC] . %BC:,/h(ZO—h). 4 pav.

Trikampio ABC plotas

S :%BC-AE: h(20—h) -h = y/h3(20-h).

I§ ¢ia S2=h3(20-h) = 27(2 % % (20— h)) . Teigiamy skaiciy %

w|=>

% ir 20—h suma pastovi (ji lygi 20), taigi ju sandauga didziausia, kai
tie skaiciai lygis, t. Y. %: 20—h. I8 ¢ia h=15,
%BC =/15-(20-15) =543 ir S :%BC-AE =753,

3. Trigonometrijos taikymai. Sprendziant geometrinius ekstremu-
my uzdavinius, daznai tenka taikyti gerai zinomas trigonometriniy funk-
ciju savybes:

1) kampui o didéjant nuo 0 iki g jo sinusas sina. didéja nuo 0
iki 1; kampui o didéjant nuo g iki 7, jo sinusas mazéja nuo 1 iki 0;
2) kampui o didéjant nuo 0 iki g, jo kosinusas cosa mazéja nuo

1 iki O; kampui o didéjant nuo % iki 7, jo kosinusas mazéja nuo 0 iki —1.
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Irodysime, kad rei§kinio Sina+coso didZiausioji reik§mé V2

gaunama tada, kai o = % Tikrai

coso +Sina = ﬁ(%coww%sin aJ =
= ﬁ(sin%cosawcos%sin ocj = \/Esin(%+ocj < \/E;

lygybé galima tik tada, kai sin Tia =1, t.y. kai Tia="lira=2
4 4 2 4
5 pavyzdys. Duotos dvi lygiagrecios tiesés | ir |, bei taSkas C tarp

ju, nutoles nuo §iy tiesiy atitinkamai a ir
b. I8 visu staciyju trikampiy, kuriy sta- A

|_U

¢iojo kampo virsiiné yra taskas C, o kitos a 1
dvi vir§inés yra tiesése | ir |,, rasime 1C
maziausio ploto trikampj. 5 pav. pavaiz- Ap
duotas trikampis ABC, kurio vir§iinés A ir
B yra atitinkamai tiesése l; ir l,. Nu- [ I
brézkime ties¢ ED, einancia per taska C, B E

5 pav.

statmeng tieséms |y ir |, ir pazymékime
ZECB=a, o - smailusis kampas. Tuomet ZACD=90"—qa ir
Z DAC = a. IS sta¢iyjy trikampiy ADC ir BEC randame

AC :.ii
sina
BC = b :
coso
Tuomet trikampio ABC plotas
ab ab

SzlAC-BC: - =— )
2 2sinocoso.  Sin2a

Kadangi 0° <a <90°, tai 0° < 2a.<180°, o intervale (0°,180°)
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sinusas igyja didziausia reikSme lygia 1, kai 20.=90", t.y. kai

o =45°, Taigi plotas S maziausias, kai o =45, ir jo maZiausia
reikdmé S = ab. Tuomet ieSkomojo trikampio krastinés

AC=—2 _ay2.BC——2 _py2.
sin45° c0s45°

6 pavyzdys. Lygiasonés trapecijos ilgesnysis pagrindas lygus |,
smailusis kampas lygus o, trapecijos istrizainé statmena jos $oninei kras-
tinei. Rasime, su kuria o reikSme trapecijos plotas yra didZiausias ir ap-
skaiciuosime $i didZiausia plota.

Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindas AD =1, istrizainé BD
statmena Soninei krasStinei AB (6 pav.). Nubrézkime statmeni BH {
pagrinda AD. Kadangi
AD -BC

AH = > tai

HD = AD - AH = AD—JZFBC
Taigi trapecijos plotas

S :AD—+BC-BH =HD- BH.

I§ stadiyjy trikampiy ABD ir BHD turime, kad
BD =Isina,

HD = BDcos(90° — o) = Isin .,
BH = BDsins(90° — a) =Isina.cosa.

Taigi
S =12sin*acosa =12ysin® a.-cos? o =
P02 P02 02
SIN“a SIn“o SIn~a
=I2\/ . . .cos? o - 27.
3 3
o ... sina sinfa  sin?a . )

Kadangi teigiamyjy skaiciy 3 ' 3 ' 3 ir cos”“o suma

pastovi (ji lygi 1), tai ju sandauga igyja didziausia reikSme tik tada, kai
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sin? o

jie lygts, t.y. kai =cos?o. I§ &ia tglo=3, tgoc=\/§ ir

o =60°. Taigi didZiausias plotas
2
S =1%sin%60° - cos60° = 331 .
16

7 pavyzdys. Staciojo trikampio aukstinés nubréZtos i iZambing, ilgis
lygus h, o trikampio smailusis kampas lygus o. Rasime maZiausio
spindulio apskritima, ibrézta i §i tri-
kampi ir su kuria o reikSme maZiau-
siojo spindulio reik§mé jgyjama.

Sakykime, kad staciojo trikam-
pio ABC (£C=90°) aukstiné
CH =h, kampas £ A=, taskas
O —ibrézto i trikampi apskritimo
centras, r — jo spindulys (7 pav.). Turime

AC:b:_L, BC=a-= h ,
sina cosa.
todél
h2
c2=AB?=a’+b%= — -
Sin“ o -Cos” a
Trikampio ABC plotui S turime
1
S==ab=pr,
5 P

Cia p= %(a +b+c) - trikampio pusperimetris. Taigi

h2
o ab cosasino _ h .
a+b+c h N h N h 1+coso +Sina

sino.cosa.  Sina  coso

Taigi ibrézto apskritimo spindulys r maziausia reikSme igyja kai
trupmenos vardiklis 1+cosoa+sSina yra didziausias. Kaip jrodyta,
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111 TEMA

reiskinys cosa +sino didziausia reik§me lygia J2 igyja, kai a =%.

h
1+\/§

kai trikampis ABC — lygiaSonis.

Taigi maziausio spindulio ibréztas apskritimas gaunamas tada,

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Keturi kaimai A, B, C ir D yra iskiliojo keturkampio vir§inés.
Reikia pastatyti mokykla, kad atstumy nuo mokyklos iki kaimy
suma biity maziausia. Kuriame taske bus mokykla?

2. Apskritimo viduje duotas taskas M. Kaip reikia per taska M nubrézti
maziausiojo ilgio apskritimo styga?

3. I8 visuy staciyju trikampiy, kuriy plotas S, raskite ta, apie kuri api-
brézto skritulio plotas yra maziausias. Nurodykite, kokia to maziau-
sio skritulio ploto reikSmé.

4. 18 visy trikampiy, kuriy perimetras 2p, raskite didZiausio ploto
trikampi. Kam lygus Sis didZiausias plotas?

5. [ staciaja trapecija, kurios pagrindy ilgiai 24 ir 8, o aukstinés ilgis
12, ibréztas didziausio ploto staCiakampis taip, kad dvi jo vir§iinés
yra ilgesniajame pagrinde, o kitos dvi — Soninése kra$tinése. Raskite
staciakampio krastiniy ilgius.

6. Staciojo trikampio statiniy suma lygi 8. Ar gali Sio trikampio
izambinés ilgis buti lygus 5?

7. Staciojo trikampio smailusis kampas lygus o. Su kuria o reikSme
apie trikampi apibrézto ir i ji jbrézto apskritimy spinduliy santykis
igyja maziausia reikSme?

8. Trapecijos dvi Soninés krastinés ir maZzesnysis pagrindas lygus a, o
smailusis kampas prie pagrindo lygus o . Kokia didZiausia reikSmg
gali igyti Sios trapecijos plotas? Su kuria a reikSme Si reikSmeé
igyjama.
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EKSTREMUMAI GEOMETRIJOJE

10.

Staciakampi zemés sklypa, kurio plotas lygus S, reikia aptverti tvora
ir po to tvora ji perskirti i du lygius sklypus. Kokie turi biiti sklypo
matmenys, kad visos tvoros ilgis biity maZziausias?

Lygiasonio trikampio Soninés kraStinés pusiaukrastiné lygi m, ji su

pagrindu sudaro kampa B. Su kuria 3 reikSme trikampio plotas yra
didziausias?

E3
AL

<

B
() .(//L‘ )\
A%}
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IV.HOMOTETIJA

Aivaras Novikas
(Vilniaus universitetas)

Homotetija (graik. ouoc — ,,vienodas*, Oetoc — ,,padétas) yra viena
i§ plokstumos transformacijy. Atlikdami plokStumos transformacija,
kiekviena plokStumos taSka atvaizduojame i kita jos taSka, tam tikru
specialiu biidu pasirinkta. Ge-
rai Zinomas plokStumos trans- —= 1 pav.
formacijos pavyzdys yra simet- =
rinis atvaizdis tiesés thVllglu: - 2 pav.
pasirenkame bet kokia ploks- =
tumos tiesg ir kiekviena ploks- =
tumos taSka pervedame | jam
tos tiesés atzvilgiu simetrika. — fEFNENES 3 pav
Tada vietoje vieno plokStumos
vaizdo matome Kkita — lyg veidrodinj atspindi (Zr. 1 pav.). Antrajame pa-
veikslélyje atlikome kitokia, postikio, transformacija: pasirinkome viena
plokstumos taska ir pasukome aplink ji visus plokstumos taskus 90°
kampu pries laikrodzio rodyklg. Pastebékime, kad abiem atvejais uzraso
,LJIMM® forma ir dydis nepasikeité — pakito tik jo padétis plokstumoje.
Galima sugalvoti ir transformacijuy, kurios keisty plokStumos figiiry
(zinoma, geometrijoje paprastai nagrinéjami trikampiai, apskritimai ir
pan., o ne raidés) forma ir/ar dydj (kaip 3 pav.).

Kaipgi pakinta plokStumos vaizdas, atliekant homotetijos trans-
formacija? Pradzioje grieztai ja apibrézkime.

Kiekviena homotetija yra susijusi su fiksuotu plokStumos tasku O,
kuris yra vadinamas homotetijos centru, ir fiksuotu realiuoju skai¢iumi
k # 0, kuris yra vadinamas homotetijos koeficientu.

Apibrézimas. Homotetija vadinama plokStumos transformacija,
kiekvienq plokstumos taskq A pervedanti j tokj taskq A, Kuris tenkina
lygybe OA' =k -OA.

Dabar paméginkime suvokti geometriskai, ka reiskia toks apibrézi-
mas. Kas atsitinka su taSku A? [ ka jis pervedamas? Apibrézimas
nurodo mums sujungti taskus O ir A kryptine atkarpa, vektoriumi, tada
padauginti ji i$ skai¢iaus. Naujojo vektoriaus su pradzia taSke O galas ir
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HOMOTETIJA

bus naujasis taskas A’. O kas atsitinka dauginant vektoriy i3 skai¢iaus?
Jei k >0, vektoriaus kryptis nepakinta, o ilgis padidéja k karty. Jei
k <0, vektoriaus kryptis pakinta i priesinga, o ilgis padidéja |K |=—k
karty. Abiem atvejais trys taskai O, A, A’ lieka vienoje ties¢je, tik A’
arba pasilieka toje pacioje puséje nuo tasko O, kaip ir taSkas A, arba
atsiduria prie$ingoje puséje — priklausomai nuo skaiciaus K Zenklo. Be
to, kai |k [>1, taSkas nutolsta nuo homotetijos centro, o kai |k|<1,
priartéja prie jo. AtidZiau panagrinékime atveji |K |=1. Lengva matyti,
kad jei k=1, tai plokStumos taskai lieka savo vietoje: A'=A. Su
plokstuma tiesiog nieko neatsitinka. Jei k=-1, tai A’ yra taskas,
simetriSkas taSkui A homotetijos centro atzvilgiu, t.y. homotetija yra ne
kas Kita, kaip simetrinis atvaizdis tasko atZvilgiu.

Dabar jrodykime keleta homotetijos savybiy. Homotetijos centra ir
koeficienta visur toliau Zymésime O ir K , jei Kitaip nepasakyta.

1 teiginys. Tris taSkus, esanéius vienoje tieséje, homotetija perveda
1 tris taSkus, vél esancius vienoje tieséje. Be to, taskas, esantis tieséje tarp
kity dviejuy, taip ir lieka viduriniu.

[rodymas. Tuos tris taSkus pazy- A B C
mékime A, B,C (Zr. 4 pav. — &ia turi-

me atvejj, kai K > 0). Taskai, { kuriuos
jie pervedami, A’,B’,C’, pagal homo-
tetijos apibrézima tenkina lygybes ' B'
OA' OB OC' A
OA OB OC
Kadangi O_A’:O_B’ tai trikampiai
OA OB

OAB ir OA'B’ yra panasis (pagal dvi
proporcingas krastines ir bendra kampa
tarp ju). Lygiai taip pat panasis yra ir
trikampiai OBC ir OB'C’. Todél
/0OBA=-/0B'A’" ir Z/OBC =/0B'C'.

O
4 pav.

Vadinasi,
180° = Z/OBA+ /0OBC = Z/OB'A'+ Z/OB'C'= Z/A'B'C’'.

45



IV TEMA

Tai ir jrodo, kad taskai A’,B’,C’ yra vienoje tieséje. Taskas B’ yra
vidurinis, nes visa ties¢ OB eina tarp tiesiu OA ir OC .
Mes i$nagrinéjome atveji, kai K > 0. Antrasis atvejis nagrinéjamas
visiSkai analogiskai.
1§ teiginio i§ karto gauname tokia i$vada.
I18vada. Homotetija tiese perveda i tiese, o atkarpq i atkarpq.
Nauja geometring figlira, gautg i§ pradinés atlikus transformacija,
vadinsime pradinés figiiros vaizdu. Taigi tiesés vaizdas visada bus tiesé.
Tarp senos ir naujos atkarpy yra toks svarbus rySys:
2 teiginys. Atkarpa homotetija perveda i | K | karty ilgesng atkarpa,
lygiagrecia su pradine.
[rodymas. Nagrinékime atkarpa AB , pervedama i atkarpa A'B’ (Zr.
5 pav.). Jau zinome, kad ZOBA=~/0B'A’". Tad i$ karto gauname, kad
AB|| A'B" (pagal atitinkamuosius kampus). Be to, trikampiai OAB ir
OA'B’ yra pana$is, o panasumo koeficientas lygus
AB" OA" OB’
AB OA OB
Atvejis, kai k <0, vélgi nagrinéjamas analogiskai.

5 pav.
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HOMOTETIJA

Kadangi homotetija tieses ir atkarpas perveda { lygiagrecCias tieses ir
atkarpas, tai ji kampus tarp ju palieka nepakeistus. Vadinasi, trikampi ji
perveda i trikampi su tais paciais kampais (ir krastinémis, padidintomis
| k| karty).

13vada. Trikampi homotetija perveda | panasy trikampi, 0 pana-
Sumo koeficientas lygus homotetijos koeficiento moduliui.

Si i§vada galioja ne vien trikampiams. I tiesy, homotetija bet kokia
figiira perveda i panasiq, t.y. tos pacios formos, tik galbtit didesng arba
mazesng (o tiksliau — lygiai |K| karty didesng). Taigi galioja ir toks
teiginys.

3 teiginys. Apskritima homotetija perveda i apskritima su | K | karty
didesniu spinduliu.

Kaip homotetija transformuoja plok§tumos figtira, kai Kk :% ir

k =-2, parodyta 5 paveikslélyje.

Biity galima uzduoti atvirks¢ia klausima: o ar visada turint dvi
panasias figiiras, atsiras homotetija, pervedanti viena i$ ju i kita? Ne, ne
visada — nepamirskime, kad homotetija iSlaiko atitinkamus taskus jun-
gianciy atkarpy lygiagretuma, todél figiiros turi uzimti ne bet kokia pa-
déti viena kitos atzvilgiu. Pvz., panasis trikampiai gali biiti homotetiski
vienas Kito atzvilgiu, tik kai ju atitinkamos kra$tinés lygiagrecios.

Bet gal to lygiagretumo pakanka? Nagrinékime tokius du panasius
trikampius ABC ir A'B'C’, kad AB| A'B',BC||B'C',CA|C'A’, ir ie§-
kokime homotetijos, kuri pervesty vieng trikampi i kita. Jei tos homo-
tetijos, taSkus A, B,C pervedanéios atitinkamai | taskus A’,B',C’,
centras yra O, tai (ka jau esame pastebéje) taskai A, A',O turéty biti
vienoje tiesé¢je. Lygiai taip pat vienoje ties¢je turi bati B, B',0. Vadi-
nasi, vienintelé¢ kandidatiira | homotetijos centrus O yra tiesiy AA" ir
BB’ sankirta (laikykime, kad S$ios tiesés egzistuoja — jei, tarkime,
A=A', turime dar paprastesne situacija). Taigi $ios tiesés turi kirstis.
Taip nebus tik vienu atveju: kai trikampiai lygis, o trikampis A'B'C’
gaunamas tiesiog lygiagreCiai pastamus trikampj A'B'C’, dvi tiesés bus
lygiagrecios, tad ir homotetija neegzistuos. Visais kitais atvejais (t.y. kai
trikampiai panasis, bet nelygts, arba kai trikampiai lygts, bet vieno i3
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kito nebus galima gauti lygiagreCiai pastimus) tiesés kirsis. Fiksave
sankirtos taSka O, visada galésime parinkti toki skai¢iy k, kad

!

OA' =k -OA. I3 tiesy, tereikia absoliuting K reik§me imti lygia (C))_i 0

Sio skai¢iaus zenkla parinkti priklausomai nuo to, ar taskai A ir A" yra
vienoje puséje nuo tasko O, ar skirtingose.

Homotetija su tokiais O bei K ir bus reikiama. Kodél ji turéty taska
B pervesti i taska B'? Tarkime, ji taSka B perveda | taska B". IS
vienos pusés, jis turi priklausyti tiesei OB = BB'. IS kitos pusés, turi biti
iSlaikytas atkarpy lygiagretumas: A'B"| AB. Taigi B”" turi priklausyti
tiesei, einanciai per taska A’ ir lygiagreciai su AB, o tokia tiesé yra
ties¢ A'B’. Vadinasi, taSkas B" yra tiesiuy BB’ ir A'B’ sankirta. Bet Sios
tiesés kertasi taske B', tad B"=B’. Analogiskai galima jrodyti, kad
taSkas C pervedamas i taska C'. Vieno trikampio vir§inés pervedamos
1 kito trikampio virSiines, todél ir vieno trikampio krastinés, jungianc¢ios
atitinkamas virsiines, pervedamos i kito trikampio krastines. Taigi galioja
toks teiginys:

4 teiginys. Jei du trikampiai yra pana$is, o ju atitinkamos krastinés
lygiagrecios, tai arba egzistuoja homotetija, pervedanti viena trikampi
kita, arba tie trikampiai yra lygls ir vienas i§ ju gaunamas i§ kito
lygiagreciai ji pastimus.

Homotetijos centras tokiu atveju yra atitinkamas virSiines jungian-
Ciy tiesiy sankirta, o koeficiento modulis sutampa su ty trikampiy
panasumo koeficientu.

Analogiski teiginiai galioja ir kitoms geometrinéms figliroms.
Pavyzdziui:

5 teiginys. Bet kuriems dviems apskritimams ¢, ir C, egzistuoja
homotetija, pervedanti viena apskritima { kita.

Homotetijos koeficientas gali biiti paimtas lygus apskritimy spin-
duliy santykiui, o jos centra galima rasti kaip tiesiy, jungianciy ati-
tinkamus lygiagreciy skersmeny galus, sankirta. Tiesa, kaip ir trikam-
piams ta sankirta turi egzistuoti. Tai kodél teiginys galioja ir vienodiems
apskritimams, kuriems tiesés nesikirs? Kokia bus tinkama homotetija
vienodiems apskritimams, sitilome skaitytojui sugalvoti savarankiskai.
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(Beje, nevienodiems apskritimams homotetijy bus net dvi. Kodél ju bus
dvi ne apskritimams, o tiesiog atkarpoms, sitilo sugalvoti 3 uzdavinys.)

Dabar panagrinékime kelis uzdavinius.

1 pavyzdys. Tegu duoti taskai A(2;1) ir B(—4;5). Homotetija su
centru O(3;2) ir koeficientu k =—2 perveda juos atitinkamai | taSkus
A" ir B'. Tiesiogiai patikrinkime, kad ji atkarpos AB viduri M per-
vedai A'B" viduri M".

Pradziai raskime A'(Xa;Xg). IS homotetijos apibréZzimo Zinome,
kad OA' :(—2)'5&. UzraSykime vektoriy koordinates (lygias tasky
koordinaciy skirtumams):

OA=(2-31-2)=(-L —1) ir O =(Xp -3, ya-2).
Taigi Xpa-3ya—-2)=-2(-1-1)=(2;2). Gauname  lygybes
Xp—3=2, ypo—2=2,i8 kuriy randame A’'=(5;4). Raskime
A+B (2-4,1+5)
2 2
Toliau sialome savarankiSkai patikrinti, kad B'=(17;—4), o atkarpos
A'B’' vidurys M'=(110). Tikriname, kad taskas M pervedamas i

M’: OM'=(8—2) ir (~2)-OM =(=2)-(—4; 1)=(8; —2)=OM".

M:

=(-13).

Homotetija daznai pravercia nustatant geometring tasky vieta.

2 pavyzdys. Tarkime, duoti apskritimas ir bet koks plokStumos tas-
kas A. Jei taska A jungsime su visais jmanomais apskritimo taskais at-
karpomis, kur atsidurs ty atkarpy vidurio taskai?

Norint tai nustatyti, tereikia pastebéti, kad kiekvienam apskritimo
taSkui B nagrinéjamos atkarpos AB vidurys C yra gaunamas i$ taSko B

. . " .. . . 1
atlikus vis ta pacia homotetija su centru A ir koeficientu k =3 (nes

AC =%-ﬁ). Tai reiskia, kad tasky C geometriné vieta yra duotojo

apskritimo vaizdas atlikus ta homotetija. Bet homotetija apskritima per-
veda i apskritima. Taigi atkarpy viduriai sudarys apskritima (dvigubai
mazesnio spindulio).
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3 pavyzdys. Pasinaudokime homotetija ir jrodykime gerai zinoma
teigini, kad trikampio pusiaukraStinés kertasi viename taske ir dalija
viena kitg santykiu 2:1.

Tegu duotas trikampis ABC su pusiaukraStinémis AA’, BB',CC’.

Kadangi A'B’ yra trikampio vidurio linija, tai A'B"|| AB ir A’B’:%AB
(beje, tai savo ruoztu galima irodyti pasinaudojant homotetija su centru
C ir k:%, kuri perveda A i B’ ir B { A’, ir pritaikius atkarpoms

AB bei A'B’ 2 teigini). Analogiskas savybes tenkina vidurio linijos
B'C" ir C'A’. I8 8iy savybiy iSplaukia, kad trikampiai ABC ir A'B'C’

yra panaSis (panaSumo koeficientas %), 0 ju atitinkamos krastinés
lygiagreCios. Pagal 4 teigini egzistuoja homotetija su koeficientu
k= i% , trikampi ABC pervedanti i trikampi A'B'C’. Jos centra pazy-
mékime M. TaSkas A, jo vaizdas A’ ir taSkas M turi priklausyti vienai
tiesei ir MA’=%MA. Analogiskai ir kitos dvi pusiaukrastinés BB’ ir

CC’ eina per taska M ; be to,
AM :MA'=BM :MB'=CM :MC'=2:1.

Irodymas baigtas, bet dar iSsiaiSkinkime skai¢iaus K Zenkla.
Zinoma, pusiaukratiniy susikirtimo taskas M yra trikampio ABC
viduje. Todél taskas M yra atkarpos AA’ viduje. Kadangi taskas A ir
jo vaizdas A’ yra skirtingose pusése nuo homotetijos centro M , tai jos
koeficientas yra neigiamas.

4 pavyzdys. Toliau nagrinékime 3 pavyzdzio situacija. [rodysime,
kad trikampio pusiaukrastiniy susikirtimo taskas M , aukstiniy susikir-
timo taSkas H bei kra$tiniy vidurio statmeny susikirtimo taskas (o kartu
ir apie trikampj apibrézto apskritimo centras) O yra vienoje tieséje.

1 ka 3 pavyzdyje aprasyta homotetija perveda trikampio aukstines?
Tiesé pervedama | tiesg. Kas atsitinka su, pvz., tiese AH ? Aukstiné eina
per taska A ir yra statmena tiesei BC . Todél nauja tiesé eis per taska
A’ ir, bidama lygiagreti pradinei tiesei AH , taip pat bus statmena tiesei
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BC. Tacgiau A’ yra krastinés BC vidurio taSkas, tad AH vaizdas bus ne
kas kita, kaip krastinés BC vidurio statmuo. Taigi homotetija aukstines
perveda i krastiniy vidurio statmenis, o todél ir aukstiniy sankirtos taska
H — { ty statmenuy sankirtos taska O. Taskas H, jo vaizdas O ir
homotetijos centras M turi priklausyti vienai tiesei. Tai ir turéjome
irodyti (8i tiesé¢ yra vienareikSmiSkai apibrézta, jei tik visi trys taskai
nesutampa, ir vadinama trikampio Oilerio tiese). Kartu jrodéme ir

papildoma fakta: kadangi homotetijos koeficientas yra —%, tai bet

kuriame trikampyje taSkas M yra atkarpoje HO
ir dalija ja santykiu 2:1.

A C
. , N
5 pavyzdys. 6 paveikslélyje du apskritimai A‘ :
liecia didesniji apskritimg ir jo styga. Irodysime,
kad per pazymétus lietimosi taskus einancios
tiesés AB ir CD bei didysis apskritimas kertasi
viename taske.

Tegu ties¢ AB kerta didjji apskritima taske
E, o ties¢e CD - taske F. Reikia jrodyti, kad
E =F . Cia nagrinésime net dvi skirtingas ho-
motetijas. Pagal 5 teigini egzistuoja homotetijos,
pervedancios ibréztus apskritimus { didiji. Tiks-
liau jas apibrézkime. Mums prireiks vieno pa-

prasto pastebéjimo: 6 pav.

Apskritimo liesting homotetija perveda j jo vaizdo liestine.

IS tiesy, jei tiesé ir apskritimas prie§ taikant homotetijos trans-
formacija turéjo lygiai vieng bendra taska, tai turés ir po jos, nes bendri
transformuojamy figtiry taskai lieka bendri.

Imkime vienos homotetijos centru taSka A, o jos koeficienta
parinkime lygu apskritimuy, besilieianciy taske A, spinduliu santykiui:

k =— (skaitiklyje imkime didesniji spindulj). Kodél butent tokia homo-

n
tetija perves mazesnijji apskritima | didesnijji? TaSke A apskritimai turi
bendra liesting. Zinoma, homotetija ja palicka nepakeista (kaip ir bet
kuria tiesg, einancia per homotetijos centra). I$ kitos pusés, Sia mazojo
apskritimo liesting homotetija perveda { jo vaizdo liesting. Vadinasi,
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mazojo apskritimo vaizdas bus apskritimas, vél lieCiantis ta pacia tiesg
taSke A (ir svarbu pastebéti, kad liekantis toje pacioje liestinés puséje,

nes k>0), o to vaizdo spindulys bus k-n =r5-r1 =R . Nesunku paste-
1

béti, kad apskritimas su tokiu fiksuotu spinduliu, lieciantis fiksuota tiese

fiksuotame taSke A ir esantis vienoje jos puséje (brézinyje — i$ apacios),

yra vienintelis, todél sutampa su didZiuoju apskritimu.

AnalogiSkai apibréziame ir antraja homotetija su centru taske C,
pervedancia kita mazaji apskritima i didjji. Pastebékime, kad pirmoji
homotetija taska A perveda i taSka E, 0 antroji — taSka D i taska F. Dabar
iSsiaiSkinkime, { ka tos homotetijos perveda pavaizduotaja didziojo
apskritimo styga (tiksliau — per ta styga einancig ties¢). Styga yra vieno
1§ mazyju apskritimy liestiné taske B, tod¢l atlikus pirmaja homotetija jos
vaizdas bus didZiojo apskritimo liestiné taske E (ir pagal 2 teiginj stygos
vaizdas bus lygiagretus su ja). PanaSiai ir antroji transformacija styga
perves | su ja lygiagrecia didZiojo apskritimo liestine taske F. Kadangi
abi tos liestinés yra lygiagrecCios su ta pacia styga, tai jos arba yra
tarpusavyje lygiagrecios, arba sutampa. Taciau biidamos lygiagre¢iomis
to paties apskritimo liestinémis, jos turéty biti skirtingose pusése stygos
atzvilgiu, o taip néra (taskai E ir F yra vienoje puséje), tad liestinés
taSkuose E ir F sutampa, t.y. jos yra viena ir ta pati liestiné. Vadinasi,
E =F . Tai ir turéjome irodyti.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Homotetijos centras yra O(L; —3), o koeficientas k =-3. Raskite
taSko A(2;1) vaizda A'. Kokio tasko vaizdas yra pats taSkas A?

2. Homotetija taSka A(3;—4) perveda i taska A’(-5;12). Raskite:
a) homotetijos koeficienta, jei jos centras O = (0;0) ;
b) homotetijos centra, jei jos koeficientas K = 2.

3. Duoti keturi taskai A(0;1), B(2; —1), C(L; 3), D(0; 4) . Raskite:
a) bent viena homotetija, pervedancia atkarpa AB i atkarpa CD,;

b) dar viena tokia homotetija.
Ar egzistuos norima homotetija, jei imsime taska D(0;5) ? Kodél?
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4. Galioja toks teiginys:
Atlikti i§ eilés dvi homotetijas su tokiais koeficientais Ky ir Ko,

kad kiko #1, (ir nebiitinai tuo paciu centru) yra tas pats, kaip
atlikti vienq homotetijq su koeficientu kiK, .Patikrinkite §i teigini
taSkams A(0;1) ir B(2;-1), kuriems pradzioje pritaikyta

homotetija su O; =(-1,3) ir k1=%, 0 tada homotetija su

02 2(1,1) ir k2 =—4.

Nurodymas. Raskite galutinius tasky vaizdus ir naujos
homotetijos su koeficientu kK, centrq O bei patikrinkite, kad $i
nauja homotetija tikrai perveda abu taskus i jy vaizdus.

5. Du apskritimai, esantys vienas kito iSoréje, lie¢iasi taske K. Tiesé |
vieng apskritima kerta taSkuose K ir A, o kita — taSkuose K ir B.
Vieno apskritimo liesting taSke A pazymékime m, o kito apskritimo
liesting taske B — n. Jei du apskritimai lygis, tai tiesiy m ir n
lygiagretumas matyti i§ brézinio simetriSkumo tasko K atZvilgiu.
Irodykite, kad m|| n ir apskritimams esant nelygiems.

6. TaSkas E yra staciakampio ABCD, kurio plotas lygus 1, viduje.
TaSkai Ay, By, Cp, Dy yra atitinkamai sta¢iakampio krastiniy AB,
BC, CD, DA vidurio taskai. Taskai A, By, Cy, D; yra simetriski
tasSkui D atitinkamai tasky Ay, By, Cp, Dy atzvilgiu. Pasinaudodami
homotetija jrodykite, kad keturkampis A;B;C;D; yra rombas, ir
pagal homotetijos koeficienta raskite §io rombo plota.

7. Taskai C4,C,,Cg3,C,4 priklauso vienam spindulio r=1 apskriti-
mui, kurio iSoréje duoti dar du taskai A ir B. Trikampiy ABC;,
ABC,, ABC3, ABC, pusiaukrastiniy susikirtimo taskai pazymeéti
atitinkamai My, M,, M3, My . [rodykite, kad pastarieji keturi taSkai
taip pat priklauso vienam apskritimui ir raskite jo spindulj.

Nurodymas. Raskite homotetijq, kuri taskus Cq,C,, C3,Cy

perveda j taskus My, My, M3, My.
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8.

10.

Tesdami 4 pavyzdyje pradétus samprotavimus, jrodykite, kad ap-
skritimo, einan¢io per taSkus A’, B’,C’, centras O’ taip pat pri-

klauso Oilerio tiesei. Raskite santyki k = 00"
Pasinaudodami 8 uzdavinio rezultatais, nustatykite, kokiu santykiu
apskritimas, einantis per tasSkus A’,B',C’, dalija atkarpas AH,
BH, CH.

Du lygts spindulio r apskritimai ¢, ir ¢, yra apskritimo c, kurio
spindulys R, R>r, viduje ir lieCia ji atitinkamai taskuose A ir C.
Pazymétas dar vienas apskritimo c taskas M. Ties¢ AM Kerta
apskritima ¢; taskuose A ir B, o ties¢ CM kerta apskritima Cp

taskuose C ir D. a) Raskite santyki % ,jei R=10ir r =1.

b) Irodykite, kad atkarpos AC ir BD yra lygiagrecios bet kurioms
apskritimy spinduliy reikSméms.

A
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V. TURNYRAI IR LENTELES

Romualdas KaSuba
(Vilniaus universitetas)

Daugumas zmoniy domisi visokiausiais palyginimais, tendenci-
jomis, o dar Kiti labai domisi ir sportu. DaZnai jiems (ir dar daugeliui
kity) prisieina rinkti ir kaupti duomenis bei pildyti visokiausias lenteles.
Tokius dalykus labai mégsta sporto statistikai, todél su jais yra susidiires
ir daznas mokinys. Net ir toks Zmogus, kuris visai nesidomi sportu, gali
buti papraSytas pagal turnyro lentele pazitréti ir pakomentuoti ar kitaip
paaiskinti, kaip turnyre sekési jo draugui.

Lentelés leidzia zmogui ,,i§ karto” pamatyti daug skaiCiu ir viska
»Kaip mat perprasti“ — ir, matyt, todél yra taip daznai naudojamos.

Panagrinésime keleta turnyriniy uzdaviniy, kuriuose musy skaity-
tojui teks ne tik analizuoti pasiilytas lenteles, bet taip pat ir paiam jas
sudarinéti ar net paaiSkinti, kodél kai kada butent tokios lentelés, kokios
mes tikétumémeés, zodZiu, kokios mums labai ,reikéty, sudaryti kaz-
kodél visiskai nepavyksta.

Uzdaviniai nebus sunkds, bet, kaip tikimés, pravartiis misy skai-
tytojams.

1 pavyzdys. Tinklinio turnyre dalyvauja 6 komandos, kurios po vie-
na karta suzaidé su kiekviena kita turnyre dalyvavusia komanda. Suve-
dus rezultatus paaiskéjo, kad pirmasias dvi vietas uzémusios komandos
surinko tris Kkartus daugiau tasky negu trys paskutiniasias vietas uz-
émusios komandos. Kaip baigési komandos, likusios treciojoje vietoje,
susitikimas su komanda, uzémusia 5 vietg?

1 pastaba. Tinklinyje komanda uz kiekvienas laimétas rungtynes
gauna po taska, uz pralaimétas rungtynes taSku visai negauna, o lygiuju
tinklinyje nebiina. Be to, laikome, jog kai dvi ar daugiau komandy Su-
renka po lygiai tasky, tai visada yra absoliuciai objektyviy budy suri-
kiuoti jas vietomis. Tai galima patikéti asmeniui, turin¢iam negincijama
autoriteta, arba tai galima atlikti burty keliu. Vienaip ar kitaip svarbiausia
yra tai, kad komandos yra iSrikiuojamos pagal surinkty tasky skaiciy, o
kai Sis yra vienodas, tada pagal papildomus objektyvius Kkriterijus arba,
kaip minéta, burty keliu.

55



V TEMA

2 pastaba. Turnyrines lenteles galima ,,pildyti“ jvairiausiais buidais.
Vienas i$ galimy biidy, kai mums svarbu tik turnyro rungtyniy rezultatai,
yra parodomas apacioje. Toje lenteléje parodyta galimas bendrasis 6 ko-
mandy turnyro (su dalyvaujan¢iomis komandomis A, B, C, D, E ir F)
lentelés vaizdas — prie§ prasidedant paciam turnyrui.

Toji turnyro lentelés sandara, kaip matome, yra labai paprasta.
Kiekviena komanda turi savo rezultaty eilutg. Eilutés pabaigoje suskai-
¢iuojama, kiek tasky toji komanda surinko ir dar daznai jraSoma, kelin-
toje vietoje ji atsidare.

Komanda | A|B | C | D | E | F| Taskai | Vieta
A X
B X
C X
D X
E X
F X

Sprendimas. Pagal salyga dvi pirmasias vietas uzémusios komandos
surinko tris kartus daugiau taSku negu paskutinigsias tris vietas uzému-
sios. Pirmasias dvi vietas uzémusios komandos gali surinkti daugiy
daugiausiai tasky tada, kai jos laimi prie§ visas kitas komandas, o ty kity
komandy, neskaitant ty dvieju pirmyju, yra keturios. Taigi jos surenka
daugiausiai tasky tada, kai jos abi laimi prie§ visas likusias keturias
komandas ir ,kazkaip* suzaidzia tarpusavyje. Todél jos abi daugiausiai
gali surinkti

2-4+1,
arba 9 taskus.

O paskutinés trys komandos, kad ir kaip jos besuzaisty su kitomis
komandomis, tarpusavio susitikimuose vis tiek ,,iSzais“ 3 taSkus. Taigi
net jeigu jos pralaimés visas likusias rungtynes kitoms komandoms, tai
jOs visos vien jau per visas tarpusavio rungtynes surinks bent 3 taskus.

Taigi tam, kad buty jvykdyta uzdavinio salyga, pirmosios dvi
komandos turi ,,viska“ laiméti pries kitas komandas, o paskutiniosios trys
komandos — ,,viska“ pralaiméti prie$ visas kitas komandas. Tada abi
komandos, laiméjusios visas rungtynes prie§ visas kitas komandas, kartu
turés 9 taskus, o komandos, viska pralaiméjusios pries kitas, turés lygiai
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tris taskus ir uzdavinio salyga bus {vykdyta. Taciau tada 3-0ji komanda
turés butinai buti laiméjusi pries 5-aja vieta uzémusia komanda, nes
5-0ji komanda jau yra i$ ty trijy paskutiniyjy komandy, kurios turi biiti
,,viska“ pralaiméjusios visoms kitoms auksc¢iau esancioms komandoms.

Ats.: 3-aja vieta uzémusi komanda laiméjo rungtynes su 5-aja vieta
uzémusia komanda.

Konkretumo deélei galima pateikti viena i§ galimy tokio turnyro
lenteliy. Galimos tinkamos atsakymuy lenteles gali skirtis tik tiek, kiek
skiriasi paskutiniasias tris vietas uzémusiy komandy tarpusavio
rungtyniy rezultatai. Misy pateikiamame pavyzdyje komanda, parasyta
auksciau, yra laiméjusi prie$ komanda, paraSyta zemiau.

Komanda | A|B|C | D |E | F| TaSkai | Vieta
A X|1(]111(1]|1 5 [
B O|X|1]|]111]1 4 I
C 0|0 X|1|1]|1 3 11
D 0O|0j0|X|1]|1 2 v
E 0|0j0|0|X]|1 1 V
F 0|0j0]|]0]|0]|X 0 VI

2 pavyzdys. Sachmaty turnyre dalyvauja 6 dalyviai, i§ kuriy kiek-
vienas po karta suzaidé su kiekvienu kitu to turnyro dalyviu. Pasibaigus
turnyrui paaiskéjo, kad kiekvienas dalyvis surinko po skirtinga tasky
skai¢iy — arba, kitaip sakant, jokie du to turnyro dalyviai nesurinko po
lygiai taSky. Kiek maziausiai taSky tokiame turnyre galéjo surinkti
turnyro nugalétojas?

Pastaba. Mes laikysime, kaip tai anks¢iau biidavo visuotinai pri-
imta, kad per Sachmaty varzybas kiekvienai partijai ,,skiriamas® vienas
taskas, kurj ir gauna tas, kuris ta partija laimi. Na, o jeigu partija baigiasi
lygiosiomis, tada tas taSkas yra dalijamas jiems abiems po lygiai — ir taip
kiekvienam tenka po 1/2 tasko.

Sprendimas. Kadangi visi Sachmatininkai turi surinkti po skirtingai
tasky, tai, savaime suprantama, turnyro nugalétojas turi buti surinkgs
daugiausiai tasku. Jis, pavyzdziui, gali buti laiméjes visus susitikimus ir
tada jis buty surinkgs 5 taskus, o visi kiti dalyviai tokiame turnyre galéty
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biti laiméje kiekvienas prie§ Zemesnj starto numerj turintji Sacham-
tininka. Kitaip sakant, kad buty visai aiSku, mes galime isivaizduoti, kad
tie 6 Sachmatininkai yra kaip nors gave ,,starto” numerius, sakysime, A,
B, C, D, Eir F, o po to jie visas partijas suZaidzZia ,,pagal starto
numerius®: dalyvis su ,pirmesne raide” visada laimi prie§ dalyvi su
»paskesne raide“. Tada turnyrui pasibaigus pirmasis Sachmatininkas A ir
liks pirmas, nes bus surinkes 5, 2-asis Sachmatininkas B ir liks antras,
nes bus surinkes 4 taskus, 3-iasis Sachmatininkas C ir liks trecias su savo
surinktais 3 tasSkais, 4-asis Sachmatininkas D ir liks ketvirtas su
surinktais 2 taSkais, 5-asis Sachmatininkas D ir liks penktas su surinktu
vieninteliu taSku, o paskutinysis, 6-sis Sachmatininkas E bus surinkes
0 tasky, nes jis visiems praloseé.

Meéginsime pasizitiréti, ar galima biity visiems surinkti ir toliau ,,po
skirtingai** tasky, o tam su pirmaja vieta surinkti maziau tasky negu kad
matéme dabar, kai pirmasis Sachmatininkas A laimé&jo ,,viska* ir surinko
,,maksimalius® 5 taSkus.

Galime pateikti to turnyro lentele.

Sachmatininkas |A|B|C|D|E | F| Taskai | Vieta
A Xl1(111(1(1 5 |
B O(X|1(1]1]1 4 1
C OO0 X111 3 1
D 0O(0|O0(X|1]1 2 v
E 00|00 X]|1 1 Vv
F 00|00 ]|0O|X 0 Vi

Kaip matome, rezultaty dalyje Sioji lentelé niekuo nesiskiria nuo ka
tik buvusios. Taip yra todél, kad miisu Sachmatininkai suzaidé pernelyg
Lnuspéjamai‘ ir tame turnyre nebuvo lygiyju.

PasiZitréje i ka tik parodyta lentele jau matome, kaip biity paprasta
padaryti, kad ir toliau visi turéty po skirtingai taSky, bet pirmasis jau
truputi maziau — tik 4,5 tasko.

Tuo tikslu miisy ,,aiSkiame* turnyre mums dabar pakakty pakeisti
dvieju partiju rezultatus: leisti pirmajam suZaisti lygiomis su antruoju
(taip jis ir ,,prarasty 1/2 tasko), o toliau dar reikia i$ antrojo ,,paimti 1/2
tasko (nes dabar jis dar tebeturi 4,5 tasko — kaip ir pirmasis). Kad
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atskirtume ji nuo pirmojo, antrajam galima leisti suzaisti lygiosiomis su
paskutiniuoju Sachmatininku. Matome, kad pakeitus tuos du ankstesnio
turnyro rezultatus, tai biity jau kitas turnyras, kur visi surenka skirtingai,
kai ir ankscCiau, bet Cempionas dabar jau beturi 4,5 tasko.

Sachmatininkas | A | B |C |D|E| F | Taskai | Vieta
A X |1/2]1)11|1]| 1 45 |
B /2| X |1 |11 1/2 4 |
C 0 0O [ X|1(1] 1 3 i
D 0 0 0O X[|1] 1 2 v
E 0 0 00X 1 1 Vv
F 0 /210|100 X 0,5 Vi

Méginsime ¢empionui A leisti surinkti dar ,,pastebimiau‘ maziau.

Pirmiausiai paméginsime jrodyti, kad visi dalyviai negali surinkti po
skirtingai tasky tokiu atveju, kai ¢empionas téra surinkes 3,5 tasko.

Tarkime, kad tai imanoma. Tada Cempionas, kaip tariame, yra su-
rinkes 3,5 tasko, 0 Sachmatininkas, uzémes 2-3ja vieta, gali biti sukau-
pes daugiu daugiausiai 3 taskus. PanaSiai Sachmatininkas, uzémes tre-
Ciaja vieta, gali biti surinkes daugiuy daugiausiai 2,5 tasko, 4-aja vieta —
2, 5-aja — 1,5 tasko, o paskutinysis, tas 6-asis, gali bati surinkes ne
daugiau kaip 1 taska.

Tuomet jie ,,per visus kartu™ gali biiti surinke ne daugiau kaip

35+3+25+2+15+1=135
5 tasko. Taciau 6 Sachmatininkai per visg turnyra ,,i$Zaidzia“
1+2+3+4+5,
arba 15 tasky, todél per visus tuos 15 susitikimy jie niekaip negaléty buti
surink¢ ne daugiau kaip 13,5 tasky.

Nagrinédami atveji su ¢empionu surinkusiu 4 taskus tokio pries-
taravimo, kaip ka tik matytasis, mes jau nebeturétume, nes dabar jau visi
Sachmatininkai, surinkdami po skirtingai tasky, jau galéty buiti surinke
ne daugiau kaip

4+35+3+25+2+15=16,5

59



V TEMA

tasko, o 16,5 tasko yra, suprantama, daugiau negu tie per visa turnyra
niSZaistieji” 15 tasky ir todél to ka tik buvusio priestaravimo nebéra.

Belikty uzpildyti galima tokio turnyro lentelg. Tai padaryti yra
absoliuciai bitina, nes kitaip mes niekaip negalétume issklaidyti visy
abejoniy, kad tai tikrai imanoma.

Sachmatininkas| A | B | C | D | E | F | Taskai | Vieta
A X | 1/2 ]| 1/2 1 1 1 4 |
B 172 X | 1/2 | 1/2 1 1 3,5 1
C 12112 X |12 1/2 1 3 i
D 0 |12 )12 | X 1/2 | 1/2 2 v
E 0 0 12 | 1/2 | X | 1/2 1,5 V
F 0 0 0 172 | 1/2 | X 1 VI

Ats.: Jeigu 6 komandy turnyre visi Sachmatininkai yra surinke¢ po
skirtingai tasky, tai Cempionas gali biiti surinkes mazy maziausiai 4
taskus.

3 pavyzdys. Viename futbolo turnyro pogrupyje dalyvauja 4 ko-
mandos, kurios po viena karta suzaidzia su kiekviena kita komanda. Fut-
bole uz pergalg skiriami 3, uz lygiasias — 1, o uz pralaiméjima — 0 tasky.
Dvi pirmasias vietas uzémusios komandos patenka i tolimesni varzybuy
etapa. Kiek maziausiai tasky gali biiti surinkusi komanda, patekusi {
tolimesni varzyby etapa?

Sprendimas. Pirmiausiai yra akivaizdu, kad visas trejas rungtynes
pralaiméjusi komanda i kita varzybuy etapa patekti niekaip negali, nes,
pralaimédama visas rungtynes, ji jau yra kiekvienai Kitai komandai
»davusi“ po 3 taskus ir jos, tos trys komandos, galutinéje komandy ir-
kiuotéje turés jau bent tuos 3 taSkus ir bus surinkusios ne tik kad
daugiau, bet ne maziau kaip trimis ta§kais daugiau uz musy ,,kalbamaja*
komanda.

Panasiai bus ir tada, kai komanda po turnyro bus tesukaupusi 1 tas-
ka. Surinkti 1 taska miisy atveju reikia suzaisti 1 rungtynes lygiosiomis,
o likusias 2 rungtynes pralaiméti, arba toms likusioms dviems koman-
doms ,,atiduoti* po 3 taskus. Tada tos 2 komandos galutinéje pogrupio
rikiuotéje su tais bent 3 taskais tikrai rasis auk$¢iau uz ta 1 taska
surinkusia komanda. Todél komanda su 1 tasku praleis i prieki bent dvi
komandas ir iSeiti i tolimesni varzyby etapa niekaip negali.
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O surinkusi 2 taskus komanda gali iSeiti i tolimesni varzybuy etapa.
Taip nutikty, pavyzdziui, tada, kai viena komanda laiméty visas 3 savo
Zaistas rungtynes, o likusios komandos visas likusias tarpusavio rung-
tynes suzaisty lygiosiomis. Tada pirmoji komanda turéty 9 taSkus, o
visos likusios 3 komandos biity surinkusios po 2 taskus. Ir tuomet, kaip
mes jas berikiuotume, vis tiek kuri nors viena i§ ty triju po 2 taskus
sukaupusiy komandy bus ,,surikiuota® antraja ir, vadinasi, pateks i toli-
mesnj varzyby etapa.

Ats.: Maziausias tasky skaicius, su kuriuo galima iseiti i tolimesni
varzyby etapa uzimant vieta pirmojoje turnyry komandy rikiuotés pu-
séje, yra 2 taskai. Pateikiame tokio turnyro pavyzdi, kuriame trys ko-
mandos yra surinkusios po 2 taskus, todél tokiame turnyre Kuri nors ko-
manda su 2 taSkais ,neiSvengiamai uzims antraja vieta ir taip pat
»heiSvengiamai“ pateks i tolimesnijji varzyby etapa.

Komanda | A| B | C | D| TaSkai | Vieta
A X|3] 3|3 9 |
B 11X 1|1 2 I
C 111 X |1 2 11
D 1111 | X 2 v

4 pavyzdys. Penki berniukai, Andrius, Balys, Celestinas, Donatas ir
Egidijus, suzaidé tokiame teniso turnyre, kur buvo ZaidZziama poromis,
dvejetas pries dvejeta, visais galimais biidais po viena karta. Pasibaigus
turnyrui paaiSkéjo, kad Zaisdami vienoje poroje kartu, Andrius su Baliu
iSkovojo 3 pergales, Balys su Celestinu — 2 pergales, o Donatas su
Egidijumi — 1 pergale. Andrius su Egidijumi, Zaisdami vienoje poroje
kartu, né karto nelaiméjo, o Andrius su Celestinu — né karto nepra-
laiméjo (priminsime, kad lygiyju tenise nebiina).

Kaip baigési dvejeto ,,Balys + Celestinas“ susitikimas su dvejetu
,»Andrius + Donatas*?

Tai nesunkus uzdavinys tvarkingesniam ir mégstan¢iam viska ai$-
kiau susirayti Zmogui. Kad biity trumpiau Andriuy pazymésime A, Balj
— B, Celesting — C , Donata — D, o Egidijuy, suprantama, — raide E.
Pirmiausiai pastebésime, kad kiekviena pora kartu suZaidZia trejas rung-
tynes: sakysime Andriaus ir Balio dvejetas (A, B) suzaidzia:

su Celestino ir Donato dvejetu (C,D),
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su Celestino ir Egidijaus dvejetu (C,E)
bei su Donato ir Egidijaus dvejetu (D, E).
Kadangi pasakyta, kad Andrius su Celestinu laiméjo ,,viska®, tai
dvejetas
(AC)
laimé¢jo prie§ dvejetus
(B,D), (B, E) ir (D, E).

Kadangi pasakyta ir tai, kad Andrius su Egidijumi ,viska

pralaimégjo®, tai dvejetas
(A E)
pralaiméjo dvejetams (B,C), (B,D) ir (C,D).

Kadangi pasakyta dar ir tai — ir pasakyta pacioje vardijimy pradzioje
— kad Andrius su Baliu iSkovojo 3 pergales, tai, vadinasi, ir jie kaip
dvejetas ,,viska laiméjo*. Tai reiskia, kad dvejetas

(A.B)
laiméjo prie$ visas likusias poras, kuriose ,,né vieno i§ ju néra®, arba
pries poras
(C,D), (C,E)ir (D,E).

Taigi i$ to, ka mes suzinojome, mes matome, kad pora (D,E) pra-
laiméjo ir porai (A, C), ir porai (A,B), o kadangi i§ salygos zinome, kad
pora (D,E) visgi yra iSkovojusi viena pergale, tai tada mes suprantame,
kad toji pergalé tuo atveju bitinai turi biiti pergalé pries dvejeta (B,C).

Kadangi dvejetas (B, C), kuris, kaip ka tik suZinojome, yra
pralaiméjes (dvejetui (D,E)), turi dvi pergales, todél visas likusias
rungtynes jis yra laiméjes — ir prie§ dvejeta (A, D), ir prie$ dvejeta (A,E).

Taigi uZzdavinio klausiamas rungtynes dvejetas ,,Balys + Celestinas*
yra laimejgs prie$ dvejeta ,,Andrius +Donatas®.

Ats.: dvejetas ,,Balys + Celestinas* yra laiméjgs prieS dvejeta
»Andrius +Donatas*.

5 pavyzdys. Futbolo turnyre dalyvavo 6 komandos. Kiekviena ko-
manda su kiekviena kita komanda suzaidé po vienerias rungtynes. Kaip
ir ankséiau, uz laimétas rungtynes komandai jskaitomi 3 taskai, uZ rung-
tynes, suZaistas lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taSkas, o uZ pralai-
meétas rungtynes komanda gauna 0 tasku. ,,Ateities zvaigzdziy* komanda
uzémé Siame turnyre paskuting vieta, surinkusi jame maziau tasky negu
bet kuri kita i$ 5 likusiy komandu.
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Sporto ekspertai dar nustaté, kad ,,Ateities zZvaigzdziy“ komanda
surinko tame 6 komandy turnyre tiek taSky, kad surinkti daugiau tasky
uzémus turnyre paskuting vieta ir surinkus maziau tasky uz bet kuria kita
tame turnyre dalyvaujancia komanda, jau nebeimanoma. Kiek taSky tame
Isimintiname turnyre surinko ,,Ateities zvaigzdziy“ komanda?

Sprendimas. Skaitytojo patogumui ir didesniam aiSkumui pirmiau
iSsprend¢ $i uzdavini su 6 komandomis, véliau skaitytojui uzduotyje
pasiiilysime, rodos, dar paprastesni uzdavini su 5 komandomis (juk,
atrodyty, sutikite su tuo, kad tikrai visiems atrodo, kad kuo maziau
komandy, tuo paprastesni reikalai ir tuo lengviau ,pildosi“ turnyro
lentelé).

Véliau tas, kas turéjo laiko bent kiek jdémiau perskaityti sprenk-
dima, be vargo iSspresty ir panasy uzdavinj ir su kitokiu komandy skai-
¢iumi — sililytume pirmiau paméginti su 8 (o véliau jau ir su 7 ko-
mandomis).

Taciau §j uzdavini jau jdomu pradéti zitréti ir su 4 (ar net tik su 3)
komandomis.

I§ pradziy sprendZziame uzdavini su 6 dalyvaujan¢iomis komando-
mis, kurios suZaidZia po vienerias rungtynes su Kiekviena kita komanda.

Esame klausiami, kiek daugiausiai tasky tokiame turnyre gali su-
rinkti tokia komanda, kuri ju, tu taSku, surinko maziau negu bet kuri kita
tame turnyre Zaidusioji komanda, jeigu uz pergale, kaip sakyta, skiriami
3,uz lygiasias —1, o uz pralaiméjima — 0 tasky.

Nattralus uZzdavinio sprendimo kelias regisi toks:

(A) Pirmiausiai i$siaiSkinsime, kiek daugiausiai taSky tokiame tur-
nyre gali surinkti visos dalyvaujancios komandos, jeigu jos visos su-
rinkty po tiek pat tasky.

(B) Issiaisking, kiek daugiausiai tasky galéty surinkti visos koman-
dos, jeigu jos visos ,,pa¢iu geriausiu biidu“ surinkty po tiek pat tasky,
méginsime ,,pabloginti viena vienos kurios nors vienos komandos
rungtyniu rezultata, taip ta komanda padarydami paskutinigja komanda.
Ji, atkreipkite i tai démesij, tikrai tada biity paskutinioji, nes pakeitus jos
vieny kuriy nors rungtyniy rezultata i blogesni, ji ,,i$ karto imty turéti*
maziau tasky uz bet kurig kita komanda — juk jos visos ,,ka tik* turéjo po
tiek pat tasky.

(C) Po viso $ito mes dar, suprantama, turésime jrodyti teigini, kad
dabar jau toji komanda surinkti dar daugiau tasky ir likti paskutinéje
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vietoje surinkdama ty tasky grieztai maziau uz bet kuriag kita komanda,
jau nebegali.

Pradedame realizuoti pirmaja uzdavinio sprendimo plano dalj (A) —
imame daryti, kad visos komandos ,,paciu geriausiu buidu“ buty surin-
kusios po tiek pat tasky. Pirmoji pasitaikiusioji mintis galéty buti tokia,
kad gal lai visos komandos suzaidzia lygiomis, tai tada jos tikrai turés po
tiek pat tasky. O jau toliau, jeigu kas, mes imsime ,,gerinti“ Sia abso-
liuciai lygia padeéti.

Taip mes tas 6 komandas A, B, C, D, E ir F ir suraSome | tokio
turnyro lentele, kur yra Zaidziama tik lygiosiomis:
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Pastaba. Kai kurios lentelés yra pildomos dar Siek tiek iSsamiau,
arba taip, kad atitinkamuose lentelés langeliuose yra nurodoma ne tik tai,
ar komanda laimé¢jo (tada atitinkamame langelyje atsiranda skaiCius 3),
ar suzaidé lygiosiomis (tada atitinkamame langelyje atsiranda 1), ar
pralaiméjo (tada tam skirtame langelyje jraSomas 0), bet kartais dar
kiekviename langelyje yra nurodoma ir kiek tose rungtynése buvo jmusta
tvarciy i prieSininko ir kiek ju buvo praleista { savo vartus.

Tokia lentelé yra informatyvesné, taiau misy uzdaviniuose mus,
kaip matéme, kol kas domino tik surinktieji taskai, o ne imustieji jvarciai
ir todél misy lenteliy langeliuose biidavo jrasinéjama ne daugiau kaip po
viena skai¢iy. Taip ir misy turnyrinése lentelése mes kol kas randame
arba tik skaicius 0, 1 arba 3, arba 0, 1 ir 2, arba ir 0, % ir 1 nes, kaip
matéme, yra sporto Saky, kur uz pergale visada duodami 2 taSkai
(sakysime, tinklinyje) arba tik 1 taskas (taip iki $iol dazniausiai budavo
daroma zaidZiant Sachmatais).

Jeigu uz pergale duodami 3 taskai, o uz lygiasias — tik 1 taSkas (o
taip daroma tikintis, kad gal tada komandos ,labiau stengsis* ir tada
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pergalé ir pralaiméjimas per dvejas rungtynes yra daug geriau arba
»pusantro karto taskingiau“ negu dvejos lygiosiomis suzaistos rung-
tynés). Tuo atveju, kai Sitaip ,,skatinamos* pergalés, tai tada 1 uzdaviniy
sprendimo etapas auk$¢iau pateiktos lentelés uzpildymu su visomis
lygiosiomis, matyt, dar gal néra visai uzbaigtas.

Tikrai, nors dabar visos komandos turi po vienodai tasky, bet gal ty
tasky visoms komandoms po lygiai galima biity turéti daugiau?

Mes sakéme, kad pagal misy turnyro tvarka pergalé plius pralai-
meéjimas yra geriau negu dvejos lygiosios, nes pergalé plius pralaiméji-
mas — tai net 3 taskai, o dvejos lygiosios — tai tik 2.

Taigi kiekvienai komandai paméginsime kiekvienas dvi jos turimy
lygiyju poras, arba i§ viso 4 lygiasias ,pakeisti“ i 2 pergales ir 2
pralaiméjimus.

Todél méginsime ,,simetriskai” arba tvarkingai uzpildyti lentelg,
kurioje kiekviena komanda turéty po 2 laiméjimus, ir 2 pralaiméjimus, o
taip pat, suprantama, neiSvengiamai dar ir 1 lygiasias.

»Tvarkingai“ arba simetriskai pildant tokia lentelg ta tikrai gana
nesunkiai pavyksta igyvendinti:
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Ar dabar jau tikrai nebegalima padaryti taip, kad visos komandos
surinkty po vienodai tasky ir ty taSky buty daugiau negu 7, kaip kad yra
dabar?

Ats.: Ne, negalima. Paméginsime tai pagristi. Jeigu visos komandos
galéty surinkti daugiau kaip 7 taskus,visos surinkdamos ju, kaip sakyta,
po lygiai, tai tada jos tu tasky privaléty surinkti bent jau po 8 taskus
kiekviena atskirai, arba tada bent 8 + 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 48 taskus visos
6 kartu. Taciau surinkti 48 (arba dar daugiau) tasky jokiame 6 komandy
vieno rato turnyre neimanoma, nes tokiame vieno rato 6 komandy
turnyre jvyksta 5+4+ 3+ 2+ 1 =15 rungtyniy, vadinasi, per tas 15
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rungtyniy gali bti ,,iSZzaidziama” daugiu daugiausiai 15 - 3 = 45 taSkai, 0
¢ia ju reikéty mazy maziausiai 48, o tiek ty tasky néra.

Taigi mes iSsiaiSkinome (atkreipiame démesi, kad jau su jrodymu,
kuri Jus ka tik perskaitéte), kad 6 komandy vieno rato futbolo turnyre,
kuriame visos komandos surenka po vienodai tasky, daugiausiai ju
galima surinkti po 7.

Kitame (B) etape méginsime pasirinkti vieng kuria komanda ir
stengsimés ,.kuo maziau pabloginti* jos kuriy nors vieneriy rungtyniy
rezultata. Imkime ta turnyro lentele
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ir paméginkime pabloginti viena vienos kurios nors komandos, saky-
sime, komandos D rezultata. Matome, kad komanda D yra suZaidusi ly-
giomis su komanda A, nes ji pirmajame rezultaty stulpelyje turi 1, o tai ir
reiSkia lygiasias su komanda A. (Lygiai taip pat ir komanda A savo
rezultaty eilutés ketvirtoje vietoje ,,simetridkai“ ,,x"“ istrizainés atzvilgiu
turi 1, Zymintj jos lygiasias su komanda E).

PanaSiai, jei komanda D 5-oje savo rezultaty eilutés vietoje turi 3,
tai reiskia, kad jie laiméjo pries$ penktaja komanda E, kuri, savo ruoztu,
savo rezultaty eilutés 4-oje vietoje turi buti (ir yra) isirasiusi 0 prie$ ta
minima komanda D.

Visiskai taip pat, jei komanda D 2-oje savo rezultaty eilutés vietoje
turi 0, tai tas reiSkia, kad ji yra pralaiméjusi prie§ antraja komanda B,
kuri, savo ruoztu, savo rezultaty eilutés 4-oje vietoje turi biiti jsiraSiusi 3
pries komanda D.

Pats nezymiausias ,,padéties pabloginimas® bet kuriai komandai
neiSvengiamai reiSkia bent 1 taSko praradima ir tai pagal miisy ,,optima-
lig“ lentelg yra jmanoma, nes musy ,,optimalioje* lentel¢je lygiyju tikrai
esama.
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Maza to, kadangi visos komandos bent po karta yra suzaidusios ly-
giosiomis, tai nezymiai ,,bloginti* galima buty bet kurios komandos re-
zultata.

Paméginkime ,,bloginti*, kaip jau esame nusprendg, biitent koman-
dos D rezultata. Jau sakéme, kad ,maZiausias® padéties pabloginimas
bty butent kuriy nors vieny lygiyjy pakeitimas pralaiméjimu (Kuris
misy atveju yra jmanomas su bet kuria komanda). Jeigu bloginame
paciu nepastebimiausiu biidu, arba taip, kad prarastume tik 1 taska, tai
tarsime, kad komanda D su A suzaidé jau ne lygiosiomis, o ,tik Siek
tiek” blogiau, arba, kitaip tariant, komanda D pralaiméjo rungtynes
komandai A.

Tada turnyriné lentelé pasikeicia ir, aiSku, komanda D tikrai atsi-
duria paskutinéje vietoje, o pati turnyriné lentelé dabar pasidaro tokia:

Komanda | A B C D E F | Taskai Vieta
A X 3 3 3 0 0 9 1
B 0 X 3 3 1 0 7 -

C 0 0 X 3 3 1 7 2-5
D 0 0 0 X 3 3 6 6

E 3 1 0 0 X 3 7 2-5

F 3 3 1 0 0 X 7 2-5

Visi, kam uzteko laiko perskaityti masy aiSkinimus, be jokios abe-
jonés, jau yra tvirtai isitikine, kad surinkti dar daugiau tasky, negu kad ju
dabar turi paskutinéje vietoje esanti ir maziau tasky uz visas kitas liku-
sias komandas turinti komanda D, yra nejmanoma.

Taciau, nors tvirtas isitikinimas yra nepaprastai pravartus dalykas,
taCiau, padétas ant logikos svarstykliy, jis kartais sveria labai nedaug ar-
ba,o biina ir taip, kad ir visai nieko nesveria.

Todél mums dabar (vél) teks jrodinéti (nes jau truputi jrodinéjome
pagrisdami optimaly didZiausia vienoda visy komandy galutini re-
zultata).

(C) etapas. [rodysime, kad jokia komanda surinkusi daugiau negu 6
taskus, negali biiti jy surinkusi maziau uz visas likusias to turnyro ko-
mandas.

[rodymas. Tarkime, kad komanda, surinkusi daugiau kaip 6 taskus,
turi ju maZziau uz bet kuria kita komanda. Tada toji ,,maziausioji“ ko-
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manda turi mazy maziausiai 7 taskus, o tada visos likusios penkios ko-
mandos turi ju bent po 8. Tada visos tos SeSios komandos visos kartu yra
surinkusios mazy maziausiai

7+8.5 =47
taskus.

TacCiau tai yra absoliuCiai neimanoma, nes tokiame 6 komandy
turnyre, kaip jau buvo sakyta, yra suzaidziama 15 rungtyniy, arba
»i5ZaidZziama* daugiy daugiausiai 45 taskai, o ¢ia jy reikéty daugiau.

Ats.: Sesiy komandy turnyre, kur kiekviena komanda po karta
suzaidzia su kiekviena kita komanda ir kuriame uz pergal¢ duodami 3, uz
lygiasias 1, o uz pralaiméjima O tasky, paskuting vieta uzémusi ir maziau
uz bet kuria kita komanda tasky surinkusi komanda gali surinkti
daugiausiai 6 taskus.

6 pavyzdys su galimu kompaktisku komandy iSsidéstymu.

Sesiy komandy futbolo turnyre, kur kiekviena komanda su kiek-
viena likusia komanda suzaidZia po vienerias rungtynes ir kur uz lai-
métas rungtynes vél skiriami (net) 3 taskai, paskutinioji komanda su-
rinko T taSky, prieSpaskutinioji komanda — T + 1 taska, 4-taja vieta uz-
émusioji — T + 2 tadkus, 3-¢ioji — T + 3 taskus, 2-0ji — T + 4, o pirmoji
komanda — T + 5 taSkus.

Nustatykime, su kokiomis T reik§mémis taip i$ tikryju gali nutikti.

Sprendimas. Po tokio i§samaus visy komandy surinkty tasky iSvar-
dijimo matome, kad visos 6 komndos kartu yra surinkusios

T+ (T+1)+(T+2) + (T+3) + (T+4)+(T+5) = 6T + 15
tasSky.

Jau ne karta vardijome, kad 6 komandy vieno rato turnyre (kur
kiekviena komanda su kiekviena kita komanda suZaidZia po vienerias
rungtynes) ivyksta 15 rungtyniu, o ,,iszaidziamy“ tasky skaicius svy-
ruoja tarp 30 (kai visos rungtynés baigiasi lygiosiomis) ir 45 (kai visos
rungtynés baigiasi kurios nors komandos pergale) tasky. Ir apskritai yra
visai aiSku — kuo maziau lygiosiomis suzaisty rungtyniy, tuo daugiau
tasky kartu surenka tokiame turnyre zaidusios komandos. Pavyzdziui,
jeigu tokiame turnyre 6 kartus buvo suZaista lygiosiomis, tai likusios
15 - 6 = 9 rungtynés baigési kurios nors vienos i§ zaidusiyju komandy
triumfu ir i$ viso tokiame turnyre buvo ,.i5Zaista"

6:-2+9-3=39
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taskai ir, nesunku matyti, kad ir atvirksciai, jeigu per visa turnyra buvo
surinkti 39 taskai, tai 9 to turnyro rungtynés baigési vienos kurios nors
Zaidusios komandos pergale.

Kaip matéme, surinkty tasky skaicius 6T + 15 tenkina dvipuseg nely-
gybg

30<6T +15<45,
arba
15< 6T <30,
o tai reiskia, kad
2,5<T<5s.

Kadangi T yra tos paskutiniosios komandos sukaupty tasky

skaiCius, tai T yra sveikasis skaicius ir todél

T=3,
arba

T =4,
arba, daugiausiai,

T=5.

Pirmuoju atveju, jei paskutinioji komanda biity sukaupusi 3 taskus,
tai prieSpaskutioji — 4, trecioji ,,nuo galo“ — 5, tre¢ioji — 6, antroji — 7, 0
¢empioné — 8 taskus.

Beliko pateikti paaiSkinima, ar toks turnyras yra galimas, o tai ge-
riausia biity padaryti sudarius kokia nors ,konkrecig® tokio turnyro
lentele.

Jeigu jus dabar mégintuméte tai padaryti, tai jums nepasisekty.

Kodél?

Tame turnyre yra ,,isZaisti“

3+4+5+6+7+8
arba i$ viso
33
taSkai.

Nesunku matyti, kad tada tokiame turnyre buvo tik trejos vienos

kurios nors komandos pergale pasibaigusios rungtynés, o visos likusios
15-3 =12
rungtyniy yra pasibaigusios lygiosiomis.

I$nagrinésime, kiek kuri komanda daugiausiai karty galéjo biiti
Zaidusi tose vienos kurios nors komandos pergale pasibaigusiose 3 rung-
tynése.
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Yra tokie atvejai:

(P) daugiausiai 3 kartus;

(Q) daugiausiai 2 kartus;

(R) daugiausiai 1 karta.

Irodysime, kad visi tie atvejai yra negalimi.

(P) atvejis yra nejmanomas todél, kad tada toji daugiausiai karty
vienos kurios nors komandos pergale

pasibaigusiose rungtynése dalyvavusi komanda yra dalyvavusi viso-
se trejose vienos kurios komandos pergale

pasibaigusiose rungtynése Todél tada tose 3 vienos kurios nors ko-
mandos pergale pasibaigusiose rungtynése tedalyvavo tik 4 komandos.
Vadinasi, yra 2 tokios komandos, kurios nedalyvavo né vienose vienos
kurios nors komandos pergale pasibaigusiose rungtynése. Tada tos abi
komandos visas savo Zaistasias rungtynes baigé lygiosiomis ir surinko
po 5 taSkus — o juk pas mus néra dviejy ta patj tasky skai¢iy surinkusiy
komanduy.

(Q) Jeigu bet kuri komanda tedalyvavo daugiausiai tik 2 i$ 3 vienos
kurios nors komandos pergale

pasibaigusiy rungtyniy, tai tada tokia komanda tikrai buvo ir toji
paskutiniaja vieta uzémusioji ir 3 taSkus tesurinkusioji komanda, saky-
kime, komanda | (nes surinkti 3 taSkus per 5 rungtynes, tai arba:

vienerias rungtynes laiméti ir ketverias pralaiméti — o tiek pralai-
méty rungtyniy biiti negali, nes pagal prielaida ju i§ viso tik trijy tokiy
biita;

arba trejas rungtynes baigti lygiosiomis ir dvejas pralaiméti, saky-
kime, komandoms II ir III. Tarp kuriy komandy tada jvyko tos treciosios
vienos kurios nors komandos pergale pasibaigusios rungtynés? Jeigu
jose nedalyvavo nei komanda I, nei Ill, tai jos visas likusias savo 4
rungtynes turi biiti suzaidusios lygiosiomis, o kadangi jos abi yra laimé-
jusios prie§ komanda I, tai jos abi bus surinkusios po 7 taskus, o to ne-
gali biiti, nes, kaip sakyta, néra jokiy po vienodai tasky surinkusiy
komandy. Vadinasi, viena kuri i§ komandy II ar III, sakykime II, turéjo
dalyvauti ir antrosiose vienos kurios nors komandos pergale pasibai-
gusiose rungtynése. Sakykime, kad tai buvo rungtynés arba su III, arba
su kuria nors kita, sakykime, IV komanda. Tada likusios dvi komandos,
sakykime, V ir VI nedalyvauja jokiose vienos kurios komandos pergale
besibaigian¢iose rungtynése. Tada jos visas savo rungtynes baigia lygio-
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siomis ir surenka po 5 taskus, o pas mus pagal prielaida vienodai nesu-
renkama.

(R) atvejis atmetamas greiciausiai, nes jei kiekviena komanda daly-
vauja tik po karta vienos kurios komandos pergale pasibaigusiose rung-
tynése, tai jos kitose 4 rungtynése nepralaimi ir tada visos tada turi bent
po 4 taskus (i§ tikryju tada tokiame turnyre 3 komandos surinkty po 4,

o likusios 3 — po 7 taskus).

O dabar mes patys sau padarykime tokia pastaba ir paklauskime
Jasy, ar Jums neatrodo, kad ka tik buves samprotavimas yra na tikrai
ilgokas?

Negi negalima bty ,,susamprotauti greiiau ir ,,efektyviau*?

NeaiSku, ar visada atsakymas yra ,taip“ (kaip tai pamatysime, kad
tikrai yra §iuo atveju), bet labai daznai jis yra biitent toks, koks jis yra ir
dabar.

Ir mes Jums tuojau pat ji, toki GREITESNI SAMPROTAVIMA ir
pateiksime kartu su neiS§vengiamu pastebéjimu, kad i§ pat pradziy, kai
mes tik pradedame ko nors mokytis, mes labai retai kada samprotaujame
»paciu greiciausiu budu®.

Na, zinoma, jau véliau, kai mes jau jsibégé¢jame, tada jau mes visi
samprotaujame taip, kad kai kada tik laikykis bei stebékis-gérékis, kaip
greitai ,,mes judame”.

Tai Stai tas greitesnis samprotavimas — mums, kaip ir anksciau,
reikia jrodyti, kad tokio turnyro, kuriame is viso biitu ,,i$Zaisti* 33 taskai,
arba kuriame biity buve 3 vienos kurios komandos laimétos rungtynés (ir
tada dar 12 lygiosiomis pasibaigusiy), o komandos paeiliui biity surin-
Kusios

3,4,5,6,7ir8
taskus, néra.

Norésime irodyti, kad buvo bent 4 vienos kurios nors komandos
pergale pasibaigusios rungtynés.

Pasizitrékime | abi komandas, kurios surinko atitinkamai 6 ir 7
taskus.

Abi tos komandos negaléjo ,,verstis“ vien lygiosiomis, kad surinkty
tiek tasku, kiek jos surinko, nes lygiosiomis tokiame turnyre tiek nesu-
renkama. Lygiosiomis tokiame turnyre surenkama daugiy daugiausiai 5
taSkai — o pas jas abi tu taSky daugiau.
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Vadinasi, abi jos turi po ,,savo* pergalg — ir tada tos abi juy pergalés
yra jau ,skirtingos* rungtynés.

Na, o ka tada nuveiké Cempioné ,,astuontaské”“? O Cempioné as-
tuontaské jau ir su viena pergale, kurig ji, kaip dar ,,padoriau® tasky
surinkusi, irgi bitinai turi turéti, jau 8 tasky nesurinkty, nes tik su viena
pergale ir, tada, vadinasi, dar su ketveriomis lygiosiomis tesurenkami jau
bty tik

3+1+1+1+1=7
taskai.

Todél cempioné turi turéti jau nebe tik ta vienintele pergalg, bet
Hi5tisas* dvi savo ,,nuosavas“ pergales ir taip mes jau turime surade per
tas 3 geriausias komandas jau maziausiai 4 vienos kurios nors komandos
pergale pasibaigusias rungtynes.

Si priestara neatSaukiamai itikina mus, kad tokio turnyro néra, nes
,J0, kaip matéme, negali buti.

Pastebésime, kad negali biti ir tokio turnyro, kur T = 5. Tikrai, tada
komandy tasky rinkinys biity

5,6,7,8,9, 10,
i8S viso biity surinkta
5+6+7+8+9+10= 45
taskai, o tai reiskia, kad visos rungtynés baigiasi vienos kurios nors ko-
mandos pergale. Taciau to negali biti, nes tada visu komandy surinkty
tasky skaicius biity skaiCiaus 3 kartotinis, o pas mus taip tikrai néra.
Liko atvejis T = 4.

Jis yra imanomas, nes mes zemiau galime pasizitiréti kad ir i tokio

turnyro lentele:

Komanda A B C D E F | TasSkai | Vieta
A X 3 3 1 1 1 9 I
B 0 X 3 1 1 3 8 I
C 0 0 X 1 3 3 7 11
D 1 1 1 X 0 3 6 v
E 1 1 0 3 X 0 5 \Y/
F 1 0 0 0 3 X 4 VI
Ats.: T =4.

Pabaigos vietoje. ISnagrinéjome tik keleta uzdaviniy. Susidoméjgs
skaitytojas galéty susirasti jy daug daugiau ir neretai gerokai painesniy.
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PENKTOJI UZDUOTIS

Tinklinio turnyre dalyvauja 8 komandos. Komandos uzémusios
pirmasias tris vietas, surinko tris kartus daugiau taSky uz komandas,
likusias 5-8 vietose. Kaip baigési 4-osios komandos rungtynés su 6-
a vieta uzémusia komanda?

(Primename, kad tinklinyje komanda uz kiekvienas laimétas rung-
tynes gauna po taska, uz pralaimétas rungtynes taSky visai negauna,
lygiuju tinklinyje nebtina.)

Sachmaty turnyre dalyvavo 12 $achmatininky, i§ kuriuy kiekvienas
suzaidé po viena partija Su visais likusiais Sachmatininkais. Pasi-
baigus turnyrui paaisSkéjo, kad kiekvienas Sachmatininkas sukaupé
po skirtingai tasky. Kiek maziausiai tasky galéjo biiti surinkes tokio
turnyro nugalétojas?)

Sachmaty turnyre dalyvavo 10 Sachmatininky, i§ kuriy kiekvienas
suzaidé po viena partija su visais likusiais to turnyro dalyviais.
Pasibaigus turnyrui ir vél paaiSkéjo, kad visi to turnyro dalyviai
surinko po skirtingai tasky. Kiek daugiausiai tasky tokiame turnyre
galéjo buti surinkes paskutinigja vieta tame turnyre uzémgs
Sachmatininkas?

Viename futbolo turnyro pogrupyje dalyvauja 6 komandos, kurios
po viena karta suzaidzia su kiekviena kita komanda. Futbole, kaip
iprasta, uz pergale skiriami 3, uz lygiasias — 1, uz pralaiméjima — 0
tasky. Pirmasias tris vietas uzémusios komandos patenka i tolimesni
varzybuy etapa (‘iSeina i$ pogrupio®). Kiek maziausiai tasky gali biiti
surinkusi | tolimesni varZybu etapa patekusi komanda (,,i8¢jusi i$
pogrupio* komanda)?

Viename futbolo turnyro pogrupyje vél dalyvauja 4 komandos, ku-
rios po vieng karta susitinka su kiekviena kita komanda. Futbole ir
toliau uz laimétas rungtynes komandai skiriami 3 taskai, uz ly-
giasias — 1 taskas, o uz pralaiméjima — 0 tasky. Pirmasias dvi vietas
uzémusios komandos patenka | tolimesni varZybu etapa. Kiek
daugiausiai tasky gali buiti surinkusi i tolimesni varZybuy etapa
nepatekusi (,,uzgesusi pogrupyje*) komanda?
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6. Penkios mergaités Ausrelé, Biruté, Cecilija, Daiva ir Emilija su-
zaidé tokiame teniso turnyre, kuriame jos zaidé poromis, dvejetas
pries dvejeta visais galimais biidais po viena karta. Pasibaigus
turnyrui paaiskéjo, kad Ausrelé laiméjo10 karty, o Biruté — 8 kartus.
Cecilija pralaiméjo 9 kartus, o Daiva — 7.

Kelias partijas laiméjo Zzaidusioji Emilija ir kelias partijas
Emilija pralaiméjo?

7. Futbolo turnyre dalyvavo 5 komandos. Kiekviena komanda su kiek-
viena kita komanda suzaidé po vienerias rungtynes. Uz laimétas
rungtynes komandai jskaitomi 3 taSkai, uZ rungtynes, suZaistas
lygiosiomis, komandai skiriamas 1 taSkas, o uz pralaimétas rung-
tynes komanda gauna O tasky. ,Ateities Zvaigzdziy“ komanda
uzémé Siame turnyre paskuting vieta, surinkusi jame maziau tasky
negu bet kuri Kita i$ 4 likusiy komandy.

Sporto ekspertai dar nustaté, kad ,,Ateities zvaigzdziy“ koman-
da surinko tame 5 komandy turnyre tiek tasky, kad surinkti daugiau
tasky uzémus turnyre paskuting vieta ir surinkus maziau tasky uz
bet kuria kita tame turnyre dalyvaujan¢ia komanda, jau nebeima-
noma.

Kiek tasky tame isimintiname turnyre surinko ,,Ateities zvaigz-
dziy“ komanda?

8. Profesorius Kékstas su Atamanu Sarka karta vos ne 5 minutes abe-
jodami svarsté, ar yra galimas toks ledo ritulio daugiau nei 5 ko-
mandy turnyras, kuriame kiekviena komanda suzaisty po vieng kar-
ta su kiekviena kita komanda ir kuriame visos komandos turnyro
pabaigoje surinkty skirtinga tasky skaiciy. Be to, jiems nor¢josi, kad
paskuting vieta tame turnyre uzémusi komanda laiméty ne maziau
kaip 25% zaisty rungtyniy, o antra vieta uzémusi komanda — ne
daugiau kaip 40%. Supratg, kad tai jmanoma, jie surado gudry
LIMM moksleivi Izidoriy Strazda, kuris per dvi savaites, nesikreip-
damas net i savo mokytoja, “iSvargo” visus Siuos reikalavimus
atitinkancia turnyring lentele. “ISvarkite” tokia lentele ir jus. (Ledo
ritulio turnyruose uZ pergale komandai skiriami 2 taskai, uz
lygiasias — po viena taska, o uz pralaimétas rungtynes iskaitoma 0
tasky.)
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9.

10.

Keturios komandos, A, B, C ir D suzaidé futbolo turnyre,
susitikdamos po viena kartag su visomis likusiomis komandomis.
Zemiau pateikiamas to turnyro aprasas.

Komanda | Pergalés | Lygiosios | Pralaiméjimai I.muS:qu.l Pr.aIEIVS.tl(.aJI
jvarCiai | jvarciai
A 3 0 0 5 1
B 1 1 1 2 2
C 0 2 1 5 6
D 0 1 2 3 6

I. Nurodykite (su paaiSkinimu) kuri komanda laiméjo (ar
suzaidé lygiosiomis) kiekvienas i§ 6 to turnyro rungtyniu.

I1. Nurodykite (su paaiskinimu) kiekvieny 6 to turnyro rung-
tyniy rezultata.

Tinklinio turnyre dalyvavo 10 komanduy, kurios visos po viena karta
suzaidé su kiekviena kita i§ likusiy 9 komandy. Yra zinoma, kad
turnyras buvo tokio auksto lygio, kad jokia komanda nei§vengé pra-
laiméjimo kartélio.

I3girde apie tai profesorius Kékstas su Atamanu Sarka pareiske,
kad Izidorius Strazdas turi pajégti atsakyti i toki klausima: ar
kiekvienu tokiu atveju, kai turnyre nepralaiméjusiy komandy néra,
tai tada garantuotai ir visada tarp ty 10 komandy visada rasis tokios
3 komandos, sakykime, komandos I, Il ir 111, kad | komanda bus lai-
méjusi pries IT, IT — pries 111, o I — prie§ I komanda?

E3
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V1. SEKOS IR JU RIBOS

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Seka yra nusakoma tam tikra funkcija. Todél ir pradékime nuo
funkcijy. Prisiminkime, kad funkcija vadinama taisyklé, priskirianti
nepriklausomojo kintamojo reikSmei vienintelg priklausomojo kintamojo
reik§me. Aibé ty reikSmiy, kurias gali igyti nepriklausomas kintamasis,
vadinama funkcijos apibrézimo sritimi, o aibé ty reikSmiy, kurias igyja
priklausomas kintamasis (argumentas) — funkcijos reikSmiy sritimi. Jeigu
x yra funkcijos nepriklausomas kintamasis, o y - priklausomas
kintamasis, tai ra3oma y = f (x) . Cia raidé f (gali biiti vartojamos ir kitos
raidés) zymi ta priskyrimo taisykle, taigi yra tarsi tos funkcijos vardas.
Kai funkcija uzraSyta formule (kaip Zinome, galimi ir kitokie funkcijos
reiSkimo budai), daZniausiai nenurodoma, kokias reikSmes gali igyti
nepriklausomas kintamasis, o laikoma, kad funkcijos apibrézimo sritj
sudaro visos §io kintamojo reikSmeés, su kuriomis formulés reiskinys turi

prasmg. Pavyzdziui, funkcijos y= f(x) =Jﬁapibréiimo srit] sudaro
visi, ne mazesni uz vieneta, realieji skaicCiai.

Funkcijomis arba funkciniu sarySiu aprasomi jvairlis tarpusavyje
susije dydziai ne tik matematikoje, bet ir fizikoje, chemijoje, ekono-
mikoje ir kitose mokslo bei gyvenimo srityse.

Nagrinékime funkcijasy = f(x), kuriy apibrézimo sritis yra nati-
raliyjy skaiciy aibé, t. y. x e N. Kadangi natiiralieji skai¢iai paprastai
Zymimi raide n, tai turime funkcija y= f(n),neN. Tokios funkcijos
reikSmes suraSykime funkcijos argumento n reik$miy didéjimo tvarka
f@), f(2),f@3),..., f(n),... ir jas Zymékime

X =@, x, = f(2), X3 =1(),....x, = f(n),....

Sis begalinis realiyjy skai¢iy rinkinys vadinamas skaiciy seka, 0
skai¢iai x,,neN, —sekos nariais.

Vietoje iSskleisto sekos uzraSo x;, X,, Xs,...,X,,... daznai naudosime
glausta uzrasa (x,), X, vadinamas bendruoju sekos nariu.

Funkcijos dazniausiai apibréziamos formulémis, taciau kartais jos
nusakomos Zodziais ar kitokiais budais. Vadinasi, taip pat galima
nusakyti ir skai¢iy sekas.
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Daznai funkcijos elgesys aiSkiau matomas i$ jos grafiko. Galime
nubrézti ir sekos grafika. Tuomet Ox aSyje atidedamos argumento n
reikSmés: 1, 2, 3, ... n, ..., 0 Oy asyje atitinkamy sekos nariy reikSmés

Pateiksime kelis seku pavyzdzius.

1 pavyzdys. Seka 3,%,%,...,2“1,... , jos glaustas uZraSas
n

[Zn +1j , 0 grafika matome 1 pav.

1 pav.
2 pavyzdys. Seka 4, %% nd glaustas uzrasas [5”_1)
n n

Jos grafikas pavaizduotas 2 pav.

3 pavyzdys. Seka ((1+l)”j. UzZrasius ja i$skleistu pavidalu,
n

turésime: 2, (1+ %) 2, @+ %)3 ,(L+ %)4 , ... Sekos grafika matome 3 pav.
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2 pav.

3 pav.

4 pavyzdys. Seka 1, -1,1, -1,..., (-1)"%, ..., glaustas uzrasas
(D"™).
5 pavyzdys. Aritmetiné progresija
a,a+d,q+2d,8 +3d,...,+(n-1d,... ,
&ia a ir d - bet kurie realieji skaiiai. Sios sekos bendrasis narys yra
ap =a +(n-1)d, skaicius d vadinamas aritmetinés progresijos skirtumu.
6 pavyzdys. Geometriné progresija

b, b-q b-g? b-qd ... b-q"
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Sekos bendrasis narys yra by =a1-q”*1; ¢ia b, ir g — yra bet kurie
realieji skaiCiai, skaiCius q vadinamas geometrinés progresijos vardikliu.

7 pavyzdys. Pastovioji seka c,c,c,c,...,C,...; ¢ia C gali biti bet
kuris realusis skaicius.

8 pavyzdys. Fibonacio (italy matematikas Leonardo Pisano Bigollo,
gyvengs apie 1170-1250 m., Zinomas taip pat kaip Leonardo of Pisa,
Leonardo Pisang, Leonardo Bonacci, Leonardo Fibonacci) seka
1,12,35,8,.... Sios sekos, kurios pirmieji du nariai yra vienetai, Kiek-
vienas narys yra prie§ ji stovin¢iy dvieju nariy suma. Jeigu Sios sekos
bendraji narj pazymésime F,, tai

Fi=F=1F, =F,_1+F,_, kain>3.
ISreiksti Sios sekos bendraji narj kintamuoju n néra paprasta. Yra jrodyta,

1+\/§Jn_{1—\/§

ad Fy == (

75

Jacques Philippe Marie Binet, 1786-1856) formulé.

Pastaba. Sekos, kuriy kiekvienas narys yra apskaifiuojamas pagal
tam tikrg formule, kai Zinomi ankstesni jos nariai, vadinamos rekuren-
Ciosiomis sekomis. Apie tokias sekas iSsamiau galima paskaityti LIMM
knygeléje ,,Jaunajam matematikui 1*, Danieliaus leidykla, Vilnius, 2001.

9 pavyzdys. Sukonstruokime seka naudodamiesi tokiu algoritmu.
Tegu n=>1 yra pirmasis sekos narys. Tolesnius narius nustatysime i$
gautojo nario kartodami tokius veiksmus — jei jis lyginis, tai ji dalijame
i$ 2, jei — nelyginis, dauginame i 3 ir pridedame 1.

PavyzdZiui, kai n=10, gausime seka
X1=10:>X2 =5= X3 =163X4 =8= X5 =4:>X6 =2= X7 =1.
Procesa tgsdami toliau galime uzrasyti ir tolesnius sekos narius:

X7 =1l= Xg =4:>X9 =2:>X10 =1l= X11=4:>X12 =2= X13 =1....
Kai n=11, tai
11534=17=52=26=213=240=20=10=5=16=8=

= 4= 2= 1. Sios sekos grafika matome 4 pav.
ttp://mathematicalgarden.wordpress.com/2009/01/04/the-syracuse-
problem/:)

n
> > j . Tai Biné (pranciizy matematikas
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[
= 7
I
&0 ‘||' .'I =
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4 pav.

Matome, kad abiem paminétais atvejais kazkuris sekos narys tampa
lygus 1. Kai n=10, tai pirma karta vienetui lygus septintas na-
rys: X, =1. Kai n=11, tai pirma karta vienetui lygus penkioliktas na-
rys: X;s =1. Nors tokios sekos konstravimo algoritmas labai paprastas,
bet iki Siol neZinoma, ar vieneta gausime su bet kuriuo pradiniu nariu
n>1. Tai garsioji Sirakizy problema, dar kitaip vadinama
3n + 1hipoteze arba Kolatso hipoteze (vokie¢iy matematikas Lothar

-
I
m:
e
o
LR I
e —
St i | |1 |
T |
by "Illllﬁ | 'JI lll |1II| K,
b .y ..ﬁ-_\_.-,-\.l- J P | l._-.,h\_.'.| 'J'-.' -‘l' W 1,
e E 0 25 s = =l
5 pav.
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Collatz, 1910-1990). Dar pazvelkime | sekos grafini vaizda 5 pav., kai
n=27 (paveikslas tai pat paimtas i§ auk$¢iau minétos interneto sve-
tainés). Cia pirmajam vienetui gauti prireiké daugiau kaip 100 Zingsniu.

10 pavyzdys. Tegu d(n) Zymi natiiraliojo skai¢iaus dalikliy skaiéiy.

Uzrasykime seka (d(n)):

d@1)=1d(2)=2,d(3)=2,d(4)=3,d(5)=2,d(6)=4,d(7)=2,....

Visada parasysime bet kuri sekos narj, jei tik sugebésime suskai¢iuoti
kiek dalikliy turi skai¢ius n. Taciau uzraSyti formule, kuri iSreiksty sekos
bendraji narid(n) kintamuoju n, tikrai nepavyks, nes dalikliy skaicius
kintant n keiciasi neprognozuojamai: po skaiciaus, turin¢io du daliklius
gali sekti skaicius su labai dideliu dalikliy skai¢iumi. Gal biit galétume
vertinti vidutinj dalikliy skaiciy tam tikroje nattiraliyjy skaiciy atkarpoje
(tai vienas i§ skaiCiy teorijos — matematikos Sakos, tiriancios skaiciy
savybes — uzdaviniy).

Kaip rodo §ie deSimt pavyzdziy, sekos gali biti labai jvairios pri-
gimties. Tarp ju matome ir mokyklinio matematikos kurso sekas — arit-
meting ir geometring progresijas. Sioje temoje panagrinésime Kai kurias
bendrasias seku savybes, iSsamiau apsistodami ties sekuy ribomis ir ju
skai¢iavimu.

Seka (x,) pastovioji, kai x, =c, ne N (zr. 7 pavyzdj).

Seka (x,)didéjancioji, jeigu X, < X,,;, N € N, mazéjancioji — jeigu
X, >X,,,NeN.

Seka (Zn +1

j yra mazéjancioji, nes
X, :2+1>2+L=x neN
n n+1
(zr. 1pavyzdi). Tai aiSkiai demonstruoja ir sekos grafikas, nubréztas
1 pav.

n+11

Seka (Ej yra didéjancioji, nes
n

X, :5—1<5—L=x
n n+1

neN

n+1?

(zr. 2 pavyzdi ir 2 pav.).
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Atkreipkime démesi, kad i§ grafiko 3 pav. atrodo, kad seka
[(1+ —)nj irgi yra didéjancioji. Taip yra i$ tikryju. Taciau jrodyti, kad
n

)n+l

nelygybé (1+1)n < (1+L1 teisinga su visais natiraliaisiais skai-
n n+

Ciais N, néra paprasta. Si jrodyma galima rasti vadovélio ,,A. Apynis, E.

Stankus. Matematikos pagrindai, TEV, Vilnius, 2008* 26 puslapyje.
Seka (-1) N1 héra nei didéjancioji, nei mazéjancioji (4 pavyzdys).
Seka (x,) aprézta is apacios, jeigu yra toks realusis skai¢ius m, su

kuriuo galioja nelygybé X, >m, ne N, aprézta is virsaus — jeigu yra

toks realusis skaicius M, su kuriuo galioja nelygybé x, <M, neN.

Nesunku nustatyti, kad sekos (Znﬂj ir (Sn—lj (1 ir 2 pavyz-
n n
dziai) yra apréztos ir i§ virSaus, ir i§ apacios, nes galioja nelygybés

2<2+££3,neN ir 4§5—1<5,neN. Taip pat matome, kad seka
n n

1 " ” 1 . o :
((1+—)nj yra aprézta i§ apacios: (1+—=)" >2. Taciau norint jrodyti,
n n

kad ji aprézta iS virSaus, reikia subtilesniu samprotavimy (zr. auksciau

- o - 1 N ey

minéta vadoveli). Taigi seka ((1+—)n) yra aprézta ir i§ apacios, ir i§

n

virsaus. Kity pateikty seky apréztuma sitilome panagrinéti savarankiskai.

Be minéty bendryjy seky savybiuy, aritmeting, taip pat ir geometriné,

progresijos (zr. 5, 6 pavyzdzius) turi specifines, tik joms biidingas
savybes, iSplaukiancias i§ bendrojo nario pavidalo.

Pavyzdziui, kiekvienas aritmetinés progresijos narys, iSskyrus pir-

. . . . . T . a,, +a .
maji, yra jo gretimy nariy aritmetinis vidurkis: a, =—"2—"% o kiek-

vienas geometrinés progresijos narys, iSskyrus pirmaji, yra jo gretimy
nariy geometrinis vidurkis: b, =./b,, -b,,; . Galima iSvesti aritmetinés

a, +a

progresijos pirmyjy N nariy sumos formulg S, = . n bei geomet-
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b,(q" -1
rinés progresijos pirmyjuy N nariy sumos formulg S, =1(q—1). (2r.
q —
»Matematika 11, 1l dalis, TEV, Vilnius, 2003“ 78-79 psl., 86-87 psl.).

2n+1

Vél sugrizkime prie 1 pavyzdzio sekos (
n

J. Kintant sekos nario
numeriui n kinta ir sekos nario reikimé. Sis kitimas aiskiau stebimas
uzrasius sekos bendraji narj pavidalu X, =2 +%. Akivaizdu, kad didé-
jant kintamojo n reikSmei, sekos nario reikSmé mazés, nes vis mazesné
darosi trupmena % Jeigu, pavyzdziui, n =1000, tai %:0,001. Taigi %

reik§mé tampa vis artimesné nuliui, o sekos nario reik§mé — vis arti-
mesné skaiCiui 2. Sakoma, kad sekos nariai artéja prie 2, o §is skaicius
2n +lj

yra sekos ( riba. SimboliSkai tai uZraSoma Iim(2+£)=2, 0
n

N—+00

n
limes reiSkia siena arba tiesiog riba.

skaitoma — sekos(z +£j riba, kai n artéja i begalybe, lygi 2. LotyniSkai

Taip pat samprotaudami gausime, kad sekos (%} riba, kai n

artéja i begalybe, lygi 5, t.y. lim 202—% = lim (5-1) =5.

n N—-+o0 n
Zinoma, $iems samprotavimams triiksta grieztumo, todél siekdami
jo, suformuluosime matematini sekos ribos apibrézima.

Skaicius a vadinamas sekos (x,) riba, kai kiekvienq teigiamq
skaic¢iy ¢ atitinka toks natiralusis skaicius N, kad su visais
n> N galioja nelygybé | x, —a|< . Tuomet raSoma lim x, =a. Jeigu

N—+o0
riba a yra baigtinis skaiéius, tai seka vadinama konverguojancia. Jeigu
sekos riba neegzistuoja arba seka néra aprézta, ji vadinama diver-
guojancia.
Kitais Zodziais tariant — seka turés ribg tik tuomet, kai kad ir koks
mazas biity pasirinktas teigiamas skaiCius &, visada atsiras toks sekos
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narys X, , kad visi sekos nariai su didesniais numeriais bus nutolg nuo
ribos a arciau negu ¢ . Taigi sekos nariai vis labiau ir labiau priartéja prie

ribinio tasko a.
Ne visuomet taip paprasta apskaiCiuoti sekos riba, kaip aukséiau

pateiktais dviem atvejais. PavyzdZiui, sekos ((1+1)“j ribos egzista-
n

vimo jrodymas gana sudétingas ir iSeina i§ mokyklinés matematikos riby.
Su Sia seka betarpiskai susijes svarbus matematikoje, ir ne tik,
iracionalusis skaicius
e= lim(1+3)", e=27182818.... (1)
n—+o0 n

Panagrinékime kai kurias sekas, kuriy riby apskaiciavimas papras-
tesnis. Taciau ir Siais atvejais neapsieisime be konverguojanciy seky
savybiy: jeigu lim x, =air lim y, =b, tai

N—>+o0

nN—+o00

. . . X .
lim(x,+y,)=a+b, lim(x,-y,)=a-b, lim —“=3, kai b =0.(2)
n—+w n—+w n—+ow yn b

Taikydami (2) savybes apskaic¢iuokime $iy seky ribas.
2
11 pavyzdys. Apskaiciuokime sekos (%] riba.

—4n
Sprendimas. I$ karto taikyti (2) savybés paskutiniaja lygybe nega-
lime, nes skaitiklio ir vardiklio reiSkiniais nusakytos sekos yra diverguo-
jangios: lim (3n% —2n+1) = +w, lim (1-4n?) = —o (toks atvejis Zymi-
n—+40 nN—+00

mas simboliu > ir vadinamas neapibréztumu ,,begalybé padalyta i§ bega-

Q0
lybés“). Todél pertvarkykime sekos bendraji narj, skaitiklj ir vardiklj
2 1
am2-on+1 Stz
padalydami i§ n?. Turésime = =—"1"T" Tuomet, pasi-
1-4n 1 4
2
n

naudoj¢ minétaja savybe, gausime
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2 1
i 372041 M@=t 3 3
—>+00 _4n? T_4 4’
n 1-4n I|m(——4) 4 4

N—+00 n

nes pagal (2) pirmaja savybeg
I|m(3—g+—) 3,0 I|m(——4)_—

nN—+wo

Ats.: —

Skaiciuojant seky ribas galima aptikti ir kitokiy neapibréztumy. Vi-
sais atvejais reiskinj stengiamasi pertvarkyti taip, kad neapibréztumu ne-
likty, o tuomet riba jau galima apskaiCiuoti remiantis konverguojanciy
seky savybémis.

12 pavyzdys. Apskaigiuokime riba lim (n —vn® —n+ 1) :

nN—+o0
Sprendimas. Turime neapibréztuma oo —oo(dvieju neapréztai au-
ganCiy reiskiniy, kai n—+oo, skirtuma). Nagrinéjama reiskini
pertvarkykime ji padaugindami ir padalydami i§ reiSkinio

n++/n? —n+1.Tuomet gausime:

1-t .
lim (n— n? —n+1j_ lim = lim n el
n—+o0 Nn—+o0 n+m n—>+oo 1_£+i 2
n n?
Ats.: l
2

Dar vienas kitokio pobiidzio pavyzdys, kai sekos bendraji nari
sudaro keliy reiSkiniy suma.

1 1 1 1
13 pavyzdys. Apskai¢iuokime riba lim| =+=+—+... + .
Pavyzays. Apskaiciu a‘nw[z 6 12 n(n+1)J

Sprendimas. Atkreipkime démesj, kad su bet kuriuo nattraliuoju

= 1 - L Pritaike Sia formule
k(k+1) k k+1

skai¢iumi k galioja lygybé
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sekos bendrojo nario kiekvienam démeniui, gausime:

. (1 1 1 1 J
im|=+=+—+...+ =

no>tol 26 12 n(n+1)
= lim 1—£+£—1+1—£+...+£—L = lim 1—L =1.
N—>+o0 2 3 3 4 n NnN+1) no+o n+1
Ats.: 1.
SESTOJI UZDUOTIS
1. ParaSykite sekos E § EE bendraji nari.
4 9 14 19

2. Duota seka (;J .
n? —6n+10

a) Nustatykite, ar ji yra didéjancioji (mazéjancioji).

b) Ar §i seka aprézta i§ virSaus? Jeigu taip, raskite maziausia skaiciy
M, su kuriuo galioja nelygybé x, <M, neN.

C) Ar 8i seka apréZta i$ apacios? Jeigu taip, raskite didziausia skaic¢iy
m, su kuriuo galioja nelygybé X, =m, neN.

3. Aritmetinés progresijos penktojo ir devintojo nariy suma lygi 40, o
septintojo ir tryliktojo nariy suma lygi 58. Raskite Sios progresijos
pirmaji narj.

4. Geometrinés progresijos pirmyju trijy nariy suma lygi 12, 0 pirmyju
SeSiy nariy suma lygi —84 . Apskaiciuokite Sios progresijos treciaji
nari.

5. Sekos (Xp), Xn =ﬁ, riba lygi % Kuriuo sekos nariu pradedant

galioja nelygybé | X, — % |<0,01?
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2 (n_1\2
6. Apskaiciuokite sekos ((3n+1) (n=1) j riba.

(2n—3)?

3 4
7. Apskaiciuokite sekos {2” 1 3nz J riba.

8. Apskaiciuokite riba lim 1+i+i+...++ .
n>+o\ 3 15 35 4n° -1

9. Apskaiciuokite ribg lim
n+2 2

N—>+o0

(1+2+3+...+n nj

10. Apskaigiuokite riba _lim [\/nz +n+l—+n? - nj.

nN—+w

E)
AL

(@ ,(//L. \)ﬁ\

<



VIil. TRIGONOMETRIJOS TAIKYMAS
STEREOMETRIJOJE

Edmundas Mazétis
(Lietuvos edukologijos universitetas)

Matematikos pamokose susipazinote su trigonometrinémis funk-
cijomis, ju savybémis, trigonometrinémis tapatybémis, trigonometriniy
lygc€iu sprendimo metodais. Atlikdami $ig uzduotj, Jus ne tik pakartosite
igytas trigonometrijos zinias, bet ir iSmoksite taikyti jas stereometrijos
uzdaviniy sprendime.

1. Jei dvi erdvés tiesés a ir b susikerta taSke C (1 pav.), tai jos yra
vienoje plokStumoje. Jos sudaro
keturis kampus; jei vieno ju didu-
mas o, tai likusiy triju didumai
180°— ¢, ¢ ir 180°-¢. Jei ¢@—
nebukasis (t.y. smailusis arba 180° - ¢
statusis) kampas, tai jis vadinamas 1 pav.
kampu tarp tiesiy a ir b. Jei tiesé a
yra plokStumoje o, o ties¢ b plokStuma o kerta taske C,
nepriklausanéiame tiesei a, tai tiesés a ir
b yra prasilenkiancios (2 pav.). Per bet / b
kurj erdvés taska galima nubrézti tieses,
lygiagrecias su tiesémis a ir b. Taigi per
taSka C galime nubrézti tiese¢ a’'|la. a C
Tiesés a’ ir b yra vienoje plokstumoje,
kampas ¢ tarp ju yra kampas tarp
prasilenkianéiy tiesiy a ir b.

Tiesé b, statmena bet kuriai plokStumos o tiesei a, yra statmena

180° — ¢

2 pav.

plokStumai o.. Per bet kurj erdvés taska M a\C

nubréziama vienintelé tiesé a, Statmena \

duotajai plokStumai o. Sakykime, kad %\B

tiesé a néra statmena plokStumai o ir kerta H—I

ja taSke B (3 pav.). I§ bet kurio tiesés a o X

taSko C nubrézkime tiese, statmena

plokStumai o; ji kerta plokstuma o taske 3 pav.
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H. Tiesé BH, esanti plokStumoje o, yra vadinama tiesés a ortogonaligja
projekcija plokStumoje o.. Kampas ¢ tarp tiesés a ir jos ortogonaliosios
projekcijos plokstumoje o yra vadinamas kampu tarp tiesés a ir
plokStumos . Kartais sakoma, kad ties¢ a pasvirusi { plokstuma o kampu
0.

Sprendziant uzdavinius daznai tenka naudoti trijy statmeny teorema.
Priminsime jos formuluotg.

Jei tiesé | yra plokStumoje o ir statmena tiesei a, neesanciai

plokStumoje a, tai ji statmena ir tiesés a a
ortogonaliajai  projekcijai  plokStumoje o

4 pav.).

(4 pav.) 1 /L

Teisingas ir atvirk$Cias teiginys: jei
plokStumos o tiesé | yra statmena tiesés a

o I
ortogonaliajai projekcijai plokStumoje «, tai 4 pav.
ji statmena ir tiesei a.
1 pavyzdys. Piramidés pagrindas — lygiaSonis trikampis, kurio

Sonin¢ krastine lygi a, o kampas prie$ pagrinda lygus a. Visos piramidés
Soninés briaunos pasvirusios i pagrindo plokStuma tuo paciu kampu f.
Rasime piramidés tiiri.

Sakykime, kad piramidés ABCS pagrindas lygiasonis trikampis
ABC, ZACB=a AC=BC=a, (5pav.). Nubréziame piramidés auks-
ting SH, taigi piramidés briauny SA, S
SB ir SC ortogonaliosios projekcijos
pagrindo plokStumoje yra atkarpos
AH, BH ir CH. Todél kampai SAH,

SBH ir SCH yra kampai tarp pirami-
dés Soniniy sieny briauny ir pagrindo
plokstumos, t. y.

ZSAH = ZSBH = /SCH =§. a
Staciyjy trikampiy SAH, SBH ir SCH ¢
statinis SH yra bendras, pries ji esan-
tys smailieji kampai lygis B, taigi Sie 5 pav.
trikampiai lyggs, todél lygios ir atkarpos AH, BH, CH. Taigi taSkas H yra
apie trikampi ABC apibrézto apskritimo centras. Jei AH =BH =
=CH =R - Sio apskritimo spindulys, taskas D — atkarpos AB vidurio
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tagkas, tai 2~ DCB =%, todel trikampio ABC aukstiné CD=h= acos%,

0 jo pagrindas AB=2AD=2asin%. 1§ lygybés AH? =HD? + AD?

2 2
seka, kad R2=(h—R)2+%, t.y. Rzz(acos%—R] +azsin2%.

I$ ¢ia gauname R = . I§ staCiojo trikampio ASH randame

2COSg
2
atgp . . 1 . .
SH = Rtgp = ————. Kadangi trikampio ABC plotas S=—a“sina, tai
2cos 2
cos
2
piramidés tiiris

V:ES-SH =£-1a25ina- atgp :Eag’singtg[}.
3 32 2

2. Sakykime, kad dvi plokStumos o ir  susikerta, ju bendru tasky
aibé yra tiesé a. Tiesé a dalija kiekviena i$ §iu plokstumy i dvi ploks-
tumas; tiesé a yra tu pusplokstumiy krastas
(arba kontiiras). Dvisieniu kampu vadinama A
figtira, kuria sudaro tiesé¢ a ir dvi pusploks-
tumés, neesancios vienoje plokstumoje, kuriy
krastas yra ties¢ a (6 pav.). Ties¢ a yra B
vadinama dvisienio kampo briauna. Pasirin-
kime tieséje a bet kurj taska O, plokStumose o B
o ir B nubrézkime spindulius OA ir OB, |A
statmenus tiesei a. Spinduliy OA ir OB suda- 6 pav.
romas kampas AOB yra vadinamas dvisienio
kampo tiesiniu kampu. Tiesinis kampas yra plokStumoje, statmenoje
plokStumoms o ir B. Dvisienio kampo tiesiniy kampy aibé yra begaling,
visi to paties dvisienio kampo tiesiniai kampai yra lygiis. Dvisienio
kampo didumas yra lygus bet kurio jo tiesinio kampo didumui.

a
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Dvi susikertan¢ios plokStumos o ir  sudaro keturis dvisienius kam-
pus. Jei vieno ju didumas ¢, tai kity trijy didumai yra 180°- ¢, ¢ ir
180°- ¢. Jei @ =90°, tai plokStumos o ir B yra statmenos. Nebukasis
(smailusis arba statusis) dvisienis kampas, kurj sudaro plokstumos a ir f3,
yra vadinamas kampu tarp plokstumy o. ir B. Jei kampo tarp plok$tumy o
ir B didumas lygus o, tai sakoma, kad plokStuma o pasvirusi i plok§tuma
B kampu .

2 pavyzdys. Piramidés pagrindas — lygiasoné trapecija, kurios smai-
lusis kampas lygus o, o plotas lygus S. Visos piramidés Soninés sienos
pasvirusios i pagrindo plok§tuma tuo pa¢iu kampu . Rasime piramidés
tary.

Sakykime, kad piramidés SABCD pagrindas — lygiasoné trapecija
ABCD, AD||BC, ZA=/D=qa S
(7 pav.). Nubrézkime sienuy ASD,
DSC, CSB ir ASB aukstines SHj,
SH,, SHj3 ir SHy, o taip pat pira-
midés auksting SO. Tiesés SHq or-
togonalioji projekcija piramidés pa-
grindo plokstumoje yra ties¢ OHj.
Kadangi SH; L AD, tai pagal trijy

statmenu teorema tiesé AD yra stat- (0] H,
mena tiesés SH projekcijai OHj. A Lo a\,
Taigi kampas SH,O yra dvisienio E H:

kampo tarp piramidés pagrindo 7 pav.

plokstumos ir jos Soninés sienos ADS plokStumos tiesinis kampas, t.y.
ZSH,0 =f. Analogiskai jsitikiname, kad kampai SH,O, SH3O ir
SH4O yra kampy tarp piramidés pagrindo plokStumos ir jos Soniniy
sieny plokStumy tiesiniai kampai, taigi £SH,0 =2SH30=2SH,0=p.
I§ staciyjy trikampiy SOH;, SOH,, SOHj3 ir SOH, lygybés (ju stati-
nis SO — bendras, o smailieji kampai pries ji lygts B) iSplaukia, kad
OH; =0H, =0H3 =0Hy, t.y., taskas O yra { trapecija jbrézto apskri-
timo centras. Nubrézkime trapecijos aukstine BE 1 AD. Sakykime, kad
BE=h, tuomet | trapecija ibréZto  apskritimo spindulys
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OH;=0H, =0OH3=0H, = g Kadangi i trapecija galima {brézti
apskritima, tai AB+CD=AD+BC, 2AB=AD+BC. Pagal salyga

S—1(AD+BC)-h=AB-h=AB?sinc. 1§ cia AB:J_i,
2 sino

h=ABsina=+/Ssina, SO=0H;tgp = :%\/Ssin o tgP, ir piramidés
tﬁrisV=%S-OS=%Sth\/Ssina.

3. Sakykime, kad taSkas O yra trijy G O
spinduliy OA, OB, OC, nesanéiy vienoje
plokitumoje, pradzios taskas (8 pav.). Sie
spinduliai  yra trijy plokS¢iyju kampuy
y=ZA0B, B=ZA0C ir aa=~2/BOC kras-
tinés. Sie trys plokstieji kampai sudaro trisienj A C
kampg OABC (arba trisienj kampa O). TaSkas 8 pav.

O yra trisienio kampo virs$iiné, spinduliai OA,

OB, OC - jo briaunos, plokStumos OAB, OAC, OBC - jo sienos.
Kiekvieno trisienio kampo briauna apibrézia dvisienj kampa, ji sudaro
plokStumos, kuriy bendroji briauna yra nagrinéjamoji briauna.
Pazymékime dvisienius kampus, kuriy briaunos yra spinduliai OA, OB ir
OC, atitinkamai A, B ir C.

Nagrinékime trisieni kampa O, kurio du plokStieji kampai o ir  yra
smailieji. Ju bendroje krastingje parinkime
taska C ir ju plokStumose nubrézkime
statmenis CALOC ir CB LOC (9 pav.).
Kampas AOB yra dvisienio kampo C, kurio
briauna yra spindulys OC, tiesinis kampas.
Trikampiui CAB pritaikome kosinusy teo-
rema:

AB? = AC? +CB? -2AC-CB-cos ZC.
IS trikampio OAB gauname:
AB? = 0A? + OB2 — 20A-OB-cosY.
Atéme viena lygybe is kitos turime
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OA* - AC*+0B?*-CB*+2AC-CB-cos ZC -2A0-BO-cosy =0.
I§ stadiyjy trikampiy OCB ir OCA seka tokios lygybés:

OA%? - AC2=0cC?, 0B?-BC?=0C?,
I§ ¢ia gauname, kad 20C? +2AC-CBcosZC =2A0 - BOCos v. Padalije
abi lygybeés puses i AO - BO, uzrasome tokia lygybe:

Cosy = oc %Jr& EcoséC.

OA OB OA OB
Kadangi i staciyjy trikampiy OAC ir OCB seka

O—i:coséAOC =cosp, &

% =c0s £ BOC =cosa,
B O
B
ﬁzsinABOC =sina,
OB
CB
— =05 £ AOC =cosp,
OA P A ¢
tai 10
cosy =cosa-cosp+sina-sinfcos£C. (1) -

Pastebékime, kad gautoji formulé yra teisinga, kai o ir B nebutinai
smailieji kampai. Pvz., kai kampas - bukasis, 0 a — smailusis,
nubréziame spinduli OA’, papildanti spinduli OA iki tiesés (10 pav.).
Nagrinéjame trisienj kampa OA'BC, kurio du plokstieji kampai
a=2/BOC ir n—-B=ZA0C yra smailieji, treCiasis ploks¢iasis
kampas £ A'OB =n—1v, 0 dvisienis kampas, kurio briauna yra spindulys
OC, lygus m— ~C. Siam trisieniam kampui taikome (1) lygybe:

cos(m—1v) =cosa - cos(rm — ) +sina -sin(m —B) - cos(r — £LC),
arba
—C0Sy =—Ccosa -cosP—sina-sinfcos ZC,
Taigi ir Siuo atveju (1) lygybé teisinga. Analogiskai (1) lygybés teisin-
gumas patikrinamas, kai du kampai o ir B bukieji, kai kampas o —
statusis, o B — bukasis, kai abu kampai o ir ( statieji. Patikrinkite tai

savarankiskai.
Gautoji (1) lygybé yra vadinama trisienio kampo kosinusy teorema.
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AnalogiSkai galima uzraSyti dar dvi lygybes kitiems trisienio kampo
OABC plokstiesiems kampams
COSP =—cosa.-Ccosy—sina-siny-cos /B,
CoSoL=—C0Sa.-COSy —SinP-siny-cos LA

3 pavyzdys. Taisyklingosios trikampés piramidés dvisienis kampas
prie pagrindo lygus o. Rasime dvisieni kam- D
pa tarp $ios piramidés Soniniy sieny.

Kaip zinome, taisyklingosios piramidés
pagrindas yra taisyklingais daugiakampis, o
Soninés sienos — lygiis lygiasoniai trikampiai.
Duotosios  piramidés ABCD (11 pav.)

pagrindas ABC — lygiakrastis trikampis, dvi- I
sienis kampas tarp pagrindo plokStumos ir A o

sienos ADB plokStumos lygus o. Rasime A
dvisieni kampa ¢ tarp Soniniy sieny ploks- 11 pav.

tumy ABD ir ACD. Nagrinéjame trisieni
kampa ABCD, kurio vir§iiné — taSkas A, plokstieji kampai £BAC =60°,
/ BAD = /CAD = B, o dvisienis kampas, kurio briauna — spindulys AB,

lygus a. Pritaike¢ Siam trisieniam kampui kosinusy teorema, gauname
cos £ DAC =cos £ DAB - cos ZCAB +sin £ DAB -sin ZCAB - cosa.

I Cia seka, kad
cosP = cosf-cos60° +sinB-sin 60° cosa.
Padalijg abi lygybés puses i§ sinf}, gauname, kad

ctgp = ctgp %+§cosa, t.y. ctgB= J3cosa.

Tam paciam trisieniam kampui taikome kosinusy teorema, kai dvi-
sienio kampo briauna yra spindulys AD:
cos ZCAB = cos £ DAB - cos ZCAD +sin £ DAB -sin ZCAD - cos ¢,

I§ ¢ia gauname, kad
1 2
c0s60° —cosp-cosP E_COS By 1
sinp-sin sinB 2 sin“p

1 2 2 1 1 9
=—-(1+ct —ct =———ctg“B;
2(+ 9°B) —ctg“p > 296

—ctg’p =
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¢ia naudojome zinoma trigonometring tapatybg 1+ Ctgzﬁ = Irase

sin2[3

gauta Ctg2B reik§me randame

CoSp == %—%(ﬁcow)z = %(1—30052 o).

4. Sakykime, kad tiesé b yra plokStumoje a, tiesé¢ a kerta plokStuma
o taSke O, ties¢ @' — tiesés a ortogonalioji projekcija plokStumoje a.
Parodysime, kad kampo tarp tiesiy a ir b kosinusas lygus kampu tarp
tiesiy a ir & o taip pat tarp tiesiy & ir b kosinusy sandaugai:

cosZ(a,b)=cosZ(a, a;)-cosZ(ay,b). 2
Tarkime, kad tiesés & ir b néra statmenos. Nubrézkime per taska O
tiese C, lygiagreCia su tiese b A _a
(12 pav.), jei taSkas O yra tieséje ﬂ(
b, tiesés c ir b sutampa. Ties¢je a

pasirenkame taska A, nuleidZia- / Mﬁ/ a
g/

me i$ jo statmenj AA; { ploksStu- 5

ma o, 0 i$ tasSko A nuleidziame / 4
statmenj AB | ties¢ c. Pagal tri- / /
ju statmeny teorema gauname, o

kad tiesés AB ir ¢ yra statmenos. 12 pav.

Akivaizdu, kad
Z(a,b)=Z(a,c)=~ZA0B, Z(a,a)=~LA0A;,
Z(ay,b)=~2(y,c)=~2AO0B.
I§ staciyjy trikampiy AOA;, AOB ir AOB turime
cosZ AOA = O—Al cosZ AOB = % cosZAOB = %
OA OA OA

I§ ¢ia seka, kad cosZ(a, a;)-cosZ(a,b)=cosZ(a,b). Jei tiesés & ir b
yra statmenos, tai pagal trijy statmeny teorema statmenos ir tiesés a ir b,
taigi (2) lygybé Siuo atveju irgi teisinga.

Irodytoji (2) lygybé gali biiti taikoma kampy tarp prasilenkianciy
tiesiy radimui, kai pavyksta tinkamai parinkti plok§tuma o, kurioje yra
viena i$ tiesiuy.
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4 pavyzdys. Rasime kampa ¢, kurj D,
sudaro gretimy kubo sieny prasilenkian- !
&ios jstrizainés. I

Kubo ABCDAB,C,D; sienos ABCD Ar i By
istrizainé AC yra plokstumoje ABCD, sie- i
nos ABB;A; istrizaine AB kerta Sia DA--—-F--=JC
plokstuma taske B; tiesé AB yra tiesés S _-X
AB ortogonalioji projekcija plokStumoje — pl=
ABCD. Pagal (2) lygybe 13 pav.

cose =cos Z(AC, BA) =cosZ(AC, AB)-cos Z(AB, BA) =

Cy

=C0s45° - cos45’ = %

5. Kartais geometrijos uzdavinio sprendima patogu suvesti |
trigonometrinés lygties sprendima.

5 pavyzdys. Kiigio tiirio ir | ji {brézto rutulio tariy santykis yra 8:3.
Rasime kiigio asinio pjiivio kampa prie vir§unés.

14 pav. nubréztas kiigio ir { ji ibréZto rutulio aSinis pjivis, trikampio

ASB krastinés SA ir SB yra kugio S
sudaromosios, £ ASB = ¢, taSkas D — kiigio
pagrindo centras, taSkas O — i kiigi ibrézto (0

rutulio centras. Sakykime, kad OD=R - |
kugi jbrézto rutulio spindulys. Kadangi

/ ABS = /BAS :%(180" —)=90° ‘% tai o
1 o @
ZOBA=ZABS =45 — L A 5 B

I§ ¢ia kuigio pagrindo spindulys 14 pav.

r = DB = Rctg (45" —%) IS trikampio BDS randame kiigio aukstine

h = SD = DBctg~ BSD = Rctg (45° —%jctg%.

Tuomet kiigio taris
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\ =£nr2h =1nR3cth 45° -2 -ctgg.
3 3 4 2

Kadangi rutulio turis V, :EnR3, tai i§ salygos V;:V, =8:3 iSplaukia

L . . o 2 . . .
tokia trigonometriné lygtis Ct93(45 —%j-ctg% =3?. Sia lygti spresi-

me pazyméje 45° —% = X. Tuomet gz 90° - 2x, ctgg =ctg(90° - 2x) =

3
=1g2x =ﬁ, ir lygtis tampa tokia 2ctg—x2tgx:g Kadangi
1-tg“x 1-tg°x
1 C s : 1 16
ctgx-tgx=1 o ctgx=—-, tai i§ Cia gauname lygti — 5 T
tg X tgx(1-tg°x) 3

Pazyméje tgzx =y >0, turime kvadrating lygti 16y2 -16y+3=0,

kurios sprendiniai ylz% yo =—. Kadangi x=45 —% — smailusis

V3

. 1§ Cia 45°—9=arctg—, arba
4 2

V3

2

4
kampas, tai tgx=73 ir tgx=%

¢

45° — i arctg%. Taigi ¢ =180°" — 4arctg arba ¢=180"— 4arctg%.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Keturkampés piramidés pagrindas yra staciakampis, kurio kampas
tarp istriZzainiy lygus P. Piramidés aukstiné lygi h, o jos kiekviena
Soniné briauna su piramidés aukstine sudaro kampa o. Raskite
piramidés tiri.

2. Taisyklingosios trikampés piramidés Soniné briauna lygi |, ji su
pagrindo plokStuma sudaro kampg a.. Apskaiciuokite piramidés tiiri.
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10.

Taisyklingosios trikampés piramidés pagrindo briaunos ilgis a,
visos Soninés sienos pasvirusios i pagrindo plokStuma tuo paciu
kampu . Raskite piramidés tiirj.

Piramidés pagrindas yra lygiasonis trikampis, kurio perimetras
lygus 2p, o kampas prie pagrindo lygus a. Visos piramidés Soninés
sienos | pagrindo plok§tuma pasvirusios tuo paciu kampu . Raskite
piramideés tirj.

Kigio aukstinés ilgis lygus h, ji su kiigio sudaromaja sudaro kampa
o. Per kiigio virSting nubrézta plokStuma, pasvirusi | pagrindo
plokstuma kampu B ir kertanti kiigi. Raskite gautojo pjiivio plota.

Staciakampio gretasienio istrizainé lygi |, ji su Sonine briauna
sudaro kampa o. Gretasienio pagrindo perimetras lygus p. Raskite
gretasienio turj.

Kampas tarp dviejy kugio sudaromyjy lygus o. Per Sias
sudaromasias iSvesta plokStuma, kuri su kiigio pagrindo plok§tuma
sudaro kampa B. Ktigio aukstiné lygi h. Raskite kiigio tari.

Taisyklingosios keturkampés piramidés ploks¢iasis kampas prie
virSiinés lygus a. Raskite a) dvisienio kampo tarp jos Soninés sienos
ir pagrindo plok$tumos kosinusa; b) dvisienio kampo tarp $oniniy
sieny kosinusa.

Taskas E yra kubo ABCDAB,C;D; briaunos AB; vidurio taskas.
Raskite kampa tarp tiesiu AE ir BD.
Kigio ttrio ir i ji ibrézZto rutulio ttrio santykis lygus k. Raskite

kampa tarp kiigio sudaromosios ir kiigio pagrindo plokstumos.
Nurodykite galimas k reikSmes.



VIill. MONTE KARLO METODAS

Gediminas Stepanauskas
(Vilniaus universitetas)

[VADAS

Pirmas etapas tyrinéjant reiSkini yra modelio kiirimas. A. Rozen-
blatas (Arturo Rosenblueth — meksikieéiu tyréjas, fizikas ir psichologas,
1900-1970) ir N.Vineris (Norbert Wiener — amerikie¢iy matematikas,
1894-1964) rasé:

Jokia svarbi pasaulio sritis, dalis ar dalelé néra tokia paprasta, kad
galéty biti suprasta ir kontroliuojama be abstrakcijos. Abstrakcija
pakeicia jq panasios, bet paprastesnés struktiiros modeliu, kuri galima
tyrineti.

Taigi modeliai yra moksliniy procediiry biitinybé. Mokslinis mode-
lis gali biiti apibréztas kaip kazkokios realios sistemos abstrakcija, kuri
gali biti panaudota sistemos prognozei ir kontrolei. Mokslinio modelio
tikslas yra atsakyti { klausima, kaip modeliuojamos sistemos elementy
pokydiai jvairiais aspektais veikia kity sistemos daliy pasikeitimus ar
visa sistema.

Matematiniai modeliai gali buti jvairiai klasifikuojami.

Vieni modeliai yra statiniai, kiti dinaminiai. Statiniai modeliai tie-
siogiai nepriklauso nuo laiko, tuo tarpu dinaminiai — tiesiogiai priklauso
nuo laiko. Pavyzdziui, Omo désnis yra statinio modelio pavyzdys, o
Niutono judéjimo désnis yra dinaminis désnis.

Kita modeliy klasifikacija butu: deterministiniai ir stochastiniai
modeliai. Deterministiniame modelyje matematiniai ir loginiai elementy
rySiai nekinta, yra fiksuoti. IS Siy rysiy kaip iSvada i$plaukia modelio
sprendiniai.

Stochastiniame modelyje bent vienas kintamasis yra atsitiktinis.
Stochastinis modeliavimas dar vadinamas ir Monte Karlo modeliavimu
arba modeliavimu Monte Karlo metodu. Bet Monte Karlo modeliavimas
ir stochastinis modeliavimas suprantami Siek tiek skirtingai. Stochastinis
modeliavimas yra bendresné savoka. Taigi Monte Karlo metodas tai
priemongés, kai naudojami atsitiktiniai ar pseudoatsitiktiniai skaiciai. Jie
gali buti naudojami modeliuojant sistema ar ieSkant sistemos modelio
sprendinio, ar dar kaip nors Kitaip. Visas procesas susideda i$ triju daliy:
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pirma, atsitiktinio dydzio su duotu skirstiniu modeliavimas; antra, realios
sistemos tikimybinio modelio sudarymas; trecia, statistinés jvertinimo
teorijos uzdaviniai, leidziantys i{vertinti sudaryta uzdavini {jvairiais
aspektais, atlikti modelio statisting analize.

Atsitiktiniy procesy modeliavimo idéja labai sena ir, kai kuriy auto-
riy, pavyzdziui, Haltono (J. H. Halton, A retrospective and prospective
survey of the Monte Carlo method, SIAM Rev.(1970) 12, No 1, 1-63)
nuomone, siekia net Senovés Babilono ir Senojo Testamento laikus.

Toliau mums reikés kai kuriy tikimybiy teorijos savokuy. Atsitiktinis
dydis (ar tiesiog atsitiktinis skaicius) yra pasiskirstes tolygiai intervale
[0;1], jei tikimybé, kad dydis paklius { intervala [a; b] —[0;1], yra lygi
Sio intervalo ilgiui, ty. b—a.

Kadangi i$ intervale [0; 1] tolygiai pasiskirséiusiy nepriklausomy
atsitiktiniy skai¢iy galima sukonstruoti kitokius atsitiktinius skaicius, tai
intervale [0; 1] tolygiai pasiskirs¢iusiy skai¢iy gavimo algoritmai (gene-
ratoriai) ypa¢ svarbiis. Sukurta daug tokiy generatoriy. Generatoriais
gautos atsitiktiniy skaiciy sekos testuojamos, lyginamos ju statistinés
savybés su tikryjy atsitiktiniy skaiciy statistinémis savybémis. Labiausiai
istirtos ir dazniausiai naudojamos atsitiktiniy skaiciy sekos gaunamos
tiesiniu kongruentiniu metodu. Monte Karlo metodas naudojamas ne tik
stochastiniams, bet ir deterministiniams uzdaviniams spresti. Determi-
nistinis uzdavinys gali biiti sprendziamas Monte Karlo metodu, jei jo
formali iSraiSka yra tokia pati kaip kokio nors stochastinio proceso arba
dirbtinai padaroma tokia. Naudojant Monte Karlo metoda skai¢iuojami
daugialypiai integralai, masinio aptarnavimo uzdaviniy parametrai,
sprendziamos diferencialinés lygtys — tai, Zinoma, jau ne mokyklinés
matematikos uZdaviniai. Monte Karlo metodas naudojamas 3D mode-
livose, videozaidimuose, architektiiroje, projektuojant, kuriant specia-
liyju efekty filmus ir kitose srityse. Monte Karlo metodu galima spresti
sudétingus uzdavinius su didziuliais duomeny masyvais. Stochastinis
reiSkinio (sistemos) modelis daznai yra vienintelis imanomas modeliuo-
jant fizing sistema, nes realus modelis yra per brangus arba jo negalima
sumodeliuoti realiame laike. Monte Karlo algoritmai daZnai yra itera-
ciniai, juos lengva programuoti. Monte Karlo metodas placiai pradétas
taikyti XX a. viduryje, nors atsitiktiniy procesy idéja ir taikymo
uzuomazgos (kaip jau minéta) yra labai senos. Siuolaikiniy galingy
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kompiuteriy galimybés labai iSplété Monte Karlo metodo taikymo sritis.
Metodo populiarintojai ir pradininkai yra S. M. Ulamas (Stanislaw
Marcin Ulam - lenky-amerikie¢iy matematikas, 1909-1984), E. Fermi
(Enrico Fermi — italy fizikas, 1901-1954), J. Noimanas (John von
Neumann — amerikie¢iy matematikas, gimegs Vengrijoje, 1903-1957), N.
Metropolis (Nicholas Constantine Metropolis — graiky-amerikieéiy fizi-
kas, 1915-1999).

Pats Monte Karlo pavadinimas jvestas J. Noimano ir S. M. Ulamo
Antrojo pasaulinio karo metu. Buvo kuriama atominé bomba, spren-
dziami atominés fizikos uzdaviniai. Juose buvo naudojamas stochastinis
modeliavimas. UZslaptinti darbai buvo pavadinti Monte Karlo (Monako
Kunigaikstystés miestas, garsus savo lo§imo namais) vardu, ir tas vardas

prigijo.

ATSITIKTINIAI SKAICIAI

Monte Karlo metodas naudoja atsitiktinius skaicius (toliau naudo-
sime trumpinj a.s.), tiksliau — atsitiktinius dydzius, kurie pasiskirste
pagal reikiama pasiskirstymo désnj. Kadangi i§ nepriklausomuy, tolygiai
pasiskirs¢iusiy intervale [0; 1] a. s. galima sukonstruoti kitokius a. s., tai
kalbésime apie a.s. i$ intervalo [0; 1]. Yra trijy tipy a.s.. tikrieji
atsitiktiniai skai¢iai, pseudoatsitiktiniai skai¢iai ir kvaziatsitiktiniai
skaiciai.

Tikrieji atsitiktiniai skaiciai

Tikrigji a. s. yra atsitiktiniai statistine prasme. Jokia a. s. serija ne-
priklauso nuo anksc¢iau gauty a. S. Tikryju a. s. serijos nepasikartoja antra
karta. Jie negali bhti atspéjami. Tikrieji a.s. gali buti generuoti atsi-
tiktinio fizinio proceso metu, pavyzdziui, rulete. Tarkime, ruletés ro-
dyklé gali parodyti skaitmenis 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 su vienodomis
tikimybémis, lygiomis 1/10. Norimo tikslumo a.s. i$ intervalo [0; 1]
gausime taip: pirmas skaitmuo po kablelio — pirmas ruletés nurodytas
skaiCius, antrasis skaitmuo — skaiCius po antro ruletés pasukimo ir t. t.
Tikruosius a.s. galima generuoti ir métant moneta. Siuo atveju biity
patogu naudoti skaiiaus dvejetainj uzrasa. A.S. generavimui galima
panaudoti ir radioaktyviyjy medziagy skilimo procesa, skai¢iuojant skili-
my skaiCiy per laiko vieneta. Anks¢iau mokslininkai, kuriems reikéjo
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a. s., konstruodavo juos maiSydami kortas, mesdami lo§imo kauliuka
arba traukdami i§ dézés rutulius, prie§ tai juos gerai sumaiSe¢. Véliau a.s
generavimui buvo sukonstruotos specialios masinos. Pirma tokia masina
1939 m. panaudojo Kendalas (Sir Maurice George Kendall — brity
statistikas, 1907-1983) ir Babingtonas-Smitas (Bernard Babington-
Smith — brity psichologas, 1905-1993). Jie sudar¢ 100000 a.s. Dar
véliau buvo sugalvota ivairiy a. s. gavimo mechanizmy, ir gana greity.
Sukurti elektroniniai a.s. generatoriai (pavyzdziui, ERNIE) buvo net
tiesiogiai prijungiami prie kompiuterio.

Tikryjy a. s. trikumai:

e Juy generavimas reikalauja specialiy priemoniy.

e Juos generuoti reikia daug laiko.

e Jy negalima pakartoti. O modeliavime kartais prireikia pakartoti

eksperimenta su ta pacia a.s. seka.

e Generatoriai gali turéti sisteminiy (konstravimo ir pan.) klaiduy.

e Gali pasirodyti, kad generuoti skai¢iai jau ne visai atsitiktiniai,

t.y. néra tikrieji a.s.

Sakome, kad deSimtainiai skaitmenys 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9 yra
tolygiai pasiskirste desSimtainiy atsitiktiniy skaiciy sekoje, jeigu visu
skaitmeny pasirodymo sekoje tikimybés vienodos ir lygios 1/10. Tikryju
deSimtainiy a. s. seka tokia ir turéty bati.

Atlikite 1 ir 2 uzduotis.

Kvaziatsitiktiniai skaiciai
Tai visiSkai neatsitiktiniai skai¢iai. Ilgos tokiy skaiCiu sekos kai
kuriems uZdaviniams spresti yra geresnés UZ tikruosius a.s. Kvaziat-

sitiktiniai skaiciai svarb@is apskaiciuojant integralus Monte Karlo meto-
du. Jame naudojant a. s., kurie yra atsitiktiniai statistine prasme, rezultato

paklaida yra proporcinga L Naudojant kvaziatsitiktinius skaicius,

IN
gaunamas tikslesnis rezultatas, kurio paklaida proporcinga % Cia N -

atsitiktiniy skai¢iy skaicius.
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Pseudoatsitiktiniai skaiciai

Pseudoatsitiktiniai skaiciai (naudosime trumpini p. a.S.) yra gene-
ruojami kokiu nors algoritmu. Taigi kiekvienas paskesnis skaiéius
priklauso nuo ankstesniy skaiciy. Bet $i priklausomyb¢ tokia, kad p. a. s.
turi tas pacias svarbias statistines savybes kaip ir tikrieji a. s. Aisku, tos
savybeés negali buti visiskai tos pacios. Taciau bet kurios neilgos p. a. s.
sekos statistinés savybés daugeliu aspekty turi buti labai panaSios {
tikryju a. s. savybes. Taikymuose paprastai to ir pakanka, jei skaiciai
pakankamai sujaukiami.

Reikalavimai, keliami a. s. generatoriams:

o Generuoti skaiiai turi bati tolygiai pasiskirste intervale [0; 1],
nes taip pasiskirste yra tikrieji a.s. Kitaip pasiskirste a. s. gali
biti gauti i§ pastaryju.

e Generuoti skaiciai turi buti statistiSkai nepriklausomi, kadangi
atsitiktinéje sekoje vieno skaiCiaus reikSmé neturi turéti itakos
kito skaiciaus reikSmei.

e Generuojamy skai¢iy seka turi buti atstatoma. Tai leidZia kartoti
eksperimentus.

e Bet kokio norimo ilgio seka neturi kartotis. Tai teoriskai nejma-
noma, bet praktinéms reikSméms uZtenka ilgy besikartojanciy
cikly.

e SkaiCiy generavimas turi buti greitas. Modeliavimo procese
paprastai reikia daug p. a. s. Jei generatorius létas, tai modelia-
vimo procesui gali prireikti labai daug laiko, ir todél pats mode-
liavimas pasidarys brangus.

e P.a.s. generatoriaus naudojamas metodas turi naudoti kiek
galima maZiau atminties. Pats modeliavimas paprastai reikalauja
daug atminties, o atminties resursai dazniausiai yra riboti.

Kompiuterio atmintyje laikyti generuota p. a. s. seka néra tikslo, nes
reikéty sugaisti daug laiko nuskaitant p. a. s., 0 ir pati seka uzimty daug
atminties resursu. Be to, priklausomai nuo sprendziamy uzdaviniy, rei-
kéty daug p. a.s. pavyzdziy. Geriausia kompiuteryje turéti programa,
kuri, naudodama tam tikrus algoritmus, generuoty p. a.s. tada, kai juy
prireikia paciame modeliavimo procese.

Kai naudojami p. a. s., kurie labai svarbiis modeliavime, reikia ypac
bati jsitikinusiam, kad p. a. s. seka sprendziamam uzdaviniui yra tikrai
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tinkama: yra pakankamai atsitiktiné, yra pakankamo ilgio nepasikar-
tojantis ciklas ir kt. Taigi paprastai tenka idéti daug darbo testuojant
p. a. s. algoritmus.

PSEUDOATSITIKTINIU SKAICIU GENERAVIMAS

P.a.s. gaunami skaitiniy algoritmy pagalba. Bendriausias p. a. s.
generavimo algoritmas gali bati uzrasytas taip:

Xns1= F (X, X2, .0y Xp);
¢ia f(Xq, X9,..., Xp) yra kokia nors n kintamyjy funkcija.

Naudojant Sitokj algoritma, atmintyje reikéty laikyti visus generuo-
tus skaiius, pradedant pirmuoju. Tokia procediira uzimty per daug
kompiuterio atminties. Praktinéms reikméms paprastai uztenka papras-
tesniy algoritmy. Dauguma jy turi tokia forma:

Xns1= f(Xn).
Funkcija (X, Xp,..., Xp) turi buti labai atidziai parinkta. Kalbant
vaizdziau, taSkai, kuriy koordinatés yra gretimi skaiGiai (Xq, X»),
(X3, X4), (X5, Xg), ... , turi padengti vienetinj kvadrata kiek galima
tolygiau.

Kvadrato vidurio metodas

Kvadrato vidurio metodas — tai Noimano pasitlytas ir pirmas placiai
naudotas algoritminis metodas p. a. s. generuoti. Metodo idéja tokia: n-
asis p. a. s. yra gaunamas paémus vidurinius (n-1)-0jo p. a. s. kvadrato
skaitmenis. Tarkime,

a,=0,1234, a,°=0,01522756.
Tuomet

a,=0,5227, a,°=0,27321529,

a,=0,3215, a,°=0,10336225,

a;=0,3362, a;°=0,11303044,

a,=0,3030, a,°=0,09180900,

as=0,1809, as°=0,03272481,

Kvadrato vidurio metodas néra geras: yra skaiCiy, kurie ,,uzsi-
ciklina®, jis nepatogus statistinei analizei atlikti; seka labai priklauso nuo
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pirmojo skaiciaus parinkimo; jei sekoje pasitaiko nulis, tai visi tolimesni
sekos nariai irgi bus lygts nuliui; skaiciai generuojami ne pakankamai
greitai. Atsiradus geresniems generatoriams, o ypa¢ pradéjus naudoti
tiesini kongruentini metoda, kvadrato vidurio metodas nebenaudojamas.
Jis liko istorijoje kaip pirmasis algoritminis p.a.s. generatorius.

Atlikite 3 uzduotj.

Tiesinis kongruentinis metodas

Siandien p. a. s. dazniausiai gaunami taikant D. H. Lemerio (Derrick
Henry Lehmer - amerikie¢iy matematikas, 1905-991) 1948 m.
pasitilytos schemos dalinius atvejus. Metodas vadinamas tiesiniu kon-
gruentiniu metodu. Siame skyrelyje ji ir panagrinésime.

P. a. s. seka apibréziama lyginiu:

X1 =(@X,+c)modm, n>0. (1)

Xo — pradine reik§me, X =0,

a - daugiklis, a=0,

¢ — pokytis, c>0,

m —modulis, m> Xy, m>a, m>c, yra parenkami.

UzraSas A=B modm reiSkia, kad skai¢iai A ir B vienas nuo kito
skiriasi tik skaiCiaus m kartotiniu, t.y. juy skirtumas dalijasi i§ m. Todél
visi sekos nariai gali biiti paimti tokie, kad 0< X, <m.

Tarkime, Xp=a=c=7, m=10. Tada

X1=(7-7+7)=56=6mod10.
Kiti sekos nariai gaunami analogiskai. Gausime skai¢iuy seka 7, 6, 9, 0,
7,6,9,0, ...

Atlikite 4 uzduotj.

Toliau panagrinésime principus, kaip gauti kuo ilgesnio ciklo
(,geras™) atsitiktines sekas priklausomai nuo pradiniy parametry. Pasi-
kartojanti p. a. s. sekos dalis vadinama jos periodu. Tikslas — gauti kuo
ilgesnio periodo sekas. Atvejy, kai @ = 0 ir @ = 1, nenagrinésime, nes
sekos gaunasi labai skurdzios ir, aiSku, ,,mazai atsitiktinés”. Teisinga
tokia teorema.
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1 teorema. Tiesinés kongruentinés sekos periodo ilgis lygus m tada
ir tik tada, kai

o skaiciai C ir m yra tarpusavyje pirminiai, t.y. (c, m)=1;

e jei m dalijasi i$ kokio nors pirminio skai¢iaus p, tai ir a— 1 turi

dalytisiS p,ty. p\m= p\(a-1);
e jei mdalijasi i$ 4, tai ir a— 1 turi dalytis i$ 4, t.y.
A\m=4\(a-1).
Cia uzrasas A|B reiskia, kad skai¢ius B dalijasi i§ skai¢iaus A. Skai¢iai A
ir B vadinami tarpusavyje pirminiais, jei jie neturi jokiy bendry dalikliy,
iSskyrus 1.

Pateiksime tiesinés kongruentinés sekos su maksimaliai galimu
periodu, lygiu 48, pavyzdi. Kadangi m = 48 = 2* 3, tai i§ 1 teoremos
iSplaukia, kad a ir ¢ gali bati parinkti taip: a = 13, ¢ = 23. Taigi c irm
yra tarpusavyje pirminiai, 0 a — 1 = 12 dalijasi i$ 2, 3 ir 4, nes turi dalytis
i§ pirminiy skai¢iy, i§ kuriy dalijasi m, ir i$ 4, jei i$ 4 dalijasi m. Tegul X,
= (. Visas atsitiktinés sekos periodas atrodo taip:

0, 23, 34, 33, 20, 43, 6, 5,

40, 15, 26, 25, 12, 35, 46, 45,

32,7,18,17, 4, 27, 38, 37, (2)
24,47, 10, 9, 44, 19, 30, 29,

16, 39, 2, 1, 36, 11, 22, 21,

8, 31, 42,41, 28, 3, 14, 13.

Pateiktas pavyzdys irgi néra geras: maZas atsitiktinumo laipsnis, kai
kurie sekos désningumai lengvai pastebimi. Parinkti gera atsitikting seka
néra paprasta. O ir parinkus ja, reikia naudoti ivairius testus, ir jsitikinti,
kad seka tinka modeliavimui.

Atlikite 5 uzduotj.

IS generuotos atsitiktinés nattraliyjy skaiciy sekos lengvai galima
sudaryti tolygiai intervale [0; 1] pasiskirs¢iusiy pseudoatsitiktiny skaiciy

seka. Tai galima padaryti, pavyzdZiui, naudojantis formule U,, = —".
m

Dydziai U, bus pasiskirst¢ tolygiai intervale [0;1]. Tolygiai pasi-
skirs¢iusios intervale [0; 1] sekos naudojamos kitaip pasiskirs¢iusioms
sekoms sudaryti.
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I$ nattraliyjy atsitiktiniy skaiciy sekos X, gautos pateiktame pa-
vyzdyje su m=48, sukonstruokime atsitiktiniy skai¢iy, tolygiai pasi-
skirsCiusiy intervale [0; 1], seka U,. Naudodamiesi pateikta formule,

gauname tokig tolygiai intervale [0; 1] pasiskirsCiusia seka (apvaliname 4
zenkly po kablelio tikslumu):

0 0,4792 0,7083 0,6877 0,4167 0,8958

0,125 0,1042 0,8333 0,3125 10,5417 0,5208

0,25 0,7292 0,9583 0,9375 0,6667 0,1458

0,375 0,3542 10,0833 0,5625 0,7917 0,7708

0,5 0,9792 0,2083 0,1875 0,9167 0,3958

0,625 0,6042 0,3333 0,8125 0,0417 0,0208

0,75 0,2292 10,4583 0,4375 0,1667 0,6458

0,875 10,8542 10,5833 0,0625 0,2917 0,2708.
Sios sekos statistinés savybeés, kaip ir (2) natiiraliyju skai¢iu sekos, néra
geros — per mazas atsitiktinumo laipsnis.

Atlikite 6 uzduotj.

Kai (1) formuléje ¢ =0, tiesinés sekos gavimo metodas vadinamas
multiplikatyviuoju. Multiplikatyviuoju atveju p. a. s. generavimo proce-
sas vyksta grei¢iau. Apribojimas ¢ =0 sumazina sekos periodo ilgj, bet
ir Siuo atveju galima gauti gana ilgo periodo sekas.

Jau zinome, kad maksimalus tiesinés kongruentinés sekos periodas
gaunamas, kai skai¢ius a—1 yra visy pirminiy m dalikliy Kkartotinis ir
4 kartotinis, jei m dalijasi i§ 4 (zr. 1 teorema). Tiesinés kongruentinés
sekos su maksimaliu periodu galingumu vadinsime maziausia natiiralyji
skaiciy s, su kuriuo

(a-1)°> =0modm.
Toks skaiCius S visuomet egzistuoja, kai a tenkina 1 teoremos reika-
lavimus. Jeigu a = 1, galingumas s=1, X,=cnmodm, kai Xqu=0.
Seka, aisku, neatsitiktiné. Jeigu sekos galingumas didesnis uz 1, seka yra
»labiau atsitiktiné”. Ir kuo didesnis galingumas, tuo sekos statistinés
savybés geresnés, ji labiau panasi i atsitikting. Galingumas yra vienas i3
kriterijuy parenkant daugiklj a.

Atlikite 7 uzduotj.
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STATISTINIAI TESTAI

Labai svarbu, kad kokiu nors buidu gauta p. a. s. seka biity panasi i
atsitikting. Jau zinome kaip gauti ilgo periodo sekas, kad praktiniuose
uzdaviniuose nebuty sekos pasikartojimo. Bet ilgas periodas dar ne-
reiSkia, kad seka pasizymi atsitiktinés sekos savybémis. Rysi su sekos
atsitiktinumu turi anksCiau aptartas sekos galingumas. Bet pats galin-
gumas apibréziamas ne statistiniais terminais. Galingumas apsprendzia
gretimy tiesinés kongruentinés sekos nariy susijimo laipsni. Didelis ga-
lingumas gerai, bet vis tiek seka gali nebiiti panasi { atsitikting. Tai kaip-
gi nuspresti, ar seka pakankamai atsitiktiné? IS dalies atsakyti | iSkelta
klausima leidzia statistiné teorija. Tam yra daugybé statistiniy testuy.

Jeigu p. a. s. seka sékmingai praéjo testy Tq,To, ... , T, patikrinima,
tai dar negalima daryti i§vados, kad ji bus gerai jvertinta ir testu Tp.q, ir
juo labiau, kad ji pasizymi visomis atsitiktinés sekos savybémis. Taciau
Kiekvienas testas mus vis labiau jtikina, kad seka atsitiktiné. Paprastai
p. a.s. sekos tikrinamos daugybe testy (priklausomai nuo sprendziamy
uzdaviniy svarbumo, nuo sekos taikymo intensyvumo ir t.t.). Jeigu testy
rezultatai teigiami, seka laikome atsitiktine (atsitiktine ji laikoma tol, kol
kokiu nors testu jrodomas jos ,,kaltumas”).

Daugumai testy suprasti reikalingos gilios zinios i§ tikimybiy
teorijos ir statistikos, todél mes ju nenagrinésime. Pakalbésime tik apie
gretimy sekos nariy koreliacija, iSreik$ta koreliacijos koeficientu r, kuris
rodo gretimy sekos nariy priklausomumo laipsnj. Kuo koreliacijos koe-
ficientas mazesnis, tuo sekos nariai yra maZiau tarpusavyje statistiSkai
priklausomi — taigi jie labiau tinka modeliavimui.

2 teorema. Tiesinés kongruentinés sekos su maksimaliu periodu
gretimy nariy koreliacijos koeficientas

2
rat 1—63+6(3j . @3)
a m m

Sios apytikslés formulés paklaida yra nedidesné uz M.

I§ pateiktos formulés galima padaryti keleta svarbiy i$§vadu. Pirma,
reikia vengti mazy a reikSmiy. Antra, didelés a reik§més negarantuoja,
kad bus maza gretimy nariy koreliacija, nes pateiktos formulés paklaida
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gali iSaugti iki E. Iki Siol mes nieko nekalb&jome apie C parinkima,
m

iSskyrus tai (Zr. 1teorema), kad ¢ ir m turi buti tarpusavyje pirminiai.
Pateikta (3) apytikslé lygybé padeda pasirinkti tinkamas koeficiento ¢

reikSmes. Lygties 1-6x+6x2=0 sprendiniai yra %i%\@

Todél pasirinke € taip, kad galioty apytikslé lygybé
c 1.1
clilp
m 2 6
gausime maza koreliacijos koeficienta.

Atlikite 8 uzduotj.

IVAIRIU ATSITIKTINIU DYDZIU GAVIMAS

Jau mokame gauti tolygiai pasiskirséiusius intervale [0;1] atsitik-
tinius dydzius Ug, U1, ... Tarkime, kad jie elgiasi taip tarsi jie buity
atsitiktiniai ir nepriklausomi. Praktiniams taikymams daZnai reikia Kitaip
pasiskirsciusiy atsitiktiniy dydziy rinkiniy. Parodysime kaip galima gauti
kai kuriuos is juy.

Tolygiai intervale [a; b] pasiskirs¢iusi atsitiktiné seka gaunama pa-
sinaudojus formule

Vy,=a+(b-a)u,.

Atlikite 9 uzduotj.

Atsitiktini dydi W toki, kad
W=x; sutikimybe p,
W=x, su tikimybe p,,

W=x, sutikimybe py (p1+ ... +pc=1),
gausime pritaike formule
X, kai0<U < py,
X, Kai pp <U < pp+ po,

Xk, Kai pp+...+ pg_g <U <L
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Atlikite 10 uzduotj.

I§ tikryjy Monte Karlo metodu sprendziami uzdaviniai yra labai
sudétingi, reikalauja giliy matematikos ziniy. Cia pateikéme jums tik
trumpa ivada i teorija. Isigilinti ir geriau suprasti Monte Karlo metodus
galima tik pastudijavus tokias matematikos sritis kaip tikimybiy teorija,
statistika, skaiciy teorija, kombinatorika ir kt.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Jums reikia gauti tikraji atsitiktini deSimtaini skaitmeni, t.Y.
0,1,2,34,56,7,8 arba 9. Kurj i§ metodu ir kodél Jas pasi-
rinktuméte?

1. Paprasysite draugo, kad jis sugalvoty viena i§ deSimties skait-
menu.

2. Pazvelgsite i mechanini laikrodi, rodanti sekundes. Jei sekundziy
rodyklé yra tarp 6n ir 6(n+1) sekundziy (priklauso intervalui
[6n, 6(n+1)) ), pasirinksite skaitmeni n.

2. Jums reikia gauti atsitiktini skaitmenij i§ keturiy skaitmeny 0, 1, 2
arba 3. Sugalvokite metoda kaip reikéty gauti tokj skaitmeni métant
monetq.

3. Sugeneruokite 10 pirmyju pseudoatsitiktiniy skaic¢iy kvadrato vidu-
rio metodu, jei a, =0,328711.

4. UzraSykite tiesinés kongruentinés sekos pirmuosius deSimt nariy,
kai X,=1,a=3,c=4,m=15.

5. Tiesiniu kongruentiniu metodu sugeneruokite pseudoatsitiktiniy
skaiiy seka, turin¢ia maksimaly perioda, t. y. lygu 45. Imkite mo-
duli m = 45, X,=0. Skai¢iy a pasirinkite nelygy vienetui, ma-
Ziausig i§ visy, tenkinanéiy 1 teoremos salygas, skai¢iy ¢ pasirinkite
i$ intervalo [9; 12], taip pat tenkinantj 1 teoremos salygas.
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6. IS 5-oje uzduotyje gautos sekos sukonstruokite tolygiai intervale
[0; 1] pasiskirsCiusia seka. Apvalinkite keturiy Zenkly po kablelio
tikslumu.

7. Kokius skaicius a galima bty parinkti generuojant tiesing kongru-
enting seka su maksimaliu periodu, kai m = 405, kad sekos galin-
gumas bty didZiausias?

8. Kokius skai¢ius ¢ galima bty parinkti generuojant tiesing kongru-
enting seka su maksimaliu periodu, kai m = 405, kad sekos gretimy
nariy koreliacijos koeficientas biity maziausias?

9. IS 6-o0je uzduotyje gautos tolygiai pasiskirs¢iusios intervale [0; 1]
sekos gaukite tolygiai pasiskirséiusia seka intervale [—3;1].

10. IS 6-oje uzduotyje gautos tolygiai pasiskirs¢iusios intervale [0; 1]
sekos gaukite atsitikting seka, kurios nariai yra skaiciai 1, 2 ir 3
atitinkamai su tikimybémis i,l ir i.

4 2 4

3
)

e
f o

L
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),

Edmundas Mazétis, Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

1.

Prekés kaina sumazinta 25 %. Keliais procentais reikia padidinti
nauja kaina, kad prekés kaina biity 13 % mazesné uz prading kaing?

Apskaiciuokite riba  lim L+L +; :
now\3-7 7-11 (4n-1)(4n+3)

Raskite lygties X—2y+28 =Xy natiraliuosius sprendinius.

Apskaiciuokite taisyklingosios trikampés piramidés turi, jei pagrin-
do krastiné lygi a, o Soninés briaunos pasvirusios i pagrindo ploks-
tuma 60 ° kampu.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Spresime uzdavini laikydami, kad dviratininkai visa kelia vaziavo
pastoviais greiciais.

Tegu atstumas tarp vietoviuy yra S km, o iki susitikimo dvira-
tininkai vaZziavo t minuciy. Tada pirmasis dviratininkas i vietove B
atvyko per (t+12) minuéiy, o antrasis dviratininkas — | vietove A
per (t+27) minutes. Vadinasi, pirmojo dviratininko greitis yra

S ~m Oantro'o—ik—m Pagal sal sudarome lygti:
t+12 min’ J t+27 min galsalyed et
S 4o S gro U 2T 2 45074
t+12 t+27 t+12 t+27

=t =18 (min).

Taigi pirmasis dviratininkas kelionéje uztruko 18 +12 =30 minu-
¢y, o antrasis — 18 + 27 = 45 minutes.
Ats.: 30 min, 45 min.

2. 1 biidas. Akivaizdu, kad a® <a®+b%<4 ir b®><a®+b®<4. 13
¢ia iSplaukia, kad |a|<2 ir |b|<2. Reiskinys a+b gali igyti
didziausig reikSme, kai a>0 ir b>0. Tada 0<a<2 ir 0<bh<2.
Vadinasi, a+b<2+2=4. Pastebésime, kad a+b=4 tik tada, kai

a=2 ir b=2. Tagiau &uo atveju a’+b?=2%2+22>4. Taigi
galiojant nelygybei a’+b®<4, teisinga tokia nelygybé a+b<4.
2 bidas. Akivaizdu, kad (a—b)?=a®+b?-2ab>0, t.y.
a’ +b? > 2ab. Lygybé galima tik tada, kai a=h. Kadangi
(a+b)? =a%+b% +2ab<a’ +b% +a? +b% =2(a® +b?),

tai
la+bl<2(a% +b?) =24 =22.

Lygybé galima tik tada, kai a=b. Taigi a+b< 24/2. Lygybe
galima tik tada, kai a=b= /2. Patikslinome irodomaja nelygybg!
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3. Tegu trizenklis skaitius yra Xxyz ir x<z. Tada Xyz-zyx=
=692 443. Is cia iSplaukia, kad skaitmeny X ir z sandauga baigiasi
3. Galimi tik du atvejai: 1) x=1, z=3ir2) x=7, z=09.
1) Kai x=1, z=3, netirtuo atveju, kai y =9, turime:
Xyz - zyx =193-391 = 75463 < 692 443.
Taigi Siuo atveju néra trizenkliy skaiiy, tenkinan¢iy uzdavinio salyga.
2)Kai x=7, z=9, i§ lygybés 7y9-9y7 =692 443 gauname
lygti  (709+10y)(907 +10y) = 692 443,

ty. lygti 1Oy2 +1616y — 49386 = 0. Jos teigiamas sprendinys lygus 3.

UZzdavinio salyga tenkina du skaiciai 739 ir 937.
Ats.: 739, 937.

4. Tarkime, kad tarp tiikstancio skirtingy natiiraliyjy skaiciy néra né
vienos poros nelyginiy skai¢iy. Tada 1000 maziausiy lyginiy
skaiciy 2, 4, 6, ..., 1998, 2000 suma

S=2+4+6+...+1998+ 2000 = 2(1001+1001+...4+1001) =
500

=1000-1001=1001000 >1000 998.

Vadinasi, tarp 1000 skirtingy nattraliyjy skaiciy turi biti bent du
nelyginiai skaiciai, kad ty skai¢iy suma biity lygi 1 000 998.

5. Tegu ieskomasis dvizenklis skaifius yra x_y Pagal salyga
10X+ y =2Xy. I8 &ia iSplaukia, kad y yra lyginis skaicius. Taigi
y=2k, k=1,2,34. Siag y israitka jras¢ i turima lygybe,
gauname, kad 10x + 2k =2x- 2k, t.y. 5x=(2x-1)-k. Kadangi
kairioji lygybés pusé dali i§ 5, tai 2X —1 turi bti taip pat dalus i$ 5.
Vadinasi, X =3 arba X =8.

Kai x =3, tai k=3 ir y =6. Taigi dvizenklis skai¢ius 36
tenkina uzdavinio salyga.

Kai x=8, 40=15-k =k =%e_: N. Siuo atveju dviZenklio
skaiciaus, tenkinancio uzdavinio salyga, néra.

Ats.: 36.
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6. Sudéje abi sistemos lygtis, gauname lygti
x2+y2+2xy+x+y=6.
Tegu X+ Yy =t. Tada gauname lygti t2 +t—6=0. Jos sprendiniai
yratj=-3, t, =2.
Taigi nagrin¢jamoji lygc€iy sistema ekvivalenti lygciy sistemy
{Xz Y+ =1L g {XZ YV =1 isumai.
X+y=-3 X+y=2
Pirmosios sistemos sprendinys (-1; —2), o antrosios — (-1; 3).
Ats.: (-1; -2), (-1; 3).
7. Kadangi statieji trikampiai ABB; B
ir MB,C yra lygis
(£ABB; = ZMCB, ir MC = AB), c
tai BB, =B,C. Vadinasi, statusis M
trikampis BB,C yra lygiaSonis ir
ZBCB; = 45",
Ats.: 45°,

A B, C

8. Tegu staciakampio plotas lygus S. Atkreipkime démesi, kad ir kaip
sukarpytume staciakampj { tris trikampius, vieno trikampio plotas

S . o . . e
bus lygus rY Jeigu kito trikampio plota pazymésime X, tai treciojo

‘ S,S_
trikampio plotas lygus E_X' Pagal salyga x=%. IS dia

randame, kad x:%. Tada §—X=§—§=§

. Taigi trikampi
2 2 3 6 E Pt

lotai 1 1’1sE gil’g o0 ju ploty santykis S.5.
p vg 6 3 » 0 Ju ploty santy 6 3

2
Ats.: 1:2:3.

=1:2:3.

N | »
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9.

10.

Tegu skydo (ketvir¢io skritulio!) spindulys lygus R. Tada skydo
R? R?
plotas lygus e 0 jo kairiosios pusés — ' I skyda ibrézto

o R)
o) _=R?
2 8
pusés ir pusskritulio ploty suma lygi viso skydo plotui. [ §ia suma
raudonai nudazytos skydo dalies plotas jeina du kartus. Vadinasi,
Siomis dviem skydo dalimis neuZpildytos skydo dalies (nudazytos
mélyna spalva) plotas lygus skydo dalies, nudazytos raudona spalva,

plotui.
Ats.: GinklaneSys neteisus. Skyde drasos ir iSminties yra po
lygiai.

pusskritulio plotas lygus . Taigi skydo kairiosios

Tegu pirmaja naktj rusyje srius grauzé X peliy. Pagal salyga X > 7.

Co A . 10 _. . .
Ta nakt] kiekviena pelé sugrauzé po — siiriy. Antraja nakti
X
kiekviena atéjusi i rusi pelé sugrauzé po — siiriy ir i§ viso sugrauzé
X

5 . .35 . . - .
— -7 suriy. Taigi — turi buti natralusis skai¢ius. Kadangi X > 7,
X X

tai x=35ir §:1.
35
Vadinasi, rusyje buvo 11 siiriy, o pirmaja naktj slirius grauzé
35 pelés.
Ats.: 11.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu puodukas kainuoja a Lt, o 1ékstuté — b Lt. Pagal salyga

a=15b arba b= %a. Lekstuté pigesné uz puoduka
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2a

a_i
—-100= 3 .100= 100 = 331 procenty.
a a 3 3

Ats.: 33% %.
2. Tegu banko metiné paltikany norma yra p %. Sudarome lygti
2000| 1+ |+540 |- - =78 = p2 +127p-390=0= p=3.
100 100
Ats.: 3 %.

3. Sakykime, kad banko metiné paliikany suma yra p %, o tikininkas i$
banko pasiskolino s lity. Po mety tkininkas bankui grazino

%s(l+%j lity ir liko skolingas %S(l-ﬁ-%j lity. Dar po mety

2
skola iSaugo iki %S[h—%j . Pagal salyga sudarome lygti

2
ls[uiJ -0365 = p=20.
4”7 100

Ats.: 20 %.

4. Jeigu skaiCiai yra X ir' y, tai pagal salyga X+ Yy =15(x—y) = x=5y.
Siy skai¢iy kvadraty suma yra didesné uZ ju sandauga

XY =X 100 ONTHYTYY 460 2L 100 _ g

procenty.
Ats.: 420 %.

5. Tegu uZ pirmaja vaza komiso parduotuvé mokéjo X lity, o uz antraja
-y lity. Pagal salyga sudarome lygciy sistema
X+ Yy =2250,
{1,25X +15y =1,4-2250
Ats.: 900 Lt ir 1350 Lt.

= x=900, y=130.
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6. Sakykime, kad nuskinty agurky masé yra m kg ir i$ ju iSgaravo X kg
vandens. Sudarome schema
A(99,1, m)

-V (100, 0, x)
ir gauname lygti

= A((98,2,m-x)

1m-0-x=2(m-x) = 2Xx=m = x=g.
m

Taigi agurky masé sumazéjo %-100 =50 procenty. Jeigu %: 50,
tai m=100.

Ats.: 50 %, 100 Kkg.

7. Tegu zitrovy skaiCius stadione i§ pradziy (neatpigus bilietams!)
buvo y, o bilietas i stadiona atpigo X lity. Sudarome lygti
(15-x)-15y=1,25-15y = (15-x)-1,5=1,25-15 =
=15x=375 = x=2,5(Lt).
Ats.: 2,5 Lt.

8. Tegu indo talpa yra V litry. Sudarome pirmojo nupylimo ir ipylimo
1inda schema;:

T1(96, 4,V —25)
+T,(80, 20, 2,5)
ir sudarome lygti

4V -25)+20-25=V(100-x) = 4V -10+50=100V —-Vx =
96V —40
—
Sudarome antrojo nupylimo ir jpylimo i inda schema:

TS(%V -40 4V +40’ vV —2.5j

= T3(x,100-x,V)

= X=

vV vV
+T,(80, 20, 2,5)
Turime:

- T(89,1LV).
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9.

10.

4V +40

\Y
Ats.: 10 1.

-(V-25)+20-25=11.V = 4v2 430V +100=0 = V =10.

Tegu kvadrato krastiné lygi a ir nuo kvad-
rato nukirpta x ploc¢io juostelé. Didziausio
ploto staciakampis, kurio krastiniy ilgiy
santykis 2:3, yra lygiis ir viena jy krastiné g _

Nl
Nl

lygi %. Apskai¢iuosime X, kad bty

a 2(a X). 1§ ¢ia i¥plaukia, kad a X
—_— = - - 1S C1a 1Splaukia, Ka X=—.
23 P 4

a

a2

Vadinasi, buvo nukirpta juostelé, kurios plotas lygus e Taigi

2

a
kartono likutis sudaro 12-100 =25 procentus viso kartono.
Ats.: 25 %. )
Sakykime, kad Petriuko pintinéje yra X grybu. Tarp ju raudonikiy
yra 0,48x =;—§X. IS Cia iSplaukia, kad gryby pintinéje gali buti 50

arba 75. Kai mama iSmeté 5 grybus, pintingje liko lyginis gryby
skaiCius (pagal salyga raudonikiu liko 50 %!). Vadinasi, x=75.
Taigi Petriukas buvo rades 0,48-75=36 raudonikiy. ISmetus 5
grybus, pintingje liko 0,5-70=35 raudonikiai. Mama i$ pintinés
1Smeté vieng raudonikj.

Ats.: 75 grybus, 1 raudoniki.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Reikia rasti visus lygties X2 — y2 =15 sprendinius sveikaisiais skai-
¢iais. NeZinomieji X ir Y lygties kairéje puséje yra pakelti
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kvadratu, vadinasi, jeigu skaiiy pora (x,y) yra sprendinys, tai

poros (X,—Y), (=X,¥), (=X,—Yy) taip pat bus sprendiniai. Todél

galima pirmiausia nagrinéti sprendinius, kuriuose abu nezinomieji

Xir y yraneneigiami. Pagal kvadraty skirtumo formulg,
x2—y2:(x—yXx+y):15:115:35.

Jeigu Xir y yraneneigiami, tai X+y>Xx—y>0. Gauname:

oyt -(8,7
X+y=15:>(x, y)_( ’ )

arba
X—y=3,
=X y)=(41).
X+y=5
Kaitaliodami x { —x arba y i —Yy gauname 8 sveikuosius
sprendinius:
®7).(-87).@-7).(-8-7),
ir
(411)1 (_4! 1)1 (41 _1)| (_4, _1)

2. I$spresime Sig lygti iSskirdami pilng sveikojo daugianario kvadrata
desingje puséje. Padauginkime lygties abi puses i$ 4:

4x% =4y% —12y +28.
Pastebime, kad i$ pirmuju dvieju nariy desinéje puséje galime gauti
2y —3 kvadrata: 4x% = (2y —3)2 +19. Pazymékime X = 2X,
Y =2y —3.Gauname X*=Y?+19,arba X*-Y? =19. Pana-
Sig lygti jau sprendéme: jos sprendiniai yra
(X,Y)=(10,9), (-10,9), (10, -9), (-10, -9).
Grize prie buvusiy nezinomuju (X, y) , randame
(x,¥)=(5,6),(-5,6), (5 -3), (-5 -3)..
3. Perradome lygti taip: Xy — X+ Yy =35ir i§ abieju pusiy atéme po
vieneta, iSskaidome kairiaja pus¢ dauginamaisiais:

Xy—-x+y-1=34 < (x+1)(y-1) =34
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Isskaidg dauginamaisiais skai¢iy 34 visais imanomais biidais
34=1.34=2.17= (-1)-(-34) = (- 2)-(-17)
randame visas galimas (X+1)ir (y—1) reikSmes, o i§ ju,
atitinkamai, visas sprendiniy (X, y) poras:
(x,y) = (0,35), (33, 2), (1,18), (16, 3), (-2, —33), (~35, 0),
(-3,-16), (-18,-1)

4. Pritaikykime kuby skirtumo formulg ir iSskaidykime kairéje lygties
puséje esant] reiskini: (X — Y)(X* + Xy + y?) = 56. Pastebékime,
kad dauginamasis x° + Xy + Y yra teigiamas, nes

2 2 AEN:
X“+Xy+Yy —(X-ﬁ-Ej +Zy >0.

Vadinasi, kitas dauginamasis (X —Y) irgi turi biiti teigiamas, taigi,
X—Yy > 0. Dar galima pastebéti, kad skai¢iai X, Y turi biiti arba abu
lyginiai, arba abu nelyginiai, nes ju kuby skirtumas turi bati lyginis.
Pirmuoju atveju (abu nezinomieji lyginiai), skirtumas X —y dalijasi
i$ 2, 0 x>+ Xy + y’tikrai dalijasi i$ 4. Antruoju atveju (jei abu
nezinomieji nelyginiai), dauginamasis Xx° + Xy + yzyra nelyginis
(trijy nelyginiy skaifiy suma), tuomet X — Y turi dalytis iS 8 (nes i$
8 dalijasi skaiCius 56 deSinéje lygties pus¢je). ISskaidykime skaiciy
56 dviejy nattraliyjy skaiCiy sandauga visais imanomais budais:
56=1-56=2-28= 4.14=7-8. Remdamiesi miisy samprotavimais
apie lyginuma ir nelyginuma, gauname: pirmu atveju,

X—y = 2,
{xz + Xy + y2 = 28

arba
14,

X-y
X2 +xy + y? 4,

antru atveju,

56,
1

X—y
X2+Xy+ y2
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arba

X—y = §,
{xz + Xy + y2 = 7.
Visose sistemose lygciy kairéje puséje yra tie patys reiskiniai.
Pakéle pirmaja lygti kvadratu, ir pridéj¢ prie antrosios, visose Siste-
mose gautume X% + Xy + y2 —(x- y)2 =3xy . Skiriasi tik antrosios pusés:

X—-y = 2,
{3xy = 24
arba
x-y = 14
{3xy = =192,
arba
X—y = b6,
{3xy = -3135,
arba
X—y = 8§,
{3xy = -57.

Trecioji sistema neturi sveikyjy sprendiniy (antrosios lygties
pusé dalijasi i§ 3, 0 deSinioji nesidalija). Likusiose sistemose, gau-

name:
X-y = 2,
b
arba
Xx—y = 14,
{xy = —64,
arba
X-y = 8,
{xy = -19.

Sprendziame pirmaja sistema:
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X = y+2, X = y+2,
& =
xy = 8 (y+2)y = 8
= y+2,

X
{(y 2)(y+4) 0.
Randame sprendinius (x,y) = (4, 2), (-2,-4).

Tokiu pat biidu sprendziame antraja ir treCigja sistemas. Jos
neturi sveikyjy sprendiniy (gauname atitinkamas kvadratines lygtis

y? +14y +64=0ir y?>+8y+19=0, kuriy diskriminantai yra nei-
giami). Taigi, diofantiné lygtis turi lygiai 2 sprendinius
(x,y)=(4,2), (-2,-4).

5. Reikia rasti lygties X* + y? =65 natiiraliuosius sprendinius. Ka-
dangi lygtis yra simetriSka xir VY atzvilgiu, galime laikyti, jog
X<y . Tuomet 2x2 =x2 4 x2<x% 4 y2 =65, vadinasi, X2 < 325.
Taigi uztenka patikrinti, su kuriomis reikSmes x e{l, 2, 3, 4, 5} skai-
&ius 65— X2 yra natiiraliojo skai¢iaus kvadratas: tokiy yra dvi, x=1
ir x=4. Sias X reikdmes atitinka y=8ir y=7. Gavome du
sprendinius (X, y)=(8), (4,7). Sukeitg Xir Yy vietomis gauname
dar du: (8,1), (7,4).

6. Pastebékime, kad jei vienas i§ nezinomyjy X arba Yy lygus nuliui, tai
ir kitas turi bati lygus 0. Tarkime, Xy # 0. Prie abejy lygties pusiu
pridedame po 2:

2(x4y4 +1)= (x3 +1)+ (y3 +1).
Pritaike nelygybe a-+b < ab +1kairéje natiraliesiems skaiGiams
a=x* b=y* gauname: x*+y* <x*y*+1. Vadinasi,

2x* + 2y4 < (x3 +1)+ (y3 +1).
Si nelygybeé galioja tik tada, kai X =1 ir y =1, nes visoms kitoms
nenulinéms X ir Yy reikSméms,

24 =xt x> 3L 2y4=y4+y4>y3+1,
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todél

2x* + 2y4 > (x3 +1)+ (y3 +1).
Galime padaryti iSvada, jog (0,0), (L, 1)yra vieninteliai nagriné-
jamos lygties sprendiniai.

. Pastebékime, kad duota lygtis yra kvadratiné abiejy kintamyjuy
atzvilgiu. Laikykime kintamaji Y parametru ir spreskime lygti kin-
tamojo X atzvilgiu. Skai¢iuojame diskriminanta
D(y) =b? - 4ac = (3y)? ~4-1-(4y? —29) =116 - 5y2.

Diskriminantas turi biiti sveikojo skaiciaus kvadratas, taigi

1165y >0 = y? <23.2 = y? {0,1,4,9,16} .
Patikring $ias reikSmes, randame, kad tinka tik D(+4) =36 = 62.
Vadinasi, y =—4 arba y = 4. Pirmuoju atveju gauname

x2 +12x+35=0= Xx=-7,x=-b.
Antruoju atveju
x2 -12x+35=0=>Xx=5,X=7.
Taigi sprendiniai yra (X, y) =(-7,-4),(-5,-4),(5,4), (7, 4).

. Pazymékime A=x+Yy, B=y+2z, C=z+X. Nesunku pastebéti,
kad $iy skaic¢iy suma A+ B+C = 2(x+y+2) yra lyginis skaicius.
Jeigu skai¢iai A, B,C yra zinomi, tai pradinius nezinomuosius
X, Y, Z galima rasti iSsprendus sistema

X + Yy = A
y + 2 = B,
z + x = C.

Jos sprendiniai yra tokie:

x=(A+B+C)/2-B, y=(A+B+C)/2-C,

z=(A+B+C)/2-A.

Vadinasi, reikia surasti mums tinkancius trejetus (A, B,C).
Kadangi sandauga ABC =140=2-2-5-7 dalijasi i$ 4, tai kaz-
kuris i$ skai¢iy A, B arba C yra lyginis. Kita vertus, visi jie negali
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bati lyginiai, nes tuomet sandauga ABC dalytysi i$ 8. Be to, suma
A+ B+ C turi biti lyginé. Vadinasi, lygiai du i§ skai¢iy A, B,C
yra nelyginiai, o vienas turi buti lyginis (dalytis iS 4). Kadangi
sandauga ABC yra teigiamas skaiCius, tai arba visi dauginamieji
turi bati teigiami, arba vienas teigiamas, o du — neigiami. Rem-
damiesi Sia informacija sudarome galimus skai¢iy {A,B,C} rinki-
nius, kurie tenkina nurodytas salygas. Patogiausia pirma paraSyti
nelyginius natfraliuosius skaiciaus 140 daliklius (1,5, 7,35) ir nu-
statyti galimas teigiamas A, B, C reikSmes, o visas kitas gauti i§ jy
pakei¢iant kuriy nors dviejy skaiéiy Zenkla i§ + | — Gausime Stai

tokia lentele:
{A,B,C} (A+B+C)/2 {x,y, 2}
{1, 1, 140} 71 {-69, 70, 70}
{1, 5, 28} 17 {-11, 16, 12}
{1, 7, 20} 14 {-6,7,13}
{1, 4, 35} 20 {-15, 16, 19}
{4,5, 7} 8 {1, 3,4}
{1, -1, -140} -70 {-71,-69, 70}
{1, -5, -28} -16 {-17,-11, 12}
{1,-7,-20} -13 {-14,-6, 7}
{1, -4, -35} -19 {-20, -15, 16}
{4,-5, -7} -4 {8, 1,3}
{-1,5,-28} -12 {-11,-17, 16}
{-1,7,-20} -7 {-14,-6, 13}
{-1, 4, -35} -16 {-20, -15, 19}
{-4,5,-7} -3 {-8, 1, 4}
{-1, -1, 140} 69 {-71, 70, 70}
{-1, -5, 28} 11 {-17,12, 16}
{-1,-7, 20} 6 {-14,7, 13}
{-1, -4, 35} 15 {-20, 16, 19}
{-4,-5, 7} -1 {-8, 3, 4}
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(A+B+C)

2
reik§mé, o treiame — nezinomuyju X, Y, z reikdmés pagal formules

Sios lentelés antrame stulpelyje suskaiiuota sumos

i§ lygciy sistemos. Bet kuris sprendinys (X, Y, z) gaunamas i$
rinkinio {X,y, z}skai¢ius imant laisvai pasirinkta tvarka. Jei
skaiciai X, Y, z skirtingi, tai iS vieno rinkinio galima gauti 6 spren-
dinius, jei kurie nors du skaiciai lygas, tai tik 3. 15 viso taip galima
gauti 17-6+2-3=108 sprendinius.

. Turime rasti diofantinés lygties X> —y® = z* sprendinius, kai X ir
Y yra tarpusavyje pirminiai skaiciai. I$skaide kairiaja lygties puse
pagal kvadraty skirtumo formule randame (X—y)(X+Yy) = 23, Pazy-
mékime X—Yy=U, X+Yy=V. Rasime §iy dviejy skai¢iy bendra
didziausia dalikl{. Pazymékime ji d = DBD(u, V). Kadangi d da-
lijaabu, u ir v, tai d turi dalyti juy suma ir skirtuma: U +V = 2X,
U—v=2y. Vadinasi, d dalija 2x ir 2y. Kadangi x,y yra
tarpusavyje pirminiai, tai d turi dalyti 2. vadinasi, d =1 arba
d = 2. Abu atvejus iSnagrinékime atskirai:

1) Atvejis d =1: uir vyra tarpusavyje pirminiai, uv =z°.
Tuomet U ir Vturi biti sveikyjy skaiciy kubai: u=a*v="0b?, ¢ia
a,b tarpusavyje pirminiai sveikieji skai¢iai. Tuomet

2x=u+v=a’+b*,
2y=u-v=a’-b’,
taigi a,babu yra nelyginiai. Gauname sprendini:
~at+b®  at-pl

X LY =
2 y 2

2) Atvejis d =2: abu skai¢iai U,V yra lyginiai. Tuomet ir

Z turi bati lyginis, nes UV = z°. Kadangi z kubas dalijasi i$ 8, tai
vienas i§ dviejy skai¢iy U turi dalytis i$ 2, o kitas i$ 4 (abu negali
dalytis i§ 4, nes ju didziausias bendras daliklis tik d =2). Dél
lygties simetriSkumo (uir vgalima sukeisti vietomis, nezino-
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10.

muosius (X, Y) pakeiciant { (X,—Yy)), laikykime, kad u =2k,
v=4I, kai K,lyra tarpusavyje pirminiai skai¢iai, o skai¢ius K—
nelyginis. Tuomet uv =8kl =z>. Kadangi k,| yra tarpusavyje
pirminiai, tai jie turi buti sveikyju tarpusavyje pirminiy skaiciy
kubai: k=a%1=b>; ¢ia skaiius a yra nelyginis ir tarpusavyje
pirminis su b . I$ ¢ia randame, kad
2X = U +V =2k + 4kl = 223 + 4b% ir 2y =u-v=2k—4kl :2a3—4b3,
todél lygties sprendiniai yra X = a+2b®, y= a®—2p°.

Ats.: X= G erbs Y= a3; 3 ; ¢ia a,b — tarpusavyje pir-
miniai nelyginiai sveikieji skaiiai, arba X = ad+2p3, y= a®-20d,
¢ia ayra nelyginis ir tarpusavyje pirminis su b .

Galime tarti, kad X, Y,z >0, prieSingu atveju pakeistume Zenkla.
Perrasykime lygti taip: 2y2 =7% —x*. Pirmiausia pastebékime,
kad skaiciai z, X turi turéti ta pacia liekana dalijant i$ 2, nes 2y2 yra
lyginis. Abu lyginiai jie buti negali, nes yra tarpusavyje pirminiai,
vadinasi, abu yra nelyginiai, sakykim, x=2k+1,y=2l+1. Pagal
kvadraty skirtumo formule
222 =2%-x2 = (2-X)(Z2+X) =4k D) (K +1 +1).

Jeigu z,X yra teigiami, tai z + X teigiamas, todél ir (Z — X)
turi biiti teigiamas. Vadinasi, Z turi biiti lyginis: z = 2m. Suprasting
i§ 4, gauname: 2m2=(k—1)(k+1+1). Pazymékime k-—I=u,

e L. Z+X .
K+l+1=v. Abu skaiiai U,Vyra teigiami, nes V=T>0 ir

Z—X . . .. . e .
u= > > 0. Rasime $iy dvieju skai¢iy bendra didziausia dalikl;.

Tegu d = DBD(u,V). Kadangi d dalija abu, uir v, tai d turi

dalyti juy suma ir skirtuma:
u+v=2k+l=x,v-u=2l+1=y.
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Taciau X, Yy yra tarpusavyje pirminiai, taigi d =1, todél ir U,V taip

pat yra tarpusavyje pirminiai, o ju sandauga 2m? = uv. Vienas i3 ju
yra lyginis, o kitas — nelyginis. Tegu pirma U biina nelyginis, o V -
lyginis: v=2w, kai wyra tarpusavyje pirminis su U. Tuomet
i§prasting dvejetus, gauname M? =uw, taigi abu, U,Wturi biti

sveikyju skai¢iy kvadratai: U= a’,w=b?; &a ayra nelyginis ir

tarpusavyje pirminis su b . I3 ¢ia gauname sprendinius:
X=U+V=U+2w=a’ +2b?,
y=v-u =—u+2w=-a’ +2b?.
Kitu atveju, kai uyra lyginis, o v yra nelyginis, lygiai tokiu

paciu biidu randame

x=u+v=2w+2v:2b2+a2,

y=v-u =v—2w=aZ%-2b?.

Sios formulés duoda visus natiiraliuosius diofantinés lygties
sprendinius (X, Y, z). Sveikuosius sprendinius gausime, keisdami
Zenklus i§ + i —. UzraSysime bendra formule:

(x,y,2)= (J_r (az + 2b2), * (az - 2b2), * 2a2b2),
a,b e N, a—nelyginis ir tarpusavyje pirminissu b.

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Sakykime, kad mokykla pastatyta B

taske M (1 pav.) IS trikampio nely-

gybés seka, kad atkarpy AM ir MC

suma maziausia tada ir tik tada, kai A M
taskas M yra atkarpoje AC. Analo-

giskai atkarpy BM ir MD suma yra

maZiausia, kai taSkas M yra atkar-

poje BD. Taigi suma AM +BM +

+CM + DM maziausia reikSme 1 pav. D
igyja tuo atveju, kai taSkas M yra ir

atkarpoje AC, ir atkarpoje BD, t.y., kai taSkas M — keturkampio
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istrizainiy susikirtimo taskas.
Ats.: Mokykla bus keturkampio istrizainiy sankirtos taske.

2. Sakykime, apskritimo centras — taSkas O (2 pav.). Kaip Zinome, jei

per apskritimo viduje esantj taska M bré- B
ziame bet kuria styga AB, tai atkarpy AM
ir MB sandauga AM -MB yra vienoda C ﬂ.‘ D

visoms toms stygoms. Taigi suma

AM + MB igyja maziausia reikSme tada

ir tik tada, kai taSkas M — stygos vidurio

taSkas. Norint nubrézti tokia styga,

bréziame tiese OM ir i§ taSko M A
iSkeliame Siai tiesei statmenj CD 1. OM. 2 pav.

3. Sakykime, kad sta¢iojo trikampio statiniai x ir y (3 pav.), tuomet
S :%, Xy =2S. Jei jZambinés vidurio taskas yra O, tai OB —
apibrézto apie trikampi ABC apskritimo A

spindulys, taigi OB? =%(x2 +y?). Kadangi

- . i 2 . 2 2 y O
teigiamyjuy skai¢iy X ir y“ sandauga 4S
yra pastovi, tai ju suma X2 + y2 yra C B
maziausia, kai DC = AD =8,, t.y. trikampis X
ABC lygiaSonis x=y =+/2S , 3 pav.

R:OB:%«/28+28 =4S

ir skritulio plotas Q ==S.
Ats.: Q =rS.

4. Jei a, b, ¢ — trikampio krastinés, a+b+c=2p, tai pagal Herono

formule jo plotas S =4/p(p—a)(p—b)(p-c) . Taigi plotas S igyja
2
didziausia reikSme, kai skaicius % =(p-a)(p—-b)(p-c) igyja
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didziausia reik§mg. Kadangi trijuy teigiamy skai¢éiy p—a, p-—Db,
p—C suma yra pastovi (ji lygi p), tai ju sandauga jgyja maksimalig
reik§mg tada, kai tie skaiCiai lygts, t.y. kai p—a=p-b=p-c,

t.y. kai a=b=c. Taigi didziausia plota turi lygiakrastis trikampis,
2

. e . 2P p
kurio kra$tinés ilgis —, jo plotas lygus —.
g 3 Jop Y9 3\/5
2
. P
Ats.: —.
33

. Sakykime, kad trapecijos ABCD pagrindai AD ir BC atitinkamai
lygiis 24 ir 8, aukstiné AB =12, sta¢iakampio AMNL dvi virStnés A
ir M yra trapecijos pagrinde AD,

vir§iné N — Soninéje krastingje CD, ,C

o virSine L — kraStin¢je AB (4 pav.). | L\ N

Nubréze CE L AD, turime !

AE=BC =8, ED=AD-AE=16 |

ir i§ staciojo trikampio CED gau- A 0 D
CE 12 3 E M

name tg/D=——=—=—. 4 pav.
ED 16 4

Pazymékime AL =X, AM =y, tuomet staciakampio AMNL plotas
S lygus. S =xy. Kadangi MD = AD - AM =24-y, tai i$ staciojo
NM X

MD 24—y

trikampio MND gauname %: . I8 cia x=18—%y ir

S=y [18—%y]. Kadangi teigiamy skai¢iy %y ir 18—%y suma
visiems y pastovi, tai ju sandauga jgyja didZiausia reikSme kai jie
lygts, t.y. kai %y:18—%y. IS ¢ia y=12, tuomet x=9. Taigi

ieSkomojo stac¢iakampio krastiniy ilgiai 9 ir 12.
Ats.: 91ir 12.
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6. Sakykime, kad a ir b staciojo trikampio statiniy ilgiai, C — izambinés
ilgis, t.y. c?=a?+b% Lygybe a+b=8 pakeliame kvadratu
a’+2ab+b?>=64, c®>+2ab=64. Taigi, jzambiné c igyja
maziausia reik§me, kai skaiCius 64 —2ab yra maZziausias, t.y. kai
sandauga ab yra didziausia. Kadangi teigiamy skai¢iy a ir b suma
pastovi, tai ju sandauga igyja didziausia reikSme, kai jie lygts, t. Y.
kai a=b=4, tuomet c2=64-2.4.4= 32, taigi maziausia galima
izambinés ilgio reik§mé yra +/32 , Kadangi §i reikSmé didesné uz 5,
tai trikampio jzambiné negali biti lygi 5.

Ats.: Trikampio {Zambiné negali biiti lygi 5.

7. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC smailusis kampas A lygus a,
R ir r — atitinkamai apie ji apibrézto ir i ji ibrézto apskritimy
spinduliai (5 pav.), taSkai O ir Q —tu B
apskritimy centrai, taSkuose M ir N ibréz-
tas { trikampi apskritimas lieCia statinius
BC =a ir AC=b, o taSke P — jZambing

AB = c. Kadangi o
AN=AP=b-r, BM =BP=a-r, MF--7
0 AP+PB=c, tai \I
1 C l\ll A
b-r+a-r=cir r:E(a+b—c). 5 pav.

Kadangi a=csina, b=ccosa, tai r=%(cosa+sina—1). Aki-

vaizdu, kad R=S, todel =—— 1 Kadangi reitkinio
2 r coso+sina-1

sina+cosa didziausioji reikSmé lygi V2, tai reiskinys R igyja
r
1

V21

maziausia reikSme, lygia , kai o= %

Ats.: a =£.
4
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8. Lygiasonés trapecijos ABCD pagrindo BC ir Soniniy krastiniy AB ir
CD ilgiai lygis a, £LA=4D=a. Nubréziame BH L AD,
CF L AD (6 pav.), tuomet trapecijos plotas S=HD-BH (Zr. 6
pavyzdi). Kadangi

BH =CF =asina,
AH =DF =acosa,
HD=HF + AH =BC + AH =

=a+acosa=a(l+cosa)=

(04
= ZaCOS2 —,

tai

6 pav.

S=2a cos2

a . 20 o . o
E-asma=2acos E-Zacos—sm—

a . o
= 432 cos3—smE: 4a? 0056%.5in25 —

=48.2\/27-1C052E-ECOSZg-ECOSZE-Sinzg.
3 2 2 3 2 2

23, 1coszﬁ, lcos22 ir sin? >
2 3 2 3 2

suma yra pastovi (ji lygi 1), ju sandauga yra didziausia, kai Sie

.. e 1
Keturiy teigiamy skai¢iy —cos

skaiCiai lygus, t.y. kai %CoszgzsinZE. IS cia seka, kad

tgzﬁ:l, tggzﬁ ir g=30°, taigi o =60°. Tuomet trapecijos
2 3 2 3 2

plotas

S = 2acosz%-sina —2a2.c0s230° -sin 60° =¥a2.

Ats.: S =¥a2.
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9. Staciakampio krastiniy ilgius pazymékime X ir y, be to, x<vy ir
Xy =S. Aisku, kad norint padalyti stacia-
kampi i du lygius staciakampius, reikia tvo-  x
ra sujungti ilgesniyjy pagrindy vidurio tas-
kus (7 pav.), nes jungiant trumpesniyjy pa- y
grindy vidurio taskus, bendras tvoros ilgis 7 pav.
bus didesnis. Taigi reikia tvoros ilgio, lygaus 2x +2y + x =3x+2y.

Kadangi teigiamujy skai¢iy 3x ir 2y sandauga 3x-2y yra pastovi (ji
lygi 6S), tai ju suma yra maziausia, kai tie skaiiai lygis, t. y. kai

3x=2y. I§ Cia yzgx ir X-EX:S. Taigi x=‘/gs, tuomet
2 2 3
3. [25_ [
2 V3 2
Ats.: X = gS, y= E
V'3 \V 2

10 LygiaSonio trikampio ABC (AC = BC) pusiaukrastiné AD lygi m, o
kampas ZB=f (8 pav.). Trikampio ADB plotas lygus pusei tri-

kampio ABC ploto. Nubrézkime trikampio ABC auksting CH |
pagrinda. Ji yra ir jo pusiaukrastiné, taigi kirsdama pusiaukrasting
AD taske M dalija ja santykiu

AM :MD = 2:1, taigi AM =§m. Jei ¢
AB=x, tai AH=2 ir i§ statiojo
2 D
trikampio AMH gauname m
AH = AM cos Z MAH, t.y. M
X 2 . 4 B+
~=Zmcosp ir x=—mcosp. A B
2 =g meosh 5 MoosP H
Taigi trikampio ADB plotas lygus 8 pav.

%-x-msinﬁzgmzsinﬁcosﬁ=%mzsin 2B,
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todél trikampio ABC plotas S =%mzsin 2B. Jis igyja didZiausia

reik8me, kai sin2B =1, t.y. kai 2 =90, B =45".
Ats.: = 45°.

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. 1§ lygybés OA'=-3.0A gauname
(Xa =L ya+3)=-3-(2-11+3)=(-3;,-12) ir xo =-3+1=-2,
ya =—12—-3=-15. Taip gauname vaizda A'(-2;—15).

Jei taSkas A yra tasko A, vaizdas, tai 6&:—3-0—,&0. Taigi
(1,_4) =-3-(Xa =L ya+3) Ir

— 1 — 1. .1
Xa—Lya+3)=—=@14)=|-—=;-1=|.
(Xa =L ya+3) 3( ) ( 3 3)

1 2 1 1
Tada x5, =—=+1=—, =-1--3=-4=,
=TT YT 3
. . 2 1
Ats.: A'(-2;-15) ir Ay = g;—4§ .

. a) IeSkoma koeficienta pazymékime k. Tada OA'=k-OA, t. y.

(-=5;12) = (3k; —4k) . Viena vertus, k = —g . Bet tuo paciu metu turi

galioti k= 1—31 =-3. Taip negali biti, todél ieSkomo koeficiento
néra.

b) I8 lygybés OA'=2.0A gauname

(=5-%0;12-Yyg) =2(3—Xp; —4—Yg) =(6—-2%y; —8—-2Yp) .

ISsprendziame lygtis —5-x,=6-2%, bei 12—y, =-8-2y, ir
randame taSka O(11; — 20).
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Ats.: a) tokios homotetijos néra; b) O(11; —20).

2. a) ir b) Raskime atkarpy ilgius: AB =242, CD=42. Kadangi

atlikus homotetija atkarpa turi dvigubai sutrumpéti, tai k =% arba
k= —%. Atkarpos galas A turi biiti pervestas i atkarpos gala, t. y. i

C arba i D (o tada taSkas B pervedamas | atitinkamai D arba C).
Homotetijos centras O turi biiti vienoje tieséje su tasku ir jo vaizdu.
Vadinasi, O galima rasti kaip tiesiy AC: y=2x+1 ir BD:

y= —2% X+4 sankirta arba kaip tiesiu AD=0y ir BC:
y =—4x+7 sankirta. I$sprendg lygciy sistemas

y=2x+1, . {X=O,

1 ir
y:—2§x+4 y=—-4x+7

randame du galimus centrus O{%; 2%j ir O,(0;7), kuriems turi

galioti lygybés O,C =k;-OjA, OD =k;-O;B bei O,D =k, -0,A,

0—2(5 =k, O—zlé . [raS¢ tasky koordinates nesunkiai patikriname, kad
jos galioja su k; = —% bei k, =%. Taip gauname dvi homotetijas.
Kai D(0;5) homotetijos nerastume, nes atkarpos vaizdas turi

bati su ja lygiagretus, o atkarpos AB ir CD Siuo atveju nelygia-
grecios.

Ats.: Homotetija su centru 01(%; 2%) ir koeficientu k; = —%

bei homotetija su centru O, (0; 7) ir koeficientu k, =%.
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4. T8 lygybiy OjA'=k;-OjA ir O,A" =k, -O,A" randame, kad taskas

i§ pradziy pervedamas i A'(—%; ZJ, o tada i A"(7;-3). Analo-

giSkai randame B'(%;lj ir B'(3;1). Tada i§ lygybés

OA"= kiko -OA randame 0(2%; —%) Belieka patikrinti lygybe

@:klkz-@,t.y. 3—21; 1+1 =-2- 2—23;—1+1 .
3 3 3 3

5. Remiantis 5 teiginiu, egzistuoja homotetija pervedanti pirmaji
apskritima { antraji. Zinoma, i homotetija vienintelj bendra apskri-
timy taska K turi pervesti i ji pati (kaip ir jy bendra liesting — plg. Su
5 pavyzdziu). Todél Sios homotetijos centras ir bus taskas K. Taska
A homotetija turi pervesti | antrojo apskritimo taSka, esanti tieséje
KA ir nesutampanti su tasku K, t. y. i taska B. Todél ir liestiné m yra

pervedama i liesting n. Dabar matome, kad m|| n (tiesés vaizdas turi
biti jai lygiagretus).

6. Nagrinékime vektorius DA ir DA . Kadangi taskai A ir A, yra
vienoje ties¢je su tasku D ir yra vienodai nuo jo nutolg, tai
DA = (~1)- DA, . Analogiskai,

DB, =(-1)- DBy, DC; = (-1)-DCq, DD; =(~1)- DDy .
Vadinasi, taSkai A, B;, C;, D; yra atitinkamai tasky A, By, Cy, D,
vaizdai, atlikus homotetija su centru D ir koeficientu k =-1.

Dabar pastebékime, kad keturkampis A;ByCyD, yra rombas.
I3 tiesu, AgB| AC (trikampio ABC vidurio linija) ir (analogiskai)
CoDg | AC. Vadinasi, AjBy|CyDy ir (analogiskai) ByCo| DoAy -
Tai reiSkia, kad AyByCyD, yra lygiagretainis. Vélgi kaip vidurio
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8.

linijos, AyBy= CODozéAC :%BD = ByCq= A)Dy. Lygiagretainio

AyByCyDy visos krastinés lygios, todél tai yra rombas. Rombo

plotas lygus pusei Istrizainiy sandaugos
1 1 1 1
—ABy-CyDy=—BC-AB=—-1=—.
5 AyBy - Co Dy 5 5 5

Homotetija su koeficientu -1, iSlaiko atitinkamy krastiniy
lygiagretuma bei ilgj, o jstrizainiy ilgj, todel keturkampis A B,C,;D;

taip pat yra ploto % rombas.

Ats.: l.
2

Atkarpos AB vidurio taska pazymékime D. Taskai C;, My ir D yra
vienoje tieséje ir taSkas M, atkarpa C;D dalija santykiu 2:1, todél

Analogiskai

DMZZ%DCZ, DM3:%DC3 II’ DM4:%DC4

Vadinasi, homotetija su centru D ir koeficientu kzé taSkus

C,,C,, C3,C, perveda atitinkamai i taskus My, M,,M3,M,, 0 per
pirmus keturis taskus einanti apskritima — | spindulio %r :% per
taskus M4,M,,M3, M, einantj apskritima.

Ats.: i.
3

I 4 pavyzdzio Zinome, kad taskai H, M, O priklauso Oilerio tiesei ir

oM =%HM (taSkas M yra tarp tasky H ir O). IS Sio pavyzdZio
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mums jau pazistama homotetija su centru M ir koeficientu — >
taSkus A, B, C perveda atitinkamai { A", B',C', per A, B, C einantj
apskritima | per A',B',C' ecinantj apskritima, o todél ir pirmo-
jo apskritimo centra O i antrojo centra O'. Vadinasi, Wz—%%,
t.y. ta8kas O' yra (Oilerio) tieséje MO, jis yra kitoje puséje nuo
taSko M nei taskas O ir MO'=%MO.

Mums belieka rasti santyki % Pazymékime x =MO. Tada

Oo'M =1MO=£X ir0'0O=0'M +MO:lx+x—§x.
2 2 2 2

I§ kitos pusés, HM =2MO =2x>0O'M, todél (taskai H ir O' yra
vienoje puséje nuo tasko M ir taSkas H yra toliau) gauname

3
. =X
HO'=HM -O'M =2x—£x:§x bei ﬂ:2—=1.
2 2 0'0 §x

Ats.: 1.

IS 8 uzdavinio zZinome, kad taSkas O' yra atkarpos OH vidurys.

o . e . - 1
Atlikime kita homotetija nei prieS tai: su centru H ir koeficientu r

Kadangi H—O'zém, tai O' yra taSko O vaizdas ir Sios homote-

tijos atzvilgiu. Apskritimo, einancio per taskus A, B, C, su centru O
vaizdas bus dvigubai trumpesnio spindulio apskritimas su centru
O'. Bet toks kaip tik yra apskritimas, einantis per taskus A', B',C'.
Sio apskritimo sankirta su atkarpa AH pazymékime A,. Misy
pasirinkta homotetija ties¢ AH palieka vietoje, o jos sankirta su
trikampio ABC apibréztiniu apskritimu (t.y. taska A) perveda i jos
sankirta su trikampio A'B'C' apibréztiniu apskritimu, t.y. ir taska
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10.

Ao. Vadinasi, A, yra tasko A vaizdas ir HA, =%m. O tai reiskia,

kad Ap yra atkarpos HA vidurys, t.y. ieSkomas santykis yra 1:1.

Toliau santykiu apskritimas dalija atkarpas BH bei CH.
Ats.: 1:1.

Kaip ir 5 pavyzdyje, egzistuoja homotetijos su centrais A ir B bei
koeficientais k = —, pervedancios atitinkamai apskritimus C, ir C,
r

1 apskritimg c. Pirmoji homotetija ties¢ AB palieka vietoje, jos
sankirta su C, (taSka B) pervesdama i jo sankirtg su c (taska M),

todel AM =EAB ir AM =BAB. Be to,
r r
R—r MB R-r

MB =MA—AB = MA——MA=""Fma ir M5 _
R R MA R

Analogiskai, %:% Taigi trikampiai AMC ir BMD yra
panasiis pagal dvi proporcingas krastines ir bendra kampa tarp ju.
Gauname, kad ZMBD =ZMAC ir AC|/BD pagal atitinkamuosius

kampus. Kai R=10 ir r =1, tai @zwzo,g.
MA 10

Ats.: a) 0,9.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Komandos, uZzémusios pirmasias tris vietas, gali surinkti daugiausiai
tasky tada, kai jos visos laimi prie$ visas kitas komandas, t. y. prie$
komandas, likusias 4-8 vietoje. Kadangi tokiy komandy, likusiy 4-
8 vietose, yra 5, tai vien i§ juy, ty paskesniyjy penkiy komandy,
pirmosios trys komandos ,,gali gauti“ 5 kartus po 3, arba i$ viso 15
tasky. Toliau dar 3 taskus tos pirmosios trys komandos, kas
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benutikty, visada ,,i$zaidzia“ tarpusavio susitikimuose, todél jos
visos trys daugiausiai gali surinkti

3-5+3=18
tasky.

O komandos uzémusios 5-8 vietas, jeigu nieko daugiau ,,nepri-
siduria“ i§ kitur, t.y. negauna tasky i§ kity komandy, arba joms
visoms pralaimi, tai tarpusavio susitikimuose vis tiek ,,iSZaidZia*
6 taskus, nes tiek karty 4 komandos ZaidZia tarpusavyje.

Todél komandos, likusios 5-8 vietose mazy maziausiai gali
surinkti (ir visada surenka!) 6 taskus ir biitent tada jos ir galéty
turéti tris kartus maziau tasky uz pirmasias tris vietas uzémusias
komandas.

Todél komanda, uzémusi SeStaja vieta turi buti pralaiméjusi
visoms pirmosioms 4 komandoms, vadinasi, ir tai ketvirtaja vieta
uzémusiai komandai.

Pastaba. Nors $iuo atveju ,,to tiesiogiai daryti nebutina®, taciau
ir Siuo atveju sudaryti kokia nors viena uzdavinio salygas atitin-
kancia lentele vis tiek yra naudinga.

Pateikiame viena tokia lentele. Ja sudarant 1-3 ir 5-8 viety
komandy grupiy tarpusavio rezultatai gali biiti absoliuciai bet kokie,
o toliau visi Kiti rezultatai ,,nusistato vieninteliu bidu — pirmosios
trys komandos turi ,,laiméti viska“ prie§ visas likusiais komandas, o
komandos likusios 5-8 vietoje turi ,,pralaiméti viska“ prie§ auks$¢iau
esancias komandas, taigi ir pries ta 4-je vieta esanc¢ia komanda. Tai
vienintelé komanda, kurios rungtyniy rezultatai yra visiskai
nusakomi: jai ,,skirta* prie§ pirmasias tris pralaiméti, o pries likusias
keturias — laiméti. Pateikiame viena pavyzdi (zr. lentelg).

Komanda|A|B |C |D|E |F | G| H | TaSkai Vieta

A X111 ]1(1]1]1 7 [

B O(X|1 1 ]1|1]1]1 6 I

C OO0 (X1 |1 |1]|1]1 5 11

D OO0 | X|1|1]1]1 4 v

E OO0 |0 |X|1]|1]1 3 \Y

F O(0fj0|0O|O|X]|1]0 1 VI-VIII
G 00|00 |0O|O0|X]|1 1 VI-VIII
H 0O(0|0|0O|0O|21]|0]|X 1 VI-VIII

141



SPRENDIMAI

Ats.: Komanda, uzémusi IV vieta yra laiméjusi prie§ VI
komanda.

2. Turnyry, kur visi dalyviai surenka po skirtingai tasky, tikrai biina, ir
mes i§ karto pateikiame vieno tokio turnyro pavyzdi, kuriame
dalyvaujantys Sachmatininkai yra suzyméti raidémis
A,B,C,D,E F, G, H, I, J, Kir L atitinkamai ir kur ,,auks$¢iau
abéceléje esantis* sportininkas visada laimi pries ,,Zemiau abécéléje
esantj®.

Tokio turnyro rezultatai suraSyti 1 lenteléje. Visi dalyviai turi
nevienodai tasky, o pirma vieta uzémegs Sachmatininkas A yra
surinkes maksimaliai daug tasky, nes laiméjo absoliuciai visas savo
tame turnyre Zaistas partijas.

Dabar esame klausiami, kaip kukliai gali suzaisti empionas A,
jei visi dalyviai, kaip kalbéta, surenka po skirtinga tasky skaiciy.

1 lentelé
Sachm.| A|B|C|DI|E|F|G|H| I |J]|K|L|TASKAI|VIETA
A | X|1|1(1|1(1|1)|1|1(1]1]|1 11 [
B o(xX|1(1(1)11f(1j1|1)1/1 10 I
C o(o|Xj|1(1j11f(1j1(1)1/1 9 1]
D o(ojo|Xj{1j11f1j1(1)11 8 v
E o(ojojo|X|j1|1f1j1(12)11 7 V
F o(ojojojo|X|1f1j1|1)11 6 VI
G o(ojojojojo|IXf1j1|1)11 5 VI
H o(ojojojojo|jo(xj1j1)11 4 VIl
| o(ojojojojojofo|XxX|1)11 3 IX
J o(ojojojojo|jofojo|X|1|1 2 X
K o(ojojojojo|jofojojo|x|1 1 Xl
L 0(0j0j0O|0O|O|O|O|O|0O]|0O]|X 0 Xl

Kad ¢empionas gali surinkti maziau, yra visai aiSku, nes, pa-
vyzdziui, pakeit¢ keturiy ,.trivialaus* turnyro, parodyto auksciau,
rezultatus taip, kaip tai parodyta 2 lenteléje, turétume nauja turnyra,
kur visos komandos vél surenka skirtinga tasky skaiciy ir kur
nugalétojas turi maziau, nes jau tik 10 tasky.
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Truputj pasidairg po lenteles ir ,laikydamiesi simetrijos”, mes
galime surasti ir kitokiy lenteliy, kur visi vél surenka skirtingai, o
nugalétojas darosi vis ,.kuklesnis“, jei tg kuklumag imtume tiesiogiai
sieti su jo surinkty tasky skaiciumi.

2 lentelé
Sachm. | A|B|C|D|E|F|G|H| I |J|K]|L|TASKAI|VIETA
A [ X|%|1]|1|1|1]1|1|1|1|1]|% 10 |
B ol X|1|1(1(1|1]1|1|%|%|1 9,5 I
C ojO0(X|1|1f1|2|11j1|1]1|1 9 1]
D ojo|joO|X|1f1|2|1j1|1]1|1 8 v
E ojofO0jO|X|1|21|1]1|1]1|1 7 \Y
F ojofojojOo(X|21|1j1|1]1|1 6 VI
G ojofojoO|jOfjO|X|1]1|1]1|1 5 VIl
H ojo0|0jO|OfO|O|X|1]1]1|1 4 VI
I ojo0|0j0O|OfO|O|O|X|1]1]|1 3 IX
J 0|%»|0|0|0|0O|O|O]|O|X|1]|1 2,5 X
K 0|%»|0]|0|0|0O|0O|0O]|0O]|O|X]|1 15 Xl
L %|10|0|0|0|0|0|0O|O|O]|O|X]|] 05 Xl

Stai simetridkai pildant ,,uzsipildo“ ir tokios lentelés, kur visi
dalyviai vél surenka po nevienoda tasky skaiCiy, o nugalétojas turi
dar maziau tasky (3-5 lent.).

3 lentelé
Sachm.| A| B|C|D|E|F|G|H|I|J]|K]|L [TASKAIVIETA
A [ X|Y%|%|%|[1|1|1|1|1|1|12|1] 95 | |
B || X |%|%|%|1|1|1]1]|1|1]1 9 I
C ||%|X|%|%|%|1|1|1|1|1|1]| 85 11
D | |Y% || X|%|%|%|1|1|1]1]|1 8 v
E |0|% |%|%|X|%|%|%|1|1|1]|1 7 Vv
F [0]0|%|%|%|X|%|%|%|1]1]|1 6 VI
G |0]|0|0|%|Y%|%| | X|Y|¥% |11 5 VI
H 0|0 |0|0|%|%|%|X|Y%|%|¥%|1 4 | VI
[ 0|0 |0|0|0|%|%|%|X|%|Y%|%| 3 IX
J |00 |0|0|0|0|%|%|%|X|%|%]| 25 X
K [0[0]|0|0|0|0|0|%|Y%|%|X|%| 2 Xl
L |[0O]0|0|0]|0]|0|0|0|%|%|%|X| 15 | Xl
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4 lentelé
Sachm.|A|B|C|D|E|F|[G|H|I|J|K|L|TASKAI|VIETA
A | X|%|%|%|%|1|1]|1]|1|1]1|1 9 I
B [¥%|X|%|%|%|%|1|1|1|1]|1]|1| 85 I
C |%|%|X|%|%|¥%|%|1|1|1|1]|1 8 i
D [%|%|%|X|%|%|%|%|1|1|1|1]| 75 v
E [%|%|%|%|X|%|%|%|%[1|1]1 7 Vv
F 0|% |%|%|%|X|%|%|%|%|1|1 6 VI
G [0|0|%|%|%|%|X|%|%|%|%|1 5 VII
H [0]0|0|%|%|%|%|X|%|%]|%|% 4 VIII
I 0[0|0|0|%|%|%|%|X|%|%|%| 35 IX
J 0[0|0]|0|0]|%|%|%|%|X|%|% 3 X
K |0[0|0]|0|0|0|%|%|%|%|X|%| 25 X1
L [0/0]|0|0|0|0]|0|%|%|%|%|X 2 Xl
5 lentelé
Sachm.| A|B|C|[D|E|F|G|H| I |J]|K|L|TASKAI|VIETA
A | X|%|%|%|%|%|1[1|1|1|1|1| 85 I
B |[%|X|%|%|%|%|%[1[1|1|1]|1 8 I
C |[%|%|X|%|%|%|%|%|1|1|1|1]| 75 i
D [Y%|%|%|X|%|%|%|%|%|1[1]|1 7 v
E [%|%|%|%|[X|%|%|%|%|%|1|1]| 65 vV
F |%|%|%|%|%|X|%|%|%|%|Y¥|1 6 VI
G |[0|%|%|%|%|%|X|%|%|Y%|Y|Y 5 VII
H 010 |%|%|%|%|%|X|Y%|%|%|%| 45 | VI
I 00|00 |%|%|%|%|%|X|%|%|% 4 IX
J 0/0|0|0|%|%|%|%|%|X|%|%| 35 X
K |0/0|0]|0]|0|%|%|%|%|%|X|% 3 Xl
L 0/0|0|0|0|0|%|%|%|%|%|X| 25 XI1

Cempionas A darosi vis kuklesnis ir idkyla klausimas, kur yra

,,Fibos®.

Jeigu mes dar padidintume % juosty, tai jau biity nebegerai, nes
zaidéjai F ir G, kurie dabar turi atitinkamai 6 ir 5 taskus, imty abu
turéti po 5,5 tasko, o tai draudzia uzdavinio salyga.

Ka gi mes toliau galétume daryti?
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Toliau mes vienaip ar kitaip turétume prisiminti, kad ,,bet ko-
kiam mazéjimui yra ribos®, arba kad
mes negalime ,,pazeisti* i§Zaisty tasky balanso.

Kadangi 12 Sachmatininky vieno rato turnyre jvyksta 66 parti-
jos, tai ir yra i§zaidziami 66 taskai, todél jei tartume, kad cempionas
galéty surinkti dar maziau, negu jis ka tik surinko, arba jau tik 8
taskus, tai kiti dar maZziau, arba per visus daugiy daugiausiai
8+75+7+65+6+55+5+45+4+35+3+25=105:-6=
=63
taskus, o tai pazeidzia surenkamy balansa.

Gautasis prieStaravimas rodo, kad ¢empionas daugiausiai gali
surinkti 8,5 tasko, jeigu visi surenka skirtingai.

Ats.: Jeigu visi Sachmatininkai surenka po skirtinga tasky skai-
Ciy, tai Gempionas maziausiai gali surinkti 8,5 tasko.

Pastaba. Dar karta atkreipiame démesi, kad mes ne tik tvirti-
name, kiek maziausiai gali sukaupti ¢empionas, bet ir pateikiame
tinkama pavyzdi.

3. Matome, kad Sitas uZzdavinys yra labai giminingas prie§ tai
sprestam uzdaviniui, todél vél pabandykime paimti optimalig to
uzdavinio lentele ir i$ jos iSbraukti paia pirma ir dél ,,pasiekimy
simetrijos“ pacia paskuting komanda. Gausime nauja lentele (Zr. 1
lent.), kurioje like Sachmatininkai ,,pernumeruoti‘ jprastine tvarka,
pradedant nuo raidés A.

1 lentelé
Sachm. [A[B|[C|D|E|F |G |H]| I |J][TASKAI| VIETA
X|%|Y%|%|%|%|1][1|1]1] 65 I
Yo | X|%|Y%|%|¥%|%|1]|1]|1 6 I
Yo Y% | X |Y%|%|¥%|%|%|1|1| 55 i
Yol |%|X|%|%|¥%|%|%|1] 5 v

B IX|%|%|%|%|%]| 45 | V-VI
Bl |%|Y% || X|%|%|%|%] 45 | V-VI
Bl l%|%|% |V | X|Y%|%|% 4 VIl
0% |Y%|%|%|% | X|%|%]| 35 VI
0|0 ||| % |%|%|X|% 3 IX
0|00 | % |%|%|%|X]| 25 X

«|=|Z|®mmo0|w|>
BN
BN
BN
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Matome, kad ,,iSpjautoji lentele* sulygino dvi komandas, todél
dabar galime méginti simetriskai iskirpti i§ ankstesnés lentelés, tos,
kur ¢empionas dar turéjo 9 taskus. Po iprastinio pernumeravimo
gausime kita turnyro rezultaty lentelg (Zr. 2 lent.).

2 lentelé

Sachm. [A|{B|C|D|E|F |G |H]| I |J|TASKAI| VIETA
X|%|Y|L|¥|1|1|1|1]|1 7 |
BiX|Y||||1|1|1]|1 6,5 I
Bl | X|Y|Y||¥r|1|1]|1 6 i
Bl || X|Y|YL|¥|¥|1l]|1 55 v
B XY |Y|Y%|Y%]|1 5 V

Bl || | X | % |%|%|% 4 VI
Bl |Y|% | X |%|% %] 35 VIl
0% | % | Y% |% [ X|%|% 3 VI
0]0]|% | % |%|% | X|%] 25 IX
0]0]0 % |%|%|%|X 2 X

«|=|T|®OMmmo0|m| >
AN
SN
AN

Dabar riipindamiesi, ar maziausiai tasky surinkusi komanda ju
galéty surinkti dar daugiau, kai visos komandos surenka ju
skirtingai, vél zitirésime, ar nepaZeidziamas tasky balansas. Siuo
atveju tasky balansas yra toks, kiek partiju jvyksta deSimties
komandy vieno rato turnyre. O ty partijy deSimties komandy vieno
rato turnyre jvyksta (pasizitrékite i kuria nors lentele)

1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.

Vadinasi, jeigu paskuting vieta uzémusi komanda galéty turéti
daugiau tasky, tai ji turéty bent 2,5
tasko, o kitos atitinkamai dar daugiau, arba per visas kartu jos bty
surinkusios mazy maziausiai

25+3+35+4+45+5+55+6+65+7=95-5=475
tasko, o tai pazeidzia tasky balansa.

Todél matome, kad paskuting vieta uzémusi komanda gali
daugiausiai surinkti 2 taskus.

Ats.: DeSimties komanduy vieno rato turnyre, kur visos koman-
dos surenka po skirtingai tasky, paskutine vieta uzémusi komanda
gali daugiausiai surinkti 2 taskus.
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4. Jeigu komanda yra surinkusi 2 arba maziau tasky, tai ji negali buti
laiméjusi né vieneriy rungtyniy, nes tada ji turéty tris ar daugiau
tasky. Todél ji tada gali buti suzaidusi tik lygiosiomis — ir tai ne
daugiau kaip 2 kartus. Vadinasi, tokia komanda yra maZiausiai tris
kartus pralaiméjusi ir todél bent trims komandoms yra ,,dovanojusi*
po 3 taskus, todél tos trys komandos galutinéje komandy rikiuotéje
bus auksCiau negu miusiské daugiausiai 2 taSkus tesurinkusi
komanda.

Na, o surinkusi tris taSkus komanda gali patekti tarp pirmasias
tris vietas uzémusiy komandy. Tai jvyksta tada, kai pirmosios dvi
komandos laimi pries visas kitas komandas, o visos kitos komandos
visas tarpusavio rungtynes baigia lygiosiomis.

Tokiu atveju bus net keturios komandos, kurios bus
sukaupusios po 3 taskus ir todél bet kaip jas berikiuojant viena kuri
i$ ty keturiy 3 taskus surinkusiy komandy taps treciaja ir pateks i
tolimesni varZyby etapa.

Pateikiame tokia lentele.

Komanda | A[B [C |D | E | F | TASKAI | VIETA
A X133 [3]|3]|3]15 I
B 0 [ X|3 3|3 |3]12 I
C 00| X1 |1 ]1]3 i
D 0|01 | X[|1]1]3 v
E 0011 | X|1]3 \Y
F 0Ojo0jJ1 1|1 X]3 VI

Ats.: Maziausiai reikia surinkti 3 taskus, kad komanda galéty
pakliiiti | tolimesnj varzyby etapa.

5. Jeigu komanda surenka bent 7 taSkus, tai jinai tikrai yra laiméjusi
maZiausiai dvejas rungtynes — kitaip 7 tasku niekaip nesurenkama.
Taciau laiméjusi bent du kartus komanda yra i§ ty dvieju
komandy jau ,,nusiskaiciusi po tris taskus, todél abi tos komandos,
kad kaip gerai jos besuzaisty likusias savo (dvejas) rungtynes, jau
besurinkty tik 6 taskus ir, vadinasi, bity tos ,,7-taskés“ komandos
aplenktos.
Taigi bent 7 taskus surinkusi komanda tikrai uzims bent antraja

147



SPRENDIMAI

vieta ir iSeis i tolimesniji varzyby etapa — ji pogrupyje ,,paskesti
negali.

Na, o surinkusi tik 6 taskus komanda jau gali ,,uzgesti pogru-
pyje*‘. Nurodysime kaip tai gali nutikti. Taip biity, jeigu kurios nors
trys komandos A, B ir C tarpusavyje suZzaisty ,,prie§ viena laimé-
damos, o kitai pralaimédamos® ir visos 3 laiméty prie§ ketvirtaja
komanda D.

Tuomet komandos A, B ir C turéty po 2 pergales ir po vieng
pralaim¢jima ir sukaupty po 6 taskus (komanda D, kaip visoms
joms pralaiméjusi, baigty turnyra be taskuy).

Na, o jeigu jau 3 komandos tikrai, kaip tai yra dabar, turéty
surinkusios visos po 6 taskus, tai tada viena kuri nors i§ ju — rikiuok
kaip tinkamas — tikrai atsidurty treCioje vietoje, arba ,uZgestu
pogrupyje”.

Pateikiame galima tokio turnyro lentelg:

Komanda | A | B | C | D | TASKAI | VIETA
A X[13]0]3 6 I
B 0 | X|3]3 6 I
C 310 X3 6 Il
D 000 X 0 v

Ats.: Pats didziausias taSky skai¢ius, su kuriuo komanda gali
»uzgesti pogrupyje”, yra 6 taskai.

6. Jeigu trumpumo délei mergaitéms paliktume ju vardy pirmasias
raides, tai pirmiausiai galima biity pastebéti, kad kiekviena mergaité
1 aikStele zaisti buvo i$éjusi 12 karty. Konkretumo délei iSvardin-
kime Ausrelés zaistas rungtynes.

Pirmiausiai Ausrelé¢ kartu su Birute suzaidé trejas rungtynes:
vienas prie§ Cecilija su Daiva, kitas prieS Cecilija su Emilija ir
tre¢ias prie§ Daiva su Emilija.

Toliau Ausrelé su Cecilija suzaidé¢ irgi trejas rungtynes: vienas
prie§ Birutg su Daiva, antras prie§ Birut¢ su Emilija ir trecias prie§
Daiva su Emilija. Esant reikalui vadinsime jas atitinkamai ketvirto-
siomis, penktosiomis ir SeStosiomis Ausrelés rungtynémis.

Dar véliau Ausrelé su Daiva irgi suzaidé trejas rungtynes:
vienas prie$ Birutg su Cecilija, kitas prie$ Birutg su Emilija ir treCias

148



PENKTOJI UZDUOTIS

prieS Cecilija su Emilija. Esant reikalui jas atitinkamai vadinsime
septintosiomis, aStuntosiomis ir devintosiomis Ausrelés suzaistomis
rungtynémis.

Galiausiai Ausrelei su Emilija liko suZaisti dar trejas rungtynes
— vienas prieS Birutg su Cecilija, kitas pries Birutg su Daiva ir
treCiasias prie§ Cecilija su Daiva. Tai biity atitinkamai deSimtosios,
vienuoliktosios ir dvyliktosios Ausrelés Zaistosios rungtynés.

Pastebekime, kad mes jau iSvardinome ir beveik visas rungty-
nes apskritai: nes likusios rungtynés jau yra tos rungtynés, kuriose
Ausrelé nedalyvavo. Tokiy rungtyniy yra tik trejos: Biruté su
Cecilija suZaidZia prieS Daiva su Emilija, toliau Biruté su Daiva
susitiks su Cecilija ir Emilija ir galiausiai Biruté¢ su Emilija suzais
pries Cecilija su Daiva. Jas vadinsime atitinkamai tryliktu, keturio-
liktu ir penkioliktu susitikimais.

Nuosekliai vardindami gavome daug konkrecios informacijos:
supratome, kad taip zaidziant ivyksta i§ viso 15 susitikimy ir kad
kiekviena dalyvé dalyvauja 12 i§ 15 ty susitikimy.

Kadangi jvyko 15 susitikimy ,,dvi prieS dvi* ir lygiuju tenise
néra, tai skai¢iuodami, kiek karty i$ viso kas laim¢jo ir kiek karty
kas pralaiméjo, prieiname neginc¢ijamy iSvady, kad ivykus 15 rung-
tyniy yra 30 ,asmeniniy laimé&jimy™ ir 30 ,,asmeniniy pralai-
méjimy’.

Kadangi Ausrelé laiméjo 10 karty, o zaidé 12 karty, tai ji
12 — 10 = 2 rungtynes pralaimé¢jo.

Kadangi Biruté laiméjo 8 kartus, o zaidé ji irgi 12 karty, tai ji
12 — 8 = 4 rungtynes pralaiméjo.

Kadangi Cecilija pralaiméjo 9, o Daiva 7 kartus, tai jos visos,
neskaitant Emilijos, pralaiméjo

2+4+9+7=22
kartus.

Kadangi ,.bendroji pralaiméjimy masé™ yra, kaip jau buvo
paaiskinta, 30, tai visi like

30-22=8
pralaiméjimai yra biitent Emilijos pralaiméjimai.

Priminkime, kad Emilija zaidé 12 karty ir jei jau ji 8 kartus
pralaiméjo, tai vis tieck Emilija yra

12-8=4
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kartus laiméjusi.
Ats. Emilija zaid¢ (kaip ir visos kitos mergaités) 12 karty.
Emilija yra pralaiméjusi 8 kartus.

7. Uzdavinys yra panaSus | 6 pavyzdyje sprgsta uzdavini — skiriasi
tiktai komandy skaicius: pavyzdyje buvo atvejis su 6 komandomis,
0 dabar yra tik 5. Pasizitirékime, kuo tai galéty skirtis. Mes visi
zinome, kad lyginio ir nelyginio komandy skai¢iaus turnyrai skiriasi
bent jau tuo, kad lyginio komandy skaiciaus turnyruose kiekvieng
ratg yra laisva nezaidzianti komanda, o lyginio skai¢iaus komandy
turnyruose tokios komandos néra.

Sprendimo planas yra toks pats kaip ir anksciau: imti abso-
liuciai lyguy atveji, kai visos komandos surenka imanomai daug
tasky, bet visos — po tiek pat tasky ir véliau paméginti kuo maziau
»pabloginti“ vienos kurios nors komandos padéti. O tada vél paban-
dysime irodyti, kad tai ir yra pats geriausias atvejis maziausiai tasky
surinkusiai komandai.

Pats geriausias atvejis, kai visos komandos turi po tiek pat
taSky vél panaSiai yra atvejis, kai kiekviena komanda du Kartus
laimi ir du kartus pralaimi. Turnyriné¢ lentelé tada atrodyty,
pavyzdZiui, kad ir taip:

Komanda [ A |B | C | D | E | TASKAI | VIETA
A X 13 [3]0]0 6 -V
B 0 [ X|[3]3]0 6 -V
C 0 |0 [ X|3]3 6 -V
D 3 /0 |0 |X]|3 6 -V
E 3 13 ]0]0 X 6 -V

Dabar paméginsime kuo maziau ,,pabloginti* kurios nors ko-
mandos padéti. Ir ¢ia jau pastebime skirtuma tarp iSnagrinéto
6 pavyzdzio ir miusy padéties. Pavyzdyje mes galéjome ,,bloginti*
komandos pavyzdj labai Svelniai, nes tik vienu tasku — ten mes
keitéme lygiasias | pralaiméjima (tai tik vieno tasko praradimas), o
dabar mums teks atimti du taskus, nes reikés pralaiméjima keisti
lygiosiomis (o tai dviejy taSky ,,nuskaitymas*).

Taigi imame komanda E ir, pavyzdZiui, jos pergale pries Ko-
manda A pakeiciame lygiosiomis. Turnyriné lentelé tada virsta tokia:
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Komanda | A |B |C |D | E | TASKAI | VIETA
A X 13 [3]|]0]1 7 I
B 0 | X[3]3]0 6 1n-1v
C 0 |0 | X]|3]3 6 1n-1v
D 3 |0 |0 |X]|3 6 1n-1v
E 1 |3 |00 [X 4 V

Vél norétume ,,susamprotauti®, kad geriau pasirodyti, liekant pas-
kutiniu ir turint maziau tasky uz visus, negalima.

Méginame tai padaryti ir gauti prieStaravima.

Sakome vél panasiai: tarkime, kad paskuting vieta uzémusi ir
maziau taSky uz visas kitas surinkusi komanda surinko bent 5 tas-
kus, tada likusios keturios komandos turi buti surinkusios maZiau-
siai po $eSis, arba per visas penkias jos bus surinkusios bent

5+6+6+6+6,
arba bent

29
taskus.

Ir, rodytysi, kad jokio priestaravimo néra, nes 4 komandy vieno
rato turnyre jvyksta 10 rungtyniy ir gali biiti ,,iSZaista* 30 tasky.

Taciau jeigu yra iSzaista bent 29 taskai, tai tame turnyre, kaip
nesunku matyti, gali biti tik vienerios lygiosios (arba juy visai néra).
Taciau, jeigu paskutinioji komanda turi lygiai 5 taskus, tai tada ji
yra dvejas rungtynes suZaidusi lygiosiomis — o bent 29 taSkus
“i§zaidusiame turnyre” gali bti daugiausiai vienerios lygiosios.

Tai jau prieStaravimas, jei imtume atveji su lygiai penkiais
taskais.

Na, o0 jeigu paskutinioji komanda turéty daugiau kaip 5, tai tada
— bent 6, o likusios keturios komandos tada — bent po 7, arba per
visas penkias komandas jau susirinkty bent

6+7+7+7+7,
arba

34
tadkai, o tai jau ,tradicinis* prieStaravimas, toks pats kaip 6 pa-
vyzdyje.

Ats.: 5 komandy turnyre maZziau uz visas kitas komandas tasky
surinkusi komanda gali surinkti daugiuy daugiausiai 4 taskus.
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8. Sakykime, kad turnyre dalyvavo n komandy, o paskutiniaja vieta
uzémusi komanda laiméjo ne maziau kaip 25%, arba ketvirtadali
savo Zzaisty rungtyniy. Kadangi n komandy turnyre kiekviena
komanda zaidZia n—1 rungtynes, tai paskutinés komandos bent
ketvirtadalis laiméty rungtyniy jau turi jai atnesti maziausiai

2(n-1) n-1
4 2

tasky.
Vadinasi, prieSpaskutiné komanda juy turi turéti jau bent
n-1
—+1,
2
prieSpaskutiné
n-1 +2
2
ir taip toliau. O antroji komanda turi turéti bent
n—1+(n_2)= n_1+ 2(n-2) _ 3n-5
2 2 2 2

taskus.

Galiausiai pati pirmoji komanda, kadangi visos komandos turi
skirtingai tasky, ju turi turéti dar maziausiai bent vienu taSku
daugiau, arba jau nors

n-1

5 +(n-1).

Taigi visos tos n komandy, skai¢iuojant jy visy surinktus visus
taskus, ju turi turéti mazy maziausiai

n-1,n-l,1. n_1+2+...+n—_1+(n—1).

2 2 2 2

Sumuodami §ig i$raiSka turime sudéti n karty pasikartojantj
démenj

n-1

2
ir dar suma
1+2+3+...+(n-1).

Abi Sios sumos yra lygios po

152



PENKTOJI UZDUOTIS

n(n-1)
>
todél sudéje gausime

n(n-1).

Taciau n komandy ledo ritulio turnyre, vykstan¢iame vieno
rato sistema, kaip Zinoma, i$ viso suzaidZziama

n(n-1)
2
rungtyniy ir todél yra “i$zaidziama” antra tiek, arba

n(n-1)
taskuy.

Bet tai yra tiek pat tasky, kiek tos visos n komandy maziausiai
gali turéti. Todél visi visy komandy tasky ijverciai virsta tiksliais
taSky skaiciais ir i§ ¢ia mes i$ karto matome, kad, pavyzdZiui, bent
25% paskutiniosios komandos pergaliy turi biti lygut lygiai 25%
paskutiniosios komandos pergaliy (ir daugiau jokiy kity tasky).

Kitaip sakant, n turi buti toks, kad 25% suzaisty rungtyniy
bty sveikasis skaiius, o tai, savo ruoztu, yra tas pats, kaip pasa-
kyti, kad suzaisty rungtyniy skaicius n-1 dalijasi be liekanos i$ 4,
arba kad n tegali baiti 5, 9, 13, ... .

Pati uzdavinio salyga jau yra atmetusi skaiciy 5, todél kitas
maziausias galimas turnyro komandy skai¢ius yra 9.

Taciau antroji komanda tegali buti laiméjusi ne daugiau kaip
40% savo Zzaisty rungtyniy, vadinasi, kitas rungtynes ji geriausiu
atveju gali biiti suzaidusi lygiosiomis ir todél ji tegali turéti daugiy
daugiausiai

2-2(n-1) N 3(n-1) 7(n-1)

5 5 5

tasky.
Kadangi visi miisy anks¢iau minéti tasky jverciai yra tikslis,
tai, vadinasi antroji komanda turi lygiai

3n 5
+(n-2)=
tasky ir todel turi gahotl nelygybé
n21+( _g)< (Y 7(n- 1)
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Padauging i§ 10 turétume

5(n-1)+10(n—2) <2-7(n-1),
arba

15n-25<14n-14),

o tai reiskia, kad

n<11.

Todél n = 9 lieka vienintelé galima n reikSmé ir dabar belicka
uzpildyti lentele, zitirint, kad paskutiné komanda turéty 2 pergales,
nes pergaliy turi biti ketvirtadalis nuo Zaisty rungtyniu skaiciaus, o
Zaistos yra 8 rungtynés. Antroji komanda gali laiméti ne daugiau
kaip 40% zaisty rungtyniy, vadinasi pildydami lentele, turime
zitréti, kad antrajai komandai ,,nepaskirtume” daugiau kaip tris
pergales. Trys pergalés aStuoniose zaistose rungtynése yra 37,5%
pergaliy, o 4 pergalés jau buty 50% .

Belieka uzpildyti lentelg, kur paskutinioji komanda turi 2
pergales ir iS viso 4 taSkus, o kitos komandos “kopia” aukstyn,
surinkdamos vis po taska daugiau.

Pateikiame viena tokios lentelés pavyzdi.

Komanda |A[B|C|D|E|F|G|H]| I [TASKAI |VIETA

A X111 ]1)2|2|2]|2 12 I

B 1 X|1]1]1]2|1]2]2 11 I

C 11 | X|1]2]1]1]1]2 10 I
D 111 [ X|1|1]1]1]2 9 v
E 11|01 | X[1]1]1]2 8 V

F 0|01 |11 [X]|1]|1]2 7 Vi
G Oj1 (1 )J1]1]1 | X]|1]0 6 VIl
H 0jo0j1)]1 1|11 |X]|0 5 Vil
| 0j0jo0ojo0ojojoj2]2|X 4 IX

Ats.: Salygoje apraSytas turnyras yra imanomas, jame turi
dalyvauti 9 komandos, o galima tokio turnyro lentelé yra pateikta
auksciau.

9. Pasiziaréje i pateiktus rezultatus matome, kad komanda A yra lai-
méjusi visas trejas Zaistas rungtynes, o likusios komandos tarpu-
savio susitikimuose yra laiméjusios tik vienerias rungtynes (ta pa-
daré komanda B).
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Pries ka ji yra laiméjusi, pasakyti yra labai paprasta, nes visos
komandos turi po pralaiméjima (komandai A), todél komanda B yra
laimé&jusi biitent prie§ komanda D, nes tik ji turi 2 pralaiméjimus.

Visos kitos rungtynés turi biiti pasibaigusios lygiosiomis.

Todél rungtyniy rezultaty lentelé yra tokia:

Komanda A B C D
A XOXXXXXXXXX X [PERGALE PERGALE [PERGALE
B PRALAIMEJIMAS XXXXXXXXXXX [LYGIOSIOS [PERGALE
C PRALAIMEJIMAS [LYGIOSIOS XXXXXXX |[LYGIOSIOS
D PRALAIMEJIMAS [PRALAIMEJIMAS [LYGIOSIOS XXXXXXX

Liko nustatyti konkre¢ius ty laiméty, suzaisty lygiosiomis ir
pralaimétuy rungtyniy rezultatus.

Pasizitréje i turnyro lentelés imusty ir praleisty jvarciy skirtu-
ma matome, kad komanda B turi pergale¢ ir pralaiméjima ir po tiek
imusty ir praleisty ivarciy.

Vadinasi, komanda B laim¢jo ir pralaiméjo tokiu paciu jvarciy
skirtumu.

Toliau, komanda C turi viena pralaiméjima ir dvejas lygiasias
ir yra vienu jvarciu daugiau praleidusi negu imususi. Vadinasi, savo
vieninteles pralaimétas rungtynes (komandai A) ji pralaiméjo vieno
[varcio skirtumu.

Ty pralaiméty rungtyniy rezultatas tada galéty buti tik 0:1 arba
1:2 ( nes komanda A yra praleidusi tik viena ivartj per visas trejas
rungtynes.

ISnagrinésime abu atvejus.

Pirmas atvejis:

Koman- A B c D [imustal &
da leista
A XXXXXXXXXXX PERGALE 1:0 PERGALE 5 1
B PRALAIMEJIMAS [ XXXXXXXXXXX|LYGIOSIOS| PERGALE 2 2
C 0:1 LYGIOSIOS XXXXXXX|LYGIOSIOS|| 5 6
D PRALAIMEJIMAS|PRALAIMEJIMAS|LYGIOSIOS| XXXXXXX| 3 6

Sis atvejis yra nejmanomas, nes tada komanda C per kitas dve-
jas lygiosiomis suzaistas rungtynes turi pelnyti 5 {varcius. Taciau to
negali buti, nes zaisdama lygiosiomis su komanda B ji tegali suzaisti
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rezultatu 0:0 arba 1:1, nes kitaip komanda B, kaip turinti bendra
imusty ir praleisty jvar¢iy balansa 2:2 jau nebegaléty, nebemusdama
daugiau jvar¢iy dar viena karta laiméti ir viena karta — pralaiméti
(jos imusti ir praleisti jvarciai jai to ,,nebeleisty* padaryti).

Taciau jeigu komanda C tegali imusti ne daugiau kaip viena
ivart] zaisdama lygiosiomis su komanda B, tai tada ji turi imusti
bent 4 jvarCius zaisdama lygiosiomis su komanda D. Tai irgi
neimanoma, nes komanda D apskritai téra imususi 3 ivarcius.

Todél pirmas atvejis yra nejmanomas.

Nagrinéjame antra atveji.

Koman- A B c D Imus P_ra-
da -ta | leista
A XXXXXXXXXXX |PERGALE 2:1 PERGALE 5 1
B [PRALAIMEJIMAS XXXXXXXXXXX [LYGIOSIOS PERGALE 2 2
C 1:2 LYGIOSIOS XXXXXXX [LYGIOSIOS 5 6
D [PRALAIMEJIMAS [PRALAIMEJIMAS [LYGIOSIOS [XXXXXXX 3 6

Dabar komanda A per likusias 2 pergales imusa tris ,,sausus
ivarcius — todél yra tik du atvejai:
2:0 su komanda B ir 1:0 su komanda D
arba, atvirksciai,
1:0 su komanda B ir 2:0 su komanda D.
Pavaizduokime juos abu:

Koman- A B c D |mustal "
da leista
A POOXXXXXXX 2:0 2:1 1:0 5|1
B 0:2 XXXXXXXXXXX|LYGIOSIOS| PERGALE | 2 | 2
c 1:2 LYGIOSIOS | XXXXXXX|LYGIOSIOS| 5 [ 6
D 0:1 PRALAIMEJIMAS|LYGIOSIOS|XXXXXXX| 3 | @

Koman- A B c D |musta| "
da leista
A POOOXXXXXX 1:0 2:1 2:0 5 1
B 0:1 XXXXXXXXXXX [LYGIOSIOS| PERGALE | 2 2
C 1:2 LYGIOSIOS | XXXXXXX|LYGIOSIOS| 5 6
D 0:2 PRALAIMEJIMAS|LYGIOSIOS|XXXXXXX| 3 6

Pirmu atveju komanda B turi laiméti rezultatu 2:0 su komanda
D ir rezultatu 0:0 suzaisti su komanda C. Tuo atveju komanda D,
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10.

suzaidusi dvejas rungtynes su A ir B rezultatais 0:1 ir 0:2, treciasias
rungtynes su C turéty suzaisti rezultatu 3:3.

Bet tai yra blogai, nes tada komanda C turéty 4 imustus ir 5
praleistus ivarcius, o taip negali biiti.

Antru atveju komanda C per dvejas lygiosiomis suZaistas
rungtynes turi imusti keturis jvarcius { varzovy vartus ir praleisti 4
ivaréius i savo vartus. Zaisdama su D ji gali suzaisti ,,aukscCiausiai®
rezultatu 3:3, 0 su B — rezultatu 1:1 ir kitaip nejmanoma dél
komandos B jvar¢iy balanso. Tada B privalo rezultatu 1:0 laiméti
pries komanda D. Gauname tokia galuting turnyro lentelg:

Koman- A B c D lmustal &
da leista
A [XXXXXXXXXXX 1:0 2:1 2:0 5 1
B 0:1 IXOCOCXXXXXKKK 11 1:0 2 2
C 1:2 1:1 XXXXXXX 3:3 5 6
D 0:2 0:1 33 XXXXXXX]| 3 6

Si lentel¢ ir yra uzdavinio atsakymas.

Imkime komanda, kuri yra surinkusi daugiausiai taSky. Jeigu tokiy
komandy yra daugiau negu viena, tai imkime bet kuria i§ tokiy
komandy. Pazymékime ja pirmaja komanda (komanda I). Tuomet
I komanda yra sukaupusi tiek tasky, kad daugiau tasky uz ta
| komanda jokia kita komanda neturi.

Salygoje garantuota, kad ir [ komanda turi pralaiméjimy. Imki-
me bet kuriag komanda, kuriai I komanda yra pralaiméjusi ir pava-
dinkime ja komanda III.

Dabar nagrinéjant I1T komandos ,.turnyring karjera” yra galimi
2 atvejai.

1. IS ty likusiyjy 8 komandy atsiranda tokia komanda, kuria I
komanda yra nugaléjusi, o III komanda yra jai pralaiméjusi. Jeigu
tokia komanda atsiranda, tai pavading ja Il komanda, jau turésime
tokias tris komandas, Kurias surasti miisy ir buvo prasoma.

2. Jeigu Il komanda yra laiméjusi prie§ visas tas komandas,
pries kurias yra laiméjusi | komanda, tai tada III komanda, kaip dar
laiméjusi ir prie§ ta I komanda, jau turéty daugiau tasky uz |
komanda, o tai jau prieStarauty | komandos pasirinkimui (ji buvo i3
ty komandu, uz kurias daugiau tasky niekas neturi).
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UZzdavinys yra iSsprgstas.

Matome, kad uZdavinio sprendimas visiSkai nepriklauso nuo
tokiame turnyre dalyvaujanéio komandy skaiciaus — svarbu tik tai,
kad zaidziama be lygiyju ir kad kiekviena komanda turi pralai-
méjimy.

Ats. Kiekvienu atveju rasis tokio trys komandos, Kkurios
,Cikliskai* viena kitai pralaimi.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Atkreipkime démesi, kad sekos trupmenu skaitikliai ir vardikliai
yra aritmetiniy progresijy nariai:
3+5(n-1)=5n-2 ir 4+5(n-1) =5n-1.

Todeél duotoji seka yra [SH — 2) .
5n-1

Ats.: a, =5n_—2.

5n-1

111111 1

51 21 11 2;51101 17,....

a) Seka néra nei didéjancioji, nei mazéjancioji, nes & < a, <az =1,

0ag>a,>ag>ag>a; >....

2. Uzrasykime seka isskleistu pavidalu:

b) Seka aprézta i§ virSaus: X, <1, neN (iS kvadratinio trinario
n2—6n+10 savybiy).
c) Seka aprézta i§ apacios: X,>0, neN (n2 -6n+10>0 su
visomis natiiraliosiomis n reikSmémis ir kvadratinio trinario
n?—6n+10 reikimés neapréztai didéja, kai n — +o).

Ats.: a) nei didéjancioji, nei mazéjanioji; b) aprézta i$
virsaus: x, <1, ne N ; c) aprézta i§ apacios: X, >0, ne N..

3. Pagal salyga sudarome ir sprendziame lygciy sistema:

as + ag = 40, a, +6d =20,
=
a7+a13:58 al+9d:29
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(pasinaudojome aritmetinés progresijos bendrojo nario formulémis:
ag =& +4d,ay=a,+8d,a; =g +6d, a3 =a +12d).
ISsprendg pastaraja lyg€iy sistema, gauname: g =2,d =3.

Ats.: gy =2.

4. Pagal salyga sudarome ir sprendziame lygciy sistema, apskaiciuo-
jame progresijos tre€iaji nari:

(-1 _, |TE-D g,

3
-1
6 = 6y =43 0-1 =
b@-1)_ g, |B@-D_ g, q®=-8
g-1 g-1
=4,
:»{bl_ )= by =4-(-2)*=16.
Ats.: by =16.
5. I8 ribos apibrézimo:
1,1 n 1 1

X == 5= <=
2'"2 2n+1 2(2n+1) 100

Pastarosios nelygybés maziausias natiiralusis sprendinys yra
n=25.

Ats.: n=25.
12 1,
(3412 (n-1)? @+ )7 -0=0" o
6. lim 5 = =<>2=2.
N—>+00 (2n-3) N—>+00 - E)Z 2
n
Ats.: 2.
3 4
7 0im| 20 -3 im a——3y-1- 2 355
N—>+o0 1_2n4 N—+o0 i_z -2 2
4
n
Ats.: 2,5
(1 1 1 1 j
8. lim|-+—+— =
n>+o\ 3 15 35 4n? -1
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. 1 1 1 1
=lim|l——+—+. . +——— | =
n—>+o\ 1.3 3-5 5. (2n-1)-(2n+1)

1

7

. 11 1, 1.1 1 1 1 1
= lim 1- =(=-= ——= ) —— =)=
na+oo( ( ) 2(3 5) 2(5 7) 2(2n—1 2n+1))
. 1 1 1 1
= lim|=—=- =—.

n>+ol 2 2 2n+1 2

Ats.: 0,5.

1+n

n+2 2 N>+l N+2 2

_im [DO+D ) [n(n_+1_ )j_
s 2(n+2) 2 n—>+oo 2 n+2 -

. n n+l n n+l . n
- n»+oo(2 (n__l)j a nL+oo( (__ )j - nLIToo[_ 2(n+ Z)J -

7.n
o Iim(1+2+3+...+n nJ:Iim 2 n

N—+o0

1 1
—_ lim =
n—+o 2(1 7) 2
Ats.: —0,5.
10. Iim(\/n2+n+1—\/n2—n)=
N—+0
~lim (WnZ+n+1-vn?—n)-(WnZ+n+1+vn’-n)
N=>+e0 \/n +n+1+\/n -n
1
on+1 . 2+ 2
= lim = lim =—=1
n—>+oo\/n +n+l+\/n n—)+oo\/1+1+1+\/1_1 2
n n? n
Ats.: 1.
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SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Piramidés SABCD aukstiné SH su Soninémis briaunomis sudaro
lygius kampus a, todél statieji trikampiai SAH, SBH, SCH ir SDH
yra lygis (ju statinis SH — bendras, o
smailieji kampai prie jo yra lygis a).
Taigi AH=BH =CH =DH , t.y. taSkas
H yra sta¢iakampio ABCD istrizainiy san-
kirtos taskas (1 pav.). IS staciojo trikampio
SAH randame AH =htga. Tarkime, kad
AD < AB, t.y. kampas AHD - smailusis
ir jis lygus B. Nubréziame HE L AD ir i$
trikampio AHE randame

AD =2AE =2AH sin%: 2htgasin%,

AB =2HE =2AH cos% = 2htgoccos%.
Taigi piramidés pagrindo plotas
S = AB- AD = 4h*tg%a. cos%sin % = 2h%tg2asinp,
o0 piramidés tiiris

1 2,3 9 .
V ==Sh==h%t sin .
3 3 gasinfp

Ats.: %h?‘tgzasin B.

2. Taisyklingosios trikampés piramidés ABCD
pagrindas ABC yra lygiakrastis trikampis, o
Soninés sienos ABD, BCD ir ACD yra lygus
lygiaSoniai trikampiai (2 pav.). Nubrézkime
piramidés aukstine DH, tai tiesiy AD, BD ir c 4
CD ortogonaliosios projekcijos pagrindo
plokStumose yra tiesés AH, BH ir CH, taigi
/DAH = Z/DBH = Z/DCH =0a. Kadangi

statieji trikampiai ADH, BDH ir CDH yra 2 pav. A

m
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lyglis (ju statinis DH — bendras, o smailieji kampai lygis a), tai
AH =BH = CH. Taigi taSkas H yra apie trikampj ABC apibrézto
apskritimo centras. IS trikampio ADH turime AH = ADcosa =

=lcosa. Nubréziame CE L AB, tuomet AE =%AB = AH cos30°,

ty.

NE

AB =2| -7005a =+/31cosa.
Pagrindo ABC plotas

V3 33

s =L AB2sin60° = 312 cos2 . Y3 = 33 12052,
2 2 2 4

IS trikampio ADH randame piramidés auksting DH =1sina, taigi

J31®

8

sin2o.cos aL.

piramidés tiiris V = 155 .DH =

V3

Ats.: ?I3sin 20.COS L.

3. Kadangi taisyklingosios piramidés ABCD pagrindas — taisyklingasis

trikampis ABC, o jo krastinés ilgis lygus a, tai piramidés pagrindo

2
a f Nubrézkime Soniniy
sieny ABD, BCD ir ACD aukstines DCy,
DA, ir DBj, o taip pat piramidés
auksting DH (3 pav.). Ties¢s HC;, HA
ir HB; yra tiesiy DC;, DAy ir DB;
ortogonaliosios  projekcijos piramidés
pagrindo plokStumoje, todél pagal triju
statmeny teorema 3 pav.
HC, L AB, HA L BC, HB; L AC,

t.y. kampai DC;H, DB/H ir DAH yra dvisieniy kampy, kuriuos

sudaro piramidés pagrindo plok§tuma ir $oniniy sieny plok§tumos,
tiesiniai kampai, taigi «DC/H =ZDBH =ZDAH =a. 15 tri-
kampiy DC;H, DBH ir DAH lygumo seka, kad HC, = HB, =

plotas S =
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=HA, t.y. taSkas H yra { trikampi ABC ibrézto apskritimo centras.
IS formulés S = pr (&ia p — trikampio ABC pusperimetris) randame

2413
s 274 a3
Sio apskritimo spinduli r = —=———=——. I§ staciojo trikampio
p 3 6
2

DAH randame piramidés auksting

DH = A HtgB =rtgf = a—ftgﬁ
ir ieSkomaji piramidés turj
1 a’tgp

V=2S.DA=>"2F
3 24

3
Ats.: LQB.

. Sakykime, kad piramidés ABCD pagrindas — lygiaSonis trikampis
ABC, AC=CB, jo perimetras lygus 2p (4pav.). Todél
ZA=/B=oq. Nubrézkime
piramidés sieny aukstines
DA L BC, DB;LAC, DC, L AB,
0 taip pat piramidés auksSting DH.
Ties¢es AH, BH ir CH yra
atitinkamai tiesiy DAy, DB; ir DCy
ortogonaliosios projekcijos piramidés
pagrindo plokStumoje, todél pagal
trijy statmeny teorema

HA, L BC, HB, L AC, HC; L AB.
Taigi kampai DAH, DBH ir DC/H yra dvisieniy kampy tarp
piramidés pagrindo plokstumos ir jos Soniniy sieny plokStumy
tiesiniai kampai, t.y. ZDAH =2DBH =«DC;H =f. Statieji
trikampiai DAH, DBH ir DC{H yra lygus, todél HA =HB, =
=HC,. Taigi taSkas H yra i trikampji ABC jbrézto apskritimo

C
4 pav.
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centras. Pazymékime AC =CB=x, tuomet AB=2p-2x. Ka-
dangi i8 staciojo trikampio ACC; % =Cosa, tai

AB =2AC,; =2ACcosa =2xcosa.
P

IS lygties 2p-2x=2xcosoa randame x=—-——— todél
1+cosa
AB = m. Trikampio ABC plotas
1+cosa
2 -
S == AB- ACsin o = 2SN ACO5C
2 (1+cosa)

Ibrézto { trikampi ABC apskritimo spindulj r = AH =BH =C;H

_ psinacosa

randame i§ lygybés S=pr, ty. r 5 18 staciojo
(1+cosa)
trikampio AJHD randame piramidés auksting

DH = A Htgp = rtgp = psmacosa';g[}
(1+cosa)

ir piramidés tiris

3in?2 2
V=£S-DH _ p7sin“acos ?th_
3 3(1+cosa)
3in?2 2
Afs. p°sin© o.cos” atgp
T 3@+cosa)t
5. Sakykime, kad kiigio vir$iiné — taskas S, duo- S

toji plokStuma kerta kiigi sudaromosiomis SA ir
SB, taskas O - kiigio pagrindo apskritimo
centras, tuomet ZOSA=a (5 pav.). Trikampio O

ABS plotas yra ieSkomasis pjavio plotas.

Nubrézkime jo auksting SD, tai ties¢ OD yra

jos ortogonalioji projekcija kiigio pagrindo ‘m‘
plokStumoje, todél pagal triju statmeny teorema

tiesé OD yra statmena tiesei AB, taigi kampas A D B
ODS yra dvisienio kampo tarp kiigio pagrindo
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plokStumos ir kertanciosios ploksStumos tiesinis kampas, t.y.
Z0DS =f. I8 staCiojo trikampio AOS randame kiigio pagrindo
spinduli R=0A= htga, o i§ statiojo trikampio OSD gauname

OD =hctgp, DS = %ﬁ IS trikampio OAD gauname
Si

AD =+/AO? —0D? = h\/tgza—ctng,
taigi pjiivio plotas

2
S—lAB DS=—— h w/tg o-— cth
2 sinf
2
Ats.: S_hTB\/tgzoc—ctgzﬁ.
i

Staciakampio gretasienio ABCDAB,CD; istrizain¢ BD; su Sonine

kraStine BB; sudaro kampa o (6 pav.). Tiesés B;D; ortogonalioji

projekcija  plokStumoje ABB;A; yra tiese AB;. Kadangi

AB, 1 BB, tai pagal triju statmeny teorema tiesés B;D; ir BB;

yra statmenos. Todél i§ staciojo trikampio BD;B; gauname
BB, =lcosa, BD;=Isina. D,

Jei x ir y — gretasienio pagrindo N ¢
krastinés, tai 2x+2y = p, A LN
1 ! N\ 1
x% +y? =BD? =B,DZ =12sin% . LN
Jio NN .

P el . ~ c
Lygybe x+ y:E keliame kvadratu 7 Nel
o | . A¥ :
ir vietoje X2 + y2 iraSome reikSme 6 pav B

12sin® o.. Gauname
p’ p*
Izsin2a+2xy=T, t.y. xyz—(T—lzsinzocJ.

Gretasienio taris
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7. Kiugio sudaromosios SA ir SB sudaro kampa o (7 pav.), taSkas O
yra kiigio pagrindo centras. NubréZziame trikampio SAB auksting
SD, tuomet tiesé OD yra tiesés SD ortogonalioji projekcija kiigio
pagrindo plokstumoje. Todél dvisienio kampo tarp kiigio pagrindo
plokStumos ir kuigi kertancCios plokStumos tiesinis kampas yra
kampas ODS, taigi £ODS =p. I8 sta¢iojo trikampio ODS randame

OD =hctgp, SD:_LB. IS staciojo trikampio ASD turime
sin

htg—
AD = SDtg—:—é I§ staciojo trikampio AOD randame kiigio
sin

pagrindo spinduli S

AO =+/AD? +OD? =

h 2 A 2

=——./tg°—+cos

sinp \ 93 g m‘
ir kiigio tiir

1

h3
vzgon?hz

r_ 1
3 sin?p

3
As.: &P [tgzﬁ+cos2 Bj.
3 sin?pl > 2

(tg2 %Jr cos? Bj . 7 pav.

8. Taisyklingosios keturkampés piramidés kampai prie vir§tinés
ZASB=2/BSC =~2CSD =2/DSA=a (8 pav.). Sakykime, kad 3 —
dvisienio kampo tarp pagrindo plokStumos ir Soninés sienos
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didumas. Taikome kosinusy teorema
trisienio kampo su virStine A dvisieniam
kampui, kurio briauna AB:

cos £ SAD = cos £ SAB - cos £ DAB +

+sin £ SAB-sin £ DAB - cos.
Kadangi

45AD=43AB=1802_°° —90° -2,

2 DAB =90°, tai i$ ¢ia gauname
o . o o
sin > sin 5 0+ cos > 1-cosf, t.y. cosp=tg >
Jei y — dvisienio kampo tarp piramidés Soniniy sieny ASB ir
ASD didumas, tai kosinusy teorema trisienio kampo A dvisieniam
kampui, kurio briauna AD, leidzia parasyti lygybe
cos £ DAB = cos Z SAB - cos £ SAD +sin ZSAB -sin ZSAD - cosy,

ty. 0=sin? %y cos? % .cosy. Taigi cosy=—tg? <.
2 2 2

(0 2

Ats.: a) tg—; b) —tg°—.

) 197 b) 19"

. Tiesé¢ AE yra plokstumoje ABB;A;, o ties¢ BD Sia plokstuma kerta
taSke B (9 pav.). Ties¢ BA yra tie-

sés BD ortogonalioji projekcija Dy C,
plokStumoje ABB;A; . Pagal (2) ly- | £
|
gybe A : 1
cos = cos Z (AE, BD) = :D
=co0s Z (BD, BA)-cos Z (BA, AE). 0 N ——~>C
Akivaizdu, kad A 4
Z(BD, BA) = 45", F B
9 pav.

Nubréze EF L AB ir pazyméje
kubo briaunos ilgj a, randame, kad

Aﬁ:%a, AE =/ AAZ + A E? =§a,
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taigi
cos Z (BA, AE) =cos Z (FA, AE) =£:i.
AE 5
Todél
5 \/10
1
Ats.: arccos———.
/10
S

10. Nubrézkime duotojo kiigio aSini pjuvi
(10 pav.), trikampio ASB krastinés SA ir SB ‘k

yra kiigio sudaromosios, taskas O — { kiigi

ibrézto rutulio centras. Kadangi ties¢ DB yra Q
tiesés SB ortogonalioji proporcija kiugio & . \
pagrindo plokstumoje, tai kampas SBD yra p A N B
kampas tarp kiigio sudaromosios ir kiigio D
pagrindo plokstumos, t.y. ZSAD =SBD =a. 10 pav.

Pazymékime DB =r, tuomet kiigio aukstiné SD =rtga, o ibrézto
rutulio spindulys OD = rtg%. Taigi ktigio taris

Vv, :%n- DB?-SD =%n- ritga,

0 rutulio taris

V, =2 rop? = 3g3
3 3 2
tgor 2tg%
I$ salygos V; :V, =k gauname 0 k. Kadangi tgo = "
4tg3E 1—thE
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Pazyméje tgz%:y>0, turime 2ky2—2ky+1=0. Sios lygties

2_
sprendiniai ylyzz%. Kadangi k>0, tai k?—2k>0,
kai k>2. Kai k>2, k2—2k<k,muk VkT=2k ), Taigi,

kai k >2, abiy reik§més galimos, kai k=2, y; =Yy, = % >0. I3 ¢ia

za k++k% -2k k +k? -2k

seka, kad t , t.y. a=2arctgy ——,
g 2K y. o g 2K
kai k > 2.
+/k? -
Ats.: 2arctg % kai k> 2.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Reikia rinktis 2-aji buda. Pirmasis btidas negeras, nes zmonés sub-
jektyviai renkasi skaicius, t.y. skaitmens parinkimas labai priklauso
nUo Zmogaus — vienus skaitmenis Zmonés mégsta labiau, kitus ne.
Antrasis budas gana geras. Kai sekundziy rodyklé yra tarp 6n ir
6(n+1), o Sios laiko dalies ilgis 6(n+1) — 6n = 6 sek. yra lygus 1/10
minutés ilgio, tai skaitmens n pasirodymo tikimybé yra lygi 1/10.
Taigi skaitmenys 0, 1, 2, ..., 9 gali pasirodyti su vienoda tikimybe
lygia 1/10 ir yra pakankamai atsitiktiniai.

. Meskime moneta du kartus. Raide H pazymékime atveji, kai
i8krinta herbas, raide S, kai skai¢ius. Tuomet galimi keturi atvejai:
HH, HS, SH, SS (pirma raidé Zymi pirmo monetos metimo
rezultata, antra — antro metimo). Visy $iy atveju pasirodymo

tikimybés vienodos ir lygios % Taigi atsitiktini skaitmenj i$§

keturiy skaitmeny 0, 1, 2 arba 3 galime pasirinkti tokiu budu. Jeigu
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dukart metant moneta iSkrinta HH, renkamés 0, jeigu iskrinta HS,
renkamés 1, jeigu iSkrinta SH, renkamés 2, o jeigu iSkrinta SS,
renkamés 3.

3. Skai¢iuojant kvadrato vidurio metodu n-asis p. a. S. yra gaunamas
paémus vidurinius (n — 1)-0jo p. a. s. kvadrato skaitmenis. Taigi

2,=0,328711, a,°=0,108050921521,
a;=0,050921, a;°=0,002592948241,
2,=0,592948, a,°=0,351587330704,
a3=0,587330, a;°=0,344956528900,
a,=0,956528, a,°=0,914945814784,
a5=0,945814, a;°=0,894564122596,
a;=0,564122, a,°=0,318233630884,
a;=0,233630, a;°=0,054582976900,
a3=0,582976, as°=0,339861016576,
2,=0,861016, ay°=0,741348552256,
a10=0,348552.

4. Tiesinés kongruentinés sekos nariai gaunami pasinaudojus formule
Xna =(@X, +c)modm, n>0. Taigi

X1=3-1+4=7,
Xy =3-7+4=25=10mod 15,
X3=3:10+4=34=4mod15,
X4=3-4+4=16=1mod 15,
Xg5=3-1+4=7,
Xe=10, X;=4, Xg=1 Xg=7, Xp0=10.

5. Kadangi 45 skaidinys pirminiy skai¢iy laipsniais yra 45 = 3% 5, tai
i5 1 teoremos turime, kad a -1 turi dalytis i§ 3 ir 5. Todél
maZiausias a, nelygus 1 ir tenkinantis 1 teoremos salygas, yra 16.
Taigi a = 16. IS 1 teoremos taip pat turime, kad ¢ ir m turi biti
tarpusavyje pirminiais. Toks skaiCius i§ intervalo [9;12] yra tik 11.
Taigi ¢ = 11. Visa seka gausime pasinaudoje formule
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X4 =@6X, +11) mod 45, n>0.
Taigi

X1=16-0+11=11mod 45,

X5 =16-11+11=7mod 45,

X3=16-7+11=33mod 45, ...
Visa seka, iSraSyta eilés tvarka, atrodo taip:

0,11,7,33,44,40, 21, 32, 28, 9,

20, 16, 42, 8, 4, 30, 41, 37, 18, 29,

25,6,17,13, 39,5, 1, 27, 38, 34,

15, 26, 22, 3, 14, 10, 36, 2, 43, 24,

35,31, 12,23,19,0, ...

6. Tolygiai intervale [0; 1] pasiskirs¢iusi seka gali baiti gaunama pasi-

Xn . Taigi

m

U _% .y U, _1 02444, .
45 45

Visa seka, i§rasyta eilés tvarka, atrodo taip:

0,0000; 0,2444; 0,1556; 0,7333; 0,9778; 0,8889;
0,4667, 0,7111, 0,6222; 0,2000;

0,4444, 0,3556; 0,9333; 0,1778; 0,0889; 0,6667;
0,9111, 0,8222; 0,4000; 0,6444;

0,5556; 0,1333; 0,3778; 0,2889; 0,8667; 0,1111;
0,0222; 0,6000; 0,8444; 0,7556;

0,3333; 0,5778; 0,4889; 0,0667; 0,3111; 0,2222;
0,8000; 0,0444; 0,9556; 0,5333;

0,7778; 0,6889; 0,2667; 0,5111; 0,4222; 0,000; ...

naudojus formule U, =

7. Tiesinés kongruentinés sekos galingumu vadinamas maziausias
skai¢ius s, su kuriuo (a-1)° yra modulio m Kkartotinis. Kadangi
405 = 3* 5, tai i$ 1 teoremos gausime, kad a — 1 turi bati 3-5 = 15
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kartotinis, t.y. a — 1 = 15k. I3 ¢ia iSplaukia, kad jeigu k nesidalija i$

3, tai (a — 1)° bus 405 kartotinis, kai s = 4, ir jei k dalijasi i$ 3, tai s

bus mazesnis ir galingumas taip pat mazesnis. Taigi k galime

parinkti lygius 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 23,

25, 26. Taip parinkus k daugiklis a, kad seka turéty maksimaly

perioda su didziausiu galingumu lygiu 4, gali biiti vienas i$ skaiciy:
16, 31, 61, 76, 106, 121, 151, 166, 196, 211, 241, 256, 286, 301,

331, 346, 376, 391.

. Tiesinés kongruentinés sekos su maksimaliu periodu koreliacijos
koeficientas bus maZiausias (Zr. 2 teorema), kai

¢ 1i1 3207887 arba0,2113,

m 2 6
Taigi

¢, ~405-0,7887 ~ 319, ¢, ~405-0,2113 ~ 86.
Kadangi ir ¢y, ir c; yra tarpusavyje pirminiai su 405, t.y. ten-

kina ir 1 teoremos salyga, tai abu juos galima rinktis. Gautos sekos
koreliacijos koeficientas bus maziausias. Taigi ¢ = 319 arba 86.

. Tolygiai intervale [-3; 1] pasiskirsciusi atsitiktiné seka gaunama
pasinaudojus formule V,, = -3+4U . Taigi

Vo =-3+4-0,0000 =-3,0000,
V;=-3+4.0,2444 = -2,0224, ...
Visa seka, iSraSyta eilés tvarka, atrodo taip:

-1,0000; -0,0224; -2,3776; —0,0668; 0,9112; 0,5556; —1,1332,;
-0,1556; -0,5112; -2,2000;

-1,2224; -1,5776; 0,7332; —2,2888; —2,6444; —0,3332; 0,6444,
0,2888; —1,4000; —0,4224;

—0,7776; —2,4668; —1,4888; —1,8444; 0,4668; —2,5556; —
2,9112; -0,6000; 0,3776;0,0224;

-1,6668; —0,6888; —1,0444; —2,7332; —-1,7556; —2,1112;
0,2000; -2,8224; 0,8224,-0,8668;

0,1112; -0,2444; -1,9332; -0,9556; —1,3112; —-1,0000; ...
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10. Atsitikting seka W, tokia, kad W, = 1 su tikimybe %, W, =2su

tikimybe % W, = 3 su tikimybe % galima gauti pasinaudojus
formule
1, kai OsUn<%,

W, =42, kai lsUn<§,
4 4

3, kai S<U, <.
4

Taigi visa seka, iSrasyta eilés tvarka, atrodo taip:
1,1,1,2,3,3,2,2,2,1,
2,2,3,1,1,2,3,3,2, 2,
2,1,2,2,3,1,1,2,3,3,
2,2,2,1,2,1,3,1,3,2,
3,2,2,2,2,1, ...

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4
3
16 % 1 (24; 2), (11; 3) a’y3
12 12
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ISleistose LJMM knygelése buvo nagrinétos tokios temos:

I KNYGA

I.  J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

Il. G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

I1l.  R. Kaduba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo metodai.
IV. A.Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai.

I KNYGA

I. I Sinkiinas, A. Urbonas. Funkcija.

Il. E.Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréztiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

I1l.  B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. I. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D.Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VII. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIII. A. Juozapaviéius, J. Sinkinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

I KNYGA

I E. Stankus. Skaiciy dalumas.

Il. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E.Mazétis. Vektoriai.

V. . Sinkiinas. Ploksciy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VI1II. G. Stepanauskas. Sekos.

IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
Il.  P.Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

I1l. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VII. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.



V KNYGA

. O.Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

Il. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreives.

Ill.  G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIII. R. KaSuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

I.  A. Bakstys. Finansy matematika.

Il.  E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

I1l.  B. Galbogiené. Funkcijos reiksmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A, Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uZdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VII. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIII. A. Apynis. UZdaviniai su parametru.

VII KNYGA

. E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo poZymiai.

Il.  E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

I11. 7. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

IV. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

V. L. Maliaukien¢, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formule.
V1. J. Vainavi¢iené. Geometrinés vietos.

VII. A. Apynis. dibés, taikymo uZdaviniai.

VIII. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

VI KNYGA

I.  J.Sinkanas. Vidurkiai ir jy taikymai.

II. 1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

Ill. E. Stankus. Diofantinés lygtys.

IV. L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

V. A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

V1. E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés irtapatybés.
VII. E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIII. A. Apynis. Trigonometriniai uzdaviniai.



.
1.
V.

VI.
VIL.
VIIL.

Il.
M.
V.

VI.
VIL.
VIIL.

I

.
1.
V.
V.
VI.
VIL.
VIIL.

I

Il.
M.
V.
V.
VI.
VIL.
VIIL.

IX KNYGA

A. Urbonas. Dirichlé principas.

A. Apynis. Neapibreéztyjy koeficienty metodas.

A. Apynis. Sumavimas.

E. Tuménaité. Logaritminés lygtys ir nelygybés.

E. Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formulé.

E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.

X KNYGA

A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

A. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

V. Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendziant uzdavinius.
A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

J. Sinkiinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

E. Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

E. Stankus. Bernulio formulé ir jos taikymas.

E. Mazétis. Briaunainiai.

X1 KNYGA

E. Tuménaité. Kvadratinés lygtys tekstiniuose uzdaviniuose.
A. Apynis. Bezu teorema.

J. Sinkainas. Masiy centras ir jo taikymas.

E. Stankus. Lyginiai ir jy taikymas

A. Apynis. Funkcinés lygtys.

E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas geometrijoje.

J. Sinkiinas. I§kilosios funkcijos ir nelygybés.

E. Stankus. Priklausomi ir nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai.

XII KNYGA

R. Skrabuténas. Euklido algoritmas ir jo taikymas.
J. Sinkiinas. Lygciy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy savybes.
A. Apynis. Simetriniy lygciy sistemos.
R. KaSuba. Svérimo ir pilstymo uzdaviniai.
E. Stankus. Pitagoro ir Herono skaiciy trejetai.
J. Sinkiinas. Sqlyginés tapatybés ir nelygybés.
E. Mazétis. Keturkampiai.
A. Apynis. Geriausio varianto pasirinkimo uzdaviniai.



XITKNYGA

I.  A. Apynis. Kvadratinio trinario savybiy taikymo uZdaviniai.
Il.  E. Mazétis. Apskritimy geometrija.

Ill. G. Stepanauskas. Pirminiai skaiciai.

IV. R. KaSuba. Kaip spresti, kai nelabai Zinai kaip?

V. . Sinkiinas. Simetrinés tapatybes, lygtys ir nelygybes.

VI. V. Pekarskas. Nelygybés su parametrais.

VII. E. Stankus. Atsitiktiniai dydZiai.

VIII. E. Mazétis. Sukiniai.
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