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PRATARME

Sioje penkioliktoje Lietuvos jaunujyu matematiky mokyklos kny-
geléje ,,Jaunajam matematikui® yra pateikta 2012-2014 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir ju
sprendimai.

Knygelés turini sudaro $ios temos: lygtys ir ju sistemos tekstiniuose
uzdaviniuose (A. Apynis, J. Sinkiinas), trikampiy uzdaviniai (E. Mazé-
tis), varianty perrankos metodas (A. Apynis, J. Sinkiinas), kombinato-
rikos uzdaviniai (A. Apynis, J. Sinkiinas), Fibona¢io skai¢iai (E. Stan-
kus), idomioji logika (L. Maliaukiené), plokstumos figliru kombinacijos
(E. Mazétis), lygciu ir nelygybiy sprendimas taikant funkciju savybes
(E. Stankus, J. Sinkiinas). Skaitytojas taip pat ras 2012 mety stojamaja
uzduoti ir jos sprendima bei 2014 mety baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Kad buty lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy keturiolikos
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

Lentoje buvo uzrasyti devyni skaiciai:

4,5,7,8,12, 13,14, 23 ir 24.
Linas ir Romas isbrauké po keturis skai¢ius. Pasirodé, kad Lino
iSbraukty skaiciy suma 3 kartus didesné uz Romo isbraukty skai¢iy
suma. Koks skai¢ius liko neisbrauktas?

Raskite visus trizenklius natiralivosius skaicius, kurie turi tokias

savybes:

1) pirmas skaitmuo 3 kartus didesnis uz tre¢ia skaitmeni;

2) jo ir skaiCiaus, gauto sukeitus antra skaitmeni su treiu, suma
dalijasi is 8.

. Rinkimy diena nuo 18 valandos iki 22 valandos balsavo 20 % dar
nebalsavusiy rinkéju. Lygiai 22 valanda 32 % rinkéju liko
nebalsave. Keliais procentais balsavusiy rinkéju skaicius padidéjo
nuo 18 valandos iki 22 valandos?

. Keleivis, eidamas judanciu eskalatoriumi, nusileidzia per 24 sekun-
des. Jeigu keleivis eity (tuo paciu grei¢iu) nejudanciu eskalatoriumi,
jis nusileisty per 42 sekundes. Per kelias sekundes keleivis
nusileisty eskalatoriumi, stovédamas ant jo laiptelio?

. Piastry monetos sveria tiek gramuy, kokia yra ju verté. Tarp penkiy
monety — 1, 2, 3, 5 ir 10 piastry vertés viena moneta yra netikra; jos
svoris nesutampa su verte. Kaip su lékstinémis svarstyklémis (be
svarmeny!) nustatyti, kuri moneta netikra?

Lentoje paraSytas dvizenklis skaicius ab pakeic¢iamas dvizenklius
skaiGiumi a-b+12. Gautasis skaiCius pagal ta pacia formulg



STOJAMOJI UZDUOTIS

10.

pakeic¢iamas nauju dvizenkliu skai¢iumi. Koks dvizenklis skaiCius
bus lentoje atlikus 100 tokiy veiksmu, kai pradinis skaicius yra 23?

Raskite visas realiyjy skaiciy x ir y poras (Xx;y), kurios tenkina
lygciu sistema
{xz + Xy+ x =10,

y2 +xy+y=20.
Raskite didziausia sandaugos X-Yy reikSme, kai 3x+4y =12.

Kvadrato ABCD krastinése BC ir CD pazyméti taskai K ir M taip,
kad KC =2KB ir MC = MD. Trodykite, kad ~ AKB =~ AKM.

I apskritima ibrézti du tarpusavyje besilie- p - .,,?/

Ciantys apskritimai; jie lieCia ir didjji apskri- / )

tima. Per ibréztyju apskritimy lietimosi taska %//,/7////&
q )/

nubrézta didziojo apskritimo styga, kuri kartu 7/////
yra ir jbréztujy apskritimy liestiné. Sios stygos /
ilgis lygus 4 cm. Raskite uzbriik$niuotos di-

dziojo skritulio dalies (zr. pav.) plota.
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I. LYGTYS IR JU SISTEMOS TEKSTINIUOSE
UZDAVINIUOSE

Antanas Apynis (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

Tekstiniai uzdaviniai (taip pat ir mokyklinés matematikos) priklauso
matematinio modeliavimo uzdaviniy grupei. Juose matematiné problema
nusakoma zodZiais aprasant situacija ir tam tikras sasajas tarp Zinomy ir
ieSkomy dydziy. Koki matematini uzdavinj — lygti, nelygybg, lygciy ar
nelygybiy sistema reikés spresti, i§ dalies priklauso ir nuo paties mode—
livotojo. Sioje jauniesiems matematikams skiriamoje uzduotyje apsiri—
bota tekstiniais uzdaviniais, kuriuos galima iSsprgsti sudarant lygtis
(nebiitinai tiesines) ir ju sistemas.

Matematiskai modeliuojant tekstinius uzdavinius labai svarbu isigi-
linti { uzdavinio salyga ir s€ékmingai pasirinkti ieSkomyjy dydziy sim-
boliy rinkini. Bendry taisykliy ¢ia néra, nors ir galima jzvelgti tam tikry
désningumy. Labai svarbi uzdaviniy sprendimo patirtis ir turimos Zinios
1§ matematikos, fizikos, chemijos, ekonomikos bei kity moksly.

Tekstiniai uzdaviniai pasizymi ir tuo, kad nagriné¢jami dydziai ir
vartojamos savokos lyg ir nepakankamai aiSkiai apibuidinamos. Pavyz-
dziui, nepasakoma, kad keliu ar upe judantys objektai tapatinami su tas-
kais, o patys keliai ir upés — su kreivémis ar tiesiy atkarpomis. Paprastai
nerasoma, kad ieSkomy dydziy reik§més gali bati tik teigiami ar sveikieji
skaiCiai, jeigu tai savaime suprantama i$ pacios uzdavinio salygos.

Gana daZnai tekstiniai uzdaviniai sugrupuojami pagal kuriuos nors
pozymius. Tada sprendziami judéjimo, darbo, miSiniy, tirpaly, procenty
skai¢iavimo ir kity tipy tekstiniai uzdaviniai. Bet visada atsiranda teks-
tiniy uzdaviniy, kurie labiausiai tikty ivairiy tekstiniy uzdaviniy grupei.

Sioje jauniesiems matematikams parengtoje temoje norétume at-
kreipti mokiniy démesi i tekstiniy uzdaviniy matematinio modeliavimo
procesa ir sudaryty uzdaviniy sprendima. Aiskindami tai, apsiribosime
keliais pavyzdziais ir ju sprendimo komentarais.

1 pavyzdys. Sudaugindamas du nattralivosius skaicius, i§ kuriy
vienas didesnis uz kita 10 vienety, mokinys apsiriko; todél sandaugos
desimciy skaitmuo sumazéjo 4 vienetais. Gautajq sandaugg dalydamas i§
mazesniojo skaiciaus (noréjo patikrinti gauta atsakyma!) gavo dalmeni
39 ir liekang 22. Raskime abu dauginamuosius.



LYGTYS IR JU SISTEMOS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

Sprendimas. Mazesnijji skaiiy pazymékime x. Tada (pagal
uzdavinio salyga) X+10 yra didesnysis skaiCius, o gautoji sandauga
X(x +10) — 40. Pagal dalybos rezultatus turi galioti lygybé

X(x+10) —40 =39 - x + 22.
Atlikg veiksmus, gauname kvadrating lygti x? —29x—62 =0, kurios
sprendiniai yra skai€iai 31 ir —2. Antrasis sprendinys néra natiiralusis
skaiCius, todél x =31 yra mazesnysis skaiCius, o 31+10=41 -
didesnysis skaicius.

Ats.: 31 ir 41.

Komentaras. Sio uzdavinio matematinis modelis yra kvadratiné
lygtis x> — 29X — 62 =0.

Jei mazesnjji skaiCiy pazymétume X, o didesniji Y, tai gautume tokia
lygciu sistema:

y—x=10,

Xy —40=39x + 22.
Atlike veiksmus, turétume lygéiy sistema:

y—x=10,

Xy—39x—-62=0.
Ji ir buty Sio uzdavinio matematinis modelis. ISsprend¢ gautume tokj
atsakyma: Xx=31, y=41.

2 pavyzdys. I§ indo, pripilto 12 % druskos tirpalo, nupylé viena
litra tirpalo. Po to ipylé viena litra vandens ir vél nupylé viena litra
tirpalo. Ipylus dar viena litra vandens, inde susidaré 3 % koncentracijos
druskos tirpalas. Kokia indo talpa?

Sprendimas. Indo talpa (litrais) pazymeékime X. Pagal salyga jame
buvo 0,12x litry druskos. Pirma karta nupilta 0,12 litry druskos, o antra

karta dar
012x-012 _012 (1_1)
X X
litry druskos. Taigi inde liko
012x-012 - 0,12(1— lj = 0,12(x -2+ lj
X X

litry druskos.



| TEMA

Kadangi pilstymo pabaigoje indas buvo pilnas, tai turi galioti
lygybé

O,lz(x -2+ EJ =0,03x.
X

I§ ¢ia gauname kvadrating lygti
3x% —8x+4=0,
. .. 2 .
turin€ia du sprendinius: X = 3 ir Xo =2.

Pirmasis sprendinys atmestinas, nes yra mazesnis uz 1. Taigi indo
talpa yra 2 litrai.
Ats.: 2 litrai.

3 pavyzdys. Du darbininkai, dirbdami kartu, atlikty uzduoti per 12
dieny. Jeigu pirmasis darbininkas atlikty pus¢ uzduoties, o po to darba
testy antrasis, tai visa uzduotis biity jvykdyta per 25 dienas. Per kelias
dienas visa uzduotj atlikty pirmasis darbininkas ir per kelias — antrasis?

Sprendimas. Darbo apimti pazymékime vienetu, o ieSkomuosius

. . . - . 1
dieny skaicius x ir y (x pirmojo darbininko, o y antrojo). Tada — yra
X

pirmojo darbininko, o 1 antrojo darbininko darbo tempas (per viena
y

diena atlickamos darbo apimties dalis). Pagal uzdavinio salyga turi

galioti abi lygybés:
(l+£j-12 =1ir E+%:25.
Xy 11
X y
Atlike veiksmus, gausime lygéiy sistema
11 1
X y 12°
X+ Yy =50,

turin¢ig du sprendinius: x=20, y=30 ir x=30, y=20.

Ats.: 20 ir 30 arba 30 ir 20.

Komentaras. Spresdami §i uzdavini, visa darbo apimti (abstrakciais
vienetais) {vertinome vienetu ir gavome simetrine lygciy sistemq

10



LYGTYS IR JU SISTEMOS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

11 1
__|__:_,
X y 12
X+Yy=50

(sukeitus x ir y vietomis, lyg¢iu sistema nepasikei¢ia). Tokia sistema
galima spresti atliekant keitini
Uu=X+Yy, V=Xy.

Kadangi

tai turésime sistema

u_1
v 12’
u=50

ir gausime vienintelj jos sprendini: u =50, v=600.
Toliau reikia spresti lygéiy sistema
X+ y =50,
{xy =600.

Pagal Vijeto teorema X ir y yra kvadratinés lygties t? 50t +600=0
sprendiniai: t; =20, t, =30.
Taigi x=20, y=30 arba x=30, y=20.

4 pavyzdys. I§ vietovés A { vietove B i§vyko motociklininkas. Po 20
minuciy ta pacia kryptimi iSvyko automobilis, kurio greitis 60 km/h.
Pasivijes motociklininka, jis tuojau pat apsisuko ir nuvaziavo atgal.
Motociklininkas | B atvyko tuo metu, kai automobilis buvo pusiaukeléje
nuo susitikimo su motociklininku tasko iki A. Koks buvo motociklininko
greitis, jei atstumas tarp A ir B yra 82,5 km?

Sprendimas. Tegu s yra atstumas (kilometrais) nuo A iki tasko,
kuriame automobilis pasivijo motociklininka, o v — motociklininko
greitis (km/h).

Pazymékime:

t; — laika, per kurj motociklininkas nuvaZiavo atstuma s;

to — laika, per kuri motociklininkas nuvaZiavo likusia kelio dalj
825-s.

11



| TEMA

Pagal uzdavinio salyga turi galioti tokios lygybés:

Vt]_:S,
1
60| t; —= |=s,
(1 3)
1
60t, =—s,
272
vty =82,5-s.
I§ Sios lygciy sistemos gauname:
vi=s 1 20
1 > =60t —= |=>t = ;
) 60[t —lj:s 1 (1 3j 17 60-v
3
1
60t, =—s,
2) 279
vt, =825-s
120t, =s,

2 :}1201:2 :82,5—Vt2 :>t2= 825 ;
82,5-vty =5 120+v
Vt1:S, thzs,

3) 1 = = vl =120t,.
60t, = ES 120t, =s
Tada V- 20 =120- 82,5 :
60—-v 120+v
vV  6-825
60-v 120+v’
v 495
60—v 120+v’

V(120 +v) =495(60 — V),

vZ +615v - 29700=0.
Sios kvadratinés lygties sprendiniai yra v; =45 ir v, =—660. Vadinasi,
v =45 yra ieSkomasis motociklininko greitis (km/h).
Ats.: 45 km/h.

12



LYGTYS IR JU SISTEMOS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

Komentaras. Sprendziant §i uzdavini galima apsieiti ir be pertek-
liniy pazyméjimy t; ir t,. Taciau jvedus juos uzdavinio sprendimas Siek
tiek supaprastéja.

Taip pat atkreipkime démesi i tai, kad sprgsdami §i uzdavini turé-
jome mintyje, kad ir motociklininkas, ir automobilis visa laikgq vaziavo
pastoviu greiCiu. TradiciSkai formuluojant judéjimo uzdavinius greicio
pastovumo salyga nepabréziama, nors ir turima mintyje; ji leidzia remtis
kelio formule s=vt (v —judéjimo greitis, t — judéjimo laikas).

5 pavyzdys. I mero posta pretendavo trys kandidatai — Antanaitis,
Jonaitis ir Petraitis. Pasibaigus rinkiminei kampanijai, kiekvienas rin-
kéjas galutinai apsisprendé ir tapo kurio nors pretendento Salininku. Jei i
rinkimus biity atvyke visi rinkéjai, tai ju balsai biity pasiskirst¢ santykiu
1:2:3. Taciau rinkimuose dalyvavo tik 50 % rinkéjy ir jy balsai pasi-
skirsté santykiu 6:9:5. Kiek procenty kiekvieno kandidato Salininky ne-
dalyvavo rinkimuose?

Sprendimas. Sakykime, kad Antanaitis, Jonaitis ir Petraitis turéjo
atitinkamai x, 2x ir 3x Salininky, o rinkimuose dalyvavo 6y, 9y ir 5y
rinkéjy. Pagal salyga galioja lygybé

6y +9y+5y=0,5(X+ 2X + 3X).

. 3X TR . . .
I§ cia randame, kad y:%. Vadinasi, uZ Antanait] neatéjo balsuoti

X—6y =X —% = % =01x, t.y. 10 % jo Salininky; uz Jonaitj neatéjo

balsuoti 2x—9y:2x—9-%=&=E-2x:0,325-2x, t.y.325% jo
20 20 40

Salininky; uZ Petraiti neatéjo balsuoti 3X—5-3—)(() = % =0,75-3x,

t. ¥.75 % jo Salininky.
Ats.: 10 %, 32,5 %, 75 %.

13



| TEMA

PIRMOJI UZDUOTIS

1. Du keleiviai vienu metu prieSpriesiais i$éjo i§ vietoviy A ir B. Kai
pirmasis nuéjo pusg kelio, antrajam dar liko nueiti 24 km. O kai
antrasis nuéjo pusg kelio, pirmajam dar liko nueiti 15 km. Keliy
kilometry atstumu iki A bus antrasis keleivis, kai pirmasis atvyks i
vietove B?

2. Kurjeris iSvyko i$ vietovés A i vietove B, esancia uz 120 kilometry.
Po valandos pavymui motociklu i§vaziavo kitas kurjeris; jis pasivijo
pirmaji kurjeri, iteiké jam paketa ir apsisukgs nuvaziavo atgal.
Antrasis kurjeris { vietove A sugrizo kaip tik tuo momentu, kai
pirmasis atvyko i B. Koks pirmojo kurjerio greitis, jei antrojo greitis
50 km/h?

3. Sesiazenklio natiiraliojo skai¢iaus a pirmas skaitmuo yra 2. Perkélus
§i skaitmeni | gala, gaunamas SeSiaZenklis skaiCius b, tris Kkartus
didesnis uz a. Raskite skaiciy a.

4. Trizenklio natiiraliojo skaiCiaus skaitmeny kvadraty suma lygi 74.
Jo Simty skaitmuo lygus dvigubai vienety ir deSiméiy skaitmenu
sumai, o skirtumas tarp jo ir skaiCiaus, uzraSyto tais paciais
skaitmenimis atvirks¢ia tvarka, lygus 495. Raskite ta trizenklj
skaiciy.

5. I8 indo buvo nupilta 60 litry druskos rugsties ir ipilta 60 litry
vandens. Po to buvo nupilta 60 litry skiedinio ir vél ipilta 60 litry
vandens. Dabar inde buvo 10 litry druskos riigsties. Kiek litry
druskos riigsties buvo inde i§ pradziy?

Pastaba. Spresdami turékite mintyje, kad i$ pradziu inde buvo
gryna druskos ragstis.

6. Zolé pievoje auga pastoviu greidiu. Sioje pievoje 70 karviy galéty
ganytis 24 dienas, o 30 karviy — 60 dieny. Kelioms karvéms Zolés

Sioje pievoje pakakty 96 dienoms?

7. Saudykloje galioja tokia taisyklé: Saulys, pataikes i taikini, gauna 5
zetonus, o uz kiekvieng netaikly Stivj turi atiduoti 3 Zetonus. Nelabai

14



LYGTYS IR JU SISTEMOS TEKSTINIUOSE UZDAVINIUOSE

10.

taiklus Saulys i taikinj Sové n karty (10 <n<20) ir jam nebeliko né
vieno zZetono. Kiek karty Saulys Sové i taikinj ir keli jo $tiviai buvo
taikliis?

Prekybos centras ,,Svajoné* uz 45 000 lity pirko bulviy ir morky.
Jei visas $ias darzoves jis parduoty bulviy kaina, tai patirty 5 000
lity nuostoli. Visas darzoves pardaves morky kaina, prekybos
centras gauty 3 000 lity pelna. Kiek lity ,,Svajoné* sumokéjo uz
bulves ir kiek uz morkas?

Penki darbininkai atlieka tam tikra uzduoti. Pirmas, antras ir tre¢ias
darbininkai, dirbdami kartu, ja galéty atlikti per 7,5 valandos;
pirmas, trecias ir penktas — per 5 valandas, trecias ir ketvirtas — per
6 valandas, o antras, ketvirtas ir penktas — per 4 valandas. Per kiek
laiko uzduoti atliks visi penki darbininkai?

Buvo trys vienodo ilgio, bet skirtingo storio zvakeés. I$ pradziy buvo
uzdegta tik viena zvaké (pirmoji), o po valandos ir kitos dvi. Po tam
tikro laiko pirmoji zvaké buvo tokio pat ilgio kaip tre€ioji, o nuo §io
momento pragjus 2 valandoms susilygino pirmoji ir antroji zZvakes.
Per kiek laiko sudegé pirmoji zvaké, jei antroji sudegé per 12
valanduy, o trecioji — per 8 valandas?

)
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I1. TRIKAMPIU UZDAVINIAI

Edmundas Mazétis
(Lietuvos edukologijos universitetas))

Trikampis — pati paprasCiausia plok§tumos geometriné figiira, apie
trikampius mokytis pradedame nuo pirmyju geometrijos pamoky ir ju
savybes nagrin¢jame kiekvienoje klaséje. Atrodo, kad apie trikampius
zinome labai daug, bet Si uzduotis supazindins Jus su dar nezinomais
trikampio geometrijos faktais.

Primename keleta trikampio ir jo elementy savybiy, kurias suzino-
jote matematikos pamokose.

1) Trikampio kampy suma lygi 180°; trikampio priekampis lygus
jam negretutiniy trikampio kampy sumai.

2) Lygiasonio trikampio kampai prie pagrindo yra lygis, aukstiné
nubrézta i jo pagrinda yra ir trikampio pusiaukampine, ir trikampio
pusiaukrasting.

3) Staciojo trikampio smailiyju kampy suma lygi 90°; iZambinés
kvadratas lygus statiniy kvadraty sumai.

4) Trikampio pusiaukampinés susikerta viename taSke, kuris yra
ibrézto i trikampj apskritimo centras. Trikampio pusiaukampiné dalija
krasting i dalis, proporcingas prie ju esanc¢ioms trikampio krastinéms: jei
AD - trikampio ABC pusiaukampiné, tai BD : DC = AB: AC (1 pav.).

A

D
1 pav. 2 pav.

5) Trikampio pusiaukrastinés AA;, BB; ir CC; susikerta viename
taSke M ir AM :MA; =BM :MB; =CM : MC; =2:1(2 pav.).
6) Trikampio aukstinés susikerta viename taske.
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TRIKAMPIU UZDAVINIAI

7) Apie trikampj galima apibrézti apskritima, kurio centras yra tri-
kampio krastiniy vidurio statmeny sankirtos taskas; apie statyji trikampi
apibrézto apskritimo centras yra jZzambinés vidurio taskas.

8) Trikampio ABC krastiniu AB ir AC vidurio taskus M ir N jun-
gianti atkarpa vadinama trikampio vidurine linija, ji yra lygiagreti atkar-
pai BC ir lygi jos pusei.

1 pavyzdys. Trikampio ABC krastiniy ilgiai BC=a, AC=Db,
AB=c, taSkas M jo pusiaukampiniy
sankirtos taSkas. Rasime kokiu santy- C
kiu jis dalija pusiaukamping, nubrézta
i§ vir§tnés A.

Sakykime, kad trikampio ABC pu-

siaukampinés AD ir BE susikerta taske E D
M (3 pav.). Trikampiui ABD taikome
pusiaukampinés savybe (4 savybé) ir M
turime AM :ﬁ. IS tos pacios savy- A B
MD 3 pav.
bés trikampiui ABC turime AB = %
AC DC
Kadangi DB+ DC =CB, tai ﬁ:i IS Sios lygybés randame,
AC CB-DB
kad DB — AB-CB _ca . Taigi AM _ ¢ :b+c.
AC+AB Db+c MD ca a
b+c

2 pavyzdys. Trikampio ABC krastinés AB=9, AC =15. [ trikampi
ibréztas lygiagretainis taip, kad viena jo krastiné lygi 6 ir ji yra trikampio
krastinéje BC, o lygiagretainio istrizainés lygiagre¢ios su tiesémis AB ir
AC. Rasime kitos lygiagretainio krastinés ir trikampio krastinés BC
ilgius.

Sakykime, kad lygiagretainis MNPQ i{bréztas | trikampi ABC, at-
karpa MN yra trikampio krastingje BC, MN =6, o taskai P ir Q yra
atitinkamai trikampio krastinése AC ir AB (4 pav.). Kadangi ketur-
kampiai BMPQ ir CNQP pagal uzdavinio salyga yra lygiagretainiai, tai
BM =NC=PQ=MN =6 ir BC =3-6=18.
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Kadangi tiesés AB ir PM lygiagrecios, tai pagal Talio teorema
AB_BC iy mp=ABEM 912 o Analogiskai DX = SN
MP CM BC 18 AC BC
QN:AC-BN :15~12,:10. A

BC 18
Lygiagretainiui MNPQ taikome Zino- Q P
ma lygiagretainio savybe: lygia-
gretainio krastiniy kvadraty suma lygi
jo istrizainiy kvadraty sumai (jsitikin-
kite tuo patys, i§ trikampiy MNQ ir g ¢ N C
MNP pagal kosinusuy teorema uzrase M N

NQ? ir MP? igraiskas bei jas 4 pav.
sudéje): MP? + NQ? = 2MN? + 2NP?. [ ¢ia

NPZ:%(62+102—2-62):32 ir NP=44/2.

Trikampio ABC plotas lygus krastinés ir i ja nubréztos aukstinés
sandaugos pusei:

1 1 1
S=Za-h,==b-h, ==c-h..
20 AT b Ty

Be to, S :%AB-AC-sin AA:%AC-BC-sin AC:%BC-BA-sin ZB,

S= \/ p(p—a)(p—b)(p—c); ¢ia p= %(a +b+c) — trikampio pusperimetris.

3 pavyzdys. Staciojo trikampio A
statiniy ilgiai 6 ir 8. Trikampio vidu-
je yra taSkas M, nutoles nuo abieju
statiniy vienodu atstumu, lygiu 2. Q
Rasime, kokiu atstumu taskas M nu-
toles nuo jzambines. N M

Sakykime, kad staciojo trikam-
pio ABC statiniai AC ir CB lygis C B
atitinkamai 6 ir 8, taSkas M nutoles P
nuo statiniy AC ir CB atstumais, ly- S pav.
giais 2. I§ tasko M nuleidziame stat-
menis MN, MP ir MQ i trikampio krastines AC, CB ir AB (5 pav.).
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TRIKAMPIU UZDAVINIAI

Trikampiy AMC, AMB ir CMB ploty suma yra lygi trikampio ABC
plotui:

1AC-MN +1CB-MP+£AB-MQ:1AC-CB.

2 2 2 2

Kadangi MN =MP =2, tai %-6-2+%-8-2+%-10-MQ:%-G-S. IS ¢ia
atstumas MQ nuo tasko M iki izambinés lygus 2, t.y. taskas M yra {
trikampj ibrézto apskritimo centras.

4 pavyzdys. Trikampio ABC pusiaukrastinéje BD pazymétas taSkas

E taip, kad DE :%BD. Tiesé AE kerta krasting BC taske F. Rasime

trikampio AFC plota, jei trikampio ABC plotas lygus S.
Nubréziame ties¢ DK lygiagredia su tiese AF (6 pav.), tai pagal

Talio teorema FK:KC=AD:DC=1, t.y. FK= % FC. Kita vertus irgi

pagal Talio teorema turime, kad B
E:§:3, t.y. BF :3FK:§FC.
FK ED 2
I§ ¢ia BF:FC=3:2. Kadangi
trikampiy ABC ir AFC aukstings, F
nubréztos is tasko A, sutampa, tai ju K
plotu santykis lygus krastiniy, 1
kurias nubréZztos tos aukstinés, ilgiy A D ¢
santykiui, t. y. 6 pav.

SAABC :SAAFC =BC:FC.

IS lygybés BF :FC =3:2 seka, kad M:E,t. y. E—1:§ ir
FC 2 FC 2
BC 5 S . 2
Eol Taigi trikampio AFC plotas lygus ES.
Trikampiai ABC ir A'B'C’ yra panasieji, jei ju atitinkami kampai
lygls, o prie§ juos esanCios kraStings proporcingos: ZA=ZLA,
£ZB=«B', £LC=£C,

AB AC BC

AB  AC BC'
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Trikampiy panaSumo pozymiai yra Sie:

1) trikampiai panaSieji, jei vieno ju du kampai lygiis atitinkamiems
kito trikampio dviems kampams: AABC~AAB'C’, jei LA=/LA,
ZB=4/B'

2) trikampiai panasieji, jei vieno ju kampas lygus atitinkamam kito
trikampio kampui, o kraStinés, sudaranc¢ios tuos kampus, Yyra
proporcingos: AABC ~AAB'C', jei LA=ZLA, AB _ AC .

AB" AC

3) trikampiai panasieji, jei ju atitinkamos krastinés proporcingos:
AABC ~AAB'C/, jei AB = AC = BC :

AB" AC' BC’

5 pavyzdys. Trikampio ABC visos krastinés yra skirtingy ilgiu,
atkarpa AD yra jo pusiaukampiné. Zinoma, kad AB-BD =a,
AC +CD =b. Rasime atkarpos AD ilgj.

Atidékime atkarpoje AB atkarpa BE =BD, o krastinés AC tesinyje —
atkarpa CF =CD (7 pav.). Tuomet
AE=a, AF =h.

Sakykime, kad

ZBAD = ZDAC =q,

«/DFC =~/CDF =3, ZEDA=q.
Kadangi kampas ACD yra tri-
kampio DCF priekampis, tai
ZACD =2B. Dél tos pacios prie-
zasties ZBED =a+¢. Kita vertus

lygiasoniame trikampyje BDE tei-

singa lygybé ABED:90°—%AB. I§ trikampio ABC randame, kad

7 pav.

Z/B=180°-2a.-2B, todé! ~BED=90° —%(180" ~20-2B) =+,

Taigi ¢ =p, trikampiai AED ir ADF — panasieji, todél % = AD ir

AF
AD =+/AE- AF =+/ab.

Priminsime svarbiausias trikampio metrines priklausomybes.
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TRIKAMPIU UZDAVINIAI

1) Trikampiui ABC teisinga lygybé
AB? = AC%+BC?-2AC-BC -c0s~/C (kosinusy teorema).
2) Jei R — apibrézto apie trikampi ABC apskritimo spindulys, tai
BC AC _ AB
sinZA sinZB sinZC

=2R (sinusy teorema).

6 pavyzdys. Trikampio vienas kampas du kartus didesnis uZ kita,
jiems prieSingy krastiniy ilgiy skirtu- I
mas lygus 2, o trecioji trikampio kras-
tiné lygi 5. Apskaiciuosime trikampio
plota.
Sakykime, kad trikampio ABC
ZA=2/B (8pav.). Kadangi pries
didesnj trikampio kampa yra ilgesné¢ B A
krasting, tai BC-AC=2, 0 AB=5. opav.
Pazymékime AC=x, tada BC =x+2. Pagal kosinusy teorema turime

AC? = AB2 + BC2-2AB-BC -cos/B.

IS ¢ia
52+ (x+2)%—x?  29+4x

cos/B= = _
2:5-(x+2)  10(x+2)

Pagal sinusy teorema,

BC  AC arba X+2 X
sin/A sinZB’ 2sin /Bcos/B  sin/B’
Taigi cos«B :XLZ. Spresdami lygti 29+4x _ x+2 randame jos
2X 10(x+2) 2x

sprendinius x; =4, Xp =5. Pirmuoju atveju cos/B =

Nlw

sin Z/B= \ll—cos2 ZB= g BC =6, taigi trikampio plotas
1 15\7

S=>AB.BC-sin/B="2"
2 4

Antruoju atveju AC=AB=5, BC =7, taigi /B=~/C :%AA IS ¢ia
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ZB=4/C=45", ZA=90° taigi trikampis ABC statusis lygiaSonis, jo
{zambiné BC = AC\2 =52 =7. Taigi antrasis sprendinys netinka ir

157

atsakymas yra S = 4

ANTROJI UZDUOTIS

1. Dvi trikampio krastinés lygios 6 ir 8, 1 jas nubrézZtos trikampio
pusiaukrastinés yra statmenos. Raskite treciosios trikampio krasti-
nés ilgi

2. Staciojo trikampio smailiojo kampo pusiaukampiné dalija trikam-

pio statini i dalis, kuriy ilgiai lygis 4 ir 5. Apskaiciuokite trikampio
krastiniy ilgius.

3. Trikampio krastiniy ilgiai yra 10, 17 ir 21. [ ji ibréztas sta-
Ciakampis, kurio viena krastiné yra trikampio ilgiausioje krastinéje.
Stac¢iakampio perimetras lygus 24. ApskaiCiuokite staciakampio
krastiniy ilgius.

4. Trikampio krastiniy ilgiai AB=10, BC =17, AC =21. Taskas M

yra trikampio viduje, jo atstumai iki krastiniy AC ir BC atitinkamai
lygiis 2 ir 4. Raskite tasko M atstuma iki krastinés AB.

5. Trikampio ABC plotas lygus S. Per krastinés BC taska M tokj, kad
BM :MC=3:2, ir trikampio virsing A nubrézta ties¢ kerta
pusiaukrasting BD taske F. Raskite trikampio AFB plota.

6. Trikampio aukstiniy ilgiai lygiis 12, 15 ir 20. Raskite jo plota.

7. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB=13, BC =15 AC =14.
Raskite trikampio BHD plota, jei BH — aukstiné, o0 BD — pusiau-
kampiné.
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TRIKAMPIU UZDAVINIAI

8. Trikampio ABC visos krastinés skirtingos, pusiaukampinés AD ilgis
lygus a. Krastingje AC yra taskas M, kad CD=CM. Raskite
atkarpos AM ilgj, jei AB+BD =h.

9. 60° kampo viduje yra taskas, nutoles nuo kampo krastiniy per J7

ir 2+/7 . Raskite to tasko atstuma nuo kampo vir$tnés.

10. LygiaSonio trikampio pusiaukampiné dalija Soning krasting | dalis
lygias b ir c. Raskite tos pusiaukampinés ilgj.

E3
AL

P
(@ ,(//L. )\
s

<
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I11. VARIANTU PERRANKOS METODAS

Antanas Apynis (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

Varianty perrankos metodo esmé gana aisSkiai suprantama i$ paties
pavadinimo. Kai galimybiy skai¢ius yra baigtinis, jos visos tam tikru
nuoseklumu jvertinamos (patikrinamos), o tada pagal gautus rezultatus
nustatomas sprendziamo uzdavinio atsakymas. Vis délto tik papras-
Ciausiais atvejais neiskyla jokiy problemuy.

1 pavyzdys. Tarp staciakampiy, kuriy perimetras P lygus 26 (ku-
riais nors ilgio vienetais), o krastiniy ilgiai yra sveikieji skaiciai, raskime
didziausio ploto stac¢iakampi.

Sprendimas. Tegu a yra sta¢iakampio pagrindas, b — jo auksting, o S
plotas. Sudarykime (pagal uzdavinio salyga) galimybiy (varianty) lentele
(zr. 1 lent.).

1 lentelé

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 [ 10 ] 11 ] 12

b 12 | 11 | 10 | 9 8 7 6 5 4 3 2 1

S 12 | 22 | 30 | 36 | 40 | 42 | 42 | 40 | 36 | 30 | 22 | 12

Matome, kad didziausia plota turi sta¢iakampis, kurio viena krastiné
(pagrindas arba aukstiné) lygi 6, o kita 7.

Tesdami pavyzdzio analizg, perimetra P =26 pakeiskime perimetru
P =160 . Ieskodami didziausio ploto sta¢iakampio, sudarykime panaSia
lentelg (Zr. 2 lent.). IS jos matyti, kad mazéjant skirtumui tarp

2 lentelé
a 1 2 3 |..| 39 40 41 v | 77 | 78 | 79
b | 79| 78 | 77 | ... | 41 40 39 | 3 2 1
S |79 |156 | 231 | .. | 1599 | 1600 | 1599 | ... | 231|156 | 79

krastiniy ilgiy a ir b stac¢iakampio plotas S did¢ja. Ir atvirksciai, kai
skirtumas tarp a ir b didéja, tai plotas S mazéja. Nors ir ne visos
galimybés yra surasytos, atsakyma nustatyti nesunku. Didziausia plota
turi sta¢iakampis, kurio abi krastinés yra lygios: a =b =40.

Panasiy pavyzdziy analizé veda prie minties, kad skaic¢iuodami visy
to paties perimetro P staciakampiu plotus, didZiausia ploto S reik§me
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) : . P .. . .. : e
turétume gauti atveju azbzz (¢ia a ir b — staciakampio krastiniy

ilgiai). Pasirodo, ta hipotezg visai nesunku jrodyti.
Tegu teigiami realieji skaiCiai a ir b yra staciakampio, kurio
perimetras lygus P, krastiniy ilgiai. Remdamiesi akivaizdzia nelygybe

(\/5—\/5)2 >0, gauname:
a-2vab+b>0,

@sa;b,
ab<(a_+bj2
<[220,
2 2
SS(EJ _P
4 16

2

Lygybe S =E—6 galioja tik tada, kai a=b, nes lygybe (va—-+b)2=0

galioja tik tada, kai a=Db. Vadinasi, kvadrato, kurio krastinés ilgis lygus
%P, plotas yra didziausias tarp sta¢iakampiy, kuriy perimetras lygus P.

Dabar sustokime prie diofantinés lygties ax-+by=c sprendimo.
Priminsime, kad lygtis ax+by=c vadinama tiesine diofantine lygtimi
(pagal graiky matematiko Diofanto (Diophantus), gyv. Il a., pavardg),
jeigu jos koeficientai a ir b yra nelygtis nuliui sveikieji skaiiai, ¢ — bet
koks sveikasis skaiCius ir reikalaujama rasti tik sveikuosius jos
sprendinius (sveikyjy skai¢iy X ir y poras (X; y), kurios tenkina lygtj).

2 pavyzdys. Isspreskime diofanting lygti
2x+5y=25 @

Sprendimas. Pradékime nuo natiraliyjy skaiiy X ir y pory,
tenkinanciy lygti, paieskos.
Matome, kad galimos y reik§més yra 1, 2, 3 ir 4 ir tiks tik tos, su
kuriomis skaicius
o 25-5y
2
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yra teigiamas sveikasis skaicius.

Gauname du lygties sprendinius: (5; 3) ir (10; 1).

Aisku, kad negalimi atvejai, kai Xx<0 ir y<0 (nes tada bty
2X+5y <0< 25).

Turime i$siaiskinti, ar (1) lygtis turi sveikyju sprendiniy (X;Y),
kuriuose x<0, y>0 arba x>0, y<0. Perrankos metodas ¢ia netinka,
nes yra be galo daug teigiamy ir neigiamy sveikyjy skaiciy, o konkreciy
apribojimy ju didumui neturime.

Darykime taip:

2x=25-5y,
x=22_ 5 19,1 5 45,175
2 2 2 2 2

I q e e e .. 1-5 A
Kadangi x ir 12 yra sveikieji skaiciai, tai ir skaicius y turi biiti

sveikasis skaicius. Pazymékime

(1-5y
2
Tuomet
x=12 +t
ir
1-2t
y= 5

Skaicius 1—2t turi dalytis i§ 5; taigi turi buti: 1—2t =5k, k — sveikasis
skaicius.
IS ¢ia gauname, kad
2t =1-5k, k — sveikasis skai¢ius.
Jei k biity lyginis skaiéius, tai 1-5k biity nelyginis skai¢ius. Sis
atvejis netinka.
Jei k=2m-1, m - sveikasis skaidius, tai

2t =1-5(2m-1),
2t=6-10m,
t=3-5m.

Vadinasi,
Xx=12 +(3—-5m) =15-5m,
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y—1-26-5m) _1om-5_

2m-1,
5 5

m — sveikasis skaicius.
Sprendinius (x;y), kuriuose x<0 ir y >0 gausime tada, kai

15-5m<0 ir 2m-1>0.
IS ¢ia m>3 ir m>%. Taigi m>3.

Sprendinius (x; y), kuriuose x>0 ir y <0, gausime tada, kai
15-5m>0 ir 2m-1<0.
IS ¢ia m<3ir m<%. Taigi m<0.
Atkreipkime démesi, kad i§ formuliy
X=15-5m,
y=2m-1
galima gauti ir abu nattraliuosius sprendinius ((5; 3) ir (10; 1)). Tereikia
i8spresti nelygybiy sistema
15-5m >0,
{Zm -1>0.
Ji turi du sprendinius: m=1 ir m=2.
Kai m=1,tai x=10, y=1;kai m=2, tai x=5, y=3.
Isvada: diofantiné lygtis 2x+5y =25 turi be galo daug sprendiniy
(X; y) , kurie uzraSomi formulémis
x=15-5m ir y=2m-1, ¢ia m yra bet kuris sveikasis skaiCius.
Matome, kad sprendziant diofantines lygtis taip pat galima taikyti
(bent i$ dalies) varianty perrinkimo metoda.

ISnagrinékime dar kelis varianty perrankos metodo taikymo
uzdavinius.

3 pavyzdys. Raskime natiiraliyju skaiciu X ir y poras (x;Yy), kurios

tenkina lygti
111 o
X y 14
Sprendimas. Lygti pertvarkykime taip:
Xy —14x-14y =0,
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(xy—14x)—(14y —-196) —196 =0,

x(y—14) -14(y —14) =196,

(y—-14)(x—14)=196.
Iiskaide 196, gauname, kad 196 =22 - 7. Toliau nagrinékime lygti

(x—14)(y —14) =22 .72

Galimos x-14 reikSmés yra 1; 2; 4; 7; 14; 28; 49; 98 ir 196, o
atitinkamos y—14 reikSmés yral96; 98; 49; 28; 14; 7, 4; 2 ir 1. I$ ¢ia
(pridédami po 14) randame visus (2) lygties natiiraliuosius sprendinius:

(15: 210), (16;112), (18;63), (21:42), (28;28), (42;21), (63:18),
(112; 16), (210: 15).

4 pavyzdys. Raskime visas nattiraliyjy skai¢iy a ir b poras (a;b),
kurios tenkina lygiai tris iS Siy keturiy salygu:

1) a+1 dalijasi i b;

2) a=2b+5;

3) a+b dalijasi i§ 3;

4) a+7b yra pirminis skaicius.

Sprendimas. Jei a+b dalytysi i§ 3, tai galioty lygybé a+b=3m,
kurioje m — kuris nors natiiralusis skaicius. Tada

a+7b=(a+b)+6b=3m-+6b=3(m+2b).

Taigi $iuo atveju a+ 7b nebiity pirminis skaicius.

Darome i$vada, kad natiiralieji skaiciai @ ir b batinai turi tenkinti
pirma ir antrg salygas. Spresdami lygciy sistema

a+1=kb, ke N,
a=2b+5,
gauname:
2b+6:kb:>b(k—2):6:>b:%, k>2 =be{l 236}

Galimos tokios skai¢iy a ir b poros:
(7; 1), (9; 2), (11; 3), (17; 6).
Né viena i§ sumy a-+b nesidalija i§ 3. Todél reikia tikrinti, kurios i$ ju
tenkina ketvirta salyga (skai¢ius a+7b yra pirminis). Gauname dvi
poras: (9; 2) ir (17; 6).
Ats.: (9; 2), (17; 6).
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5 pavyzdys. Dézéje yra 22 rutuliukai. Kiekvienas i$ ju per pusg
nudazytas dviem spalvomis: 10 rutuliuky — raudona ir mélyna, 7 ru-
tuliukai — mélyna ir zalia, o 5 rutuliukai — zalia ir raudona. Kiek ma-
ziausia rutuliuky reikia (nezitirint) iStraukti i§ dézés, kad tarp ju buty ne
maziau kaip 5 rutuliukai, per pusg nudazyti ta pacia spalva?

Sprendimas. UzZdavini spreskime ,,nuo kito galo®. Pabandykime
i8siaiSkinti, kiek daugiausia rutuliuky galima iStraukti i§ dézés, kad tarp
Ju nebuty penkiy rutuliuky, per pus¢ nudazyty viena spalva. Pagal
spalvas rutuliukus paZyméekime simboliais RM, MZ ir ZR. Jei i3-
trauktume du RM, du MZ ir du ZR, tai turétume po keturias kiekviena
spalva nudazytas rutuliuky puses. Taigi septintuoju traukimu visada turé-
tume bent penkias ta pacia spalva nudazytas rutuliuky puses.

Ats.: 7.

6 pavyzdys. Raskime visus natiiraliuosius lygéiy sistemos

8x+5y+2z =100,
{ @)
X+y+2=20
sprendinius.
Sprendimas. I8 antros lygties gauname, kad
2=20—-Xx-Y.
Irasg Sia iSraiska | pirmaja lygti, gausime lygti su dviem nezinomaisiais:

7x+4y=280.

Lengva matyti, kad galimos x reik§més priklauso intervalui (1; 11).
Kadangi
X
y=20 2
turi bati natdralusis skaiCius, tai skaifius X turi dalytis i§ 4. Vadinasi,
X=4 arba x=8. Gauname du (4) lygties nattraliuosius sprendinius
(4; 13) ir (8; 6) ir apskaiciuojame z reikSmes.
Taigi (3) sistema turi du nattiraliuosius sprendinius — trejetus
(4;13; 3) ir (8; 6; 6).
Ats.: (4; 13; 3), (8; 6; 6).
ISsamesnei pazinCiai su Cia aiSkinama tema bei gilesnéms
diofantiniy lygciy sprendimo studijoms tikty kad ir tokia literattra:
1. R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos. Jaunajam matematikui. 3,
Danieliaus leidykla, Vilnius, 2002, 15-24, 88-93 psl.
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2. E. Stankus. Diofantinés lygtys. Jaunajam matematikui. 8, Danieliaus
leidykla, Vilnius, 2007, 26-35, 103-105 psl.
3. J. Sinkiinas. Ekstremumai be isvestiniy. Vilnius, TEV, 2008.

Pateikiame uZdaviniy rinkinélj savarankiSkam sprendimui (pasi-
treniravimui). Siy uZdaviniy sprendimy patikrinimui siysti nereikia.

1. Dézgje yra 70 rutuliuky: 20 raudony, 20 melyny, 20 juody, 5 balti ir
5 zali. Kiek maziausia rutuliuky reikia atsitiktinai iSimti i§ dézés,
kad tarp ju biity ne maziau kaip 10 tos pacios spalvos?

Ats.: 38.

2. Dézéje yra 10 raudony, 8 mélyni ir 6 juodi rutuliukai. Kiek
daugiausia rutuliuky galima atsitiktinai iSimti i§ dézés, kad dézéje
likty bent 5 vienos spalvos rutuliukai ir 3 kitos spalvos rutuliukai?

Ats.: 9.

3. Ant vienos kortelés uzraSytas skaiCius 1, ant dvieju korteliy —
skaicius 2, ant triju korteliy — skaicius 3 ir t. t., ant 50 korteliy —
skaicius 50. Tos kortelés sudétos i dézute ir sumaiSytos. Kiek
maziausia korteliy reikia iStraukti i§ dézutés, kad tarp ju biity bent
10 korteliy su vienodais skaiciais?

Ats.: 415.

4. Tamsiame sandélyje padéta 20 pory juody ir 20 pory rudy vienodo
dydzio baty, nesuriSty poromis. Tamsoje negalima atskirti ne tik
baty spalvos, bet ir kairiojo nuo deSiniojo bato. Koki maziausia
skaiCiy baty reikia paimti, kad tarp ju buty bent:

1) viena tos pacios spalvos baty pora?
2) viena juody baty pora?
3) dvi poros vienos spalvos baty?
4) dvi poros skirtingy spalvy baty?
5) dvi poros juody baty?
6) keturios poros juodu baty?
7) Sesios poros vienos spalvos baty?
8) keturios poros juody ir 6 poros rudy baty?
Ats.: 1) 41; 2) 61; 3) 43; 4) 61, 5) 62; 6) 64; 7) 51, 8) 66.
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10.

a) Trys vyrai ir trys berniukai turi persikelti per upg valtimi, kuria
gali plaukti tik vienas vyras arba 1-2 berniukai. Sudarykite ju
persikélimo plana.

b) Trys vaikinai ir trys merginos turi persikelti per upe valtimi,
kuria gali plaukti ne daugiau kaip du zmonés. Sudarykite toki ju
persikélimo plana, kad bet kuriuo momentu viename krante
nebiity daugiau vaikiny negu merginy (kai vaikiny yra daugiau
negu merginy, jie sukelia tarpusavyje mustynes).

Seka sudaroma taip: pirmas narys lygus 7, o po to kiekvienas kitas
narys lygus prie§ ji esanCio nario kvadrato skaitmeny sumai,

padidintai vienetu. Taigi antras narys lygus 14 (72 =49 ir
4+9+1=14), tretias narys lygus 17 ir t. t. Koks yra tikstantasis
sekos narys?

Ats.: 11.

Linas sugalvojo nataralyjj skaiiy ir, padaugings ji i§ 13, nubrauké
gautojo skaiCiaus paskutini skaitmeni. Gautaji skai¢iy padaugino i$
7 ir, taip pat nubraukes paskutini skaitmeni, gavo 21. Koki skaiciy
sugalvojo Linas?

Ats.: 24.

Zvejai pagavo lydekuy, eSeriy ir kuoju (daugiau kaip 30 bet maZiau
uz 100). Pasirod¢, kad 48 % sugauty zuvy yra eSeriai. Penkias
maziausias zuvis zvejai paleido atgal i eZera. Perskaiciavus zuvis,
buvo nustatyta, kad eSeriai sudar¢ jau 50 %likusiy zuvy. Kiek zuvy
buvo sugauta? Kiek eSeriy buvo paleista atgal { ezera?

Ats.: 75; 1.

Kiek yra trizenkliy skai¢iy, kuriy paskutinis skaitmuo lygus pirmyju
skaitmeny sandaugai?
Ats.: 32.

Kiek yra trizenkliy skai¢iy, kuriy bet kuriy dvieju skaitmeny suma

dalijasi 1§ treciojo skaitmens?
Ats.: 39.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Trizenklis skaicius, kurio skaitmenys skirtingi, dalijasi i§ dvizenklio
skaiCiaus, gauto i§ trizenklio skai¢iaus iSbraukus bet kuri skaitmen;.
Raskite visus tokius skaicius.

Ats.: 120, 150, 240, 360, 480.

Raskite toki keturzenklj skaiciy, kurio Simty skaitmuo yra nulis, o ji
isbraukus gaunamas 9 kartus maZesnis trizenklis skaicius.
Ats.: 2025, 4050, 6075.

Penkiazenkliame skaiciuje, kurio né vienas skaitmuo nelygus nuliui
ir kuris dalijasi i§ 54, iSbrauktas vienas skaitmuo. Gautas
keturzenklis skaiCius irgi dalijasi i§ 54. IS jo iSbraukus vieng
skaitmenij, gautas trizenklis skaiCius taip pat dalijasi i§ 54. Pagaliau
i§ trizenklio skaiCiaus, iSbraukus viena skaitmeni, gaunamas skaicius
54. Raskite ta penkiazenklj skaiciy.

Ats.: 59 994.

Mokinys uz teisingai i$sprgsta uzdavinj gauna 15 tasky, o uz blogai
i§spresta uzdavini — praranda 34 taskus. ISsprendgs ne daugiau kaip
150 uzdaviniy, jis gavo 114 tasky. Kiek uzdaviniy mokinys
iSsprend¢ teisingai ir kiek klaidingai?

Ats.:1)t-28,k-9;2)t-62, k—-24; 3) t— 96, k — 39.

Keliais skirtingais biidais 66 litrus uogienés galima iSpilstyti { triju
ir penkiy litry talpos stiklainius (pripilant pilnus)?
Ats.: 4, (2; 12), (7;9), (12; 6), (17; 3).

Raskite lygties 5x +19y = 674 natdraliuosius sprendinius.
Ats.: (131; 1), (112; 6), (93; 11), (74; 16), (55,21), (36; 26), (17; 31).
. .11 1 . .
Raskite lygties — + — + = =1 natiiraliuosius sprendinius.
X vy z

Ats.: (3; 3; 3), (2; 4; 4), (2; 3; 6) ir ju perstatos.

Raskite lygties 1 + 11 sveikuosius sprendinius.
X y 14

Ats.: (-182; 13), (-84; 12), (-35; 10), (-14; 7), (7; -14),

(10; —35), (12; -84), (13; —182),
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19.

20.

(15; 210), (16,112), (18; 63), (21; 42), (28; 28),
(42; 21), (63; 18), (112; 16), (210; 15).

Raskite lygties 6xy —4x+9y —366 =0 sveikuosius sprendinius.
Nurodymas.
6xy —4x+9y—-366 =0 & (2x+3)(3y—2) = 32.5.28 Turint
mintyje, kad 2x+3 yra nelyginis skai¢ius, reikia i$nagrinéti
galimus atvejus.
Ats.: (3; 14), (-24; -2).

Raskite lyg€iu sveikuosius sprendinius:
a) 3x+5y=40;

b) 5x-8y =35.
Ats.:a) x=5-5t,y=5+3t,teR;
b) x=-1+8t,y=-5+5t, teR.

TRECIOJI UZDUOTIS

Raskite visus nattiraliuosius skaicius, kuriems esant skaicius n+3
dalijasi i§ skai¢iaus n + 3.

Raskite maziausia nattralyji skaiCiy, kuris pasizymi tokiomis
savybémis:

jo pusé yra sveikojo skaiciaus kvadratas;

jo trecdalis yra sveikojo skaiCiaus kubas;

jo penktadalis yra sveikojo skaiCiaus penktasis laipsnis.

Risyje yra 20 vienodos talpos ir formos stiklainiy su uogiene: 8
stiklainiai braskiy uogienés, 7 stiklainiai mélyniy uogienés ir 5
stiklainiai vy$niy uogienés. Stiklainiai imami vienas po Kkito
atsitiktinai. Raskite didziausia skai¢iy stiklainiy, kuriuos galima
paimti, kad rtsyje likty nemaziau kaip 4 vienos rusies uogienés ir
nemaziau kaip 3 kitos rusies uogienés stiklainiai.
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4. Raskite visus sveikyjy skaic¢iu X, y ir z trejetus (x;y; z), Kkurie

tenkina lygciy sistema

X2—y2—22=L
X—y—-z=-3.

Raskite maziausia natiiralyji skaiéiy, prasidedanti skaitmeniu 1, i§
kurio gaunamas trigubai didesnis skaicius, kai skaitmuo 1
perkeliamas i skaiCiaus gala.

Raskite keturzenklj skaiCiy, daly i$ 7, kuri galima iSreiksti kurio
nors natiiraliojo skaiciaus kvadrato ir jo kubo suma.

Raskite visas natiiraliyjy skai¢iy m ir n poras (m; n), kurios tenkina

lygti
12m +31n =170.

I kiek maiSeliy po 5 kg ir 19 kg galima supilti 674 kg kavos
pupeliu? Raskite visus imanomus variantus.

Linas mélynais bruksneliais padalijo liniuote i 50 lygiu daliy, o
Romas ta pacia linivotg raudonais briikSneliais padalijo i 47 lygias
dalis. Nustatykite, tarp kuriy mélynuy ir raudony briks$neliy atstumas
yra maziausias.

10. Raskite sveikyjuy skaiCiy x ir y poras (X; y), kurios tenkina lygtj

1 1 1
_+_—_
X y 5
A3

( N
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IV. KOMBINATORIKOS UZDAVINIAI

Antanas Apynis (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

Pasirinkus bet kurig baigting aibg, tarkime, A={ay; ay;...;a,}, i8
jos elementy galima sudaryti ivairiy naujy matematiniy objekty, vadi-
namy junginiais. Pana$iai kaip i§ gimtosios kalbos abécélés raidziy
galima sudaryti ivairiy vienokia ar kitokia prasme turin¢iy zodziy.

Zinome, kad ne visi kalbos abécélés raidziy junginiai (Zodziai) yra
prasmingi (dabartinés vartosenos pozitriu). PanaSiai yra ir su mate-
matiniy objekty junginiais. Dazniausia nagrinéjami junginiai yra sutvar-
kytos elementy poros, sutvarkyti elementy trejetai, baigtinés skaiciy se-
kos. Kiekvieng natiiralyji skai¢iy galima suvokti kaip sutvarkyta skait-
meny aibés {0; 1; 2; ...; 9} elementy jungini. Bet kuris n-matés erdvés
taskas, uzrasytas koordinatémis, yra kuriy nors realiyjy skaic¢iy junginys.

Natiralu aiskintis, kiek (o kartais ir kokiy) junginiy, tenkinanciy
tam tikras salygas, galima sudaryti i$ pasirinktos aibés A ir jos poaibiy
elementy. Vienu metu net buvo iSpopuliar¢jes zaidimas — kas parasys
daugiau prasmingy zodziy, sudaryty i§ konkretaus zodzio raidziy (nebt-
tinai imant visas).

Prisiminkime pradines kombinatorikos savokas ir pagrindines kom-
binatorikos uzdaviniy sprendimo taisykles bei formules.

Tegu A={a;;ay;...;a,} yra kuriy nors matematiniy objekty (ne-
butinai skaiéiy) aibé. Bet kurj jos elementy junginj, sudaryta i m skir-
tingy aibés A elementy pazymékime J,(m), me{L 2;...;n}. Kartais
sakoma, kad toks junginys yra junginys be pasikartojimy.

Apibrézimai:

1) Nesutvarkytas junginys J,(m) vadinamas deriniu i n elementy
po m elementuy;

2) Sutvarkytas junginys J,,(m) vadinamas gretiniu i$ n elementy po
m elementy;

3) Sutvarkytas junginys J,(n) vadinamas kéliniu i§ n elementy.

Aisku, kad derini (nesutvarkyta jungini be pasikartojimy) galima
tapatinti su bet kuriuo aibés A poaibiu, turin¢iu m elementu. Kiekviena
gretini i§ n elementy po m elementy (sutvarkyta jungini be
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pasikartojimy) galima apibudinti kaip sutvarkytg aibés A poaibi, sudaryta

i§ m elementy, o kélinj i§ n elementy galima nusakyti kaip sutvarkyta

aibe A. Kita vertus, kélinys yra gretinys i§ n elementy po n elementy.
Aibés A={g; ay; ...; ay} poaibiy po m elementy (deriniy) skaicius

Zymimas Crr]n . Gretiniy i§ n elementy po M elementy skaiCius Zymimas
AT, o kéliniy i$ n elementy skai¢ius Zzymimas P,.
Nesunku suprasti, kad skai¢iai ', A" ir Py, susijg tokia formule:

A =Cq' P (1)
(¢ia me{L; 2;...;n}).
Vadinasi, pakanka issiaiskinti, kad
m n!
Cn' = mi(n — m)! @)
ir
Ph=m (3)
Siose formulése simboliu k! Zymima sandauga k-(k—1)-...-2-1, kuri
vadinama skai¢iaus k faktorialu. Turésime mintyje, kad visos trys
formulés LIMM mokiniams yra zinomos i§ mokykliniy vadovéliy; todél
ju iSvedima Cia praleisime.

Sprendziant kombinatorikos uzdavinius nepakanka (1) — (3) for-
muliy. Labai svarbu suvokti ir jsiminti kombinatorine sudéties ir
kombinatoring daugybos taisykle.

Tegu A ir B yra baigtinés aibés, neturinios bendry elementy
(ANB=9Y), AUB yra aibiy A ir B sajunga, o Ax B, apibréziama
formule

AxB={(a;b):ac A beB},
yra aibiy A ir B Dekarto sandauga. Siy aibiy elementy skaiciy
pazymékime atitinkamai m(A), m(B), m(AUB) ir m(AxB). Pagal
kombinatoring sudéties taisykle gaunama formulé

m(AUB) =m(A) +m(B), (4)
o pagal kombinatoring daugybos taisykle — formulé
m(Ax B) =m(A)-m(B). (5)

Jei aibés A ir B turi bendry elementuy, t. y. A(B =, tai

36



KOMBINATORIKOS UZDAVINIAIL

m(AUB) =m(A)+m(B)-m(ANB). (6)

Cia pateikty savoky ir formuliy pakanka ir tuo atveju, kai reikia
nagrinéti sutvarkytus junginius su pasikartojimais. Junginiy su pasikar-
tojimais skaiiams rasti yra iSvesta jvairiy formuliy, bet sprendziant
nesudétingus kombinatorikos uzdavinius galima ir be ju apsieiti.

I$nagrinékime kelis pavyzdzius.

1 pavyzdys. Kiek yra penkiazenkliy skai¢iy, daliu i§ 4, kurie
uzrasyti visais skaitmenimis 1, 2, 3, 4 ir 5.

Sprendimas. Bet kuri penkiazenklj skai¢iy ajaragasas galima
uzraSyti formule

aarazayas = ajarag -100 + aas.

Aisku, kad jis dalijasi i§ 4 tik tada, kai dvizenklis skai¢ius ﬁ
dalijasi i§ 4. IS to darome iSvada, kad daliy i§ 4 penkiazenkliy skaiciy
gale turi biti 12, 24, 32 arba 52. Kiekvienu atveju turime Pz =3!=6
variantus pirmiesiems trims skaitmenims uzraSyti. Pagal kombinatoring
daugybos taisykle gauname 6-4 =24 penkiazenklius skaicius, tenki-

nancius uzdavinio salygas.
Ats.: 24.

2 pavyzdys. Kiek penkiaZenkliy skaiciy su skirtingais skaitmenimis
galima sudaryti i§ skaitmeny 0, 1, 2, 3 ir 4 esant salygai, kad pirmas
skaitmuo ne vienetas?

Sprendimas. Aisku, kad pirmas skaitmuo negali buti nulis. Lieka
trys skaitmenys (2, 3 ir 4), galintys uzimti pirma pozicija. Su kiekvienu
i§ ju yra P, =4!=24 skirtingy varianty kitoms pozicijoms uZimti. Pagal
kombinatoring daugybos taisykle gauname 3-24 =72 penkiazenklius
skaicius.

Ats.: 72.

3 pavyzdys. Nustatykime, kokiu skaitmeniu baigiasi visy skaiCiy,
gauty i§ skaiciaus 2013 keiciant vietomis jo skaitmenis, SeSiasdeSimtyjy
laipsniy suma. Skaicius 2013 yra tarp ju, o nulis, atsidlirgs pirmoje pozi-
cijoje, nubraukiamas.

Sprendimas. Aisku, kad galima sudaryti 24 skaicius; $esi i$ ju bus
trizenkliai. Vienety pozicijoje gali biti bet kuris i§ skaitmeny 0, 1, 2 ir3.
Kiekvienas i§ ju bus SeSiy skaiCiy paskutinis skaitmuo. Skaiciaus
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260 =(23)20 =(84)5 =(642)5 paskutinis skaitmuo yra 6, o skaiCiaus

380 — (3% =(8*)° =811 yra 1. Kadangi 0%° =0 ir 1% =1, tai
sudéje visy skaiciy 60-uosius laipsnius, gausime tokia ju vienety suma:
6(6+1+0+1)=48.

Vadinasi, paskutinis sumos skaitmuo yra 8.
Ats.: 8.

4 pavyzdys. Plok§tumoje pazyméta 11 taSky. Penki i§ ju yra
viename apskritime ir néra né vieno kito apskritimo, kuris eity per
daugiau negu tris taSkus. Be to, jokie trys taskai néra vienoje tieséje.
Kiek apskritimy, einanciy lygiai per tris pazymétus taSkus, galima
nubrézti?

Sprendimas. Zinome, kad per bet kuriuos tris nesan¢ius vienoje
ties¢je plokStumos tasSkus galima nubrézti apskritima (visada tik vieng).
Apskritima, einanti per penkis pazymetus taskus, pazymékime raide A.
Kitus apskritimus sugrupuokime pagal pazymétuy tasky, esanciu ap-
skritime A, skaiciy; jis gali buti du, vienas arba nulis. Tokius apskritimus
zymékime (atitinkamai) simboliais Ay, A ir Ay. Pagal kombinatoring

daugybos taisykle apskritimy A, galima nubrézti C52 -C% =60, apskri-

timy A; galima nubrézti CE-CZ =75, o apskritimy Ag=Cg =20. I3
viso bus 60+ 75+20 =155 apskritimai, einantys lygiai per tris pazy-

meétus taskus.
Ats.: 155.

5 pavyzdys. Keliais biidais i§ nattraliyjy skai¢iy 1, 2, 3, ..., 100
galima pasirinkti tris skaiCius, kuriy suma dalijasi i§ 3?

Sprendimas. Tarp skai¢iy nuo 1 iki 100 yra 33 skaiciai, kurie
dalijasi i§ 3. Yra 34 skaiCiai, kuriuos dalijant i§ 3 gaunama liekana 1, ir
33 skaiciai, kuriuos dalijant i§ 3, gaunama liekana 2. Dalig i§ 3 suma
galima gauti tokiais atvejais: 1) visi trys skaiciai dalijasi i$§ 3; 2) visy triju
skaiciy dalybos i§ 3 liekana lygi 1; 3) vienas skaiCius dalijasi i§ 3, vieno
dalybos i§ 3 liekana lygi 1 ir vieno dalybos i$ 3 liekana lygi 2; 4) visy
triju skai¢iy dalybos i§ 3 lieckanos lygios 2.

Gauname

c%+C3, +Cly-Cly -Cls + C3; =5456+ 5984 + 37026 + 5456 = 53922
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triju skaiciy, kuriy suma dalijasi i§ 3, pasirinkimo biidy.
Ats.: 53 922.

6 pavyzdys. Kiek skirtingy 9-zenkliy skaifiy galima sudaryti i$
skaiCiaus a=512312171 skaitmeny kei¢iant juos vietomis?

Sprendimas. Jei visi skaiCiaus a skaitmenys buty skirtingi, tai
gautume n=09! skirtingy 9-zenkliy skai¢iy (Zinoma, kai tarp skaitmeny
néra nulio). Kadangi skaitmuo 1 pasikartoja keturis kartus, o skaitmuo 2
pasikartoja du kartus, tai bendras 9-zenkliy skaiCius sumazéja 442!=48
kartus. Taigi ieSkomasis skaicius (ji pazymékime m) yra toks:

M= 9 _9-8:7-6-5 7560,
42 2

Ats.: 7560.

KETVIRTOJI UZDUOTIS
1. Suskaiciuokite, kiek trikampiy (iskaitant ir ABC) yra Siame atkarpy

tinkle. Skai¢iavima paaiskinkite.

C

A B

2. Plokstumoje yra pazyméti 7 taskai Aj, Ay, ..., A; taip, kad jokie trys
i§ ju néra vienoje ties¢je. Kiek yra skirtingy keliy i§ Ay { A, jei
galima eiti tik atkarpomis, jungianciomis pazymétuosius taskus, ir
draudziama tame paCiame taske atsirasti daugiau kaip viena karta?

3. Kiek skirtingy keturzenkliy skaiciy, daliy i§ 5, galima sudaryti i$
skirtingy skaitmenu 0, 1, 3, 5 ir 7?
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10.

Kiek skirtingy penkiazenkliu skaiciy, didesniy uz 20 000, galima
sudaryti i$ skaitmenuy 1, 2, 3 ir 4, jei skaitmenys 2, 3 ir 4 ieina po
viena karta, o 1 — du kartus?

Kiek skirtingy trejety galima sudaryti i$ skaiciu 1, 2, 3, ..., 30, kad
kiekvieno is juy skai¢iy suma bty lyginé?

Apskai¢iuokite suma tokiy keturzenkliy skaiCiy, kuriuos galima
uzrasyti keiCiant vietomis skaitmenis 1, 2, 3 ir 4.

Kiek septynzenkliy skai¢iy galima sudaryti i§ skaitmeny 1, 2, 3, ...,
8, kad skaitmuo 2 | juos jeity nemaziau kaip tris kartus?

Kiek skirtingy Sesiazenkliy skai¢iy galima sudaryti i§ skaitmeny 1,
2,3,4,5,61r 7, kad visi jo skaitmenys biity skirtingi, o pirmas ir
paskutinis skaitmenys biity lyginiai?

Kiek keturzenkliy skai¢iy galima sudaryti i§ skaiCiaus 123153
skaitmeny? Skaitmenys 1 ir 3 gali jeiti nedaugiau kaip po du kartus,
0 skaitmenys 2 ir 5 — nedaugiau kaip po vieng karta.

Gélininké Justina nori pasodinti vienoje eiléje 9 géles: 6 vienodus
kardelius ir tris rozes — raudona, balta ir oranzing. Keliais buidais ji
gali pasodinti Sias géles esant salygai, kad kiekviena rozé buty tarp
kardeliy?
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V. FIBONACIO SKAICIAI

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Skaiciy eilé
112,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89,144, 233, 377, 610, 987 ... (1)

vadinama Fibonacio skaiciy seka arba tiesiog Fibonacio seka. Nesunku
pastebeéti, kad kiekvienas Sios sekos narys, pradedant treciuoju, lygus
dviejy pries ji stovinCiy nariy sumai. Taigi, jei Sios sekos Nn-aji nari
pazymésime F,, tai galime uzraSyti formulg, pagal kuria surandami
Fibonacio skaiciai:

F,=F_,+F,, (n=3). 2

Siek tiek istorijos. Fibonacis (1180-1240) buvo vienas i Zymiausiy
viduramziy matematiky. Tikrasis Fibonacdio vardas yra Leonardas iS
Pizos, taCiau jis labiau zinomas kaip Fibonacis — lietuviskai tai reikSty
Bonacio stnus. Jo tévas buvo pirklys, todél Fibonacis kartu su tévu daug
keliavo. Alzyre jgijo pradini iSsilavinima, ten susipazino su araby
aritmetika ir algebra. Véliau jis i$leido knyga ,,Liber abacci® (,,Abako
knyga®), kuri kitus tris amzius buvo svarbiausia aritmetikos ir algebros
knyga Vakary Europoje. Placiau apie Fibonacio darbus galima susi-
pazinti neseniai iSleistoje knygoje [2]. Fibonacis suformulavo ir toki
uzdavini.

Subrendusi triusiy pora kas ménesi pagimdo naujq triusiy porq,
kuri subresta po dviejy ménesiy ir pagimdo naujq triusiy porq. Kiek
triusiy bus mety pabaigoje, jei mety pradzioje turime vienq nesubren-
dusiq triusiy porq?

Pastaba. Sj istorini uzdavinj metodiniais tikslais Siek tiek pakore-
gavome jrasydami ,,nesubrendusia‘ vietoje ,,subrendusia®.

Panagrinékime ji. Pirmoji triusiy pora gali susilaukti jaunikliy tik po
dvieju ménesiy, tai pirma ir antra ménesj pory skaicius islieka tas pats —
lygus 1. Treéiaji ménesi, kai $i pora susilaukia palikuoniu, poru skaicius
tampa lygus 2. Senoji triusiy pora po ménesio vél susilauks porelés.
Vadinasi, ketvirtaji ménesj jau bus 3 poros. Penktaji ménesi palikuoniy
susilauks ir senoji, ir tre¢iaji ménesj gimusi pora, taigi jau bus 5 triusiy
poros. Seitaji ménesj jau turésime 8 triusiy poras. SkaiGiavima tokiu
badu tesdami toliau, gausime, kad po 12 ménesiy bus 144 triusiy poros.
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Kaip matome, gauname (1) Fibonacio skaiCiy sekos pirmuosius 12 nariu.
Aisku, kad tgsdami skaic¢iavima i§ eilés galime gauti bet kurj Sios bega-
linés sekos narj.

Atkreipkime démesi, kad pagal (2) formulg galime parasyti be galo
daug skirtingy seky — priklausomai nuo to, kokius pasirinksime pradinius
sveikuosius skai¢ius Fy ir F,. Su kitomis Fy ir F, reik§miy parinktimis
gausime kitas sekas. Pavyzdziui, kai F; =2, F, =5, gausime seka 2, 5,
7,12,19, 31,50, ... . Jei F =1, F, =3, tai seka tokia: 1, 3, 4, 7, 11, 18,
29, ... . Viena i$ Zinomesniy yra seka 2, 1, 3,4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123,
199, 322, 521 su F =2, F, =1, vadinama Lukaso (Frangois Edouard
Anatole Lucas — pranciizy matematikas, 1842-1891) seka, kurios savybés
labai panasios i Fibonacio sekos savybes. Atkreipiame démesi, kad tik
(1) seka, kurios F = F, =1, vadinama Fibonacio seka.

Fibonacio skaiciai pasirodo ir tokiame kombinatorikos uzdavinyje:
keliais skirtingais keliais i§ vir§tinés 1 galima patekti { virSting n judant
tik rodykliy nurodytomis kryptimis? (1 pav.)

n—3 n—1

n—4 n—2 n

1 pav.

Atsakydami i §i klausima matome, kad i§ 1 i 2 virSing galima
patekti vieninteliu biidu (1=F,), i§ 1 i 3 virSuing — dviem keliais
(2=F;), 18 1 i 4 — trim budais (3=F,), i§ 1 { 5 — penkiais keliais
(5=F;) ir t. t. Tgsdami skaiC¢iavima gauname, kad galimy keliy i§ 1
vir§iinés 1 n vir§iing skaiciai yra lygis F,.

Skaiciy sekos, kuriy kiekvienas narys (iSskyrus kelis pradinius) ap-
skai¢iuojamas i§ anksCiau gauty nariy pagal tam tikra formulg, mate-
matikoje vadinamos rekurenciosiomis sekomis.

FibonacCio skaiCius galima aptikti ne tik matematikos Sakose —
skai¢iy teorijoje, kombinatorikoje, geometrijoje, lo§imy teorijoje, bet ir
fizikoje, informatikoje, taip pat jvairiuose gamtos rei§kiniuose. Nuo 1963
mety JAV leidziamas zurnalas ,,The Fibonacci Quarterly®, skirtas
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Fibonacio seky ir ju taikymo tyrimams. Sios sekos turi daug jdomiy ir
svarbiy savybiu. Kelias i§ ju ¢ia panagrinésime.

1 savybé. Su bet kuriuo n >1 galioja lygybé
FR+F +-+F =F,, -1 3)
[rodymas. 1§ (2) formulés turime, kad F, , =F, —F,, (n>3). Cia
vietoje n jras¢ 3,4,5,...,n+1 n+2 gausime n lygybiu

F=F-F,,
F,=F,-F,
F=F-F,,

I:n—l = I:n+1 - I:n '

I:n = Fn+2 - I:n+1 .

Jas sudéjg gauname (3) lygybe. Savybé irodyta.

Sis jrodymo metodas, pagristas tam tikry lygybiy sumavimu, gali
buti taikomas ir kai kuriy kity Fibonacio sekuy savybiy irodymui,
pavyzdziui, irodyti lygybei

FP+F2+-+F?=F -F.,. (4)
Cia reikia panariui sudéti lygybes
FeFea — FaaFe = R (Fk+l - Fk—l) = sz
suk=12,...,n.

Fibonacio seky savybéms irodyti taikomas ir kitas — matematinés
indukcijos metodas. Sis metodas patogus jrodinéti teiginiams,
priklausantiems nuo natiiraliojo skai¢iaus n — kai norima jrodyti, jog
teiginys teisingas su visais nattraliaisiais skaiCiais. Daugelis Fibonacio
seky savybiy — Kaip tik tokios.

Matematinés indukcijos metodas remiasi matematinés indukcijos
principu: jeigu

1. teiginys teisingas su n =1 (indukcijos pagrindas),

2. IS to, kad teiginys teisingas su bet kuriuo n =K (indukcijos
prielaida), isplaukia jog jis teisingas ir su n=Kk+1 (indukcinis
peréjimas),

tuomet teiginys teisingas su bet kuriuo natiralivoju skaic¢iumi n.
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ISsamiau su $iuo metodu ir jo taikymo pavyzdziais galima susi-
pazinti Lietuvos jaunyjuy matematiky mokyklos leidiniuose [1,3].
Egzistuoja jvairios matematinés indukcijos metodo variacijos, tarp ju ir
atvejis, kai indukcijos pagrindas toks: teiginys teisingas su n=1 ir
n=2. Tuomet indukcijos prielaida — teiginys teisingas su n=Kkir su
n=k+1, o indukcinis peréjimas — prie n=k +2. Vadovaujantis mate-
matinés indukcijos principu tada galima teigti, kad teiginys teisingas su
bet kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi n. Sia matematinés indukcijos metodo
modifikacija ir taikysime irodydami tolesng Fibonacio sekos savybe.

Prisiminkime:

jeigu yra toks natiralusis skaiius k, jog n=d -k, tai sakoma, kad
natiralusis skaicius n dalijasi is natiraliojo skaiciaus d arba skaicius d
dalija skaiciy n, arba d yra skaiciaus n daliklis;

skai¢ius d vadinamas skaic¢iy m ir n bendruoju dalikliu, jei jis dalija
mirn;

jeigu skaiéiai m ir n turi vieninteli bendraji dalikli, lygu 1, tai jie
vadinami tarpusavyje pirminiais skaiciais (zymima (m,n)=1).

2 savybé. Koks bebiity natiiralusis n>1 su visais natiiraliaisiais
m >1 galioja lygybé
Foim = FaFn + FFna (%)
[rodymas. Irodysime, kad su bet kuriuo n (5) lygybé galioja su
visais natiiraliaisiais m.

Indukcijos  pagrindas: (5) formulé, teisinga su m=1:
Fun=F4 R +FF=F_ ,+F (nesk=F,=1) ir su m=2:
I:n+2 = Fn—lFZ + I:n F3 = I:n—l + 2Fn = I:n+1 + I:n'

Indukcijos prielaida: (5) formulé galioja su m=k, t .
Fok =FaFR +FF, irsu m=k+1,ty F ,,=F F.,+FF. .
Turime jrodyti (indukcinis peréjimas), kad (5) formulé galioja ir su
m =Kk + 2. Tuo tikslu panariui sudékime ka tik gautas lygybes. Gausime,
kad F,o =Fa (R +Fo) +F (R +Reo) = FaRo, +FFRes, kar
reikéjo irodyti. Taigi (5) formulé galioja su visais natiiraliaisiais m.
Savybé jrodyta.

Fibonacio skaiciai turi daug idomiy dalumo savybiy

3 savybé. Fibonacio skai¢ius dalijasi i§ 3 tik tuomet, kai jo numeris
dalijasi i$ 4.
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{rodymas. Tegu Fibonacio skaiCiaus numeris n dalijasi i§ 4, t. y.
n =4k . Matematinés indukcijos metodu (k atzvilgiu) irodysime, kad
atitinkamas Fibonacio skaiius F, dalijasi i§ 3.

Teiginys teisingas su k =1, nes F, =3.

Tarkime, kad teiginys teisingas su kuriuo nors k, t. y., kai n=4k,
tai F, dalijasi i§ 3. [rodysime, kad teiginys teisingas su n=4(k +1).
Pasinaudosime (5) formule:

Faksn) = Fakea = FacaFa + FaFs =3F 44 +5F,.

Kadangi pastarosios sumos abu démenys dalijasi i§ 3 (antrasis —
pagal prielaida), tai ir F, ;) dalijasii§ 3.

Taigi teiginys teisingas su bet kuriuo natiiraliuoju k.

Savybeés pilnam jrodymui dar turétume irodyti ir atvirkscia teigini:
jei Fibonacio skaiCius F, dalijasi i§ 3, tai jo numeris n dalijasi i§ 4.
Taciau Sis jrodymas sudétingesnis ir jo ¢ia nepateiksime.

Kiekvienas Fibonacio skai¢ius randamas sudedant du pries ji gautus
skai¢ius — taip galima gauti Fibonacio skai¢ius su kiek norima dideliu
numeriu. Taciau taip skaiciuojant tenka rasti visus Fibonacio skai¢ius
pradedant pirmaisiais. O ar galima i§ karto rasti Fibonacio skaiCiy su
norimu numeriu neieskant jy i$ eilés? [ §i klausima ,,atsako* Biné (J.
Binet — pranciizy matematikas ir astronomas, 1786-1856) formulé

F, :%((xn -B"); ¢ia

NG

1+2‘/§ ~1,618033989..., B = % = -0,618033988.... (6)

Sios formulés jrodyma galima rasti knygoje [6].
Taciau ir naudojantis Biné formule rasti Fibonacio skaiCiy su
dideliu numeriu néra paprasta — reikia mokéti apskaiciuoti pakankamai

1++/5 1-45

didelius dvinariy , laipsnius. Bet atkreipkime démesi, kad

2 2
B=¥ =-0,618033988... tenkina nelygybe |P|<lir todel B"

modulis mazéja didinant n. Vadinasi, Biné formuléje atmete ,labai
maza*“ antraji nari B" gausime apytiksle Fibona¢io skai¢iaus F, reikSme:
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1
F,o~——a'. @)
"5
Kuo didesnis Fibonacio skaiciaus numeris, tuo Si formulé tikslesné.
Pavyzdziui, pagal Sia formule gauname, kad

Fis ~ = 015 = 609,0996721... ~ 610.

J5

Fibona¢io sekos — idomi ir plati tema. Zinomos jvairios kitos ju
savybés, Fibonacio skaiciy sasajos su binominiais koeficientais, su aukso
pjuviu ir kt. Susidoméjusiems sitilome iSsamiau i$studijuoti cituojama
literatiira.
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1. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas. Jaunajam matematikui 7,
Vilnius: Danieliaus leidykla, 2006, 29-35.
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Vilnius: Danieliaus leidykla, 2001, 50-56.

4. G. Stepanauskas. Fibona¢io skaiCiai. Alfa plius omega, Nr.2(6),
Lietuvos matematikos rinkinio priedas, 1998, 78-84.
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6. Bopoowsor H. H., Hucna ®ubonauyn, Mocksa: Hayka, 1978.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Naudodamiesi formule u,=u,,+u,,(N=3), kai u =-1
u, = -4, paraSykite pirmuosius 15 sekos nariy.

N

. Irodykite, kad su bet kuriuo nattiraliuoju n galioja lygybé
F+R+FK+-+F,  =F,.

w

. Irodykite, kad su bet kuriuo nattiraliuoju n galioja lygybé
F,+F, +F+--+F,, =F,., -1

o

. Irodykite, kad su bet kuriuo nattraliuoju n galioja lygybé
F2n = I:n2+1 - I:nz—l'
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10.

Matematinés indukcijos metodu jrodykite, kad su bet kuriuo

n+1

natiiraliuoju n > 2 galioja lygybé Fn2 =F F +CED).

Matematinés indukcijos metodu irodykite, kad su bet kuriuo
natiiraliuoju n galioja lygybé

FF, + PR + FFy +.+ Fy Fo = FF
[rodykite teigini: jei Fibonacio skai¢iaus numeris dalijasi i§ 5, tai ir
pats Fibonacio skaicius dalijasi i§ 5.
sis Fibonacio skai¢ius dalijasi i§ 16.
[rodykite, kad gretimi Fibonacio skaiCiai yra tarpusavyje pirminiai,

ty. (F,F.)=Lkain>2.

Naudodamiesi formule F, ~—=«" apskai¢iuokite F,.

1
J5

™4
( )

)

)&

<
(&)
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V1. IDOMIOJI LOGIKA

Livija Maliaukiené
(Lietuvos edukologijos universitetas)

Zodis »logika® yra kiles i$ graiky kalbos ZodZio ,,logos*, reiSkiancio
»iSmintis®, ,,savoka®, ,,mokymas®. Logikos mokslo kiiréju laikomas se-
novés graiky filosofas Aristotelis (IV a. p. m. e.), 0 jo sukurta formalioji
logika naudojama ir Siandien. Sunku pervertinti ta vaidmeni, kurj logika
vaidina ne tik matematikoje, bet ir visur, kur reikalingas gebéjimas
nuosekliai mastyti, irodyti teisingas ar paneigti klaidingas iSvadas.
Savoka ,,irodymas* dazniausiai siejamas su matematika. Taip yra todél,
kad matematiniy jrodymy teisingumas grindziamas ne bandymy ar
stebéjimy rezultatais, o nuoseklia loginiy samprotavimy seka, pradedama
aksiomomis, t.y. pradiniais tvirtinimais, kurie laikomi tapatingai teisin-
gais. Taciau koks visuotinis nustebimas kilo paaiskéjus, kad pacioje
matematikoje bei logikoje egzistuoja, atrodo, nepriekaistingi sampro-
tavimai, kuriy iSvados vis tik viena kitai prieStarauja. Tokie sam-
protavimai vadinami paradoksais (graikiskai para — prie§ ir doxa —
nuomoné), ir §is zodis vartojamas kaip sinonimas bet kurio tvirtinimo,
kuris taip prieStarauja jprastiniam mastymo biidui ir intuicijai, kad negali
nekelti nustabos. Paradoksais taip pat vadinami logiskai teisingi teiginiai,
kuriy i$vady negalima priskirti nei teisingoms, nei klaidingoms.

Vienas i§ seniausiy zinomy, minimy net Naujajame Testamente,
apastalo Pauliaus laiske Titui, paradoksy yra Epimenido (legendinio
graiky poeto, gyvenusio VI a. pr. Kr. Kretos saloje) arba melagio para-
doksas. Epimenidui priskiriamas tvirtinimas: ,,Visi Kretos salos gyven-
tojai — melagiai® (1).

Sis tvirtinimas logiskai priestaringas, tariant, kad melagiai visuomet
meluoja, o teisuoliai visuomet sako teisybe. Esant §iai prielaidai, (1)
teiginys negali biiti teisingas, nes tuomet ir Epimenidas biity melagis, o
jo teiginys — melas. Bet (1) negali bati ir klaidingas, nes tai reiksty, kad
Kretos salos gyventojai sako tik teisybg, o tuomet ir Epimenido zodziai —
tiesa, bet i§ (1) iSplaukty, kad Epimenidas — melagis.

Egzistuoja daug melagio paradokso varianty:

a) uzra$as ant sienos: ,,NerasSinékite ant sieny!*;
b) uzrasas: , Neskaitykite, kas ¢ia parasyta!*;
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c) viengungis skelbia, kad ves tik ta merging, kuriai uzteks proto
netekéti uz jo, ir pan.

Panasis i paradoksa ir tokie tvirtinimai: ,,bet koks zinojimas abe-
jotinas® ar ,vienintelé auksiné taisyklé yra ta, kad auksiniy taisykliy
néra“ (Bernardas Sou).

IS antikos laiky mus pasieké dar vienas garsus paradoksas apie
krokodila, pagriebusi i§ motinos ranky kadiki.

Krokodilas. Ar a$ suésiu tavo kidiki? Jei atsakymas bus teisingas,
a$ grazinsiu ji tau sveika ir nepaliesta.

Motina. O, vargas man! Tu suési mano kadikj!

Krokodilas (sutrikes). Jei atiduocCiau tau kidiki, tai tavo atsakymas
buty klaidingas ir a$ galé¢iau suésti mazylj. Puiki idéja.

Motina. Bet jei tu suéstum mano kiidikj, tai mano atsakymas biity
teisingas, ir tu turétum kudiki grazinti man.

Nelaimingas krokodilas taip susimasté, kad netycia paleido kudiki.
Motina ji pastvére, ir tiek jis juos tematé.

Krokodilas. Kaip gaila! Va, jei ji buty pasakiusi, kad a§ grazinsiu
kudiki, a8 biiciau turéjes pietus!

Krokodilas atsiduré prie§ nei$sprendziama dilema: jis turi ir suésti
kidiki, ir tuo paciu metu grazinti ji motinai.

Klasikiniai paradoksai turéjo didelg itaka vystant logika ir aibiy teo-
rija. Ypa¢ pazymétini Bertrano Raselio (1872-1970) darbai. Jis 1902 m.
suformulavo barzdaskucio paradoksa. Barzdaskutys skuta tik tuos,
kurie nesiskuta patys. Ar jis skutasi pats?

Kaip buvo minéta, sprendziant jvairius uzdavinius tenka sudaryti
(ilgesng ar trumpesng) subtiliy samprotavimy grandinélg. Panagrinékime
pavyzdi.

1 pavyzdys. Turistas ¢jo ezero link. Pri¢jgs kryzkelg, pamaté du ke-
lius, kuriy vienas éjo ezero link, o kitas — ne. Kryzkeléje sédéjo du vaiki-
nai. Vienas i$ ju visada sakydavo tiesa, kitas visuomet meluodavo. [ bet
kuri klausima jie atsakydavo arba ,taip®, arba ,,ne. Visa tai turistui buvo
zinoma, tik jis nezinojo, kuris i§ ju melagis, o kuris teisuolis. Tada jis
abiem pateiké ta pati klausima. Koks tai buvo klausimas, jei turistas i$
gauty atsakymuy neklysdamas nustaté, kuris kelias eina ezero link?

Sprendimas. Turistas parodé i viena kelig ir paklausé: ,,Ar tiesa, kad
Sis kelias eina ezero link ir kad dabar diena?*
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1 galimybé. Kelias, | kurj parodé turistas, eina ezero link. Teisuolis 1
klausima, ar $is kelias eina link eZero, atsakyty ,.taip“, o i klausima, ar
tiesa, kad dabar diena, — taip pat ,.taip®, ir todél { visa klausima atsakys
Htaip®. Melagis i pirmaja klausimo dali atsakyty ,ne“, taip pat ,,ne
atsakyty ir | antraja dali, vadinasi, i visa klausima atsakys ,,ne*.

II galimybé. Kelias, kuri parodé turistas, neina eZero link. Teisuolis
1 pirmaja klausimo dalj atsakytu ,,ne“, o i antraja — ,,taip”. Vadinasi, i
visa klausima atsakys ,,ne“. Melagis 1 pirmaja klausimo dali atsakyty
»taip®™, o i antraja — ,,ne”, todél atsakymas i klausima bus ,,ne*.

Isvada. Jei abu atsakymai — ,,ne”, tai parodytas kelias neina ezero
link. Jei vienas atsakymas — ,taip“, o kitas — ,,ne“, tai parodytas kelias
veda ezero link.

Zinoma, turistas galéjo ir kitaip paklausti, tadiau sudétiné klausimo
dalis negali biiti ,,ar tu sakai tiesg?

Sprendziant kai kuriuos uzdavinius, pravartu susidaryti duomeny
lentele, kuri padéty pasalinti negalimas prielaidas.

2 pavyzdys. Parodoje susitiko trys draugai: skulptorius Baltaitis,
smuikininkas Juodvirsis ir dailininkas Rudokas. ,Jdomu, kad vieno i$
misy balti, vieno juodi ir vieno rudi plaukai, bet né vienas i§ misy
neturime tokios spalvos plauky, kurig rodo pavardé,” — pastebéjo juo-
daplaukis. ,,Tu teisus“, — pasaké Baltaitis. Kokios spalvos dailininko
plaukai?

Sprendimas. a) Sudarome duomeny lentelg. Kadangi kiekvienas i$
draugu negali turéti tokios spalvos plauku kaip jo pavardg, tai iSbraukiame
lentelés istrizainés langelius.

) lauky spalva balta | juoda ruda
Pavardé

Baltaitis
Juodvirsis
Rudokas

b) Skulptorius Baltaitis negali biti juodaplaukis, nes jis atsaké juo-
daplaukiui. Todél lenteléje iSbraukiame langeli Bj. Pirmoje eilutéje licka
vienintelis langelis Br, taigi Baltaitis yra rudaplaukis.
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b r
B 0]
J
R

c) Kadangi rudaplaukis — Baltaitis, tai toks negali buti Juodvirsis;
todél iSbraukiame langelj Jr. Antroje eilutéje lieka vienintelis langelis Jb,
taigi Juodvirsis yra baltaplaukis.

d) Rudokas negali biti baltaplaukis, nes baltaplaukis — Juodvirsis,
todél isSbraukiame langeli Rb. Trecioje eilutéje lieka vienintelis langelis
Rj. Vadinai, dailininkas Rudokas — juodaplaukis.

Norint iSspresti kai kuriuos uzdavinius, reikia zinoti tokio tipo uzda-
viniy sprendimo algoritmq (algorithmi — lotyniska IX a. mokslininko al —
Chorezmi pavardés forma).

Pakalbékime, pavyzdziui, apie skaiiy 9, turintj nemazai mislingy
savybiu. Ar Zinote, kad jis, be kita ko, yra nematoma kiekvienos garse-
nybés gimimo datos sudétiné¢ dalis? Pavyzdziui, Lietuvos patriarchas
Jonas Basanavicius gimé 1851 m. lapkri¢io 23 d. Jo gimimo data uzra-
Sykime vienu skai¢iumi: 18511123. Bet kaip perstatykime skaitmenis ir
i§ didesniojo atimkime maZzesnjji. Sudéje visus skirtumo skaitmenis,
gausime 36, o 3 plius 6 yra 9! Pritaik¢ ta pati algoritma Antano
Baranausko (18350117), Jono Kubiliaus (19210727) ar bet kurios kitos
izymybés gimimo datai, irgi gautume 9. Ar devintukas pasléptas ir jisy
gimimo datoje?

Dabar pasiaiSkinkime $io fenomeno priezastis. Sudékime bet kokio
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skai¢iaus skaitmenis, po to — gautos sumos skaitmenis ir tgskime §ia ope-
racija, kol gautoji suma taps vienazenkliu skai¢iumi. Sji skai¢iy vadin-
sime skaitine Saknimi. Bet kokio skaiCiaus skaitiné Saknis lygi $io
skaiCiaus liekanai, gaunamai dalijant ji i§ 9 (patikrinkite). Matematikas
pasakyty, kad pradinis skaicius lygsta skaitinei $akniai moduliu 9. (2)

Matematika, kaip ir kitos mokslo sritys, nagrinéja jvairius teiginius.
Teiginiy logika analizuoja tik tokius teiginius, kurie yra arba teisingi,
arba klaidingi, bet negali buti kartu teisingi ir klaidingi. PavyzdZziui,
teiginys ,,16 dalijasi i§ 8 yra teisingas teiginys, o ,,C0S X > 2 “ yra klai-
dingas teiginys.

Teiginiai tarpusavyje gali biiti jungiami loginémis jungtimis: &
(skaitoma ,,ir*), v (,,arba®), = (,jei, tai”), — (,,ne*), ~ (,,ekvivalentu*).
Naudojant logines jungtis i§ elementariy teiginiy, sudaromi sudétiniai
teiginiai, kuriy teisingumas gali biiti nustatomas remiantis juos suda-
ranciy teiginiy bei loginiy jung€iy teisingumo reik§mémis (Zr. 1 lentelg,
kurioje t reiskia teisinga teigini, n — Klaidingg).

1 lentelé
A B |A&B|AVvB|/AS>B|A~-B| - A
t t t t t t n
t n n t n n n
n t n t t n t
n n n n t t t

Matome, kad dviejuy elementariy teiginiy A ir B konjunkcija A&B
teisinga tik tuomet, kai abu teiginiai yra teisingi, disjunkcija Av B
teisinga visuomet, iSskyrus atveji, kai abu teiginiai yra klaidingi,
implikacija A>B klaidinga tik tuomet, kai i$ teisingos prielaidos A
iSplaukia klaidinga iSvada B, ekvivalentumas A~B teisingas, kai abu
teiginiai turi ta pacia reik§me, neigimo — A reik8més yra prieSingos
teiginio A reikSméms.

Jei sudétinis teiginys teisingas su visomis ji sudaranciy teiginiy
reik§mémis, tai sakome, kad jis vadinamas tapatingai teisingu arba
tautologija. Tapatingai klaidingi teiginiai vadinami priestaromis. Teigi-
niai, kurie néra nei tautologijos, nei priestaros, vadinami ispildomais.

Pavyzdziui, (A > B) ~(- (A& - B)) — tautologija, A& — A — priestara,
A> (B> C) - ispildomas teiginys (patikrinkite ).
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3 pavyzdys. Pasitelkg teiginiy logika, iSsprgskime toki uzdavini.
Trys imonés cechai (I, II ir III) yra susitar¢ dél projekty tvirtinimo
tvarkos:

1) jei I cechas nedalyvauja tvirtinant projekta, tai nedalyvauja ir |
cechas;

2) jei I cechas dalyvauja tvirtinant projekta, tai kartu dalyvauja I ir
[11 cechai.

Ar privalo, esant Sioms salygoms, III cechas dalyvauti tvirtinant
projekta, jei projekta tvirtina I cechas?

Sprendimas. Teiginj ,,I cechas dalyvauja projekto tvirtinime* pazy-
mésime raide A, o analogiSkus teiginius apie II ir IIT cechus — atitinkamai
raidémis B ir C. Tuomet uzdaviniy salygas galima uzrasyti taip:

1) -B> -A,

2) B> (A&QC).

Sie du sudétiniai teiginiai turi biti tapatingai teisingi, nes laikomasi
sutarties salygu. Mums reikia atsakyti i klausima, ar tuomet ir A > C bus
tautologija. Sudarykime lentele:

A/B|C|-B|-A|A&C | -Bo-A| BoA&C |A-C
tytjt] n n t t t t
t{tin| n n n t n n
tinft| t n t n t t
nj{tjt| n t n t n t
tin|inj t n n n t n
njtin| n t n t n t
ninft|t t n t t t
njinin| t t n t t t

IS lentelés matome, kad abi 1) ir 2) formulés kartu bus teisingos, tik
imant i$skirtas teiginiy A, B, C reikimes. Sioms reikiméms A > C igyja
tik reikSme t, todél galime daryti iSvada, kad jei 1), 2) yra teisingi
teiginiai, tai ir Ao C — teisingas, t.y. esant nurodytoms salygoms, jei
projekta tvirtina I cechas, tai turi dalyvauti ir I11.

Panagrinékime teigini ,,Egzistuoja uz kiekviena nelygini skaiciy
didesnis nelyginis skai¢ius* (3). Pabandykime ji uzrasyti teiginiy logikos
pagalba. Tegu

A: ,,a—bet koks nelyginis skaicius®,
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B: ,,egzistuoja nelyginis skaicius b*,

C: ,,a maZesnis uz b*,

Tuomet (3) teiginj galima uzrasyti taip:

A- (B&C). 4)

Nors (3) teiginys yra teisingas, taCiau (4) teiginys néra tautologija.
Tuo galima jsitikinti i§ (4) teiginio teisingumo reikSmiy lentelés (iS-
analizuokime savarankiskai). Kodél taip atsitiko? Todél, kad (3) teiginio
teisingumui jrodyti nepakanka teiginiy logikos, nes ji nenagringja tei-
giniy struktiiros. Tam reikia papildomy savokuy, tokiy kaip kvantoriai,
priedikatai, termai. DaZzniausiai naudojami du kvantoriai: bendrumo
kvantorius V (skaitoma ,,visiems®, , kiekvienam®) ir egzistencijos kvan-
torius 3 (,,egzistuoja“). Papildg Siomis sagvokomis bei atitinkamomis ak-
siomomis teiginiy logika, gauname predikaty logika, kuri nagrinéjama
aukstyju mokykly matematinés logikos kurse.

Norintiems pladiau susipazinti su matematine logika, rekomen-
duojame paskaityti Sia knygelg: R. PliuskeviCius. Susipazinkime su
matematine logika. Vilnius, 1983.

SESTOJI UZDUOTIS

1. Nustatykite désninguma ir, juo remdamiesi, i klaustuku pazymétas
vietas jraSykite: a) skaiCiy; b) skaicius 2, 3, 4, 5 atitinkamuose
langeliuose.

a)
3/12\5 4/14\7 2/ 2 \9
8 5 10

b)

5] |2 3 5| |4

3| |4 (4] |2 3

"
2. Kaip sustatyti prie kambario sieny:
a) 3 kédes, kad prie kiekvienos sienos biity po kédg?
b) 4 kédes, kad prie kiekvienos sienos stovéty po dvi kédes?
¢) 7 kédes, kad prie kiekvienos sienos jy buty po lygiai?
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. Turtuolis surinko 11 seny prabangiy automobiliy kolekcija, kuria
testamentu paliko trims stinums, nurodgs pasidalyti jas taip: pusg
automobiliy turi gauti vyriausias siinus, ketvirti vidurinysis ir viena
SeStaja — jauniausias. Kaip broliams pasidalyti automobilius?

Sudarykite:

a) i§ taisyklingo astuonkampio su taisyklinga aStuonkampe skyle
(1 pav.), padalije ji i 8 lygias dalis — aStuonkampe Zvaigzde su
taisyklinga astuonkampe skyle.

b) i§ 2 paveikslélyje pavaizduotos figiiros (sudarytos i§ 3 lygiy

kvadraty), dalydami ja i dvi dalis —kvadrata su anga, lygia
vienam duotosios figiiros kvadratui.

1 pav. 2 pav.

. Teisme apklausiami trys zmonés, i§ kuriy kiekvienas yra arba
giabuvis, arba kolonistas. Ciabuviai visada teisingai atsako {
klausimus, o kolonistai visada meluoja. Teis¢jas klausia pirmojo,
bet nesupranta jo atsakymo. Todél jis teiraujasi antrojo, po to —
treCiojo apie tai, kg pasaké pirmasis. Antrasis sako, kad pirmasis
prisipazings esas Ciabuvis. Treciasis teigia, kad pirmasis prisistates
kolonistu. Kas buvo antrasis ir treciasis liudytojai?

. Paprasykite kurj nors savo drauga, jums nematant, uzrasyti pini-
ginés kupitiros numerj (ar bet kokj daugiazenklj skai¢iu), po to bet
kaip perdélioti skaiCius ir i§ didesniojo atimti mazesnjji, paskui
paprasykite isbraukti bet kuri gautojo skirtumo skaitmeni, nelygu
nuliui, o likusius bet kuria tvarka pasakyti jums. Jus lengvai at-
spésite uzbraukta skaitmeni. (Jums lieka tik i$siaiskinti, kaip jis tai
padarysite.)

. Penki draugai turi po viena stiny. Kiekvienas stinus pasiskolino po
knyga i§ vieno savo tévo draugy. Visy Siu draugy pavardés panasios
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10.

1 profesijy pavadinimus, bet né vieno i$ juy pavardé neprimena jo
paties profesijos. Kalvio siinus paémé Kalvelio knyga; jo pavardé
primena Kalvelio stinaus profesija, taip pat jis bendrapavardis su
tuo, kieno knyga paémé Kalvelio sinus. Zinoma, jog dailidés
pavardé ne Puodziinas ir kad dailidé paémé knyga i§ Siksniaus.
Kokia stikliaus pavardé? (Pagal sena tradicija stinus paveldi savo
tévo profesija.)

Vienoje saloje veiké toks istatymas: kiekviena, einantj tiltu i sala,
teiséjai klausdavo, kur ir ko jis eina. Tuos, kurie pasakydavo tiesa,
teis¢jai praleisdavo, o tuos, kurie sumeluodavo, siysdavo i kartuves.
Karta vienas keliauninkas prisieké, jog eina tam, kad ji pakartuy.
Teiséjai sutriko. Kodél?

Nustatykite, ar teiginys
[(A&B)>C]~[-(A>B)&(Cv—B)]

yra tautologija, ar prieStara, ar iSpildomas.

Gelezinkelio stotyje nustatyta tokia tvarka: jeigu i§ stoties iSva-
ziuoja traukiniai A ir B, tai turi iSvykti ir traukinys C. Jei i§vyksta
traukiniai B ir C, tai i§vyksta ir traukinys A. Nustatykite, ar esant
Siai tvarkai, galimas atvejis, kai, iSvykstant traukiniams A ir C,
traukinys B nei§vyksta? Spresdami uzdavini, pasinaudokite teiginiy
logika.

A

E3N
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<

Y
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VIl. PLOKSTUMOS FIGURU KOMBINACIJOS

Edmundas Mazétis
(Lietuvos edukologijos universitetas)

Daznai tenka spresti geometrijos uzdavinius, kuriuose nagriné¢jama
ne kuri nors viena, o jvairios tarpusavyje susijusios geometrinés figiiros.
Tokie uzdaviniai paprastai nebiina lengvi, nes néra kazkokio bendro
metodo, padedancio juos iSspresti. Kiekvienas i§ Jums Zinomy ir mate-
matikos pamokose nagrinéty metody paprastai tarnauja tam, kad uzda-
vin] suvestume | kita uzdavini, sprendziama kitokiais metodais. Atlik-
dami Sita uzduoti, JUs nagrinésite zinomas geometrines figiiras (tieses,
atkarpas, trikampius, keturkampius, apskritimus, skritulius), todél turé-
sime prisiminti {vairias pamokose iSmoktas Siy figliry savybes ir kiiry-
biskai jas pritaikyti.

Be visiems zinomy geometrijos fakty Sioje uzduotyje teks naudoti ir
maziau girdétas ar apskritai pamokose nenagrinétas geometrijos teore-
mas. Keleta svarbiausiy ¢ia pateikiame.

1. Jei taskas A yra apskritimo iSoréje, ties¢, einanti per taska A, kerta
apskritima taSkuose B ir C, tai teisinga lygybé AB-AC = AT?, ¢&ia
taskas T yra i§ taSko A nubréztos apskritimo liestinés ir apskritimo
lietimosi taskas (1 pav.). Jei taskas M yra apskritimo viduje, o per ji eina
dvi apskritimo stygos AB ir CD, tai AM -MB =CM -MD (2 pav.).

B
1 pav. 2 pav.

2. Kampas, kurio vir§tiné yra apskritimo taskas, o kraStinés ta
apskritima kerta, vadinamas gbréztiniu. Jei taskas O yra apskritimo

centras, taskai A, B ir C yra apskritimo taskai, tai ~BAC :%L BOC

(3 pav.).
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3 pav. 4 pav.

Be to, visi jbréztiniai kampai, kuriy krastinés eina per du dotuosius
apskritimo taskus B ir C, o vir§inés yra vienoje tiesés BC puséje, yra
lygts. Atskiru atveju, jei taskai B ir C yra skersmens galai, tai bet kuriam
apskritimo taskui A kampas BAC yra statusis.

3. Jei tiesé | taske A liecia apskritima, o atkarpa AB yra apskritimo
styga, tai kampas tarp liestinés | ir stygos AB lygus jbréztiniam kampui,
kurio krastinés eina per taskus A ir B (4 pav.).

4. Keturkampio visos virStnés yra apskritimo taskai tik tada, kai jo
prieSingyju kampy suma lygi 180°. Toks keturkampis vadinamas
ibréztiniu.

5. Skritulio, kurio spindulys R, plotas lygus nR?, skritulio iSpjovos,

2

kurios centrinis kampas lygus o°, plotas lygus mR ¢

360
6. Jei apskritimai, kuriy centrai yra taskai Oy ir O, o spinduliy

ilgiai Ry ir Ry, lieciasi taske A, tai taskai Oy, A ir O, yra vienoje ties¢je
ir  O0,=R;+Ry,jei  apskritimai  lieciasi  iSoriskai,  arba
0,0, =| R —R|, jei apskritimai lieciasi i vidaus.

1 pavyzdys. Irodysime, kad ly- B C
giagretainio kra$tiniy kvadraty suma
lygi jo istrizainiy kvadraty sumai
(5 pav.). Trikampiams ABC ir ABD
pritaike kosinusy teorema, turime

AC? = AB? + BC2—2AB-BC-cos~B, A D
BD2 = ABZ + AD% — 2AB- AD-c0s ./ A 5 pav.
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Kadangi £ A+2B=180°, t.y. cos/B=-cosZA, o AD=BC, tai

sudéje gautasias lygybes matome, kad AC? +BC? =2AB? +2BC?, ka
ir reikéjo jrodyti.

2 pavyzdys. Apie trikampi ABC apibréztas apskritimas, tiesé | yra
to apskritimo liestiné taSke A ir kerta tiese BC taSke E. [rodysime, kad
AE = ED, ¢ia atkarpa AD yra trikampio ABC pusiaukampiné.

6 pav.

Sakykime, kad taskas E yra spindulyje BC (6 pav.); kai taSkas E yra
spindulyje CB nagrin¢jimas analogiskas (isitikinkite tuo patys). Kadangi
ties¢ AE yra apskritimo liestiné, o atkarpa AC - kirsting, tai
</ EAC = ZCBA. Beto, ~ ADE =/ ABC + ZBAD, nes kampas ADE —
trikampio ABD priekampis. Kadangi AD — kampo BAC pusiaukampiné,
tai < ADE=~/ABC+«ZBAD= ZABC+ ZCAD = ZEAC + ZCAD =

= / EAD. taigi trikampis AED - lygiaSonis ir AE = ED.
3 pavyzdys. LygiaSonio trikampio ABC (AB=AC) kampas A
lygus 80°. Trikampio viduje yra taskas M toks, kad ~MBC =30°,

ZMCB =10°. Rasime kampa AMC.

Sakykime, kad kampo A pusiau- A

kampiné tiesg¢ BM Kkerta taske N
(7 pav.). I8 trikampiy ANB ir ANC ly-
gumo seka, kad
BN =CN, ZANB =ZANC,
ZABN =ZACN ir ZNBC=2NCB. B C
Kadangi 7 pav.

/BNC =180° —2/NBC =120°, tai
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ir ~ ANB =/ ANC =120°. Tuomet

/ NCA=180° —AANC—%LA:ZOO,

0 </NCM =_~,/NCB-_~/MCB = 30°—-10° =20°.
Taigi £ NCA=2NCM, todél ANBC =ANCA (ju krastiné NC bendra,

o prie jos esantys kampai lygiis 20° ir 40°). IS trikampiy lygumo turime,
kad MC = AC, trikampis AMC- lygia3onis ir

Z AMC :%(1800 —%4 A) =T70°.

4 pavyzdys. 8 paveiksle nubrézti keturi pusapskritimiai AEB, AKC,
CFD ir DLB, be to, AC =DB. Irody-
sime, kad subriuksniuotos figiiros plo-
tas lygus skritulio, kurio skersmuo —
atkarpa EF, plotui.

Sakykime, kad taskas O yra at-
karpos AB vidurio taSkas ir pazy-
mékime

OE=0A=0B=R, AC=DB=a.
Tuomet
OF =0C=0D=R-a.
leSkomasis plotas S gaunamas i$ pusskrituliy AEB ir CFD ploty sumos
atémus pusskrituliy AKC ir DLB ploty suma (t. y. skritulio, kurio skers-
muo AC, plota). Todél

2 2 2 2 2
g%, rR=)" fa) I R2_Ra+?|_g[R-2) =
2 2 2 4 2

2
=£(OE+OF)=T:-(E) ,
4 2

ka ir reikéjo irodyti.

5 pavyzdys. Plokstumos dalis, kuria riboja du skirtingy apskritimy
lankai, kartais vadinama ,ménuliu“. 9 paveiksle. pavaizduotas
»~meénulis“, kurj riboja apskritimy su centrais O; ir Oy, besikertanciy
taSkuose A ir B, lankai. Rasime Sio ,,ménulio” plota, jei apskritimy
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spinduliy ilgiai lygts 1,

o atstumas tarp ju centry 0,0, = \3.
Kadangi apskritimy spinduliai
yra lygts, tai keturkampis AOQ;BO,
yra rombas, jo istrizainés O;0, ir AB
yra statmenos, ju susikirtimo taskas M
yra atkarpos 0,0, vidurys. IS ¢ia seka,

kad ieSkomasis plotas lygus dvigubam
skritulio nuopjovos, kurios pagrindas AB, plotui. Kadangi sta¢iajame

trikampyje AO;M statinis O;M =%0102:£ o iZambine¢ O;A=1,

2 1
.. \/§ o o -

tai sin £ AOjM =5 ty. ZAOM =307, 0 £ZBO;A=60". Minétos
nuopjovos plotas lygus skritulio iSpjovos AOB ir trikampio AO;B
ploty skirtumui. Kadangi iSpjovos AO;B centrinis kampas lygus 60°, tai

jos plotas
n-12.60 =
S =——=—.
360 6

Trikampio AO;B plotas

V3

1 2 o
Sy ==0;A-sin60" = .
2 > 1 4

Taigi ieSkomasis plotas

5=2(51—32)=%—

o |5

6 pavyzdys. TaSkas A yra
apskritimo iSoréje, taskas P yra
toks, kad per ji iSvestos ap-
skritimo liestinés atkarpa PT iki
lietimosi taSko T lygi atkarpai
PA. Taskas C yra bet kuris ap-
skritimo taSkas, atkarpos AC ir
PC kerta apskritima atitinkamai
taskuose D ir B, o atkarpa AB —
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taske E. [rodysime, kad tiesés ED ir AP lygiagrecios. (10 pav.
Pagal apskritimo liestiniy ir kirstiniy savybe teisinga lygybé
PB.PC=TP? ty. Lo _PT
PT PB
. . PC AP . - . .
Kadangi PT = AP, tai - PB Trikampiai APC ir BPA turi bendra
kampa £ APC, o prie to kampo esancios ju krastinés proporcingos.
Taigi $ie trikampiai panaSieji, todél ~BAP =~/ ACP. Kadangi ketur-

kampis DEBC yra jbréztas i apskritima, tai £ DEB =180° — 2 ACP. kita

vertus ~ DEB =180 — / AED. i§ ¢ia isplaukia, kad < ACP = £ AED.
Taigi £ BAP = Z ACP = £ AED, todé¢l tiesés DE ir AP yra lygiagrecios.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. T 60° kampa ibrézti penki apskritimai taip, kad kiekvienas ju
pradedant antruoju lieCia pries ji esanti. Kiek karty visy penkiy
apskritimy ribojamy skrituliy ploty suma didesné uz maziausiojo
skritulio plota?

2. Ties¢ | yra apie trikampi ABC apibrézto apskritimo liestiné taske B.
Tiesés AC ir | kertasi taSke M. Raskite santyki AM :MC, jei
AB:BC =k.

3. Du apskritimai lie¢ia vienas kitg vidiniu budu taske A. I3 didesniojo
apskritimo centro O nubréztas jo spindulys OB, lieCiantis maZesniji
apskritima taske C. Raskite kampa BAC.

4. ] trikampi ABC ijbréztas lygiagretainis, kurio krastiniy ilgiai 3 ir 5, o
vienos istrizainés ilgis 6. Lygiagretainio istrizainés lygiagrecios su
trikampio kraStinémis AB ir AC, o trumpesnioji lygiagretainio
krastiné yra trikampio krastinéje BC. Raskite trikampio ABC
krastiniy ilgius.
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10.

Trikampis ABC — lygiaSonis, AB=AC, ~ A=80°. Trikampio i$o-

réje yra taskas P toks, kad ~PBC = 2 PCA=30°, o taskai B ir P

yra skirtingose tiesés AC pusése. Raskite kampa PAC.
Nurodymas. Apie trikampi APC apibrézkite apskritima ir
pasinaudokite 4 pavyzdziu.

Sta¢iakampio ABCD krastiniy ilgiai AB =2, BC =4. Nubréztas
pusskritulis, esantis staciakampio iSor¢je, kurio skersmuo yra at-
karpa BC. Taip pat nubrézti apskritimy, kuriy centrai — taSkai A ir
D, o spinduliai lygiis 2, ketvirciai, einantys per atkarpos AD vidurio
taSka M ir atitinkamai per taSkus B ir C. Raskite $iu triju lanky
ribojamos plokStumos dalies plota.

Apie kvadrata, kurio krastiné lygi 1, apibréztas apskritimas. Taip pat
nubrézti keturi pusapskritimiai, esantys kvadrato iSoréje, kuriy
skersmenys yra kvadrato krastinés. Raskite susidariusiy keturiy
»~meénuliy“ ploty suma.

Trikampio ABC aukstinés kertasi taSke H, apibrézto apie trikampi
apskritimo skersmuo lygus 20, o krastinés BC ilgis 16. Raskite
atkarpos AH ilgj.

TaSkas A yra apskritimo viduje. TaSkas P yra toks, kad per ji iSvesta
apskritimo liestinés atkarpa PT iki lietimosi tasko T lygi atkarpai
PA. TaSkas C yra bet kuris apskritimo taSkas, atkarpos AC ir PC
kerta apskritima taskuose D ir B, 0 atkarpa AB — taSke E. Trodykite,
kad tiesés ED ir AP yra lygiagreéios.

Trapecijos ABCD pagrindai AD =4, BC =3, Soniné krastiné AB
yra statmena pagrindams. Apskritimas, einantis per taskus C ir D,
lie¢ia atkarpa AB taSke E. Raskite tasko E atstuma nuo tiesés CD.
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VI1I. LYGCIU IR NELYGYBIU SPRENDIMAS
TAIKANT FUNKCIJU SAVYBES

Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

Si uzduotis skirta lyggiy ir nelygybiu sprendimui taikant funkcijy
savybes. Daugiausia démesio skirta iracionaliyjy lygciu ir nelygybiy
sprendimui. Apsiribota tik tokiy lygciy ir nelygybiy nagrinéjimu, kuriy
tradicinis sprendimas yra daug sudétingesnis.

Susipazing su metodine medZziaga ir iSnagrinéj¢ pateikty lygciy ir
nelygybiy sprendimus, jiis sekmingai atliksite $ia uzduoti.

1. Lyg¢iuy (nelygybiy) apibrézimo sritis. Lygties f(x)=g(x) (nely-

. > g e . . . . .
gybés f(X)Z9(X)) apibréZimo sritimi vadinama nezinomojo X reikSmiy,

priklausanéiy funkcijy f ir g apibréZimo sri¢iy bendrajai daliai, aibé.

Lygtys (nelygybés), kuriose nezinomasis X yra po Saknies zenklu,
vadinamos iracionaliosiomis lygtimis (nelygybémis).

Toliau lygties apibrézimo sriti zymésime D(L), o nelygybés —
D(N) .

Kartais sprendziant lygti (nelygybe) uztenka rasti tik jos apibrézimo
sritj.

1 pavyzdys. I$spreskime lygtis:

a) \/x2 -5x+6 :‘\"/9x—10—2x2;

b) v X2 —5X+6 +1=v9x—10—2x2.

Sprendimas. a) Lygties apibrézimo sriti D(L) rasime iSsprendg

nelygybiy sistema:

{x2—5x+620 (x=2)(x-3)=0,

< 5
9x-10-2x%>0 (X—2)(X—§jso.

Sistemos pirmos nelygybés sprendiniy aibé yra (—oo; 2]U[3; +0),
0 antrosios — intervalas — [2; 2,5]. Ju bendroji dalis D(L) ={2}.

64



LYGCIU IR NELYGYBIU SPRENDIMAS TAIKANT FUNKCIJU SAVYBES

Nesunku jsitikinti, kad X =2 yra lygties sprendinys.
Ats.: 2.

b) Kadangi D(L)={2}, 0 x=2 néra lygties sprendinys, tai lygtis
sprendiniy neturi.
Ats.: @.

2 pavyzdys. I$spreskime nelygybes:
2) VI—x2 +v/x=3>x+3-v2x+1;

b) VO—x% +vx—3 </x+3—+2x+1.

Sprendimas. a) Nelygybés apibrézimo sriti D(N) rasime iSsprendg

nelygybiy sistema:
9-x2>0 (x=3)(x+3) <0,
x—32>0, x=3
< x>=3,
X+3=>0, 1
2x+1>0 Xz-2.

Nelygybés apibrézimo sritis D(N)={3}. Kai x=3, Kairioji
nelygybés pusé lygi 0, o deSinioji 6 -7 <0. Taigi x=3 tenkina
nelygybe ir yra nelygybés sprendinys.

Ats.: 3.

b) Nelygybés apibrézimo sritis D(N)={3}. Kai x=3, kairioji
nelygybés pusé lygi 0, o definioji /6-+7 <0. Taigi x=3 néra
nelygybés sprendinys. Vadinasi, nelygybé sprendiniy neturi.

Ats.: @.

2. Funkcijy monotoniskumas. Funkcija f: (a;b) >R vadinama
didéjancia (mazéjancia) intervale (a; b), jeigu su bet kuriais intervalo
taskais Xq Ir Xy, X; <Xo, galioja nelygybé

f(x) <f(x2) (f(xq)>F(x2)).

Pastaba. Intervalas, kuriame funkcija yra didéjanti (mazéjanti) ne-
biitinai atviras.

Didé¢jancios ir mazéjancios funkcijos vadinamos monotoninémis.
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Pavyzdziui, funkcija f(x)=ax=Db, a,beR, yra didéjanti intervale
(—o0; + ), kai a>0, ir maz¢&janti intervale (—oo; +), kai a<0, nes
f(x) - f(xp) =ax +b—(axy +b)=a(x — xp) <0,
kai x; <Xy ir a>0;
f(x)— f(x2)>0, kai x <X, ir a<0.

Kvadratinis trinaris f(x)=ax2 +bx+c intervale (— oo:—z%j yra

maz¢janti funkcija, o intervale (—23; +ooj — didéjanti, kai a>0 (zr.
a

1 pav.); taske X:—2i jis igyja maziausia reikSme. Jeigu a<0, tai
a

kvadratinis trinaris yra didéjanti intervale | —oo; “oa ir mazéjanti
a

intervale (_2£;+CD] funkcija, o taske X:—2£ igyja didziausia
a

a
reik§mg (Zr. 2 pav.).
Ya y A/R
b X
2a

_b

2a ~

X

lpav.(a>0) 2 pav. (a<0)

3 pavyzdys. [rodysime teigini: jei funkcija f yra didéjanti ir
f(x) >0, tai funkcija g(x) =4/ f(x) yra didéjanti.

[rodymas. Tegul xq, Xo € D(f) ir X <X,. Tada

9&9—9@9=JfWD—JHM)=J:gfljg§)<
1 2

nes f(x)— f(xy)<O0.
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LYGCIU IR NELYGYBIU SPRENDIMAS TAIKANT FUNKCIJU SAVYBES

Atkreipkime démesi, kad teisingas ir toks teiginys: kai funkcija f yra

didéjanti ir f(x)>0, tai funkcija g(x)=4f(x) =4y f(x) taip pat yra
didé¢janti.
Kiti pavyzdziai: funkcija f(X)=+/2Xx+3 yra didéjanti intervale

{_g;j%oj, funkcija f(x):4\/x2—4x+10 yra mazéjanti intervale

(—o0; 2) ir didéjanti intervale (2;+ ).

Pratimai. [rodykite $iuos teiginius:

1) funkcija f(x)= ¥x yra didéjanti;

2) jeigu funkcija f ir g intervale (a; b) yra didéjanéios (mazéjancios),
tai ju suma f + g yra didéjanti (mazéjanti) funkcija;

3) jeigu funkcija f yra didéjanti (mazéjanti), o funkcija g yra
mazéjanti (didéjanti), tai juy skirtumas f —g yra didéjanti (maZéjanti)
funkcija.

Spresdami lygtis ir nelygybes, remsimés Siomis akivaizdziomis
monotoniniy funkcijy savybémis:

1 savybe. Jeigu funkcija f yra didéjanti (mazéjanti), tai lygtis
f(x)=a, aeR, turi daugiausiai viena sprendinj;

2 savybe. Jeigu funkcija f yra didéjanti (mazéjanti), o funkcija g yra
mazéjanti (didéjanti), tai lygtis f(x)=g(X) turi daugiausia viena
sprendini;

3 savybe. Jeigu funkcija f :(a;b) > R yra didéjanti (maZéjanti) ir
f(xg)=c,ceR,a<Xxy<b, tai nelygybés f(x)<c sprendiniy aibé yra
intervalas (a; Xg) ((Xg:;b));

4 savybe. Jeigu funkcija f :(a;b) >R yra didéjanti (mazéjanti), o
funkcija g:(a;b) >R yra mazéjanti (didéjanti), ir taske (X, (a;b)
galioja lygybe f (Xg) =09(Xp), tai nelygybés f(x)>g(x) sprendiniy aibé
yra intervalas (xp;b) ((a; Xg))-

3-4 savybes pailiustruosime grafiSkai (3 pav., a), b)) ir (4 pav.,

a), b)).
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4 pav. a)

4 pavyzdys. I$spreskime lygtis:

2) 3vx2 -9+ 4x2 ~16 +5y/x? —25 = 120,
X

b) In( x—1) + x? +2x—8=0.

Sprendimas.

a) Lygties apibrézimo sritis D(L) = (—o0; —5]U[5; + ). Pastebéje,
kad kairioji lygties pusé yra teigiama (teigiama turi buti ir deSinioji
lygties pusé, t. y. X>0), ieSkome lygties sprendiniy intervale [5;+ o).
Kai x>5, funkcijos fj(x)=3vVx*=9, f,(x)=4Vx*-16, f3(x)=5Vx*-16
yra didéjancios, tai didéjanti yra ir funkcija

F(X) =3V x% ~9 +43Vx2 16 +5v/x? — 25 .

Kadangi funkcija g(x):@ intervale [5;+o0) yra mazgjanti funk-
X

Cija, tai nagrinéjama lygtis gali turéti daugiausia viena sprendinj
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(2 savybé). Aisku, kad x =5 yra lygties vienintelis sprendinys.
Ats.: 5.
Pastaba. TradiciSkai spresdami, panaiking iracionaluma, bitume

gave tokia lygti
x18 —50x%* —4375x%? + 278 800x*° +1 670 600x® — 364 700 000x° +

+7 641610 000x* —54 468 000 000x? +129 600000000 = 0.

Isitikinti, kad $i lygtis turi vieninteli sprendini X=5 biity gana
sudétinga.

b) Lygties apibrézimo sritis yra intervalas (1; +o). Lygti pertvar-
kome taip: In( x—1) = —x% —2x+8, Kadangi funkcija f(x)=In( x—1)
intervale (1; ) yra didéjanti, o funkcija g(x) =-x?-2x+8 Same
intervale yra mazéjanti, tai pagal 2 savybe lygtis In( x—1) x> -2x+8
gali turéti daugiausia viena sprendinj.

Nesunku patikrinti, kad vienintelis sprendinys yra x=2.
Ats.: 2.

5 pavyzdys. I$spreskite nelygybes:
a) VX+3-4v5-x<9-8x— x2;
b) V1—-4Xx ++/2—-x>5.

Sprendimas. a) Nelygybés apibrézimo sritis D(N) =[-3;5]. Siame
intervale funkcija f,(x)=+v/x+3 yra didéjanti, o funkcija f,(x)=+5-x
mazéjanti. Todél funkcija f(x) = f(X) + (— (X)) = VX +3 + (-5 x)
yra did¢janti. Kadangi funkcija f(x) =9—-8x— X2 (kvadratinis trinaris)
intervale  [-3;5] yra maz&anti, o X=1 yra lygties
Jx+3-/5-x =9—-8x—x? sprendinys, tai pagal 4 savybe¢ nelygybés
Jx+3-/5-x<9-8x—x? sprendiniy aibé yra intervalas [-3; 1).

Ats.: [-3; 1).

b) Nelygybés apibrézimo sritis D(N) = (— 0; %} . Kadangi funkcija
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f(x) =v1-4x++2-x intervale D(N):(—oo;%} yra mazéjanti ir

f(—2) =5, tai pagal 3 savybg nelygybés +v1—4x++2—-x>5 sprenk-
diniy aibé yra intervalas (—oo; —2].
Ats.: (—o0; —2].

3. Funkcijos didZiausia ir maziausia reik§més. Sakoma, kad
funkcija f: Df — R taske Xy € Df igyja didziausia (maziausig) reikSmeg,
jeigu f(xp) = f(x) (f(xg) =< f(x))suvisais x e Df.

Spresdami lygtis ir nelygybes, kartais naudosimés Siomis savy-
bémis.

1 savybe. Jeigu f(X) <A ir g(x)> A funkciju f ir g apibrézimo
sri¢iy bendroje dalyje, tai lygtis f(X) = g(x) ekvivalenti lygéiy sistemai

f(x)=A
{MM:A

2 savybe. Jeigu f(x)<A<a (f(x)>A>a) su visais xe Df, tai
lygtis f(x)=a sprendiniy neturi.

" (lygties ir lyg¢iy sistemos sprendiniai sutampa).

3savybe. Jeigu f(x)<A<a (f(x)=A>a) su visais xe Df, tai
nelygybé f(x)>a (f(x)<a) sprendiniy neturi.
6 pavyzdys. I$spreskime lygtis:

18x2
x4 +81

b) VX—2 +J4—x =x? —6x+11;

— 2_
o 2L Kox_ e
X —x+1 2x-1

Sprendimas. a) Kadangi X2 —6x+10 = (x—3)2 +1>1 (lygybé
galioja tik tada, kai x=3), 0

- x2 _6x +10;

70



LYGCIU IR NELYGYBIU SPRENDIMAS TAIKANT FUNKCIJU SAVYBES

18x? 18 18 18

x*+81 2 81 / > 18 2.4/81
X"+ 2 2 [xc.=—
X X2

(pritaikéme aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybg), tai pagal 1
savybe lygtis ekvivalenti lygciy sistemai

x2 —6x+10=1,
418 1
X" +81
2
Lygties x2 —6x+10=1 sprendinys yra x=3, o lygybé =1
x* +81

teisinga tik tada, kai X2 :8—;, t.y. kai x=-3 arba x=3. Taigi lygciu
X

sistema (tuo paciu ir duotoji lygtis) turi vienintelj sprendini X = 3.

Ats.: 3.

b) Lygties apibrézimo sritis D(L) =[2; 4]. Sitoje srityje funkcija
f1(X) =vx—2 yra didéjanti, o funkcija fy(X) =+4—X yra mazéjanti.
Atkreipkime démesj, kad funkcijai f(X)= fy(X)+ f,(x) negalime
taikyti 2 skyrelyje (funkciju monotoniskumas) naudotos savybés apie
funkcijy sumos monotoniskuma.

Teskosime funkciju f(X)=vX—2+4—X ir g(x)=x>—6x+11
didziausios ir maZziausios reik§Smiy. Tegul t = JX=2+4-x>0. Tada
2 =2+ 2U6x—Xx?-8=2+2y1— (x—3)% <4. [§ &a t<2. Lygybé ga-
lioja tik tada, kai x=3. Kadangi g(x)= X2 —6x+11 =
=(x-3)2+42>2 ir lygybé galioja tik tada, kai Xx=3, tai lygtis
VX =2 +/4—x =x? —6x+11 ekvivalenti lyg€iy sistemai:

Ix=2+Ja—x=2,
{xz -6x+11=2.

Jos vienintelis sprendinys yra x=3.
Ats.: 3.
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1
c) Lygties apibrézimo sritis yra D(L) = { } :

Kadangi / 2x-1 ], —x+1 >2 (pritaikéme aritmetinio ir
X2 —x+1 2x-1

geometrinio vidurkiy nelygybg; lygybé galioja tik tada, kai

ﬂzl), 0 g(x):\/4x—x22\/4—(x—2)2S\/Z=2 (lygybeé
x2 - x+1

galioja tik tada, kai x =2), tai lygtis ekvivalenti lyg¢iy sistemai

[ 2x-1 N fxz—x+1_2
x2 —x+1 2x-1 " Kkuri turi vienintelj sprendinj X = 2.
2

4x-x?% =2,

Ats.: 2.

7 pavyzdys. I§spreskime nelygybes: @) Jx—4-J6-x <x? -12x+35;

b) v4x+9 + /81— x >-x?2 +6x—7.

Sprendimas. a) Nelygybés apibrézimo sritis D(L) =[4; 6]. Funkcija
f(x)=vx-4-6-x intervale [4;6] yra didéjanti, o funkcija
g(x) = X2 —12x+35 — mazéjanti. Kadangi f(5) =g(5) =0, tai nelygybé
Vx—4-6-x <x®-12x+35 teisinga su visais x priklauso [4; 5).

3,

Ats.: [4; 5).

b) Nelygybés apibrézimo sritis D(L) = {— %; 81} Kai xe

-l>|©

tai J4x+9>0 ir %81-x>3. Kai xe[0;81], tai

81— x >0. Taigi, kai x{—%;&}, Vax+9 +481-x>3. Kita

9

vertus, g(x)= X% +6X—T=2— (x- 3)2 < 2. Vadinasi,

Jax+9 +481—x > —x% + 6x—7 su visais X€|:—%;81:|.

Ats.: {—g; 81]
4
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4. Funkcijos grafikas. Funkcijos f: Df — R grafiku staciakam-
péje Dekarto koordinaciy sistemoje XOy vadinama plokStumos taSkuy,
kuriy koordinatés yra (x; f(x)), x e Df, aibé.

Remdamiesi funkcijos grafiku i§spresime pavyzdi.

8 pavyzdys. Raskime lygties min{x2 —4X;6— x2}= a sprendiniy
skai¢iy priklausomai nuo parametro a<R reikSmés; ¢ia min(u;v) —
maziausias i$ skaiciy U ir v.

Sprendimas. Nubrézkime funkcijos ~ f(x) = min{ x? — 4x; 6— x%}
grafika. Toje pacioje koordinadiy sistemoje nubraizome funkcijy

fi(X)=x% —4x ir fy(x)=6—x? grafikus (5 pav.). Siu grafiky susikir-
timo taskai yra lygc€iy sistemos
y= x2 — 4x,
y=6- X2,
sprendiniai A(-1; 5) ir B(3;-3). Siy paraboliy vir§iinés yra taskuose
C(0; 6) ir D(2; 4).
IS bréZinio matome, kad
6—X2,—oo<XS—l,
f(x)= x2 —4x,-1<Xx<3,
6—X2,3<X<+oo.

Funkcijos f grafikas (Zr. 5 pav.) yra uztu$uotos srities kontaras MADBN.

Rasime Sio grafiko ir tiesés y =a susikirtimo taskuy skai¢iy priklau-
somai nuo parametro a reikSmiy.

Kai —oo<a<—4, ties¢ y=a grafika kerta dviejuose taskuose; kai
a=-4, ties¢ y=-4 grafika kerta trijuose taSkuose; kai —4<a<-3 —
keturiuose taSkuose; kai a=-3 - trijuose taSkuose; kai —3<a<5b —
dviejuose taskuose; kai a=5 — viename taske ir kai a>5 — grafiko
nekerta.

Ats.: Kai a>5, lygtis sprendiniy neturi; kai a =5, lygtis turi viena
sprendinj; kai ae(—o; —4)U(-3;5) — lygtis turi du sprendinius; kai
a=-4 ir a=-3 - tris sprendinius, o kai ae(—4;—3) — keturis spren-
dinius.
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5. Funkcijos lyginumas. Funkcija f :(—a;a) — R vadinama lygine,
jeigu su bet kuriais x e (-a; a) teisinga lygybé f(—x)= f(X).

Pasinaudojus i lygti ieinanciy funkciju lyginumu, kartais pavyksta
supaprastinti uzdavinio sprendima.

9 pavyzdys. Istirsime su kuriomis parametro a reikSmémis lygtis

x* —3x% —5=a turi tris skirtingus sprendinius ir juos rasime.

Sprendimas. Jeigu Xg # 0 yra Sios lygties sprendinys, tai (—Xp) taip
y 4

C(0; 6)

- 1 X
L3 bt
I
L4 ri-
| -4
M/ | y
5 pav.

pat yra sprendinys. Taigi tam kad lygtis turéty tris skirtingus sprenk-
dinius, vienas sprendinys turi biiti lygus 0. Nulis yra lygties sprendinys,

kai a=-5. Tada lygtis yra tokia: x*—3x? =0, t. y. xz(x2—3)=0. Jos
sprendiniai: xlz—\/§; Xo=0; X3 =43.
Ats.: a=-5; sprendiniai yra —\/§, 0, \/§.
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10.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

ISspreskite Sias lygtis ir nelygybes:

V=x2 +3x =2 +x% —4x+3 =~+2(1=/X) ;
\/\/E—\/; +\/x2 —-X=2 <5—\/3x2 +4;

X +Va—x=x> —4x+4+22;

32x2
x4 +16

VX? +2x+9 +#:2—4x—x2;
VxZ +2x+9

V3x+ 4 +416 —x <4x—x?-3;
IX42 —6—x =x2 -14x+24;
V8—X—/x+2 <X? +4x+5;

:x2 -6x+13;

Raskite lygties | 2x% —5x—7 |=a sprendiniy skaiciy priklausomai
nuo parametro a reikSmes.

Nustatykite su kuriomis parametro a reik§mémis lygtis
X2 —5| x| —a% +4=0 turi tris skirtingus sprendinius.

-4
U‘G}\

\"/
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),

Edmundas Mazétis, Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

1.

Kai bilieto kaina i kino teatra padidéjo 40 %, pajamos uz bilietus
padidéjo tik 26 %. Keliais procentais sumazéjo zitirovy skaicius?

Raskite visas natiiraliyju skaiéiy X ir y poras (X; y), kurios tenkina
lygti

< |~
< |k
ol

Isspreskite nelygybe +/5—4x +4/80—x > 6.

Skritulyje, kurio spindulys 11 cm, taskas P, nuo skritulio centro
nutolgs 7 cm atstumu. Per taska P nubrézta styga, kurios ilgis
18 cm. [ kokio ilgio dalis taskas P dalija styga AB?
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Lino ir Romo isbraukty skaiciy suma dalijasi i§ 4, o visu lentoje
uzraSyty skaiciy suma lygi 110 ir dalijant i§ 4 gaunama liekana 2.
Todél neiSbraukto skaiciaus dalijimo i§ 4 liekana yra 2. Toks
skaicius vienintelis — 14.

Ats.: 14,

2. leskome trizenkliy skaiéiy X_yZ =100x+10y + z , kuriy skaitmenys
X, yirz (x#0) tenkina tokia salygu sistema

{ X =3z, N { X =3z,
100x +10y +z +100x +10z+ y =8n 600z +11(y + z) =8n.

Kadangi 600z dalijasi i§ 8, tai i§ 8 turi dalytis ir 11(y +2).
Taigi Yy + z turi dalytis i§ 8. Galimos z reik§més yra 1, 2 ir 3, todél
y+z=8. Kai z=1, tai y=7 ir x =3. Gauname skaiciy 371. Kai
z=2, 1t y=6, x=6;kai z=3, taiy=5ir x=9.

Ats.: 371, 662 ir 953.

3. Tegu x yra rinkéjy skaiCius, o y — iki 18 valandos nebalsavusiy
rinkéjy skaicius. Tada iki 22 valandos nebalsavo 0,8y rinkéjy. Pagal
uzdavinio salyga 08y=0,32x. I$ ¢ia y=0,4x. Taigi iki 18
valandos balsavo x—y=0,6x rinkéju, 0 iki 22 valandos — 0,68x
rinkéjy. Vadinasi, balsavusiyjy nuo 18 val. iki 22 wval. skaiCius

padidéjo 0,68x—0,6x =0,08x Tai sudaro 200X 400:13% oro-

cento.

Ats.: 13% %.

4. Tarkime, eskalatoriaus ilgis yra d metry, keleivio greitis — x—, 0
s

. e m d . .
eskalatoriaus greitis — y— . Tuomet — yra keleivio, stovin¢io ant
S y
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eskalatoriaus laiptelio, nusileidimo laikas. Pagal uzdavinio salyga
sudarome ir sprendziame sistema:

d 3d d
B d= 24(— + yj, = =24y, — =96,
{Z—Zj§+yxz> 42 . ; )Y
=42x; i:x; —-x 9=42_
42 42 X

Taigi keleivis, stovédamas ant eskalatoriaus laiptelio, nusileis
per 56 sekundes.
Ats.: 56 s.

. Atlikime tris svérimus. Pirma karta j vieng 1ékste dékime 1 ir 2, o |
kita dékime 3 piastry moneta. Antra karta dékime 2 ir 3 piastry
monetas | vieng 1ékstg, o 5 piastry moneta — | kita. Trecia karta 1
viena lékste dékime 2, 3 ir 5 piastry monetas, o { kita — 10 piastry
moneta. Jeigu visos monetos buty tikros, tai svarstyklés butuy
pusiausvyroje, nes

1+2=3, 1)

2+3=5 )
ir

2+3+5=10. 3

Jeigu vieno piastro moneta biity netikra, tai negalioty tik (1) lygybé.
Jeigu netikra 2 piastry moneta, biity neteisingos visos trys lygybés
(svarstykliy 1ékstés nusvirusios i ta pacia pusg). Jeigu netikra 3
piastry moneta , tai visos lygybés biitu neteisingos, bet pirmo ir
antro svérimy lékstés nusvirty i skirtingas puses. Jeigu netikra 5
piastry moneta, tai negalioty (2) ir (3) lygybés. Jeigu netikra baty 10
piastry moneta — negalioty tik trec¢ioji lygybé.

. Lentoje rasomi tokie skaiciai:

23—>2-3+12=18 >1-8+12=20—>2-0+12=12 > 1.2 +12 =
=14 -51-4+12=16>1-6+12=18 — ...

Matome, kad rasomi skaiciai pasikartoja su periodu 5. Vadinasi, po
100 tokiy veiksmy lentoje bus parasytas skaicius 16.
Ats.: 16.
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x2+xy+x:10, x2+xy+x:10,
- =
y2+xy+y=20; x2+y2+2xy+x+y:30;
T
Sudéjus lygtis

X2 +Xxy+x=10,
j—
(x+ y)2 +(x+y)=30.

Tegu X+ Yy =t. Tada antra sistemos lygti galima uzraSyti taip:
t2 +t-30=0. Sios lygties sprendiniai: ty=-6, t, =5. Toliau
sprendziame dvi lygCiu sistemas:

{xz +Xy+ x =10, ir {xz +Xy+x=10,
X+y=-6 X+Yy=5.

Jy sprendiniai yra atitinkamai (—2; —4) ir (g %j )

Ats.: (-2;-4)ir (E Ej
3 3

12 -3x

8. I8 lygybés 3x+4y=12 gauname, kad y = _Turime:

_12-3x —3x% +12x _ —3(x* -4x) _

Xy
4 4 4
_—3(x*—4x+4-4) -3(x-2)%+12 3
4 4 T
DidZiausia sandaugos X-y reik§mé lygi 3 (kai x =2).
Ats.: 3. K
B ——C

9. Tegu (zr. pav.) AB=a. Tada
(pagal salyga) M
BK:la, KC:Ea, 1
3 3 T
A L
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10.

CM =la, MD:la.
2 2

Kadangi #/BKA=/ZKAL (vidaus prieSiniai kampai, gauti
lygiagrecias tieses AD ir BC perkirtus tiese AK), tai uztenka
parodyti, kad ZKAL=ZAKL (t.y., kad KL= AL). Aisku, kad
AKCM = AMDL (statieji trikampiali, turintys lygius kampus ir po
lygu statini). Todél DL—% ir AL=AD+DL= a+2—3a=5?a
Kadangi

2 2
KM =ML ir KM =KC? +CM? = (2_;) +(E) _%a
tai KL:ZKM:S—;.

Taigi KL= AL (ZKAL= ZAKL). Vadinasi, ZBKA= ZKAL.

Tegul didziojo apskritimo spindulys R, o i ji 1breth apskrltlmq
spinduliai r; ir r, (R<n).

Kadangi 2R =2n +2r,, tai
R=rn +r,. Apskai¢iuosime
uzbriik$niuotos didziojo skritulio dalies
plota S. Gausime:
S =nR? _m,lz —m‘zz =

=n(r + )% —nr? —nr? = 27nnr,.
I§ staciojo trikampio OCB gauname:
OC=R-2n=n+KL-2r=5 —1,
CB= AB =2.
2
Pagal Pitagoro teorema
OC? +CB? =0B* =
=(h-r)?+22=(r+n)> =>nn =1.
Vadinasi, S =2n-1=2n (cm?).
Ats.: 21 cm?.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Atstuma tarp A ir B pazymékime s (km), o keleiviy greicius
atitinkamai x ir y (km/h). Kai pirmasis keleivis nuéjo puse kelio,

ty. % km, antrasis nuéjo (S—24) km; kai pirmasis keleivis nuéjo

(s—15) km, antrasis nugjo % km. Sudarome lygéiy sistema

(sulyginame laika, per kuri keleiviai nuéjo nurodytus atstumus) ir

sprendziame ja:
s _s-=24
2X y  [sy=(2s-48)x, s 2548
= = = =
s-15 s (2s-30)y=sx  2s5s-30 S
X 2y

= 5% =4s? 965 - 605 +1440 =
=52 -525+480=0=5 =12, s, =40.
Akivaizdu, kad tinka tik antroji s reik8mé. Taigi S =40 km. Sia
reik§me jrase¢ i 1-aja sistemos lygti, gauname:
20 16 y 4 4
—=—ol=—oy=—X
X Yy X 5 5

Sakykime, kad pirmasis keleivis atstuma tarp A ir B jveiké per t
valandy. Per ta laika antrasis keleivis nu¢jo yt km. Vadinasi,

40—yt:40—£x-4—0:8 (km).
5 X
Ats.: 8 km.

2. Sakykime, kad pirmojo kurjerio greitis v km/h ir ji po t;, t;>1
valandy pasivijo antrasis kurjeris S km atstumu nuo A. Po to abu
kurjeriai kelionéje uztruko t, valandy. Sudarome lygciy sistema ir
sprendziame ja:
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th = S,
th = 50(t1 —1),
50(t1 _1) = S, t t 1 th = 50(t1 _1),
=t =t —1,
vt, =120—s, 21 v(2t, — 1), =120
50t2 =S
4 300 -1 =t =2 arba t -1
2t -1 120 2 5

Antroji reikSmé netinka, nes t; >1. Taigi tlzg h. Tada

s =50(t; ~1) =50-> =75 (km) ir v=-> = 1> =30 (km/h).
2 h 3
2

Pastaba. Si uzdavinj galima spresti ir nejvedus pazyméjimy t1
ir t,. Jeigu pirmojo kurjerio greitis vkm/h ir ji pavijo antrasis
kurjeris s km atstumu nuo A, sudarome tokia lyg¢iu sistema:

Ja sprgsdami gauname:

50s = sv +50v, s(50—v) =50v, 50—-v  50v
f— j— =
6000—-50s =sv s(50+v)=6000 50+v 6000

= v2 +170v—6000 =0 =v =30 (km/h).

Ats.: 30 km/h.

. Tegu a=2x. Tada b=x2. Kadangi b=3a ir a yra Sesiazenklis
skaicius, tai
X2 =3-2Xx = x-10 + 2 = 3(200000 + X) = 7x = 599998 =
= x=85714 = a=285714.
Ats.:285714.
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4. Sakykime, kad trizenklis skaicius yra X_yz Pagal salyga sudarome
lygciy sistema ir sprendziame ja:
2 ,u2 ., 52 _ 2,2, 2 _
X +y +2° =74, X“+y +2° =74,
x=2(y+2), =X—-22=2y, =
100x+10y +z—(100z + 10y + x) =495 X—2=5

X2 +y?+2%2 =74, (10-2y)? +y? +(5-2y)% =74,

=<x=10-2y, = 1x=10-2y, =
z=5-2y z=5-2y
9y? —60y +51=0,
=x=10-2y, =>y=1 x=8, z=3.
z=5-2y
Ats.: 813.

5. Pastaba. Spresdami turékite mintyje, kad i§ pradziy inde buvo
gryna druskos riigstis.

Sprendimas. Tegu inde yra x litry druskos riigsties. Po pirmojo

nupylimo inde liko (x —60) litry ragsties. Antruoju nupylimu buvo

nupilta (x=60)-60 litry druskos riigsties. Sudarome lygti:
X
x—GO—W =10 ir gauname x =90.
X
Ats.: 90 litry.

6. Tegu pievoje yra z kg zolés, per diena priauga x kg Zolés, viena
karvé per dieng suéda y kg Zolés, o n karvéms zolés pakaks 96
dienoms. Sudarome lyg¢iu sistema:

70-24y = 7 + 24x, @
30-60y = z +60x, (2)
96-ny =1z+96x 3)
IS (2) lygties z reik8me jrase i (3) lygti, gauname lygti
96 - ny =1800 y + 36 X. 4)

84



PIRMOJI UZDUOTIS

I (2) lygties atémg (1) lygti, gauname:

Bx=120y > x=%y.

Sia x i¥raidka jrase i (4) lygti, gauname:
9% -ny=1800y+120y = n=20.
Ats.: 20.

. Tegu Saulys i taikini Sové n karty ir pataiké x karty. Pagal salyga
sudarome lygti 5x—(n—x)-3=0 ir gauname:

5x—(n—x)-3:0:>8x:3n:>x:%n.

Kadangi 10 < n < 20, tai x yra natiiralusis skai¢ius tik tada, kai
n=16. Taigi x =6.
Ats.: 16; 6.

. Tegu bulviy kilogramas kainuoja X Lt ir ju buvo nupirkta m
kilogramy, o morky kilogramas kainuoja y Lt ir ju buvo nupirkta n
kilogramu. Sudarome ir sprendziame lygc€iy sistema:

mx+ ny = 45 000,
mx+ nx =40 000, =
my + ny = 48 000
Tada i$ antrosios lygties gauname:
mx+gmx =40 000 = mx =1500.

Vadinasi, ny =30 000.
Ats.: 15 000 Lt, 30 000 Lt.

n(y —x) =5000, 5
=>n=—m
m(y —x) =3000 3

. Tegu xq, X9, X3, X4, X5 — laikas (valandomis), per kurj darba gali

atlikti kiekvienas i§ 5 darbininky atskirai, o X — laikas per kurj darba

gali atlikti visi darbininkai dirbdami kartu. Per 1 valanda jie atliks

atitinkamai i, i, i, i, 1 ir 1 darbo dalj. Remdamiesi
X1 X2 X3 X4 Xg X

salyga, sudarome lygc¢iy sistema:
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1 1 1 1 1 1 1 1
— =, = ,
X1 Xo X3 7,5 Xo 15 X; X3
1 1 1 1 1 1 1 1
_+_+___1 =TT T T,
Xy X3 Xg 5 Xs 5 X X3
i+i+i—l, = i:l_i_i'
Xl X3 X4 6 X4 6 Xl X3
1 1 1 1 1 1 1 1
—+—+—==, — ===,
X Xq X5 4 Xo X4 X5 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
——t—+—+—== —t—t+—+—+—=—.
Xi Xo X3 X4 Xg X Xi X; X3 X4 Xg X
..o 1 o1 .1 . L
Dydziy —, — ir — israiskas jras¢ i (4) lygybg, gauname, kad
Xo X3 X4
i+i:i. Tada i§ (1)—(3) lyg¢iu nustatome, kad i:i,
X1 X3 12 X2
1 7 1

1
— =—, — =—. Rezultatus jrase i (5) lygti, gauname:
e 60 x, 12 irase [ (5) lygti, g

=St —+—>
x 12 20 12 60

1 1 1 1 7 1
— === x=3.
X

1
3
Ats.: 3 h.

10. Tegu zvakiy ilgis H ir pirmoji zvaké sudega per X valandy. Per 1

.. .H H . H . . "
valanda sudegs atitinkamai —, — Ir — pirmos, antros ir trecio-
X

sios zvakiy dalys

Tegu po t valandy pirmoji ir tre¢ioji zvakés buvo vienodo ilgio.
Sudarome ir sprendziame lygéiy sistema:

Harn-Hy it

X 8 X 8 i-1 x=16
Hirre=Hein [H3-112

X 12 X 12

Ats.: 16 h.
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ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad trikampio ABC krastinés AB ir AC lygios

atitinkamai 8 ir 6, | jas nubréztos pusiaukrastinés CE ir BD yra
statmenos (1 pav.), taskas M — B
pusiaukrastiniy susikirtimo tas-

kas. Jei EM =X, tai pagal pu-

siaukrastiniy savybe MC =2X; E

analogiskai DM =y, ftai
MB = 2y. Trikampiams DMC
ir BME taikome Pitagoro teo-
rema: D

y2 + 4x2 = 32, 1 pav.

4y2 +x2 =42

4 -

I3 &ios sistemos randame X’ :§, y© = 3 I§ staCiojo trikampio

BMC turime BC? = 4x? +4y? =20, BC = 2+/5.
Ats.: 2+/5.

Staciojo trikampio ABC smailiojo kampo
A pusiaukampiné — atkarpa AD (2 pav.).

Kadangi @:% o AC < AB, tai ir
AC AB
CD<DB. Taigi CD=4, DB=5.

Pazymékime AC=X, AB=y, tai

4 5 4 .

—=—, arba X=—=Y. I§ staciojo trikam- cdd

X 'y 5 D B
pio ABC turime y2 =x%+9% arba 2 pav.

4 Y 1
yzz(gy) +81. 15 ¢ia y =15, X:§'15:12'

Ats.: 15,9, 12
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3. Sakykime, kad trikampio ABC krastines AB =17, BC =10,
AC =21 (3 pav.), i ji ibreztas sta¢iakampis MNPL, kurio vir§anés
M ir L yra krastinéje AC, virsiné N — krastinéje AB, o vir§iné P —
krastingje BC. Jei ML = X, tai i§ uZdavinio salygos iSplaukia, kad
MN =12 —X. 1§ trikampiy ABC ir NBP panaSumo gauname, kad

AB _ AC 5
NB NP’
7 _21 N P
NB x'
NB=17—X.Tuomet M

21 A M Db L ©
AN:17AB—NB: 3 pav.
=_—(21-X).

21( )

Pagal Herono formulg randame trikampio ABC plota: jo pusperi-
metris p = 24, todel
S =./24-(24-21)(24-17)(24-10) = 84.
Tuomet trikampio aukstinés BD ilgis
D25 _284 ¢
AC 21
I§ trikampiy ABD ir ANM panasumo turime
BD AB 8 17

= ty. = .
MN AN 12— x 1271(21_X)

. 84 - . . . C
IS ¢ia randame X = E Taigi ibréztojo stac¢iakampio krastiniy ilgiai

1 ﬁs—er

T T
Ats.%irE
13 13
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4. Sakykime, kad taSkas M yra nutolgs nuo trikampio krastiniy CA ir

CB atstumais 2 ir 4. A

Tada nuleidg statme- F

nis ME L AC E

ir MD L CB,

gausime, kad M

ME =2, MD=4 C B

(4 pav.) Jei D

MF L AB, tai tri- 4 pav.

kampiy AMB, BMC ir CMA ploty suma lygi trikampio ABC plotui:
1 1 1

EAB-MF +§BC~MD+§AC-ME=SABC.

Pagal Herono formulg, Spgc =84 (Zr. 3 uzdavinio sprendimg).
2Spgc —BC-MD - AC-ME
AB

Taigi MF = =58.

Ats.: 5,8.

5. Kadangi trikampiy AFB ir ADB aukstinés, nubréztos i§ virStinés A,
yra lygios, tai ju ploty santykis lygus krastiniy BF ir BD santykiui
(5 pav.). Per taska D nubréziame ties¢ DE, lygiagrecia su tiese AM;
pagal Talio teorema taskas E yra atkarpos MC vidurio taskas. I§ ¢ia
BM :ME:EC=3:1:1.

Kadangi FM || DE, tai pagal B
Talio teorema turime

BF BM

—=——=3.

FD ME M
Taigi E

ﬁ = E = E A C

S,,; BD 4 D

5 pav.

Kadangi atkarpa BD - trikampio
ABC pusiaukrastiné, tai trikampio ABD plotas lygus trikampio ABC
ploto pusei. Taigi
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3 3
SarB =—SpaBD == S.
AFB = 4 ©ABD ~ g

Ats.: §S.
8

6. Trikampio ABC aukstinés
AA =h, =12,
BB, = h, =15,
CC,=h,=20 C: A
(6 pav.). Pagal Herono formule
S=y/p(p-a)(p-b)(p-0).

[rase p=%(a+b+c) irat- B,

likg veiksmus, gauname 6 pav.

S=%J@+b+ch+b—ch+c—ma+b—a)ﬁ

trikampio ploto formulés randame
5=%a¢h=%b+%:%chm

2S 2S 2S
ty. a=—, b=", c=".

ha hb hc
[rase Sias iSraiSkas | Herono formulg turime

1 o1 1 1)1 1 1)1 1 1)1 1 1
S=245 | —+—+— || —+ - || —+——— || —+———].
4 h, h, hJlh, h hJlh, h hJ/lh h h

IS cia

1
1 1 1)1 1 1)1 1 1)1 1 1)
e e e e | [ e e | e
ha hb hc ha hb hc ha hc hb hb hc ha

[raSe salygoje duotas h,, hy ir h, reiksmes gauname S =150.
Ats.: 150.
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7. Pagal Herono formulg apskaic¢iuojame trikampio ABC plota:
p= %(13+14+15) =21, S=./21-8-7-6=84. Tuomet aukstiné
2S B

BH =——=12 (7 pav.). Pagal
2C (7 pav.). Pag
trikampio pusiaukampinés sa-
AD AB 13
vybg —=——=—.
DC BC 15
Pazyméje  AD=x,  turime
X 13 . .. 13 .
=—. IS ¢ia x=—, tal
14-x 15 2 B
3 A C
HD=AD-AH =" ir trikam- H D
2 7 pav.

pio BHD plotas
SBHD :%BH -HD =9.
Ats.: 9.

8. Trikampio ABC krastinés AB te-
sinyje nuo tasko B atidékime
atkarpa BE, lygia atkarpai BD
(8 pav.), tuomet
AE = AB +BE = AB +BD =h.
Sakykime, kad

ZCAD = ZDAB =q,

Z ABC =B, A
tuomet LEBD =180"-f3, o 8 pav.

ZBED = Z/EDB = %(180" —AEBD):%.
I§ ¢ia £ ADE =180° —oc—g.
Kita vertus £ ACB=180" —2a.—3,

Z/CMD=~CDM :%(180° —AACB):ochg,
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4AMD=180°—ACMD:180°—oc—g=4ADE. Taigi trikampiai
ADE ir AMD — panasieji (£ DAE =.~DAM, ~ADE =~ AMD),

2 .2
AD _AM o am = AP” &%
AE AD AE b
2
Ats.: a_.
b

9. Sakykime, kad duotojo kampo ABC didumas 60°, taskas M nuo
krastinés AB nutoles atstumu MEzﬁ , 0 nuo krastinés BC —

atstumu MD =247 (9 pav.). Pazymékime £ ABM =X, tuomet

ZMBC =60° —x. Kadangi  sin x =ﬂ=£,
BM BM
- MD 247
sin(60° —X) = —=——,
(60 ==5m ~Bm A
tai sin(60° —Xx) =2sin x. Pritaike kam- E

pu skirtumo sinuso formule turime

M
sin 60° cos X —cos 60° sin X = 2sin X,
ﬁcosx—lsin X =2sin X, B
2 2 D C
J3 5 . 9 pav.
~——CO0SX =—Ssin X,
2 2
= SNX V3.
cosx 5
Kadangi EB:ﬂ, tai EB:ﬂ. Tuomet ieSkomasis atstumas
tgx J3
BM =EB2 +EM2 = |10 _ 14
3 3
Ats.: E
V3
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10. Sakykime, kad atkarpa AM yra lygiaSonio trikampio ABC
(AC=CB) kampo prie pagrindo A pusiaukampiné, CD —

trikampio aukstiné, CM =b, BM =c C
(10 pav.). Pagal pusiaukampinés
AB BM ¢ .

savybg — = —— = —. Kadangi

WPSAC T MC b J M

AC =BC =c+b,

. c(c+b ) .

tai AB = ( ). Trikampiui AMB A D B
10 pav.

taikome kosinusy teorema ir gauname
AM? = AB® +BM2 —2AB-BM -cosZB. I§ stadiojo trikampio

BCD seka cos«B :§:£:i. Taigi
CB 2CB 2b
AM2 = 02(c+b)2 +C2_202(c+b) Cc c3+2¢%
b2 b 2b b '

[3 . o2
AM — c°+2c b.
b
3 2
Ats.: ,/%

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Reiskini n®+3 pertvarkome taip:
NP +3=n+27-24=(n%+3%-24=(n+3)(n> -3n+9) - 24.

Vadinasi, n®+3 dalijant i§ n+3 tik tuomet, kai 24 dalijasi i$
n+3;taigi, kai n=1,3,5,9 ir 21.
Ats.: {1; 3;5;9; 21}.
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2. IeSkome nataraliojo skaiCiaus a, kurio pavidalas yra a= 2k.3m.5",
k, m,ne N. Jeigu skaiCius a turéty daugiau daugikliy, jis nebiity
pats maziausias.

1) Kadangi %: k-1.3m. 5N yra sveikojo skaiCiaus kvadratas,
tai skai¢iai k —1, mir n turi dalytis i$ 2;
2) Kadangi %: 2K.3M1.5" vra sveikojo skaidiaus kubas, tai

skai¢iai k, m—1 ir n turi dalytis i$ 3;

3) Analogiskai skaiciai k, m ir n—1 turi dalytis i§ 5. I§ 1) — 3)
salygu iSplaukia, kad skaiCius k yra nelyginis ir dalijasi i§ 3 ir 5.
Pats maziausias toks skaiCius yra 15. Pats maziausias lyginis
skai¢ius m, kuris dalijasi i§ 5, 0 m—1 dalijasi i§ 3, yra 10. Nesunkiai
surandame, kad n=6. Taigi pats maziausias skaiius, tenkinantis

uzdavinio salygas, yra a = 215.310 .58
Ats.: a=2'°.310.55,

3. Palik¢ riisyje 12 stiklainiy uogienés, tarp ju ne visada rasime 4
stiklainius vienos rusies uogienés ir 3 stiklainius kitos rusies
uogienés (pavyzdziui, galéty buti 8 stiklainiai braskiy uogienés, 2
stiklainiai mélyniy uogienés ir 2 stiklainiai vySniy uogienés). Tik
palike rusyje 13 stiklainiy uogienés galime bati tikri, kad tarp ju
visada bus bent 4 stiklainiai vienos riiSies uogienés ir 3 stiklainiai
kitos ruSies uogienés. Taigi i$ rusio daugiausia galima paimti
20 —13 =7 stiklainius uogienés.

Ats.: 7.
4. 18 antrosios lygties iSreiSke X ir gauta iSraiSka irase i pirmaja lygti,
3z-4 5
=3+ .

z-3 z-3

Kad y bty sveikasis skai¢ius, z—3 turi jgyti tik tokias reikSmes: —

1,1, -5ir5. Taigi, 2y =-2, 2, =2, 23=4, 7, =8. Sias z reik§mes

atitinka tokios y reikSmeés: y; =2, Yy, =-2, y3=8, y,=4 ir

tokios x reikSmés: x; =3, X =2, X3=9, X4 =9.
Ats.: (-3; 2;-2), (-3;-2; 2), (9; 8; 4), (9; 4, 8).

gauname lygti yz—3y—-3z+4=0. I§ &ia y=
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5. Tegu ieSkomasis skai¢ius yra n=1.-10"+x. Pagal salyga

3.10"-1
X=——-—.
7
isitikiname, kad X néra sveikasis skai¢ius, kai m=1, 2, 3, 4. Kai
m=>5, gauname x =42 857. Taigi n=142 857.
Ats.: 142 857.

(1-10™ +x)-3=10x+1. 1§ ca Tikrindami

. leskosime natiiraliojo skaiCiaus X, uzraSomo formule X = aZ+ad=

=a? (a+1), aeN. Kadangi x yra keturzenklis skaiius, tai
nesunku jsitikinti, kad 9<a < 22. Skaiius X dalijasi i§ 7 tik tada,
kai i§ 7 dalijasi a arba a+1. Perrinkdami a reik§mes isitikiname,
kad a e{l3;14; 20; 21}. Taigi ¥ =2366, x, =2940, x3 =8400,
X4 =9702.

Ats.: 2366, 2940, 8400, 9702.

. I8 lygties iSsireiskiame n: m :%. Remdamiesi akivaizdzia

salyga 170—31n>12, nustatome, kad galimos n reik§més yra 1, 2,

3, 4 ir 5. Tikrindami Sias reik§mes jsitikiname, kad m yra nattiralusis
skaiCius (lygus 9) tik tada, kai n=2.
Ats.: (9; 2).

. Tegu kavos pupeles galima supilstyti i X maiSeliy po 5 kg ir { y
maiseliy po 19 kg. Pagal salyga sudarome lygti 5x+19y =674. 1§

. 674-19y
5

¢ia . Ieskosime tokiy sveiky neneigiamy Yy reik§miuy,

su kuriomis galioja nelygybé 674 —19y >0. Taigi y<{0;1; 2;...; 35}.
+4
Pastebéje, kad x=134-4y+ yT matome, kad y=>5k -4,

k=12,..7 Gauname: y;=1 y,=6, y3=11 y,=16,
Ys=21 Yyg=26 ir y;=3L Sias y reikimes atitinka tokios X
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reikSmés: X1 =131, X2 =112, X3 =93, X4 =74, X5:55, X6:36,
X7 =17.

Ats.: (131: 1), (112;6), (93; 11), (74: 16), (55: 21), (36: 26),
(17: 31).

9. Tegul liniuotés ilgis yra a. Linas 49 mélynais braks$neliais liniuote
padalijo { 50 lygiuy daliy, o Romas 46 raudonais briuksneliais Sia

liniuotg¢ padalijo i 47 lygias dalis. Lino padalos ilgis yra %, 0

Romo — % . Kadangi skai¢iai 50 ir 47 yra tarpusavyje pirminiai, tai
néra sutampanc¢iy mélyny ir raudony briuksSneliy. Maziausias
atstumas tarp meélyno ir raudono briikSneliy yra ?;‘150. Tegu $is
atstumas yra tarp Xx-jo raudonojo ir y-jo mélyno briksneliu.
Sudarykime dvi lygtis

a a .a a a

—x—iy: ir ——x——y=- :
47 50 47-50 47 50 47-50

I ¢ia gauname 50X —47y =1 ir 50x—47y =-1.
Rasime lygties 50x—47y=1 natdralivosius sprendinius.
1+47y

50
yra natiiralusis skai¢ius. Gauname vienintelj sprendinj X =16, Kai

y =17.

AnalogiSkai surandame ir lygties 50X —47y=-1 natira-
liuosius sprendinius: x =31, y=33.

Ats.: Maziausias atstumas yra tarp 16-jo raudonojo ir 17-jo
mélynojo briksneliy, bei tarp 31-jo raudonojo ir 33 mélynojo
briuksneliy.

Ieskosime tokiy y reikSmiy (0<y<49), su kuriomis x =

10. Kadangi x=0, y =0, tai
14-1:% < Xy—-5x-5y=0 < (x-5)(y-5=25 <
Xy
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X-5=1, X—-5=5, X—-5=25,
o arba arba arba
y—-5=25 y—-5=5, y—-5=1,

X-5=-1, X—-5=-5, X—-5=-25,
arba arba
y—-5=-25, y—-5=-5, y—-5=-1
Siy lygéiy sistemy sprendiniai tokie: (6; 30), (10; 10), (30; 6),

(4: —20), &, (-20; 4).
Ats.: (6; 30), (10; 10), (30; 6), (4; —20), (~20; 4).

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pirmiausia suskaiCiuosime trikampius, kuriy viena krastiné yra AB.
Po to skaicCiuosime trikampius, kuriy virS§iiné yra A (be krastinés
AB) ir trikampius, kuriy vir§iné yra B (be krastinés AB).

a) Trikampiy, kuriy viena krastiné AB yra 6x6=36;

b) trikampiu, kuriy vir§iiné A (be krastinés AB) yra 6-CZ =90
¢) trikampiu, kuriy vir§iiné A (be krastinés AB) yra 6-C& =90.
Taigi i§ viso yra 36 +90 + 90 =216 trikampiu.

Ats.: 216.

2. Istasko A; itaska A; galima patekti taip:

1) I8 tasko A; itaska A; tiesiogiai — 1 kelias;

2) I8 tasko Aq {taSka Ay per vieng i§ tasky Ay, Az, Ay,
As, Ag— Ag =5 keliai;

3) IS tasko A; itaSka A7 per duif taSkuy A,, Az, A4, As,
Ag — AZ =20 keliy;

4) I8 tasko A; itaska A; per 3 iS tasky Ay, Az, Ay, Asg,
Ag — A2 =60 keliy;

5) IS tasko A itaska Ay per 41§ taSky Ay, Az, A4, As,
Ag — Aj =120 keliy;
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6) I$ tasko Al 1ta§kq A7 per 518 taékq A2, A3, A4, A5,
Ag — A2 =120 keliy;
Taigi 1S taSko Aq itaska A; yra

1+5+20+60+120 +120 =326 keliai.
Ats.: 326.

3. Paskutinj skaitmenj galima pasirinkti dviem buidais (0 arba5).
Priespaskutini skaitmeni galima parinkti 4 biidais; antraji skaitmeni
— 3 budais, o pirmaji skaitmeni — 2 budais. Taigi i§ viso yra
2-3-4.2=48 KeturZenkliai skai¢iai. I$ ju reikia iSmesti tuos
skaicius, kurie prasideda 0, o baigiasi 5. Tokiu skaiciy yra 6.
Vadinasi, yra 48 —6 =42 keturzenkliai skai¢iai, dalds i$ 5.

Ats.: 42.

I
4. Penkiazenkliy skai¢iy, kuriy skaitmenys 1, 1, 2, 3, 4, yra %zGO.

Skaiciai, kuriy pirmas skaitmuo 1, yra mazesni uz 20 000. Tokiy
skaiCiy yra P, =24. Taigi penkiazenkliy skaiciy, kuriy skaitmenys
1, 1,2, 3, 4, didesniy uz 20 000 yra 60 — 24 = 36.

Ats.: 36.

5. Tarp 30 pirmyju natiraliyjy skai¢iy 15 skaiciy yra lyginiai ir 15
skaiCiy — nelyginiai. Trijy skaiCiy suma yra lyging, kai visi trys
skaiCiai lyginiai arba vienas skaiCius lyginis, o du nelyginiai. Taigi
is skaiciy 1, 2, ..., 30 galima sudaryti C +Cls - C% = 2030 trejetu,
kuriy skai¢iy suma yra lyginé.

Ats.: 2030.

6. IS skaitmeny 1, 2,3 ir 4 galima sudaryti P, =24 keturzenklius
skaiCius. Kiekvienas skaitmuo kiekviename skyriuje yra paraSytas
P; =6 kartus. Todél sudéjg pirmojo skyriaus skaitmenis, gauname:
6(1+2+3+4)=60. Sudéje antrojo, treCiojo ir ketvirtojo skyriy
skaitmenis atitinkamai gauname: 600, 6000 ir 60 000. Vadinasi,
visuy keturzenkliy skaic¢iy suma lygi
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60 + 600 + 6000 + 60 000 =66 660.
Ats.: 66 660.

7. Pagal salyga septynzenkliuose skaiCiuose turi bitinai biiti trys

10.

dvejetai, o kiti skaitmenys bet kokie i$ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 rinkinio
skaiciai. Tris dvejetus septynzenklyje skaiCiuje galima paraSyti
C% =70 skirtingy buduy, i likusias 4 vietas galima rasyti bet kuriuos
i§ minéty skaiciy. Taigi septynzenkliy skaiciy yra
C3.8-8-8-8=143360.
Ats.: 143 360.

Pirmaji ir paskutinj lyginius skaitmenis galima pasirinkti Ag? =6
budais ((2...4), (4..2), (2..6), (6...2), (4..6), (6...4)). Likusius
keturis skaitmenis ir 5 skaitmeny galima pasirinkti Ag' =5.4.3.2=
=120 budy. Taigi i viso yra

AS- A2 =6-120=7206 Seiiazenkliy skaiciy.

Ats.: 720.

Keturzenklj skai¢iy galima sudaryti arba i§ 4 skirtingy skaitmeny

(1, 2, 3, 5), arba i$ triju skaitmeny (1, 1, 2,3; 1,1,2,5; 1,1, 3,5;

1,2,3,3;1,3,3,5; 2,3, 3,5), arba i§ dviejy skaitmenu (1; 1; 3; 3).
Pirmuoju atveju yra P, =24 skirtingi keturzenkliai skaiciai.

Antruoju atveju yra 6-%:6-%:72 keturzenkliai skaiciai.
2
. . . Py 4 . .
Pagaliau treCiuoju atveju yra =——=6 keturzenkliai
P,-P, 212!

skaiCiai. Vadinasi, i§ viso yra 24+72+6=102 Kketurzenkliai
skaiciai.
Ats.: 102.

Tris rozes turi atskirti kardeliai. Tegul Justina i$ pradziy sodina
1+m kardeliy, viena rozg, 1+n, kardeliy, vieng rozg, 1+ng
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kardeliy, vieng roz¢ ir pagaliau 1+n, kardeliy. Sudarome lygti:
1+m+1+np +1+m+1+ny =6, ty. m+n+m+n=2; dia
0<m,np,ng Ng<2 Sios lygties sprendiniai yra: (1, 0, 1, 0), (1, 0,
0,1),(,1,1,0),(,1,0, 1), (0,0, 1, 1). Taigi pasodinti kardeliy
galima 10 skirtingy buadu. Kadangi rozés yra skirtingos, tai pasodinti
galima Py =6 skirtingais buidais. Vadinasi, Justina rozes ir kardelius
gali pasodinti 10-6 =60 skirtingais budais.
Ats.: 60.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pirmi du nariai duoti. Taikydami rekurenciaja formulg apskai—
¢iuojame ir tolesnius narius:
-1,-4,-5-9,-14,-23,-37,-60, - 97, -157, - 254, - 411, .
—665, —1076, —1741

2. I8 lygybw F,=F, F,=FKR+F,, FK=K+F, .. ,
F,,=F,,, +F,,, ireisk¢ narius su nelyginiais numeriais
gauname F =F,,

F=F-F,
F=F-F,,
Fons =Fon =Fans
Sias lygybes sudéje turésime, kad Fj + R+k+-+Fh1=F.

3. 1 (3) lygybe F+F,+:---+F,=F,.»—1lvietoje n jrasykime 2n.
Gausime lygybe
Fo+F+-+Fy=Fn0 -1
IS jos atimkime lygybe F +F3+F5+---+Fo_1 =F,. Gausime,
kad
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F2+F4+F6+"'+F2n :F2n+2 —1—F2n.
Kadangi F2n+2 - F2n = F2n+1’ tai
F2+F4+ F6 +---+ an = F2n+1—1.

I lygybe Foim =Fn_1Fmn +FaFns iraSykime m=n. Gausime
Fon = Fn_1Fn + FFnga = Fn(Fhg + Fyg) - Kadangi
_ Fo=Fha—Faas
tal
Fon = (Fhaa —Fro) (R + Fa) = I:n2+1 -Fa-

. Indukcijos pagrindas — teiginys teisingas su n=2, t.y. F22 =
=FR+ (—1)3 . Tuo nesunku jsitikinti  jraius | S$ia lygybe
FR=F=1 R=2.

Indukecinis peréjimas — turime irodyti, kad i$ lygybés

Ré = FaFoa + (D
(indukcijos prielaida — teiginys teisingas su n =k ) isplaukia lygybé
2 k+2
R =Rz + (D) "
(teiginys teisingas su n=k +1).
Tuo tikslu prie lygybés sz =R P + (—1)k+1 abieju pusiu
pridékime sandauga F, F,.;. Gausime lygybe
2 k+1
RE + e = FeaFic + FeFea + (D
Pertvarkykime ja:
Fie(Fe + Fieen) = Feaa (R + B + (D

Taciau F_, + F, =F,;, R +Fq = Fpo, todél turésime:

2 k+1 2 k+2
FcFiz = R+ (D = Ry = RRgo + (D,
Pagal matematinés indukcijos principa galime teigti, kad
teiginys teisingas su visais n> 2, t. y. kad lygybé

2 1
Fo =FhaFna +(-D"*
teisinga su visais n> 2.
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6. Indukcijos pagrindas — teiginys teisingas su n=1,t. y. /{F, = F22
(nesF, =F, =1).
Indukcinis peréjimas — turime jrodyti, kad i§ lygybés
F]_FZ + F2F3 + F3F4 +...+ F2k—lF2k = F22k
(indukcijos prielaida — teiginys teisingas su n=k ) i$plaukia lygybé
FFy + FoFs + FgFg + .+ Fox 1 Fok + Fox Foka + FokaFoks2 =
2
= Fak+2 (1)
(teiginys teisingas su n=Kk +1).
Pasinaudoj¢ prielaidos lygybe gausime:
FiFy + FoFg + FsFy + ...+ Fo g Fok + ok Fakaa + FokaFoke2 =
2
= Fok + Fak Pk + FokwaFaks2 = Fok (Fak + Fakya) + FokaFoki2 =
2
= FakFak12 + Faks1Fak+2 = Fak2 (Fak + Faks1) = Faky2.

t.y. (1) lygybé teisinga.

Pagal matematinés indukcijos principa galime teigti, kad
teiginys teisingas su visais nattraliaisiais skaiCiais n, t. y. su bet
kuriuo nattiraliuoju n galioja lygybé

FiFy + FoFg + FaFy + ...+ Fop 1 Fon = F2,.

7. Tegu Fibonacio skai¢iaus numeris n dalijasi i§ 5, t. y. n=5m.
Teiginio irodymui taikysime matematinés indukcijos metoda m
atzvilgiu.

Teiginys teisingassu m=1, nes F; =5.

Tarkime, kad teiginys teisingas su m=k, t. y. F; dalijasi
i§ 5. [rodysime, kad teiginys teisingas su m=k +1, t. y. kad F5
dalijasi i$ 5. Pasinaudosime formule F.,,, =F,,F, + F,Fy.4:

Fsiny = Fokis = Fa1Fs + FeFo =9Fg 4 +8Fy.

Kadangi paskutiniosios sumos abu démenys dalijasi i§ 5 (antrasis —
pagal prielaida), tai ir Fg,;, dalijasi is 5.

Taigi teiginys teisingas su bet kuriuo natiiraliuoju m, ty. Fg,
su bet kuriuo natiiraliuoju m dalijasi i$ 5.
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8. Tegu Fibonacio skaiCiaus numeris n dalijasi i§ 12, t. y. n=12-m.

10.

Teiginio jrodymui taikysime matematinés indukcijos metoda m
atzvilgiu.
Teiginys teisingas su m =1, nes F, =144 , o 144 dalijasi i§ 16.
Tarkime, kad teiginys teisingas su m=k , t. y. F,, dalijasi i§
16. Irodysime, kad teiginys teisingas su m=Kk +1, t. y. kad Fy,.)

dalijasi i§ 16. Pasinaudosime formule K, n, = F_1Fp + FnFmaa:

Fiok+1) = Frok+12 = Frok-1F12 + FiokFiz =144 - Fypi g + 233 - Fppy.
Kadangi paskutiniosios sumos abu démenys dalijasi i§ 16 (antrasis —
pagal prielaida), tai ir Fyp(k 41 dalijasi i§ 16.

Taigi teiginys teisingas su bet kuriuo nattraliuoju m, t.y. Fopn,
su bet kuriuo natiiraliuoju m dalijasi i§ 16.

Irodydami §j teiginj taikysime prieStaros metoda. Tarkime, kad
gretimi Fibonacio skaiciai F, ir F,,; dalijasi i§ skai¢iaus d >1.
Tada is d dalysis ir F,_3 =F,,4 —F,, o tuometir F,_,=F,-F,_;.
Taip samprotaudami toliau gausime, kad i§ d turi dalytis
FI’]—3 = Fﬂ—l - Fn_z, Fn_4 = Fn_2 - Fn_3, ey F_I. = F3 - F2 . Taciau
F, =1ir todél i§ d >1nesidalija. Gauta priestara rodo, kad prielaida
buvo neteisinga. Taigi gretimi Fibonacio skaiCiai yra tarpusavyje
pirminiai.

Apskaiciave

1 1 (1445 )"

o0 == | Y2 19586269024,9999999909830948...,
J5 Jsl 2

gauname, kad Fy,=12586269025.
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SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. a)
10
10
b)
2
314]5

Kiekvienoje kitoje (i$ kairés i deSing) figiiroje skaiiai perstu-
miami laikrodzio rodyklés kryptimi per tiek langeliy, kokia yra
skaiciaus reikSmé.

2. a) b)
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3. Salia 11 testamentu palikty masiny reikia pastatyti dar viena, bet
kuria, tarkim, tuo metu vaziavusia pro S$ali, tuomet turésime 12
masiny. Po to pusg, arba 6 masSinas, reikia atiduoti vyriausSiajam
stnui, ketvirti, arba 3 masinas — viduriniajam ir viena Sestaja, arba 2
masinas — jauniausiajam stnui. 6+3+2=11 masiny. O Salia ju
stovéjusi masina gali ramiai vaZiuoti toliau!

b)

5. Tarkime, kad pirmasis apklausiamasis (pazymékime ji A) yra Cia-
buvis, tuomet jis ir prisistato esas ¢iabuvis. Antrasis apklausiamasis
(pazymekime ji B) sako teisybg, o treciasis (pazymékime ji C) —
meluoja.

Jeigu A — kolonistas, tai jis prisistato esas Ciabuvis. B ir $iuo
atveju sako teisybg, o C — meluoja. Vadinasi, antrasis liudytojas yra
¢iabuvis, o treciasis — kolonistas.

6. Sio triuko esmé tokia: nurodytas skirtumas turi skaitine $aknj, lygia
9. Kai jums sakomi skaiCiai, jis juos mintyse turite sudéti, kiek-
viena karta imdami tik liekang moduliu 9. Kai bus pasakytas pasku-
tinis skaicCius, jiis i§ 9 atimate savo gautaji rezultata ir suzinote, koks
skai¢ius buvo iSbrauktas. (Jei jusy gautas rezultatas lygus 9, tai
buvo iSbrauktas skaicius 9.)
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Kalvis
Dailidé

Puodzius
Siksnius
Stiklius

8. Jei keliautojas saké teisybe, ji turéjo praleisti i sala, bet kad jo tei-
ginys tapty teisybe — reikia pakarti keliautoja, bet kariama tik sume-
lavus.

Jei keliautojo teiginys — melas, ji reikia pakarti pagal jstatyma,
bet pakorus iSaiskéty, kad keliautojas saké teisybg, o tuomet ji reikia
praleisti i sala.

Matome, kad abiem atvejais reikia atlikti vienas kitam prieSta-
raujancius veiksmus, kas yra neivykdoma. Gavome paradoksa.

[
A&B | (A&B)>C | ASB | (A B)

t

S5 5 5 ~+ 35 ~+ ~ ~| >
5 O ~+ 35 ~ 35 ~ ~ |0
S~ 35 5 ~~35 ~|()
5D O 35D 35D 5 35D ~+ ~+
—_, - —. - - -

-, - —. 35 35 ~+ —~+
S5 O3 O~ 35 ~ 35 5
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10.

I
n t n n
n n n t
t t t t
n t n n
t t t t
n n n n
t t n n
t t n n

Kadangi paskutiniame lentelés stulpelyje yra ivairios teisin-
gumo reik§meés, tai teiginys [(A&B) > C] ~ [-(A>B)&(Cv-B)]
yra iSpildomas.

Teigini ,,i$ stoties iSvyksta traukinys X“ pazymékime raide X ( Cia
X=A,B,C, 0x=a,b, ¢), tuomet uzdavinio salyga teiginiy logikos
simboliais galésime uZrasyti taip:

) (a&b)>oc, ) (b&c)oa.

Mums reikia patikrinti, ar, esant patenkintoms I ir II salygoms,
bus patenkinta ir salyga

I (a&c)obh,
t.y., iSvykstant traukiniams A ir C, i$ stoties turi i§vykti ir traukinys
B. Visu trijy salygu teisingumas yra ekvivalentus teiginio

Qf[ @&b)>c]&[(b&c)oal}o[(a&c)ob]

teisingumui. Sudarykime $io teiginio teisingumo lentelg:

I I
a |b |c |a&b | (a&b)>c | b&c | (b&cC)>a
t t t t t t t
t t n t n n t
t n t n t n t
n t t n t t n
t{n | n n t n t
n|ti|n n t n t
ninit n t n t
n |n |n n t n t
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11 Q
&Il | a&c (a&c)ob 1&IIo1

t t t t
n n t t
t t n n
n n t t
t n t t
t n t t
t n t t
t n t t

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad ZMNP =60°, visu salygoje minimy apskritimy

centrai O1, Oy, Oz, O, ir Og yra to kampo pusiaukampinéje NL
(1 pav.). I8 tasky Oy, Oy, Oz, Oy ir Og i kampo krasting NP
nuleiskime statmenis O;A;, O,A;, O3A3, O4A;, OsAg, tai
apskritimy spinduliai f, L, B, I ir 5 lygis minéty atkarpy
ilgiams. Kadangi £ O;NA; =30°, tai

NO; =2A0; =28,

NO, =2r,. Kita vertus

NO, = A0 +00, =2+ + 5.

1 pav.
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I lygties 2, =3 + 1, randame K, = 3R. Analogiskai
NO3=2=NOy+bKL +1=2L +K + 13,

ty. B=3KL=9n,

NO, =21y =23+ I3+ 1y,

Iy =3K =271,

NOs =215 =21, + 1, + 15,

I; =31, =81n. Tada

Sl +82 +83 +S4 +S5 _ n(l’12 + r22 + I’32 + r42 + I’52) _

S]_ Ttr12

=1+32+9%+27%2 +81%> = 7381
Ats.: 7 381.

2. I8 trikampiy MAB ir MBC panasumo (2 pav.) seka
MA MB AB
—=——="——_Tada
MB  MC BC
MA MA MB AB AB _(Ejz 2
BC '

MC MB MC BC BC
Ats.: k2.

£,
Ny

2 pav. 3 pav.

3. Sakykime, kad taskas O; yra mazesniojo apskritimo centras
(3pav.). Jei £LBOA=¢, o tieses O;C ir OB statmenos, tai

ZC00=90°~-¢, ZOAB=~/0BA= %(180" -¢)=90° —%
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Tuomet
ZC0O;A=180° — £00,C =90° + ¢,

Z/CAO, :%(1800 — /COA) = 45° —%.

I§ &ia ZCAB = ZOAB — £ CAO, = (90° —g) —(45" —%j = 45"

Ats.: 45°

4. Sakykime, kad MNPQ - lygiagretainis, kurio krastiné MN yra
trikampio ABC krastinéje BC, vir§anés P ir Q yra atitinkamai
krastinése AC ir AB, be to MP|AB, NQ|AC (4 pav.). Pagal salyga
MN =3, MP =6, NP =5.

Kadangi keturkampiai BQPM, A

MQPN ir NQPC vyra lygia-
gretainiai, tai
BM =QP=MN=NC, ty. Q p

BC =9. Kadangi lygiagretai-
nio kraStiniy kvadraty suma
lygi jo istrizainiy kvadraty

sumai, tai i§ lygybés
2.5%2+2.3%2 =62 +QN? B C

randame antrosios jstrizainés M 4 pay N
ilgi QN =442. T3 trikampiy pav
ABC ir MPC panaSumo turime
AB_BC .\ ap BC:MP_9:6 g
MP MC MC 6

Analogiskai i§ trikampiy ABC ir QBN panaSumo gauname, kad
AC ON QN -BC
—==—,ty. AC= =6v2.
BC BN Y BN V2
Ats.: AB=BC =9, AC =6+/2.

5. Apie trikampj APC apibrézkime apskritima, kuris atkarpa PB kerta
taSke M (5 pav.) Tuomet ~PAC=~/PMC, ZCPM =_~/CAM.
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Kaip ir 4 pavyzdyje nubréziame pusiaukamping AN. Kadangi
2/ ACB=/ABC =50°, tai ~MBA=20°,tod¢l

Z ANB =180° — Z NAB — / NBA =180° -40° —20° =120°.
Trikampiai ACN ir ABN yra lygas, nes AC=AB, AN — bendra,

ZCAN = 2/ BAN.

Kadangi CN =NB, tai £NBC=/NCB=30", todél ZLCNB=120".
Taigi ir ZANC=120°, Kadangi ZAMP=_-/ACP=30°, tai
ZNAM =180° —120° —30° =30°. Todél trikampis ANM — lygia-
Sonis (AN =NM) ir trikampiai CNA ir CNM lygis. 1§ ju lygumo
seka, kad ZCAN = ZCMN =40°, todél ZLCAP=~/CMP =40°,

Ats.: 40°.

M
5 pav. 6 pav.

6. Figara, kurios plota skaiiuojame, pavaizduota 6 pav. Jei taskas F
yra atkarpos BC vidurio taskas, tai pusskritulio, kurio skersmuo —
atkarpa BC, plotas lygus

2 2
Sl:n-FB _ n-2 o
2 2
I§ staCiakampio ploto atéme dviejuy skrituliy ketvirtadaliy plotus,
rasime likusios ieSkomosios figiiros dalies plota
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S, :2~4—2-%-n-22 =8-2nm.
Tada ieSkomasis plotas S =5, +S, =8.
Ats.: 8.

7. 7 pav. nubraizytas kvadratas ABCD, apie kurj apibréztas apskri-
timas. Sakykime, kad kra$tinés AB vidurio taskas yra M, o taske O
susikerta kvadrato istrizainés. Vieno
,ménulio*“ plota rasime i§ pusskritulio,
kurio centras — taskas M, o spindulys

1 1 (1Y
> ploto Sq —E-n-(g) =3
atémg skritulinés nuopjovos ANB plota
Sy, kuris lygus iSpjovos AOB ploto ir
trikampio AOB ploto skirtumui. Ka-

dangi ispjovos AOB centrinis kampas
AOB yra statusis, tai jos plotas lygus 7 pav.

2 Ano 2
7A0%90° 1o 1 (ﬁj .

Oo

360° 4 4

5 :g. Trikampio AOB plotas

2
lygus 1AO-BO:E- ﬁ :1.
2 2| 2 4 A
Taigi S, =g—%, ir vieno ,,ménulio* D
plotas lygus

31_3222_(2_1)21, 0

Tada keturiy ,,ménuliy” plotas lygus 1.
Ats.: 1. B [ C

8. Sakykime, kad trikampio ABC auksti-
nés kertasi taske H, o atkarpa BD yra 8 pav.
apibrézto apie trikampi apskritimo skersmuo (8 pav.). Kampas BCD
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10.

yra statusis, todél CD? =BD? —BC?, t.y. CD =12. Kadangi tiesés
DC ir AH yra statmenos tiesei BC, tai DC||AH. Kadangi kampas
DAB irgi statusis, o ties¢ CH — trikampio aukstiné, tai tiesés DA ir
CH yra statmenos tiesei AB, t.y. DA|CH. Taigi keturkampis

ADCH yra lygiagretainis, todél AH = DC =12.
Ats.: 12.

Kadangi ties¢ PC — apskritimo kirstiné, tai PT?2=PB.-PC (9 pav.),

arba E = ﬂ Kadangi PT =PA tai E = E IS ¢&ia seka, kad
PT PB AP PB

trikampiai APC ir BPA panaSieji, taigi £BAP =ZACP. Bet

< ACP = #DEB, todél ~BAP =_/DEB, t.y. tiesés ED ir AP —

lygiagrecios.

Sakykime, kad trapecijos ABCD Soniniy kras- 10 pav.
tiniy AB ir CD tesiniai kertasi taSke G

(10 pav.). I$ tasky A ir E nuleiskime statmenis AH ir EF i ties¢ CD,
pazymékime L CDA=a. I$ staciyju trikampiu AGD, AHD ir BGC
randame

Gp=- AP _ 4

coso. coso’
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AG = AD tga = 4tga,
cc.BC 3
coso.  COSa
AH = AG cos o = 4sin o

Pagal apskritimo liestiniy ir kirstiniy, nubrézty i§ vieno tasko,

savybe gauname, kad GE? :GC-GDzl—i, ty. GEzﬂ.
Cos“ o Cosa

IS trikampiy AHG ir EFG panasumo i$plaukia lygybé AH = AG,

EF EG
AH - . .
t.y. EF = . IraSe surastas AH, EF ir AG reik§mes gauname
EF =243,
Ats.: 24/3.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Randame lygties apibrézimo sritj:

2
—X“+3x-2>0, (x-1)(x-2) <0,
X2 —4x+3>0, < xX-D(x-3)=0, &
x>0

Df :
x>0

1<x<2,

& Ix<larba x>3, © x=1.
x>0

Taigi Df ={1}. Patikrine isitikiname, kad X=1 yra lygties
sprendinys.
Ats.: 1.

2. Randame nelygybés apibrézimo sriti:
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b
Il
o

2 - >0, 0<x<2,
DN : {\/_ \/; <:>{ X

X2 —x—2>0 Xx<1 arba x>2

Taigi DN ={2}. 1 duotaja nelygybe iras¢ X =2, turime

0<1. Vadinasi X =2 yra nelygybés sprendinys.
Ats.: 2.

. Kadangi kair¢je lygties pusé€je esanti funkcija apibrézimo srityje
DL =[0; 4] yra nei mazéjanti, nei didéjanti, todél negalima taikyti
monotoniniy funkcijy savybiu. Tirsime, kokia didZiausia ar ma-
ziausia reikSmes gali igyti abiejose lygties pusése esanCios funk-
cijos.

Tegul f(x)= VX +/4=x>0. Tada

F2(X)=4+2Vax—x% =4+ 24— (x-2)> <4+2.2=8,

I3 ¢ia: (X) < 8. Lygybeé galima tik tada, kai X = 2.

Kadangi  g(x)= G —4x+4+2\/§=(x—2)2 ++/8>4/8;
lygybé galima tik tada, kai X = 2.

Taigi f(2)=9g(2); t.y. x=2 yralygties sprendinys.

Ats.: 2.

2
. Kadangi f(x) = 2% — 3216 <2

X X2

4,

0 g(x)=x?—6x+13=(x—-3)%2 +4>4, tai lygtis ekvivalenti lygéiy
sistemai:

32x°
4 =4,
X" +16 < {
(x-3)2+4=4
Kadangi $i sistema neturi sprendiniy, tai sprendiniy neturi ir
duotoji lygtis.
Ats.: &.

2 _4, {x=—2;x=2,
& = .

X

115



SPRENDIMAI

5. Lygties apibrézimo sritis yra visa realiyjy skaiciy aibé. Kairiaja
lygties puse¢ pazymékime f(X), o desing — g(X). Pasinaudoje
dviejy skai¢iy aritmetinio ir geometrinio vidurkiy nelygybe,
gauname:

f(X) =Vx2+2x+9 9 .
VX2 +2x+9

22\/\/x2+2x+9-L:6;
\/x2+2x+9

lygybé galima tik tada, Kai vx%+2Xx+9 :L, t.y. kai

VX% +2x+9
Xx=0 arba Xx=-2.

Aigku, kad g(x)=2-4x-Xx* =—(x+2)°+6<6; lygybé
galima tik tada, kai x =-2.

Taigi lygties kairiosios pusés maziausia reikSmé lygi 6, o
desiniosios pusés didziausia reikSme lygi 6; Sios reikSmés jgyjamos
taSke X =—2. Vadinasi, X =—2 yra vienintelis sprendinys.

Ats.: -2.

6. Nelygybés apibrézimo sritis D(N):{—%;m] kai X€|:—%;0

tai V3x+4>0, ¥16-x>2. Kai xe[0;16], tai v/3x+4 =2,
416 —x > 0. Taigi, kai m{-%ne] V3x+4 +416-x=2.

Kadangi
4x—x2—3:—(x2—4x+4—4)—3:—(x—2)2+1£1, tai
nelygybé sprendiniy neturi.

Ats.: .

7. Lygties apibrézimo sritis yra D(L)=[-2;6]. Kadangi funkcijos
fi(X)=vXx+2 ir f)(X)=—6—X apibrézimo srityje yra didé-

jancios, tai funkcija
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f(X)= () + fo(X) = Vx+2 -V6-x
Sioje srityje yra didéjanti. Funkcija g(X) = X2 —14X + 24 intervale
[-2; 6] yra mazéjanti funkcija. Taigi lygtis gali turéti daugiausia
vieng sprendinj. Nesunku jsitikinti, kad X=2 yra S$ios lygties
sprendinys.
Ats.: 2.

8. Nelygybés apibrézimo sritis yra D(N)=[-2;8]. Kadangi funk-
cija f(X)=v8—X—~/X+2 apibréZimo srityje yra mazgjanti, o
funkcija g(x) =X +4X+5 yra didéjanti ir f(=1) = g(=1), tai
nelygybé teisinga su visomis X € [—1; 8] reik§mémis.

Ats.: [-1; 8].

9. Nubréziame funkcijos
grafika.

2
2(x—§j 8t
4 8

1) kai a <0, lygtis sprendiniy neturi;

f(x) = 2x* -5x—7|=

IS brézinio matome, kad:

2) kai a=0, lygtis turi | y
L 81

2 sprendinius; \ 8

\ / \

3) kai 0<ac< %1 , lygtis \\ \ /
turi 4 sprendinius; \ | | !
. 81 .
4) Kkai a:§ , lygtis \

turi 3 sprendinius; \

5) kai a>%1, lygtis

turi 2 sprendinius.
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10. Jeigu xg #0 yra Sios lygties sprendinys, tai (-x,) taip pat yra
sprendinys. Kad lygtis turéty tik 3 skirtingus sprendinius, vienas
sprendinys turi biiti 0. Nulis yra lygties sprendinys, kai a’ = 4,
ty.a=-2 arbaa=2.

Tada lygtis yra tokia: x2 -5|x|=0. Kai x>0, jos
sprendinys yra X =5; kai X <0, jos sprendinys yra X =—5.
Ats.. a=-2,a=2;-5;0;5.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4

(7; 42), (42; 7),
(18; 24), (24; 8),
10 % (9; 18), (18; 9), (—o0; ~1) 12 cm, 6 cm
(10; 15), (15; 10),
(12; 12)
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ISleistose LJIMM knygelése buvo nagrinétos tokios temos:
I KNYGA

I.  J. Sinkanas. Kvadratinis trinaris.

Il.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

Ill.  R. Kasuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo metodai.
IV. A.Skiipas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaiciavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukiené, J. Sinkinas. Grafai.

I KNYGA

I.  J. Sinkinas, A. Urbonas. Funkcija.

Il.  E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréztiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

Ill.  B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. . Sinkinas. Figiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D.Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VII. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIII. A. Juozapavigius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

I KNYGA

. E. Stankus. Skaiciy dalumas.

Il.  R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

Il V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E. Mazétis. Vektoriali.

V. 1. Sinkiinas. Ploksciy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.

IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
Il.  P. Vaskas. Antrosios eilés kreives.

I1l. L. Maliaukiené. Jdomioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uZdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VII. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.



V KNYGA

I. 0. Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

Il. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

Ill.  G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIII. R. Kasuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

. A. Bakstys. Finansy matematika.

Il.  E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

IIl.  B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkeviéius. Invarianty metodas.

VII. J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIII. A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.

VII KNYGA

. E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo pozymiai.

Il.  E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

I1l. J. Sinkinas. Krastinio elemento principas.

IV. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

V. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formule.
VI. J. Vainavi¢iené. Geometrinés vietos.

VII. A. Apynis. Aibés, taikymo uzZdaviniai.

VIII. A. Skipas. ISvestinés ir integralai.

VIII KNYGA

I. J. Sinkinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

Il. 1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

Ill. E. Stankus. Diofantinés lygtys.

IVV. L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

V. A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

VI. E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir tapatybés.
VII. E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIII. A. Apynis. Trigonometriniai uZdaviniai.
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IX KNYGA

A. Urbonas. Dirichlé principas.

A. Apynis. Neapibréztyjy koeficienty metodas.

A. Apynis. Sumavimas.

E. Tuménaité. Logaritminés lygtys ir nelygybés.

E. Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formuleé.

E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.

X KNYGA

A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

A. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

V. Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendziant uZdavinius.
A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

J. Sinkiinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

E. Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

E. Stankus. Bernulio formulé ir jos taikymas.

E. Mazétis. Briaunainiai.

XI KNYGA

E. Tuménaite. Kvadratinés lygtys tekstiniuose uzdaviniuose.
A. Apynis. Bezu teorema.

J. Sinkiinas. Masiy centras ir jo taikymas.

E. Stankus. Lyginiai ir jy taikymas

A. Apynis. Funkcinés lygtys.

E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas geometrijoje.

J. Sinkiinas. Ikilosios funkcijos ir nelygybés.

E. Stankus. Priklausomi ir nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

XII KNYGA

R. Skrabuténas. Euklido algoritmas ir jo taikymas.

J. Sinkiinas. Lygciy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy savybes.
A. Apynis. Simetriniy lygciy sistemos.

R. Kasuba. Sverimo ir pilstymo uzdaviniai.

E. Stankus. Pitagoro ir herono skaiciy trejetai.

J. Sinkiinas. Sglyginés tapatybés ir nelygybes.

E. Mazétis. Keturkampiai.

A. Apynis. Geriausio varianto pasirinkimo uzdaviniai.



XITKNYGA

I. A, Apynis. Kvadratinio trinario savybiy taikymo uzdaviniai.
Il. E. Mazétis. Apskritimy geometrija.

Ill. G. Stepanauskas. Pirminiai skaiciai.

IV. R.Kasuba. Kaip spresti, kai nelabai Zinai kaip?

V. . Sinkiinas. Simetrinés tapatybés, lygtys ir nelygybés.

VI. V. Pekarskas. Nelygybés su parametrais.

VII. E. Stankus. Atsitiktiniai dydzZiai.

VIII. E. Mazétis. Sukiniai.

XIV KNYGA

I. A Apynis, J. Sinkiinas. Procenty uzdaviniai.

1. J.Jankauskas. Kaip spresti lygtis sveikaisiais skaiciais?
I1l. E. Mazétis. Ekstremumai geometrijoje.

IV. A. Novikas. Homotetija.

V. R.KaSuba. Turnyrai ir lentelés.

VI. E. Stankus. Sekos ir jy ribos.

VII. E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas stereometrijoje.
VIII. G. Stepanauskas. Monte Karlo metodas.
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