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PRATARME

Sioje SeSioliktoje Lietuvos jaunujy matematiky mokyklos knygeléje
Jaunajam matematikui* yra pateikta 2013-2015 mokslo metais
nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausytojams ir ju
sprendimai.

Knygelés turinj sudaro $ios temos: Vijeto teorema ir jos taikymas
(E. Stankus, J. Sinkiinas), stadiyju trikampiy uzdaviniai (E. Mazétis),
iracionaliosios lygtys ir nelygybés (A. Gackien¢), uzdaviniy sprendimo
strategija ,,grizk atgal“ (R. KaSuba), geometriniai skai¢iai (V. Stakénas),
paprasCiausios funkcinés lygtys (A. Novikas), geometriniy uzdaviniy
algebrinis sprendimo metodas (E. Mazétis), baigtiniy populiacijy statisti-
kos uzdaviniai (D. Pumputis). Skaitytojas taip pat ras 2013 mety stoja-
maja uzduotj ir jos sprendima bei 2015 mety baigiamosios uZduoties
pavyzdi.

Kad biity lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy penkiolikos
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas),
Edmundas Mazétis, Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

1. I8skaidykite dauginamaisiais reiskinj
x* +2013x? + 2012x + 2013,

2. Gamybos brokas sudaré 5 % produkcijos. Po gamybos reorgani-
zavimo ir techniniy patobulinimy, gamybos brokas sudaré tik 1 %
produkcijos. Keliais procentais sumazéjo gamybos brokas?

3. Tegu X ir x, yra lygties X% —6x+1=0 sprendiniai.

Apskaiciuokite X14 + Xg :

4. ISspreskite lygcCiy sistema
x? — 4y2 =9,
Xy + 2 y2 =18.

5. Raskite visas sveikuju skai¢iy x ir y poras (X; y), tenkinanéias lygti
2Xy +6x—-y-17=0.

6. IS keturiy skirtingy skaitmeny sudaromi visi galimi keturZenkliai
skaiciai. Didziausio ir maziausio skai¢iy suma lygi 10 477. Raskite
tuos keturis skaitmenis.

7. Trijy natiiraliyjy skaiciy (tarp kuriy gali bati ir lygiy) suma lygi
100. I$ Siy skaiCiy sudaryti 3 skirtumai (i§ didesnio skaiCiaus
atimant mazesniji). Kokia didziausia reikSme gali igyti Siy skirtumy
suma?

8. Trikampyje ABC nubrézta pusiaukrastiné AD. Apskai¢iuokite tri-
kampio kampus A ir B, jeigu kampas C lygus 30° ir kampas ADB
lygus 45°.



STOJAMOJI UZDUOTIS

9. Skritulyje nubrézta ilgio a styga. [ gautas nuopjovas ibrézti du

10.

skrituliai (zr. pav.). Raskite uzbruks-
niuotos dalies plota.

Plokstumoje nubréztas trikampis ABC,
kurio krastiniy ilgiai yra a, b ir c.
ApskaiCiuokite  rutuliy, kurie liecia
plokstuma taskuose A, B ir C ir lieciasi
tarpusavyije, spindulius.
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. VIJETO TEOREMA IR JOS TAIKYMAS
Eugenijus Stankus (Vilniaus universitetas)
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

1. Vijetas (Francgois Viéte — pranciizy matematikas, 1540-1603) yra
garsus 16—17 amziaus matematikas. Jis sudaré algebros raiding simbolika
ir sukiiré bendra antro, trecio ir ketvirto laipsnio lygciy sprendimo meto-
da, surado lygties koeficienty ir sprendiniuy sarySiy formules, suktré
algebriniy lygciy apytikslio sprendimo metoda ir kt. Vijeto atradimai
svarbiis ir tiriant kitas matematines problemas (ploksciojo ir sferinio tri-
kampio formulés, laipsninés eilutés, begalinés sandaugos ir t. t.), didelis
jo indélis vystant geometrija, trigonometrija, matemating astronomija.

Vijeto pavardé zinoma ir mokiniams. Mokyklinés matematikos
kurse jrodoma Vijeto ir jai atvirkStiné teorema apie kvadratinés lygties
sprendiniy ir Sios lygties koeficienty sarysi.

1 teorema (Vijeto). Tarkime, kad kvadratiné lygtis

ax? +bx+c=0, a0
turi du sprendinius xqir X, (jie gali bati ir lyglis tarpusavyje), ¢ia, b ir ¢
— realieji skaiCiai. Tuomet
X1+ Xo = b
1 2 a’

)

X1+ Xg =—.
a
Sios formulés vadinamos Vijeto formulémis, o sprendiniai X; ir X

dar daznai vadinami kvadratinio trinario P(x) = ax? +bx + ¢ daknimis.
2 teorema (atvirkstiné Vijeto). Jei skaiciy u ir v suma lygi —p, o ju
sandauga lygi g, t. y.
u+v=-p,

u-v=q,
tai u ir v yra kvadratinés lygties X2 + px + g =0 sprendiniai arba kitaip —
kvadratinio trinario P(X) = X2 + px + g Saknys.
ISnagrin¢kime kelis pavyzdzius.
1 pavyzdys. Raskime lygties X2 + px+q=0 koeficientus p ir q,
jeigu jos sprendiniy skirtumas lygus 5, o sprendiniy kubuy skirtumas lygus 35.



VIJETO TEOREMA IR JOS TAIKYMAS

Sprendimas. Tegu X; ir X, yra Sios lygties sprendiniai. Pagal

salyga X; —Xo =5, xf’ - xg’ = 35. Sprendziame lyg¢iy sistema:
Xl—X2=5, Xl—X2=5, Xl—X2=5,
xf’—x§=35 (xl—xz)(xf+x1x2+x§)=35 x12+x1x2+x§=7

X1 —Xp =5, X1 — X9 =5,
) {(5+ x2)2 +(5+X9)Xo + x% = 7~{x§ +5X%,+6=0.

IS antros lygties randame: (x); =-2; (X2), =-3.
IS pirmos lygties gauname: (x1); =3, (X)o =2.
Pagal Vijeto teorema p, =—(X +X,) =-1, pp, =1 ¢ =0q, =-6.

Ats.: ;p=-1 g1 =-6; pp=1 g, =-6.

2 pavyzdys. Su kuriomis m reik§mémis lygties

(m —1)x2 —2(m-3)x+m-—2=0 sprendiniai yra neigiami?
Sprendimas. Kai m=1, turime pirmojo laipsnio lygti 4x—1=0,
kurios sprendinys x =% yra teigiamas.

Nagrinékime atvejj, kai m=1. Kad lygties sprendiniai bty
realieji skaiCiai, jos diskriminantas D turi buti neneigiamas. Kad
sprendiniai biity neigiami, ju suma turi biiti neigiama, o sandauga —
teigiama. Todél (pagal Vijeto teorema) turi galioti nelygybés

2(m—3)<0 ir =20,
m-1 m-1
Sprendziame nelygybiy sistema:
~32 _(m-— ~_2)>
(m-=3)—=(m-1)(m-2)>0, am<7.
M<O, ~<1l<m<3, ~2<m£z.
m-1
m<1lm>2
m-2
—>0
m-1




| TEMA

3 pavyzdys. Tegu kvadratinés lygties ax? +bx+c=0 (a=0)

sprendiniai yra x; ir X,. Pazymékime S, = X{' + X5. Raskime sary3j tarp
Sphe2s Sy ir S,,n=0,12, ..

Sprendimas. Padauging i x" #0, n=0,1,2,.., gauname lygti

n+1

ax"*? + bx"*1 4+ ex" = 0. Kadangi x; ir x, yra lygties sprendiniai, tai

a2 +bx[™* +ox! =0

ax3 ™2 +bxf ™+ exd =o0.
Sudéje Sias lygybes, gauname formule

bSn+1 + CSn

Spup=— . n=0,12... 1)

Kadangi Sg = xf +x8 =2, kai c#0, ir S; =%, +X, =—g, pagal

Sig rekurenciaja formule galima apskaiciuoti bet kuria suma
Snr2 = X2 +x5%2 (n1=0,1,2,3,..).

PavyzdZiui, kvadratinés lygties x2 —6x+1=0 sprendiniy
X =3- V8 ir Xo =3+ V8 penktyjy laipsniy suma Sg galima rasti taip.
Kadangi a=1, b=-6, c=1 S,=2, S; =6, tai
Sy =—(-6S1 +1-Sp) =—(-6-6+2) =35,
S3=—(-6S5 +1-S1) =—(—6-35+1-6) = 204,
Sy =—(-6S3+1-Sy)=—(—6-204+1-35) =1189,
Sg =—(—-6S4 +1-S3) =—(—6-1189 +1- 204) = 6930.
Ats.: 6930.
Analogiskas Vijeto formules galima uZrayti ir n-tojo laipsnio dau-
gianariui (n>2)

Ly +ax"+ag, a, #0.

P,(x)=a,x" +a,_gx"*

Tegu Py(x) = x* +ax® +bx+c yra tre¢iojo laipsnio daugianaris,

kurio koeficientas prie vyriausiojo nario lygus 1. Yra jrodyta, kad kai Sio
daugianario Saknys yra x;, X, ir Xz, ji galima uzrasyti taip:

10



VIJETO TEOREMA IR JOS TAIKYMAS

P3(X) = (X=X )(X=Xx2)(X = X3) =
=x3- (X + X9 + X3)X2 + (X Xp + X1X3 + XpX3) X — X Xp X3 =
=% = pp® + pox— pg;
¢ia Pr =X +Xo + X3, P2 =X -Xo+Xg-X3+Xp X3, P3 =X XpX3.
Siuo atveju gauname tokias Vijeto formules:
a=—(X + X +X3),

b= XX + X1X3 + X2 X3, (2)
C=—X X2 X3.

Jei triju skaiCiy X;, X, X3 suma lygi p;, ju pory sandaugy suma lygi
Py, o visy trijy sandauga lygi pz, tai X;, X, ir Xz yra kubinio trinario
X3 — p1x2 + PoX— ps3 Saknys.

Analgiskas formules galima uzraSyti ir Kketvirtojo laipsnio dau-
gianariui Py (x) = x* +ax® +bx? +cx+d , kurio Saknys X, Xp, X3, X4:
a=—(X+Xo+X3+X4)=—Py,
D = XX + X X3 + X X4 + XpX3 + X X4 + X3Xg = P2, (3)
C=—(X1X2X3 + X1 XpX4 + X2X3X4) =~ P3,
d =—X1XpX3Xg = Pg.

4 pavyzdys. Tegu X, Xo, X3 yra lygties x3—2x% +x+1=0
sprendiniai. Sudarykime lygti x3 +ax? +bx+c=0, kurios sprendiniai
yra y1 =XpX3, Y2 =XX3 ir y3 =XXp.

Sprendimas. Pagal Vijeto formules (2) gauname:
X\ + Xp + X3 =2,
X1 Xp + X1X3 + XpX3 =1,
X1 XpX3 = —1.
Tada
Y1+ Y2 + Y3 = XoXg + X X3 + X Xp =1,
Y1Y2 + Y13 + Y2Y3 = X XoX3(X + Xp + X3) =2,

Y1Yay3 = (><1X2X3)2 =1.

11



| TEMA

Vadinasi, y;, Yo ir y3 yra lygties y3—y2 —2y—1=0 sprendiniai.
Ats.: X2 —x%—2x-1=0.

5 pavyzdys. Lygties x3 +6X2 +5x+¢c=0 sprendiniai sudaro arit-
meting progresija. Raskime koeficiento ¢ reikSme ir iSspreskime lygti.

Sprendimas. Tegu lygties sprendiniai yra:

X =k-d, xo=k ir x3=k+d
(d-aritmetinés progresijos skirtumas). Pagal (2) formules gauname:
(k—=d)+k+(k+d)=-6,
(k—d)k+(k—d)(k+d)+k(k+d) =5,
(k—d)k(k +d)=—c.

IS pirmos lygties iSplaukia, kad k =-2. O tada i$ antros lygties
gauname, kad d = +7. Irase k ir d reikSmes | tre¢ia lygti, gauname
vienintelg € reikSme — skaiciy —6.

Taigi c=—-6, o lygties sprendiniai yra —2—+/7, =2 ir —2+4/7.

Ats.: ¢=—6; sprendiniai —2—+/7, =2, —2+4/7.

6 pavyzdys. Raskime lygties x +x3-18x% +ax+b=0 koefi-

cientus a ir b, jeigu Zinoma, kad trys lygties sprendiniai yra trys lygis
sveikieji skaiciai.
Sprendimas. Tegu lygties sprendiniai yra X = Xo = X3 ir X4. Pagal
(3) formules sudarome lyg¢iy sistema
3X1 + Xy = -1,

3x12 + 3% X4 =-18,

xf’ + 3x12x4 =-a,

x13 X4 =b.
IS pirmyjy dviejy lygciy randame Xq ir X4:
3 11
Xp=-2, X4 =5 arba x=—, X4 =——.
1 4 1 2 4 2

Kadangi (pagal salyga) trys lygties sprendiniai yra lygis sveikieji skai-
Ciai, tai Xy =Xp =Xz =—-2, X4 =5.IraS¢ Xy =—2 ir X4 =5 { paskutines

12



VIJETO TEOREMA IR JOS TAIKYMAS

dvi sistemos lygtis, gauname, kad a =-52, b =-40.

Ats.: a=-52, b=-40.

Tegu X, Y, z yra trys realieji skaiciai,

Sp=x"+y"+2", py=x+y+z, py=xXy+X2+YyZ, p3=XyZ
Sarysis tarp S, p1, P ir ps iSreiSkiamas formule

Sn = P1Sn—1— P2Sn—2 + P3Sp_3, N=3. 4)

Jos teisingumu galima jsitikinti tiesiogiai tikrinant:
P1Sn1— P2Sp_2 + P3Sp_3 =
_ n-1 n-1 n-1 n-2 n-2 n-2
=(X+y+2)(XTT+Yy T+ )= (Xy+ X2+ yz)(X +y +27%)+
+xyz(xX"B 4y B "By =5

Kadangi
80=x0+y0+20:3, Si=Xx+y+z=py,
S, =xX2+y +22 =(X+y+2)° —2(Xy + Xz +yz) = p? - 2p,,
tai

S3=P1Sy — P2S1 + PaSo = P1(Pf —2p2) — Po - Py +3P3 =
= pf ~3pyp2 +3p3.

O tada
S4 = P1S3— P2S2 + P3S1 = Py(pP —3p1P2 +3p3)— P2(Pf —2py) + Papy =

4 2 2
=Py —4p1 P2 +2p3 +4P1P3
irt. t.
7 pavyzdys. I$spreskime lygéiy sistema
X+Y+2Z=Xyz,
Xy + Xz +yz =11,
X2 + y2 72 =14,
Sprendimas. Tegu X+y+2z=p;, Xy+XZ+Yyz=pp, Xyz=p3.
Pagal Vijeto teorema skaiciai X, Y, Z yra kubinés lygties
3 2
t°—ppt® + pot—p3 =0
sprendiniai. IS lygciy sistemos rasime p;, p, ir p3. Kadangi p; = ps,

13



| TEMA

p,=11 ir S;= pf -2pp =14, tai pp=11, p;=p3=6 arba
pp = p3 =—6. Toliau spregsime dvi kubines lygtis.
a) t3-6t2 +11t—6=0. Aisku, kad t=1 yra Sios lygties sprendinys.
Lygties kairigja pus¢ iSskaidykime dauginamaisiais. Daugianari
t3 -6t +11t -6 dalijame i$ t—1:
t2-6t?+11t-6 |t—-1
2t t> -5t+6

-5t 411t
—5t2 4+ 5t
_—6t-6
—6t—6
0
Taigi t3—6t2 +11t—6=(t—1)(t> —5t+6). Lygties t>—5t+6=0
sprendiniai yra t =2 ir t=3. Taigi skai¢iu rinkinys (1; 2; 3) yra lyg¢iuy
sistemos sprendinys. Jos sprendiniai yra ir §ie skai¢iy rinkiniai: (1; 3; 2),
(2,1;3),(2;3;1), (3,1, 2), (3; 2, 1).
b) t3 - 6t% +11t—6=0. Sios lygties sprendiniai yra t; =-1,
ty=-2, t3=-3.
Taigi gavome dar SeSis lyg€iu sistemos sprendinius: (-1;-2; -3),
(-1;-3;-2), (-2; -1; -3), (-2; -3; -1), (-3; -1; -2), (-3; =2; -1).
8 pavyzdys. Isspreskime lygciy sistema
X+Yy+2z=2,

x2+y2+22=6,

xS + y3 +23=8.
Sprendimas. Tegu X+Yy+z=p;, Xy+XZ+Yz=py, Xyz=p3.
Remdamiesi (4) formule, gauname tokia lygciy sistema:
P = 2,

pf —2p; =6,
P —3p1ps +3p3 =8.

14



VIJETO TEOREMA IR JOS TAIKYMAS

Ji turi vienintelj sprendini: p, =2, pp =-1, p3=-2.

Pagal Vijeto teorema, skaiiai X, y ir z yra kubinés lygties

t3-2t?-t+2=0 sprendiniai.

Pastebéje, kad t=1 yra Sios lygties sprendinys, panaSiai kaip 7

pavyzdyje randame ir kitus du jos sprendinius; t=-1 ir t=2. Taigi
lygciy sistemos sprendiniai yra:
(-1, 1;2), (-1, 2; 1), (1;,-1; 2), (15 2, -1), (2, -1; 1), (25 15 1)

Ats.: (-1;1;2), (-1; 2, 1), (1, -1, 2), (1; 2, -1), (2, -1; 1), (2; 1; -1).

PIRMOJI UZDUOTIS

. Raskite kvadratiniy trinariy X2 + px—2013, kai p jgyja visas
sveikasias reikSmes nuo -50 iki 100 (-50< p <100, p € Z ), Sakny
suma.

. Su kuriomis parametro a reik§mémis kvadratinés lygties sprendiniai

. . 1 1
X, Ir Xo tenkina salyga —t+t— =117
X X2

. Parinkite visus pirminius skai¢ius p ir g, su Kkuriais lygties
pX2 + pgx + g =0 sprendiniai yra sveikieji skaiciai.

. Su kuriomis k reikSmémis lygties kx? -3(k+1)x+2k+7=0 spren-
diniai yra teigiami?
. Apskaigiuokite reiskinio (2++/3)7 + (2—+/3)" reiksme

. Lygties x* —x? —1=0 sprendiniai yra X, X,, X,. Sudarykite lyg-
ti, kurios sprendiniai yra Y, = X, + X3, Yo =X + X3, Y3 =X + Xo.

. Lygties sprendiniai sudaro geometring progresija. Raskite koefi-
ciento k reik§me ir iSspreskite lygti x3 —5x% + kx +8=0.

. I8spreskite lygciy sistema:

15



| TEMA

Xyz =1,
X+Y+2Z=Xy+X+ Yz,
2 2,2 21
X“—y +z°=—.
y 4
9. I8spreskite lygéiy sistema
X+y+z=1
XYy + XZ + yz =4,
x3-yd4zd=1.
10. Raskite lygties x* —10x3 +37x% + pX+Qg=0 parametry p ir q
reikSmes, jeigu Sios lygties sprendiniai X, X,, X3, X,turi savybg
Xp =Xy, Xg = Xy .

Q3
I\ \

16



1. STACIUJU TRIKAMPIU UZDAVINIAI

Edmundas Mazétis (Lietuvos edukologijos universitetas)

Jei jums atrodo, kad statyji trikampi matematikos pamokose is-
nagrinéjote pakankamai detaliai, tai $ios uZduoties atlikimas parodys,
kad toli grazu taip néra. Spresdami pateiktus uzdavinius aptiksite daug
idomiy Sios paprastos figiiros savybiuy.

1. Sakykime, kad ABC - statusis trikampis (£C =90°), atkarpa CH
— jo aukstine (1 pav.). Pazymékime AC=b, CB=a, CH=h,

AH =b', BH =a'. Kadangi ZACH =90° - /A= /B, tai trikampiai

ACH ir CBH yra panaSieji, C

., AC AH CH
todél —=—>=—-, t.y.

BC CH BH b a

h? =a'b'. Trikampiai ABC ir h
ACH taip pat panasieji, t.y. A 5
AC_AB 2y 15 i b H &
AH AC 1 pav.
kampiy ABC ir CBH pana-

2 1

Sumo iSplaukia, kad a“=c-a'. Sudéje paskutinigsias dvi lygybes

gauname Pitagoro teorema a? +b% =c?.

Teisingas ir atvirkséias teiginys: jei trikampio vienos krastinés
kvadratas lygus kity dvieju krastiniy kvadraty sumai, tai trikampis yra

statusis. Tikrai, jei trikampio ABC krastinéms a, b ir ¢ teisinga lygybé
c?=a’+ b2, tai i§ kosinusy teoremos c®=a%+b%—2ab-cos/C seka,
kad cosZC =0, t.y. kampas C — statusis.

Kaip Zinome, staCiojo trikampio krastines ir kampus sieja tokios
. - o a . b
trigonometrinés lygybés sinZA=cos£ZB=—, cosLA=sin£LB=—,
c c

thAzg, tgéBzg, 0 trikampio plotui teisingos lygybés
a

= %ab = %Ch = %(a +b+c), &ia r — jbrézto | trikampj apskritimo
spindulys.
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Il TEMA

1 pavyzdys. Staciojo tri- M
kampio KML jzambinéje KL
yra taSkas D toks, kad

MD=+2, KD=2, DL=1, 5
Rasime kampa KMD (2 pav.).
Trikampiams KMD ir K
LMD taikome kosinusy teo- 1 D 2
rema; 2 pav.

KM? =DK? + MD? - 2DK - MD - cos Z KDM,

LM2 =LD2+DM?-2LD-DM -cosZLDM.
Irase salygoje duotas atkarpy ilgiu reikSmes ir pastebéje, kad
cos ZLDM =-cos ZKDM, turime

KM 2 =6—4+/2cos Z/KDM, LM?2 =3+ 24/2cos/KDM.

Kadangi KM?Z2+LM?=KL? tai 9-2v2cos/KDM =9, t.y.
cos ZKDM =0 ir kampas KDM - statusis. Taigi i§ staciojo trikampio
KDM turime

2 .
tgZ DMK =—=+/2 ir ZKMD =arctgv 2.
g 7 V2
2. Apibrézto apie statyji trikampi ABC apskritimo centras O yra
izambinés AB vidurio taskas, o Sio apskritimo spindulio ilgis lygus
izambinés pusei. [brézto i trikampi apskritimo centras R yra trikampio
pusiaukampiniy sankirtos taskas. Jei taskuose L, K ir M ibréztasis
apskritimas lieia atitinkamai kraStines AC, CB ir AB (3 pav.), tai
keturkampis CKRL yra kvadratas, taigi
A
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STACIUJU TRIKAMPIY UZDAVINIAI

AL=AM =b-r, BK=BM =a-r,
¢ia r — jbrézto apskritimo spindulys. Kadangi

AM +MB=AB=c, tai b—-r+a-r=c, t.y. r=

b+a-

c
. Be to,

tiesés AR ir BR yra kampy A ir B pusiaukampinés, todél
/ ARB =180° —%L A—%L B =180° —%(A A+ /B)=135".
2 pavyzdys. Staciojo trikampio apibrézto ir ibrézto apskritimy spin-
duliy santykis lygus ? Rasime trikampio smailiuosius kampus.

A

B

C

4 pav.
Apibrézto apie statyji trikampj ABC apskritimo centras O yra jZam-
binés AB vidurio taSkas (4 pav.), todél Sio apskritimo spindulys

R=0B =%. Kaip ka tik parodéme ibrézto apskritimo spindulys lygus

a+b-c . IS uzdavinio salygos L—i a+b_c—i IS ¢ia
Wes o Y T T3
i+9—1=i ty. 3 E—1_E Kadangi —_sinAA, EzcoszA,
c 13 c 13 c

tai sin4A+coszA:é. Keldami abi puses kvadratu ir panaudojg

tapatybes  sin? ZA+cos’? ZA=1 bei 2sinZAcosZA=sin2/A,

gauname,  kad sm24A_120 IS ¢Cia 24A=arcsin£,
169 169
AAzlarcsm% ir ABzz—iarcsm@
169 2 2 169
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Il TEMA

Si uzdavini buvo galima spresti ir kitu bidu. Pazymékime R =13X,
b-c

- a .
r=4x, tuomet c=26x ir i§ lygybés r= * turime a+b =34x.

Kadangi a®+b?=c?=169x° turime a=10x, b=24x, arba a=24x,
b=10x. Tuomet abiem atvejais ¢=26X ir trikampio smailiyjy kampy

. : . .12 o . T
sinusai lygls % ir arcsmE. Skaitytojams paliekama isitikinti, kad

abiem budais gauti atsakymai sutampa.

3 pavyzdys. Staciojo trikampio ABC (£C =90°) viduje yra taskas
D o trikampiy ADC bei BDC plotai yra atitinkamai tris ir keturis kartus
mazesni uz trikampio ABC plota. Rasime atkarpos CD ilgj, jei AD=m,
BD =n (5 pav.).

5 pav.

Pazymékime CD = x. Kadangi trikampiai ADC ir ABC turi ta pacia
krasting AC, tai ju ploty santykis lygus i ta krasting nubrézty aukstiniy
santykiui, t. y. trikampio ADC aukstiné DK lygi statinio CB trecdaliui:

DK =%CB. Analogiskai trikampio DCB aukstiné DL=%AC. Kadangi

DL=KC, tai i§ statiojo trikampio AKD turime AK?+KD? = AD?,

1.7 1 9., 1
ty. |b-=b| +=a’=m? ty. —b’+=-a’=m? Analogiikai
4 9 16 9
trikampiui DLB turime CL=KD=1a, Bnga ir ia2+ib2:n2.
3 3 9 16

IS trikampio CKD gauname lygybe %b2+éazzxz. IS lygéiu
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STACIUJU TRIKAMPIY UZDAVINIAI

in +1a2:m2, a2 lp2_p2 randame  b? =E(4m2—n2),
16 9 9 16 35
a’ :i(gnZ —mz). Tuomet x° =i(3m2 +8n2).
35 35
2 __aqn2
Ats.: CD = oM *81°
35

3. Grijztame prie 1 pav. ir { trikampius ACH bei BCH ibréziame
apskritimus (6 pav.). Tarkime, kad taskai T ir S — ju centrai, ry ir r, —
. . . a+b-c h+b'-b h+a'-a .
spinduliai. Kadangi r= , n= , = , tai
sudeje Sias lygybes gauname r+ 1 + 1, =h. Jei tiesés CT ir CS jzambing

AB kerta taSkuose P ir Q, tai AC = AQ ir BC = BP. Tikrai

6 pav.

4CQA=LB+LBCQ=AB+%ABCH =

=AB+%(90°—AB):AB+%4A.
Bet kita vertus

ZACQ=~ZACH + ZHCQ =(90° —4A)+%LHCB =
:LB+%(90°—AB):LB+%4A.
Taigi £ AQC = ZACQ, taigi AC = AQ. Antroji lygybé irodoma
analogiskai.
4 pavyzdys. Staciojo trikampio ABC aukstiné yra atkarpa CH, {
trikampius ABC, ACH ir BCH jbrézty apskritimy centrai yra taskai I, T ir
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Il TEMA

S, tasko | ortogonalioji projekcija tieséje AB yra taskas L. [rodysime, kad
LS|/ AC ir LT ||BC (7 pav.).
C

7 pav.

IS taSko L nubrézkime statmenj LM | tiese AC, sakykime, kad tasSke
T° tiese LM kerta ties¢ AT. Irodysime, kad taskai T ir T sutampa.
Trikampiai AIL ir AT‘M panaSieji (jie yra statieji, 0 ZIAL=2ZMAT'=
:ELA). Todél m:ﬂ:COSLA. I§ ¢ia T'M =ILcos£LA=

2 IL AL

=rcosa. I§ trikampiu ACH ir ABC panasSumo seka, kad i juos ijbrézty
apskritimy spinduliy ry ir r santykis lygus trikampiy atitinkamy krastiniy

santykiui: i:ﬁ—gzcosz A. I8 ¢ia seka, kad T'M =n, t.y. taSkas T*
r

sutampa su tasku T, nes taSkas T* yra kampo A pusiaukampinéje ir
nutolgs nuo krastines AC atstumu r. AnalogiSkai {rodome, kad tiesés LS

ir AC yra lygiagrecios.

ANTROJI UZDUOTIS

1. Staciojo trikampio perimetras lygus 60, o auk$tiné nubrézta i
izambing lygi 12. Apskaiciuokite trikampio krastiniy ilgius.

2. Staciojo trikampio aukstinés, nubréztos | iZambing, pagrindas dalija
ja 1 dalis taip, kad mazesniosios atkarpos ir didesniosios atkarpos

santykis lygus didesniosios atkarpos ir visos iZambinés santykiui.
Raskite trikampio plota, jei izambinés ilgis lygus C.

3. Apie statyjj trikampj apibrézto apskritimo spindulio ir 8io trikampio

perimetro santykis lygus % Raskite trikampio smailiuosius kampus.
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STACIUJU TRIKAMPIY UZDAVINIAI

10.

Staciojo trikampio DEF (£ E =90°) iSoréje yra taskas A toks, kad
atkarpa AF kerta krasting DE. Trikampiy AED ir AEF plotai yra

lygs, be to, jie keturis kartus maZesni uz trikampio DEF plota.
Raskite atkarpos AE ilgj, jei AD=m, AF =n

. I§ staciojo trikampio ABC staCiojo kampo C virSinés nuleista

aukstiné CH, { trikampius ACH ir BCH ibrézty apskritimy spinduliai
yra rq ir rp. Raskite i trikampi ABC jbréZto apskritimo spinduli.

Staciojo trikampio ABC aukstiné yra CH, tadkai R ir S — j trikampius
ACH ir BCH jbrézty apskritimy centrai. Raskite kampa tarp tiesiu
BSir CR.

Atkarpa CH yra staciojo trikampio ABC auksting, taskai I, T ir S yra
atitinkamai | trikampius ABC, ACH ir BCH jbrézty apskritimy
centrai, taSkas L yra taSko | ortogonalioji projekcija iZambinéje AB.
Raskite kampg TLS.

I statyji trikampi ABC ibrézto apskritimo centras I. IS jo nubréztas
statmuo IM | jzambing AB dalija ja { dalis AM =5, BM =13.
Raskite trikampio ABC plota.

. Staciojo trikampio vieno statinio ilgis 4, kito statinio ortogonalioji

projekcija izambingje lygi 1,8. Raskite atstuma nuo staciojo kampo
virstinés iki ibrézto i trikampi apskritimo centro.

Atkarpa CH yra staciojo trikampio ABC auksting, { trikampius ACH
ir BCH ibrézty apskritimy centrai yra taskai T ir S, tiesés CT ir CS
izambing AB kerta taSkuose P ir Q. Raskite trikampio CPQ plota, jei
AC=b, BC=a.

Q3
QD
\v
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I11. IRACIONALIOSIOS LYGTYS IR NELYGYBES

Ausra Gackiené (Grigiskiy ,,Sviesos“ gimnazija)

Iracionaliosios lygtys

Iracionaligja lygtimi vadinama lygtis, kurioje yra reiskinys su nezi-
nomuoju po Saknies Zenklu.
Iracionaliyjy lygciu pavyzdziai:

x+2=2x, Yx-8=0, 3i: x—2, Jx+2=4x%+(x-5).
Ix+1

ISspresti iracionaliaja lygti reiskia rasti visas tos lygties nezinomojo
reikSmes, su kuriomis lygtis tampa teisinga skaitine lygybe, arba irodyti,
kad tokiy reik§miy néra. Skaiéius, kurj jrasius i lygti vietoj nezinomojo
gaunama teisinga skaitiné¢ lygybé, vadinamas iracionaliosios lygties
sprendiniu. Jei lygtis realiyju sprendiniy neturi, sakoma, kad jos
sprendiniy aibé yra tuscia. Lygties apibrézimo sritimi vadinama aibé
lygties nezinomojo reik§miy, su kuriomis lygties reiSkiniai yra apibrézti.
Dvi lygtys vadinamos ekvivalenciomis, jei ju sprendiniy aibés sutampa.
Jei pertvarkysime lygties reiSkinius ir lygties apibrézimo sritis
nepasikeis, tai gausime ekvivalencia lygti. Taciau ne visada pradiné ir
pertvarkytoji lygtys yra ekvivalencios.

Iracionaliyju lygciu sprendimo metodai paprastai pagristi galimybe
iracionaliaja lygti pakeisti (ja pertvarkant) racionaligja lygtimi taip, kad
jos apibrézimo sritis neblity siauresné uz iracionaliosios lygties.
DaZniausiai abi lygties pusés keliamos tuo paciu laipsniu.

Sprendziant iracionaliasias lygtis, biitina atkreipti démesi i tai, kad:

1) kai Saknies rodiklis yra lyginis, tai poSaknis turi biiti nenei-
giamas;

2) kai $aknies rodiklis yra nelyginis, tai poSaknis gali bati bet kuris
realusis skaicius.

Be to, svarbu prisiminti, kad lyginio rodiklio Saknies reikSmé yra
neneigiamas skaicius.

ISnagrinékime keleta pavyzdziy.

1 pavyzdys. I$spreskime lygti VX —4 =+/2 — X.
Sprendimas. Aisku, kad turi galioti lygybé Xx—4=2-x. Bet lygtis
X—4=2-X nebitinai ekvivalenti iracionaliajai lygéiai vx—4 =+/2-X,
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IRACIONALIOSIOS LYGTYS IR NELYGYBES

nes jos apibrézimo sritis yra platesné uz iracionaliosios lygties. Tik prie
lygties prijunge nelygybes Xx—4>0 ir 2—x>0, gausime ekvivalenty
uzdavinj — sistema

Spregsdami ja gauname:
X=3,
X4,

Si sistema sprendiniy neturi, todél ir iracionalioji lygtis neturi sprendiniy.

Ats.: &.

2 pavyzdys. ISspreskime lygti

VX+5=-2.

Sprendimas. Si lygtis sprendiniy neturi, nes kvadratinés Saknies
reik§mé negali biiti neigiama.

Ats.: .

3 pavyzdys. I$spreskime lygti (X +1)v X2 —4=0.

Sprendimas. Aisku, kad lygybé galima tik tada, kai nors vienas i$
dauginamyju X+1 ir Vx? -4 lygus nuliui. Bet biitina turéti mintyje,
kad kartu turi galioti ir nelygybé x? —4>0. Lygties x+1=0 sprendinys
X=-1 tos nelygybés netenkina. Vadinasi, pradiné¢ lygtis ekvivalenti
Ivodiai 2 _ .. . . 2 _
ygéiai x“—4=0. I8 jos ir gauname abu lygties (x+1)Vx“—-4=0
sprendinius: x; =-2, Xy =2.

Ats.:=-2; 2.

4 pavyzdys. I$spreskime lygti

\/x3 —5x+1:\/l—x—3x3.

Sprendimas. Kadangi abiejy Sakny rodikliai lygis, tai turi galioti

lygybe

x3 —5x+1=1—x—3x°.
Bet jos apibrézimo sritis yra platesné uz iracionaliosios lygties apibré-

zimo sritj, kuria nusako nelygybiy x3 - 5x+1>0 ir 1-x—3x3>0
sistema
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3
X =5x+1>0,
{ @

1-x-3x3>0.
Bet Sia sistema nelengva iSspresti. Todél iSspreskime tik iracio-

naligja lygti X3 —B5x+1=1-x-3x° ir patikrinkime, ar jos sprendiniai
tenkina abi nelygybes. Gausime:
x3—x=0,
x(x? -1) =0,
X(x-1)(x+1) =0,
X1 =0, X2 =1, X3 =-1.
Sprendinys X =1 netenkina (1) sistemos, todél ji atmeskime. O kiti du
tenkina (1) sistemos nelygybes. Vadinasi, jie yra ir pradinés iracio-

naliosios lygties sprendiniai.
Ats.: -1, 0.

5 pavyzdys. I$spreskime lygti
V11-7Xx =4x+3.
Sprendimas. Pagal $aknies apibrézima turi galioti lygybé
11-7x = (4x +3)°.
Gauname racionaliaja lygti. Bet ji gali ir nebiiti ekvivalenti pradinei lyg-
¢iai, nes jos sprendiniai turi tenkinti nelygybes

11-7x>0 ir 4x+3>0.
Apibendrinant atlikta analize galima pasakyti, kad iracionalioji

lygtis
V11-7x=4x+3

yra ekvivalenti tokiai sistemai:
{11— 7x = (4x+3)2,
4x+3>0.
I$spreskime ja:

11— 7x =16X2 + 24x + 9,
4x > -3;
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1
16x2 +31x—2=0, x=-2 arba X=r 1
3 = = X=—.
x> -2 3 16
4 X>——
4
Ats.: i
16

Lygtys, sprendZiamos abi lygties puses keliant tuo paciu laipsniu

6 pavyzdys. ISspreskime lygti X ++/ X2 + (x+ 7)2 =18.

Sprendimas. Siekdami pakeisti iracionaliaja lygti

x+wlx2+(x+7)2 =18

racionaliaja lygtimi, pertvarkykime ja taip, kad vienoje lygties puséje
likty reiskinys su Saknimi, o Kitoje — be Saknies. Tada abi lygties

\/xz +(X+ 7)2 =18 - x puses pakelkime kvadratu ir gausime:

(i n? ) = s

x? +(x+7)2 =324 36X+ X°,
x2 +50x —275=0.
Kvadratinés lygties x? +50x—275=0 sprendiniai yra Xy =-55 ir
X, =5. Abu jie tenkina ir prading lygti.
Ats.: -55; 5.

7 pavyzdys. I$spreskime lygti Yx-2=2.

Sprendimas. Lygtyje yra lyginio laipsnio Saknis, todél lygtis turés
prasme, kai X>2. Lygti Yx—2 =2 pakeisime racionaliaja abi lygties
puses keldami ketvirtuoju laipsniu. Gausime:

(«4/X—2)4 2% x-2-16, x=18.
Sprendinys x =18 tenkina salyga x>2, todél yra ir iracionaliosios lyg-

ties ¢/x—2 =2 sprendinys.
Ats.: 18.
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8 pavyzdys. Isspreskime lygti
Vx+1=%x+1.

Sprendimas. Nustatykime lygties apibrézimo sriti: x+1>0 =
= X>-1. Viena lygties Saknis yra kvadratiné, o kita kubiné, todél abi
lygties puses kelkime SeStuoju laipsniu. Gausime:

(Vxr1f = @reaf,
(x+1)% = (x+1)2,
(x+ 1)2 -x=0.
Pastarosios lygties sprendiniai yra x =0 ir x=-1. Jie priklauso lygties
apibrézimo sri¢iai, todél yra ir iracionaliosios lygties Ix+1=%x+1
sprendiniai.
Ats.: -1: 0.
9 pavyzdys. I$spreskime lygti
Vx-1+/2x+6 =6.

Sprendimas. Abi lygties +x—-1++/2x+6=6 puses i karto
kelti kvadratu netikslinga. Ja pakeiskime ekvivalencia lygtimi
V2x+6 =6—+/x—1. Abi gautos lygties puses pakélg kvadratu, gausime:

(\/2x+6)2 :(G—Jm)z,
2X+6=36-12/x-1+x-1,

124X -1=29-x.

Pastaraja iracionaliaja lygti keliame kvadratu ir gauname raciona-
liaja lygti X2 —202x +985 =0, kurios sprendiniai yra

X1 =5; Xo =197.
Tiesiogiai tikrindami, jsitikiname, kad tik X=5 yra pradinés lygties
sprendinys.
Ats.: 5.

10 pavyzdys. Isspreskime lygti
V3x+3-4x+2=4/x-1

Sprendimas. Siekdami $ig iracionaliaja lygti pertvarkyti { raciona-
liaja, abi lygties v/3x +3 —+/x+2 =+/x—1 puses kelkime kvadratu:
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IRACIONALIOSIOS LYGTYS IR NELYGYBES

(Vax+3-vx+2f = (Vx-1f,

4X+5-2,/(3x+3)(x+2) =x-1,

2\/3x2+9x+6 =3X+6.

Pastaroji lygtis yra iracionalioji, todél abi jos puses pakelkime kvadratu

ir gausime:
2
(2\/3x2 +9x+ 6) =(3x+6)?,
12x% + 36X + 24 = 9% + 36X + 36,
3x? -12=0,
X==2.
Tiesiogiai tikrindami, isitikiname, kad tik X=2 yra pradinés lygties
sprendinys.
Ats.: 2.

Lygtys, sprendziamos taikant keitinius
_ Kartais sudetinga lygti galima supaprastinti, pakeitus neZinomajj.
Siame skyrelyje nagrinésime sprendima iracionaliyjy lygciy, kurias siek-
sime pertvarkyti keisdami nezinomayjj.
11 pavyzdys. Isspreskime lygti 23/x +9¥/x =5.
Sprendimas. Pazymékime y = §x ir gausime kvadrating lygti
2y? +9y -5=0,
kurios sprendiniai yra y; =-5 ir y, =0,5. Belieka i$spresti dvi iracio-
naligsias lygtis:
§x=-5ir §x=05.
Pirma lygtis sprendiniy neturi, o antra turi vieninteli sprendini
X= (0,5)6 =0,015625, kuris tenkina ir prading iracionaliaja lygti.
Ats.: 0,015625.
12 pavyzdys. Isspreskime lygti

4x-1-9=9Yx-1.

Sprendimas. Pazymékime y =4/x—1; tada Vx—1=y?. [rade i
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iracionaliaja lygti 4fx-1-9= QM, gauname kvadrating lygti
4y* —9y —-9=0, kurios sprendiniai y; = —% y, =3. Grizkime prie
pazymejimo Y = Yx-1.

1) Kai y= —%, tai 4x—1= —%; lygtis sprendiniy neturi, nes lygi-

nio laipsnio Saknies reik§mé negali biiti neigiama.

2) Kai y=3, tai ¥x-1=3. I ia x=3%+1=82.

Tiesiogiai tikrindami, jsitikiname, kad X =82 tenkina prading ira-
cionaliagjg lygti.

Ats.: 82.

13 pavyzdys. I$spreskime lygti

%/(5+ x)2 +4§/(5—x)2 _5325-x2.

Sprendimas. Sprendziant §ig lygti pasirinkti keitini yra gerokai

sunkiau, nes visy triju poSakniy reiskiniai yra skirtingi. Kadangi

25— x° =(5-x)(5+x), tai i§ pradziy abi lygties puses padalykime i$
{25 x2 (turédami mintyje, kad X # £5). Gausime:

Yo5_x2  3o5_x2

32X 432X &
5-x 5+ X

Dabar jau visiskai nesunku pasirinkti keitini. Pazyméje

5+ X
=3
N e
gausime lygti
y+£:5,
y
0 i§ jos — kvadratine lygti
y2 -5y+4=0,
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turin¢ia du sprendinius: y; =1 ir y, =4.
Toliau sprendziame dvi iracionaliasias lygtis:

3/5+_X _1ir3PtX g
5-x 5-x

Pirma turi vieninteli sprendinj x=0, 0 antra — vieninteli sprendini

X = % Kadangi pradinés lygties Saknys yra kubinés, tai gauty sprendi-

niy Xx=0 ir x= % galima net netikrinti (jrasant i prading lygti).

Kadangi lygti sprendéme turédami mintyje, kad X # 15, tai butinai
reikia patikrinti, ar X=-5 ir X=5 tenkina prading lygti. Isitikiname,
kad nei x=-5, nei x=5 néra sprendiniai.

Ats.: 0; x= ﬁ .

13
14 pavyzdys. Isspreskime lygti

2x% +6-2v2x% —3x+2 =3x +3.
Sprendimas. Lygti pakeiskime ekvivalen¢ia lygtimi

(2x% —3x+2) +1-2v2x° —3x+2 =0
ir pamatysime, kad geriausiai turéty tikti keitinys
y= 2x% —3x+2.
Irase gausime kvadrating lygti y2 —2y+1=0, turin¢ig vienintelj
sprendinj y =1.
I$sprende lygti

V2x2 Z3x+2 =1,

gauname dvi X reikSmes: 0,5 ir 1. Abi tenkina ir pradine iracionaliaja
lygti.
Ats.: 0,5; 1.
Iracionaliosios nelygybés

Iracionaliosiomis nelygybémis vadinamos nelygybés, kuriose yra
algebrinis reiskinys po Saknies zenklu. Iracionaliyjy nelygybiy pavyz-
dziai:
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Jx+8>2 #x<ax, ¥x+5>x

ISspresti iracionaliaja nelygybg reiSkia rasti visas nezinomojo
dydzio reik$mes, su kuriomis nelygybé tampa teisinga skaitine nelygybe,
arba irodyti, kad tokiy reikSmiy néra. SkaiCius, kuri jrasius i nelygybe
vieto] nezinomojo gaunama teisinga skaitiné nelygybé, vadinamas
iracionaliosios nelygybés sprendiniu. Jei nelygybé realiyjy sprendiniy
neturi, sakoma, kad jos sprendiniy aibé yra tuscia. Nelygybés apibrézimo
sritimi vadinama aibé nezinomojo dydZio reik$miy, su kuriomis Visi
nelygybés reiskiniai yra apibrézti. Dvi nelygybés vadinamos ekviva-
lenc¢iomis, jeigu ju sprendiniy aibés sutampa.

Sprendziant uzdavinius iracionalioji nelygybé dazniausiai pakei-
¢iama ekvivalencCia racionaliaja nelygybe arba racionaliyju nelygybiu
sistema. Nesunku suprasti ir lengva {siminti, kad nelygybé

20/ (x) <29g(x), n=1,2,3,...,

yra ekvivalenti nelygybiy sistemai

{f(X) <g(x),
f(x)>0,
o nelygybé
2n+%/f (x) < 2n+\]7/g(x)
yra ekvivalenti nelygybei
f(x) <g(x).

ISnagrinékime kelis konkrec¢ius uzdavinius.

15 pavyzdys. Isspreskime iracionaliaja nelygybe

JX=D(x+2) >Vx% -4,
Sprendimas. Aisku, kad turi galioti tokios nelygybés:
1) (x=-D(x+2)> x% -4,
2) (x-1)(x+2)=0,

3) x2-4>0.
Siu nelygybiuy sistema ekvivalenti sistemai

{(x—l)(x+ 2)>x2 —4,

X2 —4>0.
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ISspreskime ja:
x2+x—2>x2—4, X>-2,
= X 2.
x2>4 X<-2 arba x>2

Taigi iracionaliosios nelygybés sprendiniy aibé yra intervalas
[2; + o).
Ats.: [2; 4+ ).

16 pavyzdys. ISspreskime iracionaliaja nelygybe
\/3 x2 +3x >3/5x—1.
Sprendimas. Si iracionalioji nelygybé yra ekvivalenti nelygybei

X2 +3%x>5x—1.
Spresdami ja, gauname:

X2 —2x+1>0 = (x—1)2 >0 = x=1
Taigi nelygybés sprendiniy aibé yra intervaly (—oo;1) ir (1; + o)
sajunga (—o0;1) U (1; + ).
Ats.: (—0;1) U (L + ).

17 pavyzdys. Isspreskime iracionaliaja nelygybe
VX+14 > x+2.

Sprendimas. Jei x+2 <0, tai iracionalioji nelygybé ekvivalenti
nelygybiy sistemai

Xx+14>0,
X+2<0.
Tada

Xx=>-14,
= -14<x<-2.

X<-2
Jei x+2>0, tai iracionalioji nelygybé ekvivalenti nelygybei
VX414 >/(x+ 2)2 ,
o §i yra ekvivalenti nelygybiy sistemai
x+14>(x+2)2,
X+22=0.
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Spresdami gauname:

x+14>x2+4x+4,
X>-2;

2 _ -5<x<2,
{x +3X 10<0-3{ XSS L oex<o

X>-2 X=-2
Taigi nelygybés
VX+14 >4/x+2
sprendiniy aibé yra intervaly [-14; =2) ir [-2; 2) sajunga — intervalas
[-14; 2).
Ats.: [-14; 2).

18 pavyzdys. ISspreskime iracionaliaja nelygybe
JBX+19 < X +5.

Sprendimas. Si nelygybé ekvivalenti nelygybiy sistemai
5x+19< (x+5)2,
X+520,
5x+192>0.

IS jos gauname:

x2+5x+6>0,
-
X>-3,8

X > -5,

5x+19<x2+10x+25, {
X>-38

(Xx+2)(x+3) >0, x<-3 arba x>-2,
= = =
X>-338 X>-38
= -38<x<-3 arba x>-2.
Ats.: [-3,8; —3) U (-2; + ).

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Ispreskite lygti Vx2+9 —vx2—7 =2.
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10.

Isspreskite lygti \/3X 4 + \/ZX —4 =3.
X X

2 _ 2 _
ISspreskite lygti \/X 2+8X 20 +\/ )2( +x-6 =§.
X~ +8x-20 12

X“+X—-6

Isspreskite lygti v X+2 — 3x+2=0.
Ispreskite lygti y/X+2vX -1 +4/x—24/x-1 = x—1,

Isspreskite lygti +/X +1++/4x +13 =+/3x +12.

Tspreskite Iygti vx2 +32 —24x2 +32 =3,

ISspreskite nelygybg +/2—x >3—2x.

3-X
ISspreskite nelygybe <1.
V15-x
4
I$spreskite nelygybe —42-x<2.
N2-X

D

X

«5‘
(0 ,‘//
\K}



IV. UZDAVINIU SPRENDIMO STRATEGIJA
+GRIZK ATGAL“

Romualdas KaSuba
(Vilniaus universitetas)

Teko girdéti, kad alpinistai sako, jog kartais sunkiau nulipti nuo
kalno, negu i ji ikopti. NeZinome, ar tikrai daznai taip biina, taiau mate-
matikoje daznai pasitaiko, kad ka nors planuodami ar labai norédami
gauti, mes daznai teiraujamés, nuo ko reikeéty pradéti, ka reikéty turéti ir
ko imtis, kad gautume, ka planuojame, jei tik tai apskritai ijmanoma.

1. Sakykime, kad mes turime kokj skai¢iy, sakykime 1, ir su turimu
skai¢iumi mokame atlikti 2 operacijas — pridéti 2 ir padauginti i§ 2. Ar
taip darydami kada nors galétume gauti 100? Galétume sakyti, kad miisy
uzdavinys yra apie tai kaip mums nuo 1 ,,pakilti“ ligi 100.

Spresdami §j uzdavinj, mes galime bandyti tiesiogiai eidami nuo 1
kaip nors ,,prisikasti iki to ,,iSsvajotojo* 100. Bet galima elgtis ir Kitaip.
Galime ,,nuduoti®, kad mes tag 100 jau esame gave ir imti Zzitréti, kaip
mums ,,sugrizti atgal arba ,nusileisti” prie 1. Taigi dabar miisy uzda-
vinys bty jau ne kaip nuo 1 ,pakilti iki 100, bet kaip nuo 100 ne-
lyginant kokios ,,vir§Gnés“ nusileisti prie 1, kuris dabar baty miasu
,»papede ar ,.iSeities stovykla®.

Tada, jeigu jau nutaréme leistis, tai turime daryti ,,atvirkstinius®
zingsnius negu tie, kuriuos daréme kildami aukstyn. Atkakliai darant
analogijas su ,,jkopimais* ir ,,parkopimais‘ galima biity sakyti, jog mums
buvo nurodyta, kaip ,,statyti kojas* ikopiant ir pagal tai mes turime patys
susigaudyti, kaip mums reikés ,,statyti kojas“ parkopiant. Miisy nagriné-
jamuoju atveju biity visai paprasta suprasti, kad ,,atvirk$tinis“ zingsnis
arba veiksmas daugybai i$ 2 yra, Zinoma, dalyba i$ 2, o ,atvirkstinis*
zingsnis arba atvirkstinis darymas veiksmui ,,pridéti 2“ yra, zinoma,
veiksmas ,,atimti“ 2.

Dar daZnai yra klausiama ne tiktai to, ar galima ka nors padaryti, bet
taip pat dar ir to, kaip kuo grei¢iau tai atlikti.

Miisy atveju turédami skaiciy 100 ir galédami dalyti skailius i$ 2,
jeigu tik jie i§ 2 dalijasi (o sveikieji skaiciai dalijasi i§ 2 tada ir tiktai
tada, kai jie yra lyginiai), arba i§ sveikojo skaiCiaus 2 atimti, mes turime
rupintis, kaip biity galima taip darant pasiekti 1. Tai nesunku atlikti kad
ir tokiu badu: pirmiausiai 100 dalijame i$ 2 ir taip gauname 50; toliau
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biity galima gautuosius 50 vél dalyti i§ 2, bet mes dabar renkamés kita
kelig ir i§ ty turimyju 50 atimame 2. Po tokio antrojo zingsnio mes
turime 48 ir toliau treciuoju Zingsniu tuos 48 dalijame i§ 2 ir gauname
24, dar toliau, jau ketvirtuoju judesiu, 24 vél dalijame i§ 2 ir gauname 12,
toliau, jau penktuoju Zingsniu, 12 dalijame i$ 2 ir gauname 6; toliau
SeStuoju Zingsniu 6 dalijame i$ 2 ir gauname jau tik 3; dabar, paskutiniu
septintuoju zingsniu i§ 3 atéme¢ 2 gauname planuotaji arba nurodytaji
mums gauti 1.

Lieka dar klausimas, ar mes tai padaréme paciu greic¢iausiu galimu
biidu. Bet apie tai mes, kaip sakoma, labai norétume kada nors pakalbéti
i$samiau, nes greitis ka nors darant yra labai svaiginanti ir labai patraukli
tema, kuriai, progai pasitaikius, labai norétysi paskirti atskira pamoka
arba iSsamiau parasyti kita karta.

Siuo kartu mes vis délto norétume jrodyti, kad grei¢iau kaip 7
Zingsniais nuo 1 ,,pakilti iki 100 negalima ir mes tai pademonstruosime.
Irodinésime visiems suprantamu biidu domédamiesi tokiu klausimu:
pradédami nuo 1 koki pati didZiausia skai¢iy galima pasiekti 6 veiks-
mais. Jeigu sugebétume pademonstruoti, kad bet kuriais 6 veiksmais
gaunamas skaicius yra mazesnis uz 100, tai tas faktas ir buity jrodymas,
kad 100 SeSiais veiksmais nepasiekiamas (primename, kad jau Zinome
kaip 100 pasiekti 7 veiksmais).

Taigi pradedame nuo 1 stengdamiesi SeSiais Zingsniais atsidurti kuo
auksciau. Pirmuoju Zingsniu pradédami nuo 1 turime pasirinkima: pridéti
2 ir gauti 3 arba padauginti i$ dviejy ir tada gauti ,,tik* 2. Nedvejodami
renkamés zingsnj pridéti 2 kaip ,,uzkeliantj mus auks$¢iau“. Dabar, Kai
turime 3, veél turime pasirinkima i§ dvieju veiksmu: pridéti 2 arba i$
dvieju padauginti. Matome, kad dabar, kai turime 3, mus auks$ciau uz—
kelia jau nebe ,,2 pridéjimas®, nes jis duoty ,.tik* 5, 0 daugyba i$ 2, nes
mus ,,pakelty iki 6. Ir taip bus visada, kai tik imsime bet kuriuos
sveikuosius skai¢ius — pradedant nuo 3. Vadinasi, miisy antrasis ,,maksi—
maliai turima skaiciy didinantis zingsnis“ bus daugyba i$ 2 ir ji ,,pakels
mus* iki 6. Toliau vél daugyba i§ 2 — tai tre¢iasis veiksmas — pakels mus
iki 12. Kita daugyba — jau ketvirtasis veiksmas — nuo 12 pakels mus iki
24. Dar viena daugyba i$ 2 arba jau penktasis veiksmas pakels mus iki 48
ir galiausiai dar viena daugyba i§ 2 — ir tai jau 3eStasis veiksmas —
»pakels” mus iki 96. Taigi mes paaiSkinome, kad $esiais veiksmais ,,i$¢j¢
i§ 1° mes daugiy daugiausiai arba ,,auks¢iy auksciausiai“ galime pakilti {
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,,auk§tuma‘ 96 — o tai dar ne 100, nors ir labai netoli.

Todél grei¢iausiai pakilti nuo 1 iki 100 galima 7 Zingsniais — buvo
nurodyta kaip.

2. Sitas uzdavinys tinka ne tik misu ciklui ,Lapatai lapatai
atgalios*, bet ir blity geras priedas prie uzdaviniy grupés ,,Ak, jeigu taip
bltume turéj¢ dar bent vieng lita“. Skaitytojui $i tematika, kai ko nors
vos vos truksta, yra gerai zinoma ir i§ jo gyvenimo dziaugsmy, ir i$
realybés vingiy.

Pati tradiciSkiausia Sio uzdavinio versija dazniausiai siejama su tur—
gumi bei kiauSiniais ir paprastai pateikiama mazdaug tokiu budu.

Valstieté, arba kaip dabar jau labiau sakytume, tkininké atvezé i
turgy parduoti daug kiauSiniy ir belaukdama, kol uZgrius pirmieji
pirkéjai, nejucia éme rikiuoti juos ant prekystalio eilutémis: pirmiau po
3, toliau — jau po 4, dar toliau — ir po 5, galiausiai net po 6 ir netgi po 7.
Ji labai nusisteb&jo iSvydusi, kad kiekviena karta jai vis pritrikdavo
vieno vienintelio kiauSinio iki pilnos paskutinés eilés. Kiek maziausiai
kiausiniy ji galéjo biiti atsivezusi | turgy?

Sprendimas yra labai paprastas ir, kaip sakyta, i$ ciklo ,,Ak, jei
galétume i§ kur nors prasimanyti dar viena...”“. Biidama rimta preky-
bininké toji Ukininké tikrai biity galéjusi pasiskolinti ta viena vis
pasigendama kiekvienos eilés uzbaigimui kiausini kad ir i§ kaimynés —
jei tik biity nujautusi, kad jai taip klosis. Pasiskolinusi ta viena vieninteli
trikstama kiausinij ji jau biity turéjusi visas pilnas eiles, pilnas visada — ir
kai ji déliojo po 3, ir kai déliojo po 4, ir kai po 5, ir po 6, ir net kai po 7.
Vadinasi, mums dabar aiskinantis, kiek ten pas ja buvo kiauSiniy, belikty
kaip nors surasti kokj nors, pavyzdziui, kad ir patj maZiausia skaiiy,
kuris dalijjasi i§ ty visy minétyjy skai¢iy 3, 4, 5, 6 ir 7. Be jokiy
problemu, truputj pamaige skaiciuoklj tuojau pat aptinkame, kad pirmas
toks skaiGius yra gerai ne tik prekybininkams Zinomas skaicius 420.

Belieka grazinti pasiskolinta kiausini kaimynei ir bus aisku, kad pats
maZiausias galimas uzdavinio atsakymas yra 419. Suprantama, kad kitas
galimas atsakymas, jei nieko daugiau nebiity pasakyta apie tai, kad tas
skaiCius turi buti pats maziausias iS visy tokiy galimy skai¢iy, biity
»dukart po 420 be 1, arba 839.

3. Kitas labai populiarus ir neblogai iSnagrinétas klausimas yra
susijgs su tokios risies uzdaviniais, kai du zaidéjai vienas po kito gali
daryti (ir daro) kokius nors leidziamus éjimus, turédami prie§ save koki
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nors absoliuciai konkrety tiksla, arba, kaip dabar mégstama sakyti,
siekiamybe. Toji siekiamybé daznai formuluojama Zodziais: ,,pirmasis
padares ta ar ana, laimi, arba ,.tas, kuris nebeturi ko daryti, pralaimi®.

Kad per daug neuzsikalbétume, paimkime konkrety uzdavini.

Lentoje yra parasytas skaicius 0. Kiekvienu ¢jimu du zaidéjai, tradi—
ciniais vardais pirmasis ir antrasis, pakaitomis prie lentoje esancio skai—
Ciaus (kuris Siuo momentu, kaip sakyta, yra 0) prideda po koki nors
natiiralyji skaic¢iy nuo 1 iki 9 ir ta suma uzraso lentoje (savaime aisku, be
jokiy kalby nutrindami ta ankstesni lentoje buvusi skai¢iy). Dabar for—
muluojama siekiamybé yra tokia, kad be uzuolanky sakoma, jog laimi tas
Zaidéjas, kuris (pirmas) gauna ir lentoje uzraso 100.

Daznai, arba beveik visada, yra klausiama ir to (o jei ir aiSkiai nepa—
klausiama, tai vis tiek ir visada turima galvoje), ar gali kuris nors i ty
zaidéjy zaisti taip, kad jis visada laiméty (arba, miisy atveju, visada ga—
lety igyvendinti savo siekiamybeg ir gauty parasyti skaiciy 100), kad ir ka
bedaryty tas kitas zaidéjas?

Jeigu kuris nors i$ ju gali igyvendinti ta savo siekiamybe (Siuo atve—
ju tos siekiamybés yra abiems vienodos, nors $iaip jos skirtingiems zai—
déjams gali biti ir skirtingos), arba padaryti, kas nurodyta, nezitrint, ka
bedaryty arba ko griebtysi jo partneris (tas kitas), tai tada dar yra
sakoma, kad toks zaidéjas turi laiminciaja strategija.

Miisuy konkretaus uzdavinio sékmingas sprendimas (tuoj pamaty—
sime kuriam Zaidéjui) ,,ziGrint i§ galo® arba ,lapatai lapatai atgalios*
stiliumi yra susijegs su paprastu pastebéjimu, kad tas zaidéjas, kuris ateina
pridéti skaiCiaus ir lentoje randa parasSyta vieng i$ skaiciy (bet kuri) 91,
92, 93, 94, 95, 96, 97, 98 ar 99, laimi. Taciau jeigu jis randa lentoje
paraSyta skaiciy 90, tai jis, suprantama, jau pralaimi, nes dabar jis savo
¢jimu (arba savo pridétimi) paliks lentoje parasyta vieng kurj i§ skaiciy
91, 92,93, 94, 95, 96, 97, 98 ar 99 (ir ne daugiau) ir todél pralaimés, nes
tada tas kitas zaidéjas tikrai sugebés arba prie 91 pridéti 9, arba prie 92
pridéti 8 ir taip toliau, galiausiai jis tikrai be vargo sugebés prie 99
pridéti 1. Taip darydamas dabar jau tas kitas zaid¢jas visais atvejais gaus
100 ir taip laimés. Taigi skaiciai 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99 yra
laimintieji skaiciai einanciajam, o skaicius 90, atvirk$¢iai, yra pralai—
mintysis skaicius tam, kuris tuo metu turi pridéti.

Toliau lygiai taip pat: jei zaidéjas, darantis &jima, priéj¢s prie lentos
randa viena i§ paraSytu skaiéiy 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88 ar 89, tai jis
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savo pridéjimu gali savo partneriui ,,padaryti situacijg 90* ir todél, kaip
jau i$nagrinéta, laimi. Toliau, lygiai taip pat mastant, tam, kuris daro
¢jima, kita avariné situacija yra, kai jis atéjes pridéti randa lentoje skaiciy
80. Kiti avariniai, arba iSimtinai blogi skai¢iai, yra 70, 60, 50, 40, 30, 20,
101ir 0.

Matome, kad tas, kuris eina, arba prideda pirmiau, (o pirmiau, jei tik
nepasakyta Kitaip, visada pradeda pirmasis zaidéjas), pralaimi. Nes po
pirmojo zaidéjo arba déjéjo éjimo jo partneris lentoje ras viena i§ skaiciy
1,2,3,4,5 6,7, 8 ar 9 ir savuoju ¢jimu visada galés padaryti taip,
pirmasis zaidéjas, veél atéjes déti skaiCiaus, ras lentoje nieko gero
nezadantj skaiciy 10. Po to antrasis zaidéjas padarys taip, kad pirmasis
zaidéjas atéjes déti rasty skaiciy 20, toliau 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 ir
galiausiai pralaimés, nes 100 raSys ne jis.

Taigi Siame Zaidime antrasis zaidéjas turi aiskia laiminéiaja strate-
gija, kurig galima apraSyti vieninteliu sakiniu: antrasis Zaidéjas turi savo
¢jimu pridéti toki skaiCiy, kad jo ir pirmojo Zaid¢jo ka tik pridéto
skai¢iaus suma biity lygi 10. Kadangi antrasis zaidéjas tokig savo
sickiamybe visada — kiekvienu savo é&jimu — gali realizuoti, tai jis visada
laimés, kad ir ka tas pirmasis dedantysis bedaryty.

4. Toliau suzaiskime kiek kitokj zaidima. Vél zaidzia du zaidéjai, tik
jeigu ankstesniame zaidime jie prie lentoje esancio 0 pakaitomis vis
pridédavo skaiCius 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, tai dabar jie i$ pradziu lentoje
randa paraSyta 1, o rade¢ ji ar kokij kita skai¢iy daugina lentoje rasta
skai¢iy i§ 2 arba 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Laiminéiu skelbiamas tas zaidéjas,
kuris savo ¢jimu, t.y., savaja daugyba i§ ty leidziamu skaiCiy, gauna
didesnj uz 1000 skaiciy.

Klausiama ir vél to paties, ar kuris nors i§ ju gali garantuotai laiméti,
kad ir ka bedaryty jo partneris ir kg jis turéty daryti, kad jam biity ,taip
gerai“. Vél darome analize ,,i$ galo“ ,lapatai lapatai atgalios* stiliumi.
Kadangi

111 -9 =999 < 1000,
tai zaid¢jas, kurio eilé eiti ir kuris randa lentoje paraSyta 112, arba bet
kuri kita uz ji didesni skaiCiy (bet dar ne 1000), laimi.

Jeigu lentoje yra paraSytas skaiCius 111, tai tas zaidéjas, kurio eilé
bity eiti, suprantama, pralaiméty. Nes savo daugyba jis dabar 1000
pasiekti negali ir savo ¢jimu jis garantuotai paliks lentoje uz 111 didesni,
bet uz 1000 mazesni, skai¢iy. Lygiai taip pat jis pralaimés ne tik radgs
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lentoje skaiciy 111, bet ir bet kuri i§ skaic¢iy 110, 109, ...., 56. Toliau,
skaiCiai nuo 55 ,,zemyn* iki 7 yra laimintieji skaiCiai prieinanc¢iajam
dauginti, o 4, 5, 6 yra vél pralaimintieji skaiciai pri¢jusiam dauginti. Bet
1 aibg 4, 5, 6 galima pakliati i§ 1. Tod¢l pradedanciajam Zaidima, arba
radusiam lentoje 1, pakanka ji padauginti i§ 4, 5 arba 6 ir jis galéty
laiméti ir tikrai laimés elgdamasis taip, kaip ka tik buvo nupasakota.

5. Pas mociutg Danguolg Sventiniy piety atvyko visi trys jos antkai:
Aloyzas, Edmundas ir Jolanta. Kol mociuté dengé stala, Jolanta istiko
gerumo priepuolis, nes ji, iSsitraukusi i§ maiSelio visus savo surinktus
saldainius (saldainius i§ savo placiy kiSeniy iSsitrauké ir Edmundas su
Aloyzu), davé ir Edmundui, ir Aloyzui po tiek saldainiy, kiek kuris
turéjo. Po to ta pati pakartojo ir Edmundas. Ir jis i§ savo turimy saldainiy
davé ir Jolantai tiek saldainiy, kiek Jolanta jy tuo metu turéjo, ir Aloyzui
— irgi tiek, kiek jis tuo metu turéjo. Galiausiai ta pati padare ir Aloyzas —
ir jis i§ savo tuo metu turimy saldainiy davé likusiems dviems po tiek
saldainiy, kiek kuris tuo metu tur¢jo. Tada jie nustebg pamaté, kad
kiekvienas i$ ju turi po tiek pat saldainiy — kiekvienas po 8.

Kiek saldainiy kiekvienas jy tur¢jo i§ pradziy?

Sis uzdavinys yra tipinis ¢jimo atgal uzdavinys, kai mums yra
pasakoma, kas yra daroma ir kuo visa tai baigiasi ir yra praSoma
nurodyti, kas buvo tada, kai visa tai dar nebuvo prasidéje, arba, vaizdziai
sakant, buvo beprasideda.

Nesunku pasidaryti lentelg ir susiraSyti, kuo viskas pasibaigé — 0
viskas pasibaigé absoliucia turimy saldainiy lygybe:

Vardai JOLANTA ALOYZAS EDMUNDAS
Sal.dva.umq 8 8 8
skaicius

Dabar dar geriau isisaviname ne tik tai, kad jie visi turi po 8
saldainius, arba i§ viso per visus 24, bet dar ir tai, kad tas visy ju turimy
saldainiy skaiCius saldainiy perskirstymo laikais nesikeiCia, nes juk
saldainiai tik keliauja i§ vieno aniiko pas kita, arba tik kei¢ia kiSenes,
kaip Smaikstavo linksmuolis Aloyzas.

Svarbiausia Cia yra pati ¢jimo atgal pradzia, arba tas pats pirmasis
zingsnis atgal. Paskutinis geradarys buvo Aloyzas, bitent jis dave kiek-
vienam tiek saldainiy, kiek ju pas kurj tuo momentu buvo. Kitaip sakant,
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Aloyzas kiekvienam padvigubino jo turimy saldainiy skaiciy. Jeigu po jo
padvigubinimo ir Jolanta, ir Edmundas turi po 8 saldainius, tai prie$
padvigubinima jie abu turéjo dvigubai maziau, arba kiekvienas po 4
saldainius. Vadinasi, kiekvienas i$ Aloyzo gavo po 4 saldainius, arba i$
viso Aloyzas isdalino 4 + 4 = 8 saldainius, o kadangi jis dabar turi 8
saldainius, tai prie§ imdamasis geradario vaidmens jis saldainiy turéjo 8
+8 = 16.

Taip mes su jais ne tik padaréme zingsnj atgal, bet ir ji paaiSkinome.
Kiti zingsniai bus tokie patys, keisis tik geradariy vardai. Taigi prie$
paskutini saldainiy dvigubinima padétis buvo tokia:

Vardai JOLANTA ALOYZAS EDMUNDAS
Sal('jva'mlq 4 16 4
skaicius

Dabar darome antraji Zingsnj atgal — geradarys dabar yra Edmundas.
Jis dvigubino saldainius Jolantai ir Aloyzui. Kadangi Jolanta dabar turi 4
saldainius, tai prie§ dvigubinima ji turéjo tik 2, o kitus 2 ji gavo i$
Edmundo. Visai kitas reikalas yra Aloyzas — jis turi 16 saldainiy,
vadinasi, prie§ dvigubinima jis turéjo turéti 8 saldainius, o kitus 8 jis ka
tik yra gaves 1§ Edmundo. Todél per dvigubinimus Edmundas savo noru
prarado, atsiprasome, iSdalijo 2 + 8 = 10 saldainiy, vadinasi, prie$ savo
geradariavima jis turéjo 4 + 10 = 14 saldainiy. Tai ir suraSykime {
lentele:

Vardai JOLANTA ALOYZAS EDMUNDAS
Saldainiy 4:2=2 16:2=8 4+2+8=14
skaicius

Atkreipkime démesi, kad visi kartu tebeturi tuos pacius 24 saldai-
nius, nes 2 + 8 + 14 = 24.

Paskutinis zingsnis yra visiSkai toks pats, tik dabar geradariauja
Jolanta — pamename, kad visa nuo jos ir prasidéjo. Todél dabar jau
daugiau nieko nebesakysime, tik suraSysime lentel¢je, kaip viskas buvo
ikijolantiniais laikais — arba i$ pat pradziy.

Vardai JOLANTA ALOYZAS | EDMUNDAS
Saldainiy | 5 8.5, 1942213 8:2=4 14:2=7
skaicius
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Vadinasi, i§ pat pradziy buvo taip:

Vardai JOLANTA ALOYZAS EDMUNDAS
Salc.iva.mlq 13 4 7
skaicius

Atkreipkime démesj i saldainiy balansa — kartu tai parodo Jums, kad
Jus skaiciuodami nepadaréte jokiy aritmetiniy netikslumy: visy ju turimy
saldainiy skai¢ius tebéra 24 =13 +4+ 7.

6. Mokyklos bufete prie nemokamuy bandeliy issirikiave kantriai
stovéjo vaikai. Taciau bandeliy dar nespéjo iSpakuoti ir kol jas pakavo {
kiekvieng tarpg tarp stojanciyjuy nejuciomis ilindo po viena vaika. Kol
iSpakuotas bandelés taikési pradéti dalinti tuoj vél nejuciomis i kiekvieng
tarpa tarp stojan¢iyju ilindo dar po viena alkstanti bandeliy biisimaji
valgytoja. Tada bandeliy dalinimas prasidéjo ir kiekvienam buvo pa-
duota po bandelg, o i$ viso ju buvo i8dalinta 33. Kiek vaiky i§ pradziy
stovejo eiléje?

UZzdavinio sprendimas yra nesunkus ir Zitrint ,,i§ priekio* ir Zvel-
giant ,i$ galo“. Jeigu isivaizduotume, kad i§ pradZiy eiléje stovi 10
vaiky, tai aisku, kad tarp ty 10 vaiky yra 9 tarpai ir todél po pirmojo
pasipildymo eiléje laukia 19 vaiky. Jeigu dabar vaiky yra jau 19, tai
tarpy tarp gretimy vaiky yra 18 (tarpy juk visada yra vienu maziau kaip
kad vaiky), tai po antrojo pasipildymo vaiky bty jau 19 + 18 = 37. Taigi
jei jiems dabar kiekvienam turétume duoti po bandele, tai reikéty 37
bandeliy, o ju téra 33. Tai per mazai, kad galétume duoti po viena
kiekvienam. Vadinasi, i§ pradziy vaiky turéjo buti kiek maziau negu 10.
Mégindami tvarkytis su 9 vaikais gautume, kad dabar iSeity taip, kaip
reikia. Nes jei vaikuy yra 9, tai tarpy tarp ju yra 8 ir po pirmojo pasi-
pildymo vaiky pasidaro 9 + 8 = 17, o jau po antrojo pasipildymo, kai 16
tarpy tarp 17 vaiky pakeicia lauksiantieji bandeliy papildomi 16 vaiky,
taip ju i8S viso ir ,,pasidaro® 17 + 16 = 33, arba tiek, kiek reikia.

Parodéme sprendima spéliojant. Galima padaryti ta patji ir su
,abstrak¢ia® formule: jeigu vaiky yra n, tai tarpy tarp ju yra vienu
maZiau, arba n — 1. Pakeitus tuos tarpus ,,gyvais“ vaikais, ju (vaiky)
pasidarys n + (n — 1) = 2n — 1. Jeigu vaiky yra 2n — 1, tai tarpy tarp ju
yra 2n — 2; taigi vél pakeitus tarpus ,,gyvais“ vaikais, ju bus jau 2n — 1 +
(2n - 2) = 4n - 3. Todél dabar

4n-3=33, 4n=33+3=36irn=9.
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Galima spresti ir ,,atbulai®, arba taip, kaip ir priklausyty pagal temos
pavadinima. Tada galima pasizitiréti taip: jeigu po paskutinio papildymo
turime 33 vaikus, tai prie§ antra karta jiems nejucia ,,sulendant { visus
tarpus® jy turéjo buti 17, nes 16 buty per mazai, o 18 jau bty per daug.
Vadinasi, tada jy buvo 17. Todél jei po pirmojo pasipildymo ju buvo 17,
tai tada, dar prie§ ta pati pirmaji pasipildyma, ju turéjo bati 9 (nes 8
vaiky biitu per mazai, o 10 vaiky jau buty per daug). Todél ju, tu
pradiniy stovétojuy, ir turéjo biiti 9.

7. Veliuonos velnitkstis karta sutiko Seredziaus tinginélj, gastro-
livojantj Jurbarke prie tilto per Nemuna ir sako jam: ,Kiekviena karta,
kai tu, energingai mojuodamas rankomis, pereisi $ tilta, nesvarbu, { kuria
pusg, tik svarbu, kad man matant, tai tavo pinigai, kuriuos tu tuo metu
turési su savimi savo kiSenése, padvigubés, ta as tau garantuoju. UZ ta
mano tau nesuvokiama finansini geruma tu man kiekviena karta
sumokeési dékingumo mokesti, kuris yra 40 lity“. Apsidziaugé Seredziaus
tinginélis, gastroliuojantis prie Jurbarko tilto, dZiaugsmingai mojuoda-
mas rankomis tris kartus peréjo tilta ir liko be cento kiSenéje — kaip stovi.
Kiek pinigy Seredziaus tinginélis turéjo i§ pradziy?

Sis klasikinis uzdavinys sprendziamas taip. Jeigu tre¢ia karta
perlingaves per tilta SeredZiaus tinginélis liko be cento kisengje, tai pries
treCiaji perlingavima per tilta jis turé¢jo turéti lygiai 20 lity. Tada jis
pereity tilta, jo pinigai padvigubéty, vadinasi, jy ir ,,pasidaryty* lygiai 40
lity ir juos visus jis ir privaléty pagal susitarima atiduoti Veliuonos
velnitksc¢iui kaip dékingumo mokestj — ir likty finansiskai plikas arba be
cento kisenéje . Taigi po antrojo peréjimo jis turi 20 lity. Ka tik jis antra
karta mokéjo dékingumo mokesti uz antra dziaugsminga perlingavima
per Jurbarko tilteli ir, vadinasi, atidavé 40 lity, taigi pries$ tai jis turéjo
20 + 40 = 60 lity. Taigi prie$ antraji padvigubinima jo kiSenése Zvangéjo
60 : 2 = 30 lity. Vadinasi, prie$ pirmaji dékingumo mokesc¢io mokéjima
jis turéjo 30 + 40 = 70 lity, o pries pirmaji dvigubinima — arba kai émési

ISsprendus bet kuri toki uzdavinj ,,einant atgal® — vien jau dél arit-
metinio saugumo ir sprendimo skai¢iy nesupainiojamumo — labai patar
tina dar kartg patikrinti, ar viskas taip yra, kaip mums sprendziant i$éjo.

Tai galétume padaryti ir $iuo atveju.

Seredziaus tinginélis leidziasi per tilta turédamas 35 litus. Kai jis
pereina tilta pirmaji karta, jo pinigai padvigubéja ir taip litu pas ji
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pasidaro 70. Sumokéjus dékingumo mokesti, lity pas ji lieka 30. San-
tiriai pastebime, kad tu lity pas ji yra, kad ir nezymiai, bet jau maziau,
negu buvo i$ pat pradziy.

Tai jau nors Siek tiek spéjancius pamastyti asmenis kreipia prie
minties, kad toliau, prabylant Maironio ZodZiais, bus ,,da graziau“ (taigi
tikriausiai litai tirps dar spériau). Ir tikrai. Po antrojo permojavimo per
tilta 30 Seredziaus tinginélio kiSenése dar tebezvanganciy (kone
Htebezvengiandiy®) lity, kad ir padvigubés, ir ju bus jau 60, bet po
antrojo dékingumo mokescio inaSo ju tebezvangés jau tik 20. Liko
treCiasis peréjimas ir su tais 20 lity galutiné baigtis absoliuciai
,determinuota“: pereini su 20 lity, pinigai padvigubéja, lity pasidaro 40
ir juos ¢ia pat visus atiduodi — ir esi laisvas bei ,,finansiSkai“ plikas.

8. UZdavinys, i kurj dabar pasizitirésime, yra, matyt, i$ ty uzdaviniy,
kurie labiau paliecia ne tiek miisy logini mastyma, Kiek vaizduote.

I kolba buvo ileista bakterija, kuri émé labai energingai daugintis
tokiu budu, kad kas minut¢ esanciy bakteriju skaiCius vis padvigu-
bédavo. Po 3 valandy bakterijos uzpildé visg kolba. Kuriuo momentu
bakterijos buvo uzpildziusios vieng ketvirtaja kolbos tiirio dali.

Sprendimas ,,atsukant kadra atgal yra visai suprantamas — pir-
miausiai paklauskime, kiek tiirio buvo pripildyta per paskuting minutg,
jei bakteriju skaicius, kaip sakyta, kas minute iSaugdavo dvigubai. Lai-
kydamiesi uzdavinio salygos biisime priversti sakyti, kad likus vos vienai
minutei iki proceso pabaigos, bakterijos dar ,,tevaldé* puse kolbos tirio.

Kalbédami stenografiskai turétume sakyti, kad likus vienai minutei
iki trecios ,,bakteriju bangos* valandos pabaigos, arba 2 valanda 59 mi-
nutés nuo vyksmo pradzios, bakterijos uzémé puse kolbos tario. Lygiai
taip pat dar prieS minutg, arba 2 valandos 58 minutés nuo vyksmo
pradzios, bakterijos ,,tevaldé* arba buvo uzémusios puse¢ pusés, arba dar
tik vos viena ketvirtadalj vietos kolboje.

Todél bakterijos buvo uzémusios ketvirtadali kolbos ttirio prie§ 2
minutes ,,iki viskam pasibaigiant“, arba kai nuo veiksmo pradzios buvo
pra¢jusios 2 valandos 58 minutés.

9. Sitas uzdavinys perkelia mus i situacija, kai esame praSomi
nustatyti, o mes pradedame samprotauti taip: jeigu tikrai buty taip, kaip
jus kad prasote irodyti, tai tada biity ,,dar ir taip, ir taip“. O tada biity dar
ir taip, ir ,,dar kazkaip kitaip“. O taip ,,dar kazkaip kitaip“, tai tikrai yra.
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Ir dabar jeigu nuo to musy ,,dar kazkaip kitaip“ vél galima grizti prie to,
ko miisy ir prasé nustatyti, tai tada matome, kad taip tikrai ir yra.

Kad biity dar aiskiau pateiksime pavyzdi.

Turime i8kilaji keturkampi. Primename, kad keturkampis yra iski-
lasis, jei jis su bet kuriais 2 savo taskais talpina ir visa tuos du taSkus
jungiancia atkarpa. Esame praSomi {rodyti Stai koki fakta. Jeigu mes
iSvestume dvieju gretimy to iskilojo 5
keturkampio kampy pusiaukampines,
esanCias prie vienos krastinés ir
pazitrétume i ju susikirtimo kampa,
esantj prie§ ta krasting, tai labai no-
rétume jrodyti, kad to pusiaukampi-
niy sudaromo kampo, esancio pries
minéta keturkampio krasting, didu-
mas yra lygus likusiy dviejy to keturkampio kampy didumy sumos pusei.

Pasidarykime brézinj ir pazymékime to keturkampio ABCD kampuy
didumus atitinkamai «, g, y ir 6 (Zr. pav.). Nemazindami bendrumo
galime sakyti, kad keturkampio kampuy prie krastinés AB didumai yra o
ir B. Tada, iSvede keturkampio kampuy A ir B pusiaukampines ir
pazyméje ju sankirtos taska raide O, turésime trikampi ABO, kurio

kampy didumai yra atitinkamai g, B ir 180°—E—E.
2 2 2 2

Miisy ka tik paminétas treciasis trikampio ABO kampas ir yra tas

pradinio keturkampio kampy A ir B pusiaukampiniy sudaromas priesais

keturkampio krasSting AB esantis kampas AOB, kurio lyguma likusiy

dvieju keturkampio kampy y ir J sumos pusei %ﬁ—% mums ir reikéty

rodyti.

B_d v

2 2 2
Padaugine lygybe i$ dviejuy ir sukéle visus kampus | viena puse

gautume

Kitaip sakant, mums reikéty jrodyti, kad 180° — % -

360°=a+pB+6+7.
Uzrasytoji lygybé yra tikrai teisinga, nes ji sako, kad visuy iskilojo
keturkampio kampy suma yra lygi 360 laipsniy, o tai yra akivaizdus
faktas.
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Tai ir yra tas teisingasis ,,dar kazkaip kitaip*“. Toliau visai aiSku, kad
i§ to dar kazkaip kitaip ,,imanoma grizti prie to, ka mus prase irodyti.
Todél ir tai, ka misy prasé jrodyti yra irgi teisinga — nes tai yra
lygiavertu tam, kad iskilojo keturkampio kampy suma yra 360 laipsniy.

Taciau gali paaiskeéti, kad taip ,,dar kazkaip kitaip* tikrai negali buti.
Tuomet suprantame, kad miisy pras¢ padaryti tai, ko padaryti apskritai
negalima.

10. Atsakykime i toki klausima:

Ar buty galima ciferblato valandy skaicius 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11 ir 12 perstatyti taip, kad gretimi skaiciai skirtysi arba per 3, arba
per 4, arba per 5?

Tarkime, kad taip, kaip miisy praso, perstatyti tuos ,,valandy*
skaiCius galima, ir paméginkime ,,iSeidami i§ to“ gauti ka nors visai
neimanomo. Taigi tarus, kad taip, kaip misuy praso, valandy skaicius
perstatyti galima, turétume pripazinti, kad jokie i$ Sesiy skaiciy grupés

1,2,3,10,11ir12

naujame ciferblato skaiciy perrikiavime tikrai nebus kaimynai. Bet tai
yra lygiai pusé ant ciferblato esanciy skaiciy. Todél nebtidami kaimynais
jie naujoje rikiuotéje turés eiti ,.kas antras®, o tada ir tie kiti lik¢ skaiciai
4,5,6,7,81ir9 irgi bus isiterpe tarp ju, vadinasi, ir jie taip pat ,.eis kas antras*.

Bet taip negali biti, nes skaicius 4 neturi kur isiterpti, juk jis turi tik
viena kaimyna tarp skaiciuy 1, 2, 3, 10, 11 ir 12.

Todél prasomu biidu skaiéiai ant ciferblato neissirikiuos.

Baigdami norétume pridurti, kad labai daznai uzdaviniai yra spren-
dziami butent lanksciai derinant ir ta mums labiau iprasta ,tiesiogini
sprendima su tuo ¢ia misy kiek panagrinétu metodu ,lapatai lapatai
atgalios™.

KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Su skai¢iumi galima atlikti 2 operacijas: galima ji padauginti i§ 5
arba prie jo pridéti 3. Ar taip darant imanoma pradéjus nuo 1 kada
nors gauti 100 ir kaip tai galima buty padaryti?

2. Pas seneli Motiejy padirbéti atvyko visi keturi jo antkai: Aloyzas,
Edmundas, Kasparas ir Leonas. Prie§ darba senelis kiekvienam i$ ju
davé po maiseli kriauSiy. Kol senelis tikslinosi, kokius darbus
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reikéty pirmiausiai nudirbti kita karta susi¢jus, antkai su senelio
kriau$émis surengé pokyc¢iy kampeli. Pirmiausiai Aloyzas i$ savo
kriau$iy maiSelio davé likusiems trims po tiek kriausiy, kiek kuris i$
ju tuo metu turéjo. Po to ta pati pakartojo Edmundas — ir jis i$ savo
turimy kriausiy davé kiekvienam tiek, kiek tas turéjo. Véliau ta pati
padaré Kasparas ir galiausiai — Leonas. Atlikus tuos perskirstymus
paaiskéjo, kad dabar visi keturi senelio Motiejaus antikai turi po
lygiai kriausiy — kiekvienas po 16. Atéjusi senelé¢ Matilda ir atneSusi
kiekvienam po nemenka ledy porcija dar pasiklausé, ar ir dabar dar
galima biity atsekti, kiek kriauSiy kiekvienas buvo gaves i§ senelio
Motiejaus. Ka jie turi atsakyti senelei Matildai?

3. Mokyklos bufete prie nemokamu apelsiny iSsirikiavg kantriai
stovéjo vaikai. Taciau apelsiny dar nespéjo iSpakuoti ir | kiekvieng
tarpa tarp stojanciyjy nejuciomis ilindo po vieng vaika. Apelsinai
jau buvo iSpakuoti, bet dar nepradéti dalinti ir tada dar syki i
kiekviena tarpa tarp visu dalybu belaukianciy vaiky vél nejuciomis
ilindo dar po viena alkstantj vaisiy zmogu. Ta¢iau kadangi apelsinu
dalinimas net ir dabar dar nebuvo spéjes prasidéti, todél ir vél, dabar
jau trecia karta, i kiekviena tarpa tarp laukianciyjy ir vél isitaisé po
vieng vaika. Tada apelsiny dalinimas galy gale jau prasidéjo ir
kiekvienam laukian¢iajam kliuvo po du apelsinus ir taip iS viso
buvo iSdalinta net 418 apelsiny. Kiek vaiky i§ pat pradziy stovéjo
eiléje?

4. Lentoje yra paraSytas skaicius 2. Du Zaidéjai pakaitomis — pradeda
pirmasis zaidéjas — prie to lentoje esancio skaiCiaus gali pridéti bet
kuri natiiralyji skai¢iy, mazesni uz ta lentoje esanti. Pridéjus nauja—
sis skaiCius uzrasomas lentoje vietoje lentoje buvusio skaiciaus.
Laimi tas, kuris pirmas lentoje uzraso 1000. Ar gali kuris nors i$ ju
laiméti, kad ir ka bedaryty jo partneris ir kaip jis tada galéty Zaisti?

5. Lentoje parasytas skaicius 100. Vienu ¢jimu leidziama atimti i§ jo
bet kuri nedidesni uz ji natiiralyji skai¢iy, kuris yra skaiciaus 2
laipsnis (primintume, kad ir vienetas yra 2 laipsnis, nes 2° =1).
Laimi tas zaidé¢jas, kuris savo €jimu gauna 0. Ar gali kuris nors i$ ju
visada laiméti, kad ir ka bedaryty jo partneris?
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6. Jonas nuo pirmadienio ruoSiasi internetu pardavinéti apsus.

Kiekvienas, atsidares jo puslapi, gali pasizitréti, kiek skirtingy apsu
jis jau yra sukiirgs. Jie yra rodomi ekrane eilémis arba po 3, arba po
5, arba po 7, arba net ir po 9. Martynas, perziiiré¢jgs visas galimas
Jono apsy rikiuotes, nustaté, kad kiekviena karta paskutinéje
nepilnoje eil¢je iki pilnos eilés visada trikdavo 2 apsy. Kiek apsy
per savo audringa kompiutering karjera jau prigamino Jonas, jeigu
jo prigaminty apsy skaiCius yra pats maziausias i§ visy tokiy
keturzenkliy skaic¢iy?

Mokytojas Gutenbergas iSdovanojo savo mokiniams savo spaustu-
véje per vakarykséia dieng i§spausdintas knygas. Pirmajam jis davé
viena deSimtadalj iSspausdinty knygy ir dar viena knyga. Antrajam
jis davé viena deSimtadali likusiyjy knygy ir dar 2 knygas ir taip
toliau. Galiausiai devintajam mokiniui jis davé viena deSimtadali
likusiyjy knygy ir dar devynias knygas. Tai padarius pasimaté, kad
visos knygos yra iSdalintos. Kiek knygu mokytojas Gutenbergas
iSspausdino per vakarykscia diena?

. Virs ezery skrido zasys. Kiekviename ezere nutiipdavo pusé zasy ir
dar pusé zasies. Visos Zasys nutiipé 7 ezeruose. Kiek zasy buvo i§
Viso?

. Viena popiete Jonas kaip noréjo taip i eilut¢ surasé visus sveikuo-
sius skai¢ius nuo 1 iki 10, o Andrius prie kiekvieno tokio skaiciaus,
kad buty linksmiau, dar pripliusavo jo numerj toje eiléje. Taip
Andrius prie pirmosios Jono para$ytosios virtinés
6,4,3,2,510,1,9,8,7,
pripliusaves kiekvieno skaiciaus eilés numerj joje gavo 10 skaiciy
7,6,6,6,10, 16,8, 17,17, 17.

Atéjes Justas ir pasizitiréjes, kas ¢ia ,,gaunasi®, pagyré juos uz darba
be klaidy, tik pastebéjo, kad Andriaus skai¢iy virtinéje yra daug
skai¢iy su vienodais paskutiniais skaitmenimis ir pasiteiravo, ar
nepajégty Jonas surasyti ty 10 pirmyjy skai¢iy tokia eile, kad po
Andriaus pridéties iSeituy 10 tokiy skai¢iy, kuriy paskutinieji
skaitmenys yra visi skirtingi?

Ar pajégs Jonas i$pildyti Justo pageidavima?
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10. Apie apskritima ratuku surasinéjami bet kuria eile visi 10 skaitmeny
0,1,2,3,4,5,6,7, 8ir 9. Ar gali pasisekti surasyti apie apskritima
tuos 10 skaitmeny taip, kad bet kuriy trijy i$ eilés einanciy skaiciy
suma biity nedidesné

(A) kaip 13?
(B) kaip 14?

>

Pz
(7 .(//L. )\
A%

A8
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V. GEOMETRINIAI SKAICIAI

Vilius Stakénas
(Vilniaus universitetas)

Pitagoras, gyvenes 5 a. pr. Kr. Italijoje, iktré mokykla. Pavading ja
studiju ir mokslo tyrimo centru mazai suklystume. Pitagorieciai didele
reikSme teiké matematikos — geometriniy formuy ir skai¢iy — tyrimams.
Geometrijos figaros ir skaiciai ju poZitriu sudaré vienove. PavyzdZiui,
jie mégo tyrinéti skai¢iy, kuriuos galima pavaizduoti geometriskai,
sekas. Pavadinkime Siuos pitagorieciy skai¢ius geometriniais.

Stai Sitaip sudaroma trikampiy skai¢iy seka. Zymésime trikampiy
skaiciy seka taip: 77, 73, ...

» « »
L » L L » ]
. v . « s » « e s »
> & o & & 5 & & e & ® a s a o
T,=1 T,=3 Ty=6 T, =10 T; = 15

Nesunku jzvelgti, kad trikampius skaicius viena po kito galime gauti
naudodamiesi lygybe 7,, =7,,_; + »n. Taigi

I,=T,1+n=I, »+(n-D+n=..=1+2+..+n
Prisimine, kaip sumuojami aritmetinés progresijos nariai, gausime
n(n+1)
Tn=—"F—
Isdéste taskus kvadratuose gausime kvadratinius skaicius £y, K5, ...
= ] | ] -
- [ ] - = » | ] n
- - - » - = L ] |} -
- - - - L] - » » [ ] [ ]
]\—L =1 ]\'; =4 I\"{ =9 ]\—; =16
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Akivaizdu, kad kvadratiniai skaiciai ir yra kvadratai: X, = n?,

O dabar pasitelkime penkiakampio figtra ir sudarykime
penkiakampiy skaiciy seka A, P, ...

A

T Tw
s .

- e //\\ ‘

- L] rd
v »

- = - / - \\? .*'.‘
§ I

“ ¥ 3

.
. LI
\ .

- - L] - - 1

Pastebékime, kad penkiakampis skai¢ius gaunamas iS mazesnés
eilés penkiakampio skaiciaus padidinant jj taSky skai¢iumi, kuris yra ant
i$ trijy atkarpy sudarytos lauZtés. Pavyzdziui, P5=P;+13. Ant
kiekvienos i$ triju atkarpuy yra po penkis taskus, taciau du taskai yra
bendri dviems atkarpoms, todél ir gauname 13=3-5-2.

Dabar jau galime paraSyti bendra sarysi:

P,=P,_ +3n-2.
Pasinaudoje juo gausime penkiakampio skai¢iaus bendrojo nario
formule:
P,=P, | +3n-2=P,7+3(n-1)-2+3n-2=_.=
=1+3-2-2+..+3n-2.

Pakeite pirmaji démenj 1=3-1- 2 galésime uZradyti:
P,=31+3-2+..+3-n-2n=3(+2+...+n)-2n,
arba
P, - 3n(n+1) 2 n(3n—1)_
2 2
Pastebékime, kad penkiakampi skaiciy galime iSreiksti trikampiu
skai¢iumi:

P, =37, -2n, B,—n=3(l,—n).

Zinoma, galime nagrinéti ir Kitokius geometrinius skaigius. Stai
Sitaip gaunami SeSiakampiai skaiciai Sy, S, ...
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Ll - - - L L - Ll
- * . - * L L L * * *
* L * » * * » - L d
L » » » » » » » »
8§ =1 S2=6 S,=15 854 =28

PENKTOJI UZDUOTIS
. Skaicius 666 yra trikampis. Koks jo eiles numeris?

. Brézinyje pavaizduota eiluté i$ 10 langeliy.

—

HIEEEEEEEE

—_—

Kiek staciakampiy galima sudaryti i$ gretimy Sios eilutes langeliy?
Tarkime, langeliy eilutéje yra k, o N — staciakampiy, kuriuos galima
sudaryti i$ gretimy langeliy, skaicius. [rodykite, kad N yra trikampis
skaicius.

. Skaicius 87}y +1 yra kvadratinis. Koks jo eiles numeris? [rodykite,
kad su visomis n reikSmémis skaicius 87, +1 yra kvadratinis. Koks
jo eilés numeris?

. Skaicius 977 +1 yra trikampis. Koks jo eiles numeris? [rodykite,
kad su visomis n reiksmémis skaicius 97,, +1 yra trikampis. Koks
jo eiles numeris?

. Trikampiy skai¢iy suma gali bati kitas trikampis skaicius.
PavyzdZiui, skaicius T, + T yra trikampis. Koks jo eilés numeris?
Yra be galo daug 7, + 7} =7, rasies lygybiy. Suma 7., + T, irgi
trikampis skaicius. Koks jo eilés numeris?
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6. Brézinys vaizduoja sarysi K, = K3 +7.

Isitikinkite, kad ji galima apibendrinti taip: K, =K, ; +(2n-1).

Pasinaudokite Siuo sarysiu ir raskite du lygties Xt =yt 2’ spren-

dinius sveikaisiais skaiciais, tenkinancius salyga x>y >z >10.
Patarimas. Skai¢ius 2z —1 turi bati kvadratinis!

7. 18 brézinio matyti, kad teisingas sarysis 75 = 275 + X5.

Irodykite, kad lygybe T, =27, +K,,; teisinga su visomis n
reiksmeémis. Suraskite ir jrodykite panaSia lygybe skaiciui 75,,.

8. Trikampiy ir kvadratiniy skaic¢iy sekos prasideda vienetu: 7j = X;.

Raskite dar du maZiausius trikampius skai¢ius, kurie yra ir
kvadratiniai.
Patarimas. Su jvairiomis a reikSmémis panagrinékite
kvadratine lygtj
x(x+1):a2.
2
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9. Skaicius P, — K,, yra trikampis. Koks jo eilés numeris? [rodykite,

10.

kad skaicius P, — K}, su visomis n reiksmémis yra trikampis. Koks
jo eilés numeris?

ISveskite SeSiakampio skaic¢iaus S,, bendrojo nario formulg.

UZraSykite skaiciu Sy, ir T, sarysio lygybe.

Patarimas. Perskaitykite (ir supraskite), kaip iSvesta P,
bendrojo nario formulé.

A

£
AL

(@ ,(//L.
\\).,

P
R

<
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V1. PAPRASCIAUSIOS FUNKCINES LYGTYS

Aivaras Novikas
(Vilniaus universitetas)

Nagrinésime tik funkcijas f, kuriy apibrézimo sritis A yra realiyju
skaiCiy aibé arba jos poaibis ir kuriy reikSmés yra realieji skaiciai.
Ivardydami tokias funkcijas, zymésime f:A— R. Prisiminkime: tai
reiskia, kad bet kuriam skaiéiui X i$ aibés A funkcija priskiria vieninteli
skai¢iy f(x)iS aibés R. Pavyzdziui, funkcija f :[0;+x) — R, apibrézta
lygybe f(x)=\/; , skaiCiui 9 i§ neneigiamy realiyjy skaiCiy aibés
[0; + ) priskiria realyji skai¢iu f(9) =3.

Spresdami lygtis ieSkome raidémis pazyméty nezinomyjy. Daznai
reikia rasti nezinoma skai¢iy. Tarkime, ieSkome nezinomo skai¢iaus X ir
nustatome, kad jis tenkina lygti 3x+8=5x. Nesunkiai randame, kad
x =4. Si reikimé yra lygties sprendinys, nes ja ira¢ gauname teisinga
lygybg 3-4+8=5-4.

Funkcinéje lygtyje nezinomasis, kuri reikia rasti, yra funkcija.
Tarkime, kad ieSkome nezinomos funkcijos f ir nustatome, kad ji tenkina
funkcing lygti f(3x+8)=5x. Lygtyje pastebékime dvi raides: f ir x.
Funkcija f turime rasti, jos neZzinome. Suprantama, X Zymi tam tikra
skaic¢iy. Turi buti pasakyta, koks tas skaiCius gali biiti. Ar uzraSytoji
lygybé galioja bet kuriam realiajam skaiciui x? O gal tik vienam, kuri
taip pat reikia rasti? Gal bet kuriai nataraliajai skaiciaus x reikSmei, o
apie kitas mes nicko nezinome? RasSant tokia lygybe (funkcing lygti),
bitina i§ anksto Zinoti, kokioms X (ar kity lygtyje esanciy skaitiniy nezi-
nomuyjy) reikSméms ji galioja.

Be to, prisiminkime, kad norint tiksliai jvardyti funkcija bitina
nurodyti ne vien pacia funkcijos reikSmiy skaiciavimo taisyklg, pavyz-
dziui, f(x)=2x, bet vélgi nusakyti, kokias reikSmes gali jgyti funkcijos
argumentas x (funkcijos apibrézimo sritis) ir kokioje aibéje funkcija
igyja reikSmes. Tai biitina padaryti dar prie§ uzrasant funkcija lygybe,
kitaip lygybé neturés tikslios matematinés prasmés. Pavyzdziui, nagri-
néjant reiskini f(3x+8) ir Zinant, kad funkcijos f apibrézimo sritis yra
tik teigiami realieji skaiCiai, btity kvaila kalbéti apie Sio reiskinio reiks-
mes, kai 3x+8<0. Kai x=-3, tai f(3x+8)=f(-1) tiesiog
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neegzistuoty. Sprgsdami funkcines lygtis ieSkomos funkcijos apibrézimo
sriti visada nurodysime i$ anksto.

Taigi sukonkretinkime nekonkrecia ir todél kol kas nekorektiSka
uzduotj.

1 pavyzdys. leskome funkcijos f:R — R (taigi apibréztos visoje
realiyju skaiéiy aibéje R), kuriai lygybé f(3x+8)=5x galioja su bet
kokiu realiuoju skai¢iumi X.

Funkcija f rasti nesunku. Pazymékime y =3x+8. Tada

x=(y-8)/3.
Pradékime nuo kito galo: imkime bet kokj realyji skaiciy VY,

. . 1 . e gt .
apibrézkime X = 3 (y —8) ir jraSykime $ia x iSraiska i lygti:

1 1 5
f13-=(y-8)+8|=1f(y)=5-=(y-8)==(y-8).
( 3V 8) j (¥)=5-2(y-8)=2(y-8)
Sios lygybés galioja bet kokiam realiajam y, tad vienintel¢ tinkama
funkcija yra f(x) =§(X—8) .

Isitikinkime, kad §i funkcija isties yra sprendinys:
1) tai yra funkcija f :R > R;
2) ji tenkina lygti su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X:

f(3x+8) :g((3x+8)—8) =%3x:5x.
2 pavyzdys. Zinoma, kad funkcija f :R — R lygybe
f(ZX-}—lj:Xg iy
2—X

tenkina su bet kokiu realiuoju skai¢iumi x=2 ir kad f(-2)=0.
Raskime f.

Pazymékime y = 2x+1 . Tada
2y — Xy =2x+1,
Xy+2x=2y-1,
xX(y+2)=2y-1.
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2y -1

Pastebékime, kad y = —2. Todél x= .
y+2

2y -1
y+2
iraSykime §ia X iSraiSka i lygti. Ja turime teise jraSyti, tik jei x #2. Bet

2y_—21’ tai 2y+4=2y-1, o taip nebus niekada. Taigi bet
_l’_

Imkime bet kokj realyji skai¢iy y #—2, apibrézkime X = ir
jei 2=x=

kokiam y = —2 galioja lygybés

2x+1 2y -1 2 2y -1 6y2—y—1
f =f(y)= + = 5
2 y+2 y+2 (y+2)

2
Tad £ =21 i x = -2,
(x+2)
TaSke x=-2 funkcija jau apibrézta: f(-2) =0 (pastebésime, kad
jei Sios reikSmés neturétume, tai i§ lygties negalétume jos rasti, t. y.
f(-2) galéty igyti bet kokia reiksmg). Atsakyma galima uZzraSyti taip:

6x% —x—1

f)=7 x+2)% '
0, kaix=-2.

kai x # —2;

3 pavyzdys. Raskime visas tokias funkcijas f:R— R, kurioms lygy-
bé f(x%+4x+5)=x%+x galioja su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X .

Cia vél bity galima bandyti zyméti y = x2 +4X+5 , taCiau X pery
vienareik8miSkai neuzraSysime. To daryti ir nebitina. Tik pastebékime,
kad jrase i lygti tam tikras x reik§mes gausime priestara:

f(5)=f(0%+4-0+5)=0%+0=0,
taciau tuo pat metu
f(5)=f(-4)> +4-(-4) +5) =(-4)* +-4=1220.
Vadinasi, tokiy funkciju f néra.

Idomesnés tos funkcinés lygtys, kuriose ieSkoma funkcija paminéta
daugiau nei viena karta.
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4 pavyzdys. Raskime visas funkcijas f : R — R, kurioms lygybé
f(x)+2f(L-x)= X3 galioja su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X .
Pasirinkime bet kokj realyji skai¢iy x. Jam galioja lygybé
f(X)+2f(l-x) = x3. Tagiau & lygybé galioja ir skai¢iui Yy =1—X:
f(y)+2f@-y)=y°
arba
fL-x)+2f(1-(1-x)=FfAL-x)+2f(X) :(l—x)3.
Sudarykime dvieju lyg€iy sistema:
{ () +2f(L=x) =3,
fl-x)+2f(x)=1-x)°.
Dél patogumo (nors tai nebtitina) galima pazyméti nezinomuosius
naujomis raidémis (Cia skaiciai a ir b kiekvienam x vis Kiti):
{ a+2b=x3,
b+2a=(1- x)3.
Isspreskime sistema a atzvilgiu:
b=@1-x)°3-2a,
a+2(-x)°-2a)=x%,

a=f(x) =%(2(1—x)3 —x3) =%(2(1—3x+3x2 —x3)—x3) =§—2x+2x2 -,

Pastaroji lygybé galioja bet kuriam X, tad jau radome reikiama funkcija.

3

Zinoma, dera patikrinti, ar funkcija f(x)=%—2x+2x2—x tenkina

prading lygti.

5 pavyzdys. Jei 4 pavyzdyje imsime lygti f(x)+ f(1—x)= X3, tai
atlike panasius veiksmus gausime lygtis

FO)+ FA-—x)=x> ir fAL-x)+ f(X)=0-x)>.

Taigi kiekvienam x galioja X3 = @a- X)3. Taciau tai netiesa,
pavyzdZiui, kai X = 0. Taigi tokios funkcijos néra.

Dar pakeiskime lygti: f(x)+ f(1—x)=1. Siuo atveju prieStaros
negausime, bet ir ankstesnis metodas nepadés (pamastykite, kodél). IS
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tikryju $ia lygti tenkina be galo daug funkciju. Visgi tokiais atvejais
kartais galima tiksliai apskaiCiuoti bent jau kai kurias funkcijos reikSmes.

1 1 1 . 1) 1
ras¢ | lygti reikSmg x=—, gauname f | —|+f|—=|=1ir f|=|==.
[rase 1 lygti ¢x=5.0 (2} (2} (2) >

Tarkime, Siuo atveju zinoma, kad funkcija yra tiesiné. Tada

egzistuoja tokie realieji skai¢iai K ir b, kad visiems x galioja lygybé
f (X) = kx+b. Raskime visas tiesines funkcijas, tenkinancias duotaja
lygti. Tam tiesinés funkcijos iSraiska su nezinomais koeficientais irasy-
kime { lygti. Pradiné lygtis ekvivalenti lygybéms
kx+b+k@—x)+b=1irk+2b=1.

Randame be galo daug tiesiniy funkcijy, tenkinanciy paskuting lygybe,
taigi ir prading lygti. Pavyzdziui,

f(xX)=x (k=1,b=0), f(x)=% (k:O,bzé),

f(x)=3x-1(k=3, b=-1), f(X) =—x+1 (k=-1,b=1) ir pan.
(Beje, ir tokios tiesinés funkcijos dar néra visi lygties sprendiniai.)

6 pavyzdys. Zinoma, kad funkcija f :R — R lygybe
2xf (x)-(x—-2)f (2x+1) =-4
tenkina su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X . Raskime f(-1), f(7),

5
f(1023), f (— 5)

Sia lygti vélgi tenkina be galo daug jvairiy funkciju, kurias néra
visai paprasta apraSyti. Ta¢iau nurodytas reikSmes galima rasti tiksliai.
Pavyzdziui, jraSe i lygti x=-1, gauname —-2f(-1)+3f(-1)=-4 ir
f(-1)=-4. Iras¢ x=0, gauname 0+2f(1)=—-4 ir f(1)=-2. Tada,
iraS¢ x=1, gauname 2fQ)+ f(3)=-4 ir f(3)=0. rae x=3,
gauname 6f(3)—f(7)=—-4ir f(7)=4.

Kaip rasti f (1023) ? Lygtis sieja f(x) ir f(2x+1). Prilyginkime:
1023=2x+1. Tada x=511. Taigi f(1023) rastume, jei tik zinotume
f(511). O f(511) rasime, jei tik Zinosime f(255). Teskime toliau:
f@27), f(63), f(31), f(15), f(7). Bet f(7) jau radome! Todé¢l i§
eilés galime rasti f(15), f(31) irt.t. Pavyzdziui, jra¢ X =7, gauname
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14f(7)-5f(15)=—4 ir f(@5)=12. Toliau f(31) =28, f(63)=60,
f(127) =124, f(255)=252, f(511)=508 ir f(1023)=1020.
Dabar visy pirma pastebékime, kad i§ karto, jokiu kity reik§Smiy
nezinant, galima rasti dar viena f reikSmg. Lygtis sieja f(2) ir
f(2-2+1) = f(5), tadiau jrasius x=2 narys (x—2)f(2x+1) prapuola.

Taigi 4f(2)-0-f(5)=—4 ir f(2)=-1. Kad rastume f(—gj, masty-

kime taip. Lygtis reiksmg f [—g} sieja su f(z-(—gjﬂ]: f(—%),

reikSme f L -su f|2- —Ej li=f L , reikSme f L - su
4 4 2 2

f (2-(%)+1) = f (2) =-1. Taigi i§ eilés jrasant lygtin x :%, X :—%,

X=—E galima apskaiciuoti f 1 , f s , f > . Gauname
8 2 4 8

¢ (_ E) __®
8 8
Nesunku isitikinti, kad visos gautosios reik§més tenkina lygybe
f (x) = x—3. Tokia funkcija iSties tenkina duotaja lygti. Taciau $i funk-
cija néra vienintelé, todél daugelio kity reikSmiy i§ lygties nejmanoma
gauti. Visgi f(Xx)=x—3 yra vienintelé tiesiné funkcija, tenkinanti lygtj.
Isitikinkime tuo. Kaip ir 5 pavyzdyje iraSykime f(x)=kx+b i lygti,
atskliauskime ir sugrupuokime panaSiuosius narius:
2X(kx+b) —(x—=2)(k(2x+1) +b) =4,
(2kx? — 2kx?) + (20X — kx — bx + 4kx) + (2k + 2b+4) =0,
(Bk+b)x+ (2k +2b+4) =kyx+b; =0.
Prisiminkime, kad §i lygybé turi galioti visoms X reikSméms. Tiesiné
funkcija y=kx+b; visoms x reik§méms lygi 0, tik jei ky =B =0.
Taigi 3k+b=0 ir 2k+2b+4=0. Issprendg Siu dvieju lyg¢iy sistema
randame k =1,b=-3. Todél f(x)=x-3.

61



VI TEMA

7 pavyzdys. 6 pavyzdyje imkime lygti
2xf (x) - (x-1 f(2x+1) =-4.
Irage x=-1, gauname 0=-2f(-1)+2f(-1) =-4. Vadinasi, Siuo atve-
ju sprendiniy f :R — R lygtis neturi (0 juk imdami kitus skai¢ius ne-
gautume prieStaros ir galétume ,rasti“ neegzistuojancios funkcijos
reikSmes!).
8 pavyzdys. Raskime visas tokias funkcijas
f:(~o0;0)U(0; +0) >R
(t. y. apibréztas visoje realiyju skai¢iy aibéje, i8skyrus 0), kad

f (%(—71\/@)J=%(—7iﬁ),

o lygybé
1 1
2f(X)+(2x-Df | - = |=x-1+—
X 2X
galioja su bet kokiu realiuoju skaic¢iumi x#0.
Prisiminkime 4 pavyzdi. Jame turéjome lygybe su f(x) ir f(1—x),
1 kurig vietoj X jraS¢ y=1-x vél gavome lygybe (bet kitokia) su f(x)

ir f(1—x). Tai leido i§ dviejy lyg¢iy sistemos isreiksti f (x) . Nesunku
suprasti, kad dabar apsimoka i lygti irasyti y = 1 :
X
2f (—%—(Al} Fo)=—to1-X.
X X X 2

Gavome kitokia lygti, bet su tais paciais reiSkiniais f(x) ir

f (— l) . Vél prading ir gautaja lygtis galima jungti i sistema ir spresti
X

ja a=f(x) atzvilgiu. I§ pradinés lygties iSsireikskime f(—lj:

X
f (lj(x—1+21x—2f(x))

X 2x-1

Dalijome i§ 2Xx-1, todél toliau
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turésime laikyti, kad ne tik x =0, bet ir x = 3 Irasykime S§ia iSraiska |

gautaja lygti:
Z[X 1+21 2f(x)} 5 L
Ch1)f)=—z1-X
2x -1 X X 2

Padauginkime lygtj i§ vardiklio 2x—1, atskliauskime, o tada dar
padauginkime i§ X ir sutraukime panaSius narius:

2 [x—1+i—2f(x)j—(3+1j(2x—1)- £ (%) =(——— —ﬁj(zx—n;
2X X 2

2% — 2+ —4F(x) - w f(x) = (—%— —%)(2x—1);

2x—2+1—4f(x)—w- f(x):—xz—éx—1+1;
X X 2 X

2x2—2x+1—4xf(x)—(2x2+3x—2)f(x)=—x3—gx2—x+1;
—(4x+2x +3x—2)f (x) =-x —gxz—x+l (2x —2x+1);
2 3 1.2 2 1 .
—(2x“+7x-2)f (x) =—x _EX + X =—X(X +§x—1),

—2(x2+%x—1)f(x)=—x(x2 +%x—1) .

2

Jei x +%x—1¢0,tai —2f(x)=—x1r f(x):%x.

Belieka iSsiaiskinti su x=% ir lygties G +gx—1:0 sprendiniais

1[_zi @Jzz(_mg).

2 2 4

—7i\/£] —7+4/65 1 —7+4/65
4

Salygoje duota, kad f [ = == , taigi
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lygybé f(X)=§ galioja ir ¢ia. [rasykime X:% 1 prading lygti:

2f(1j+o-f(—lj=1—1+1=1 ir f(x):f[ljz
2 x) 2 2 2

f(X)ZE su visomis leistinomis (x=0) argumento reikSmémis.

Nesunku patikrinti, kad §i funkcija tenkina prading lygti (padarykite tai

patys).
—Yiﬁj:—uﬁ i

Pastebésime, kad jei nebiity salygos f ( 2 3

[=5%)
4

nepavykty rasti. Galima jrodyti, kad

4 2 4 8

_7+4/65
4

ot [—7+\/%]+—9+\/% f [—7—\@}:—1&3\/@

ir kad f ( J gali buti bet kokie skaiiai, tenkinantys pastaraja
lygybe, t. y. be papildomos salygos duotaja lygti tenkina be galo daug
funkcijy.

Funkcinéje lygtyje gali biti ir daugiau nezinomus dydzius zymin¢iy
raidziy.

9 pavyzdys. Raskime visas tokias funkcijas f : R — R, kad

fxF(y) + F(xy) = f(x+y)
su bet kokiais realiaisiais skaiéiais X ir Y .

Turime teisg i lygti irasyti bet kokias X ir y reikSmes. Kad rastume
f(0), jrasykime x=y=0. Gauname f(0)+ f(0)= f(0) ir f(0)=0.
Be to, galime irasyti vieng reikSme, o kita palikti nezinoma. [ras§ykime
x=0:

fO0)+ f(0)=f0O+y)="T(y).
Si lygybeé galioja bet kokiam realiajam skaiGiui Y , todél visada
f(y)=1(0)+f(0)=0+0=0.
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Vadinasi, vienintelis sprendinys yra f(x)=0 (funkcija yra konstanta).
Nesunku patikrinti, kad $i funkcija tenkina prading lygti.

10 pavyzdys. Raskime visas tokias funkcijas f :R — R, kad
X+Df(X)+yf(2x+D)=f(X+y)+x+Yy
su bet kokiais realiaisiais skaiCiais X ir Y.

[rasykime X =Yy =0. Gauname tapatybe f(0)+0= f(0), kuri
mums neteikia jokios naudingos informacijos. Bandykime jrasyti tik
y =0: kiekvienai x reikSmei turi galioti lygybés
X+DFf(X)+0- f(2x+)=X+Df(X)=f(x+0)+x+0=f(x)+x.
Tada (X+D)f(x)— f(x)—x=0 ir xf(x)—x=0. UZraSykime Kitaip:
x(f(x)—1) =0. Tai reidkia, kad arba x =0, arba f(x)=1. Taigi jei tik
x#0, tai f(x)=1. Taciau funkcijos neradome, kol neZinome visy jos
reikSmiy. Dar nezinome f(0). Kad rastume ir Sig reikSme, imkime
X=0: (0+D)fO)+yf(0+)=FfO)+yfQ=FfO+y)+0+y="F(y)+y.
Jau turime f(1)=1,tad f(y)+y=f(0)+y ir f(y)= f(0) bet kuriam
y. PavyzdZiui, kai y=1, tai f(0)= f(1)=1. Taigi visada f(x)=1 irtai
yra vienintelé funkcija, tenkinanti lygti (vélgi nesunku tai patikrinti).

11 pavyzdys. Raskime visas tokias funkcijas f :R — R, kad
f(x+2f(y))=2x+ f(4y)
su bet kokiais realiaisiais skaiiais X ir Yy .

IraSykime X =y =0. Gauname lygybe f(2f(0))= f(0), kuri ne-
atrodo labai naudinga. Bandykime jrasyti tik x=0: f(2f(y))= f(4y).
Dabar jrasykime tik y=0: f(x+2f(0))=2x+ f(0). Matome konstan-
tas2f(0) ir f(0), nors ir nezinomas. Buty galima uZrasyti

f(x+¢1) =2x+cy. Vietoj x galime jrasyti z = X—Cp; Cia X yra bet koks
skaiCius. Taigi kairéje puséje gausime
fl(x=c)+c)=T(x),
o desinéje — tiesing funkcija
22+Cyp =2(X—C) +Cp =2X+(—2¢; +Cp) =2X+C;
¢ia ¢ vélgi yra konstanta. Vadinasi, su bet kuria X reikSme turime
f(x) =2x+c. Belieka iSsiaiskinti, kokia gali bati konstanta c. Tam
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irasykime gautaja f iSraiska i prading lygti:
f(x+2f(y))=f(x+2(2y+c))=f(x+4y+2c)=
=2(x+4y+2c)+c=2x+8y+5c;
2x+ f(4y)=2x+2-4y+c=2x+8y+cC;
2X+8y+c=2x+8y+5c ir c=0.
Taigi gauname funkcija f(x) = 2Xx (sprendini ir vél patikrinkite).

SESTOJI UZDUOTIS

1. Zinoma, kad funkcija f:R—>R lygybe f (2—%}=x2+3x
X+

tenkina su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X = —3. Raskite bent viena
tokia funkcija f.

Pastaba. Yra viena funkcijos reiksmé, kurios is lygties rasti
nejmanoma, jq galima pasirinkti bet kaip, plg. su 2 pavyzdziu.

2. a) Raskite visas tokias funkcijas f :R — R, kad
f(x3+2) = x® +4x3 + 4 su bet kokiu realiuoju skaidiumi X .

b) Irodykite, kad lygtis f(x° —4x+2) = x® + 4x3 + 4 neturi
sprendiniy f:R —>R.

3. Raskite visas tokias funkcijas f:(—o0;0)U(0;+©)—>R, kad

4 2
ljzngL—A;XJrl su bet kokiu realiuoju skaic¢iumi
X X

f(x)+3f[

Xx=0.

4. Raskite visas tokias funkcijas f :R — R, kad 3* f (x) + xf (2—x) =1
su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X.

5. Zinoma, kad funkcija f : R — R lygybe
X2 f (X +2) +(2x+1) f (3x) = 2
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tenkina su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X. Raskite f(3), f(0),

5
f(-24), f (Ej .

6. [rodykite, kad né viena i§ lygciu x> f X+2)+(-2x+)f(Bx)=2ir
@-x)f (x2)+(2x2 +2x)f(x)=1 neturi sprendinio f:R—>R.
(Plg. su 7 pavyzdziu.)

7. Zinoma, kad funkcija f:R—R lygybe xf(x+1)-f (x2) =2X

tenkina su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X. Raskite f (/2 +1) ir
visas tiesines funkcijas f : R — R, tenkinandéias lygti.

8. Raskite visas tokias tiesines funkcijas f :R — R, kad
2f(x2)+x+3=x f (x+1) + f(x? +1)
su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X .

9. Raskite visas tokias funkcijas f :R — R, kad
(Y +D(f (x+y) = (X)) = y2 + F(y) +xf () - T (xy)

su bet kokiais realiaisiais skaiciais X ir Y .

10. Raskite visas tokias funkcijas f :R — R, kad
FXE(Y)+x+y)=F(X)fF(y)+x+2y-2
su bet kokiais realiaisiais skaiciais X ir Y .
Nurodymas. Raskite galimas f(0) reiksmes, isitikinkite, kad
funkcija yra tiesing, patikrinkite, kuri tiesiné funkcija tenkina lygt;.

Q3
I\

)

Py
(@ ‘(//L.

A8
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VIl. GEOMETRINIU UZDAVINIU ALGEBRINIS
SPRENDIMO METODAS

Edmundas Mazétis
(Vilniaus universitetas)

Matematikos pamokose dazna situacija, kai kintamaisiais pazymime
tam tikrus nezinomus dydzius ir uzdaviniy sprendima suvedame i lygciu
ar lygCiy sistemy sprendima. Geometrijos uzdaviniams $is metodas irgi
gali buti taikomas. Pateiksime pavyzdziy.

1 pavyzdys. Stac¢iojo trikampio ABC kampas C yra statusis, i
iZambing nubrézty pusiaukra$tinés ir aukstinés ilgiy skirtumas lygus 7,
trikampio perimetras lygus 72. Rasime trikampio plota.

Sprendimas. Sakykime, kad atkarpa CH yra sta¢iojo trikampio
ABC aukstiné, o atkarpa CK - jo pusiau- B
krastiné (1 pav.). Pazymékime CK = x, tuo—
met AK =KB=CK =x, AB=2x, 0 CH = H
=X—7. Jei trikampio statiniy ilgiai AC =,

BC =z, tai teisingos lygybés 2X+Yy+z=72, c A

y? +2% =4x%. Kadangi stadiojo trikampio 1 pav.

statiniy sandauga lygi {Zambinés ir | ja nubréZtos aukstinés sandaugai
(nes abi sandaugos lygios dvigubam trikampio plotui), tai turime treciaja
lygti yz=2x(x—7). Trims nezinomiesiems X, y ir z sudaréme tris lyg—
tis, taigi lygcéiu skaiCius lygus nezinomujuy skaiciui, todél i§ gautyju
lyg¢iu randame reikiamus neZinomuosius. Pastebékime, kad mums
uztenka rasti tik kintamojo x reikSme, nes trikampio plotas

S= % -2X(x—=T7)=x(x—7). Spresdami gautyjy lygciu sistema, lygybés

y+2z=72-2x abi puses keliame kvadratu: y2 +2yz+ 2% =5184 -
— 288X +4X°. Irase | Sia lygybe y2 +2%ir yz reikdmes y2 +22 = 4x?

ir yz=2x(x-7). gauname kvadratine lygti X% +65x —1296 = 0, kuria
iSsprend¢ gauname, kad x=16 arba x =-81. Kadangi X yra atkarpos
ilgis, tai tinka tik teigiamoji Saknis. Taigi S =16-(16 —7) =144.

Ats.: 144
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2 pavyzdys. Trikampyje ABC AB=c, AC =b be to b > c. Taskas
O yra apie trikampj apibrézto apskritimo centras, krastingje AC yra
taSkas D toks, kad tieses AO ir BD yra statmenos. Rasime atkarpos
CD ilgj.

Sprendimas. Sakykime, kad ties¢ BD kerta
apibrézta apie trikampi ABC apskritima taske
M, o tiess OA - taske E (2 pav.). Kadangi
OB=OM ir BM L AO, tai tiese AO yra
atkal’QOS BM vidurio statmuo, todél AM = AB =
=c.Zymékime BE=EM =d, CD=x, MD=y.
Pagal susikertan¢iy stygu AC ir BM savybe
gauname, kad CD-DA=MD-DB, t.y.

x(b-x)=y(2d -y). 1)
Trikampiams ADE ir ABE taikydami Pitagoro teorema, gauname, kad
AE? = AD? —ED? ir AE? = AB% —BE?. Taigi teisinga lygybé
(b-xf —(d-yf =c?-d?, 0)
Spresdami i8 (1) ir (2) lygybiu gauta lygCiy sistema, i§ pirmosios lygybés

iSreiSkiame 2dy =x(b —x) + y2 . Antraja lygti pertvarkome ir gauname
b2 - 2bx+x% + 2dy — y2 =c2. IraSe { Sia lygybe gautaja 2dy iSraiska,
b2 —c?

-

randame, kad b% —bx=c? , t. y. X=

b2 —c?
b

Paprastai sprendziant algebriniu metodu geometrinius uzdavinius,
reikia sudaryti tiek lygCiy, kiek pazyméjome nezinomuyjy. Pavyzdys
rodo, kad kartais uztenka ir mazesnio lygéiy skaiciaus.

Sudarant lygtis ir lyg€iy sistemas daznai buina tikslinga naudoti kai
kurias geometrijos formules, daugeli kuriy Jis Zinote. Priminsime jas.

Lygiagretainio krastiniy kvadraty suma B C
yra lygi istrizainiy kvadraty sumai. [rodymui
trikampiams ABC ir ADB (3 pav.) taikome
kosinusy teorema;: A

AC2 = AB2 + BC2 -2AB-BCcos ZABC ir

Ats.: CD =

3 pav.
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BD? = AB? + AD% —2AB- AD cos ZDAB .
Sudé¢je Sias lygybes ir pastebejg, kad BC = AD, o
cos ZABC = cos(n — ZDAB) = —cos ZDAB

gauname lygybe
AC? + BD? = 2(AB? + AD?).
Taikydami Sig formuleg, gausime trikampio pusiaukrastinés ilgio
iSraiSka jo krastiniy ilgiais. Sakykime, kad atkarpa A

AD yra trikampio ABC pusiaukrastiné (4 pav.).
Atidékime ties¢je AD atkarpa DE = AD . Kadangi
keturkampio ABEC istrizainés BC ir AE kertasi B C

taSke D ir jame dalijasi pusiau, tai Sis keturkampis
yra lygiagretainis. Jam pritaikome ka tik gauta lygybe:
BC? + AE2 =2(AB? + AC?). E
Kadangi AE =2AD, tai trikampio pusiaukrastinei
AD apskaiciuoti gauname tokia formule
AD? :%(ABZ +AC?) —%BCZ.
Analogiskas formules gauname ir kitoms trikampio pusiaukrastinéms:

BM2=%(ABZ+BC2)—%AC2, A

CN? :%(BCZ + ACZ)—%ABZ .

Sakykime, kad atkarpa AD yra trikampio 5
ABC pusiaukampiné (5 pav.). Kadangi D
trikampiy ACD ir ABD ploty suma lygi 5 pav.
trikampio ABC plotui, tai yra teisinga lygybé

1AC-ADsiné—AJrlAB-ADsinZ—AzlAB-ACsinzA,
2 2 2 2 2

ty.
. /A .
ADsmT(AC + AB) = AB- ACsin ZA.

o LA LA o .
Kadangi sin £ A= 2sin TCOST , tai 1§ Cia seka tokia trikampio
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pusiaukampinés ilgio pirmoji formulé
2AB-AC cosézA

AB+ AC
Analogiskai gaunamos ir kity trikampio pusiaukampiniy iSraiskos.

Kaip zinome, trikampio pusiaukampiné, kirsdamasi su trikampio
krastine, dalija ja i dalis, kuriy ilgiy santykis lygus prie ju esanciy
@zﬁ. Is ¢ia seka, kad BD-AC =

D AC
= AB-CD. Trikampiams ABD ir ACD taikome kosinusy teorema ir
gauname

AD =

krastiniy ilgiy santykiui:

AC? = AD? +CD?-2AD-CDcos ZADC,
AB? = BD? + AD? — 2BD - AD cos ZADB .
Pirmaja lygybe padauginame i§ BD, antraja — i§ CD ir sudedame.
Kadangi
cos ZADC = cos (r— £ZADB) = —cos ZADB,

tai
AC?.BD+AB?.CD=AD?.BD+CD?-BD+BD?.-CD+AD?-CD.
Pasinaudojg¢ lygybe BD - AC = AB-CD, gauname, kad
AC?.BD+AB?.CD=AC-(AB-CD)+ AB-(BD-AC) =
= AB-AC(CD +BD),
todél AB-AC(BD +CD) = AD?(BD +CD) +CD - BD(BD +CD).
IS cia iSplaukia antroji trikampio pusiaukampinés ilgio formulé
AD? = AB-AC-CD-BD.

3 pavyzdys Trikampio ABC krastine A
AB = 21, pusiaukampiné BD = 8/7 , atkar- .
pa DC = 8 (6 pav.). Rasime trikampio ABC

perimetra.

Sprendimas. Pazymékime AD=Xx, D c
BC =y. Pagal pusiaukampinés savybe ir 6 pav.

. . e . AB AD
antraja pusiaukampinés ilgio formulg uzraSome lygybes EZE ir
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BD? = AB-BC - AD-DC. I5 ¢ia gauname tokia lygciy sistema %: g,
448 = 21y —8x. Kadangi xy =168, tai kintamojo X reik§mg rasime i$
lygties x(8x+48) =168-21. Teigiamasis Sios lygties sprendinys yra
x=7. Todél y=24, AD=7,AC=15 BC=24, todél trikampio
perimetras lygus krastiniy AB, AC ir BC ilgiy sumai, t. y. 60.

Ats.: 60.

Daznai sprendziant geometrinius uzdavinius algebriniu metodu yra

taikoma trigonometrija ir geometrinis uzdavinys suvedamas | trigono-
metriniy lygciy sprendimo uzdavinj.

4 pavyzdys. Sta¢iosios trapecijos ABCD pagrindu ilgiai AB =1,
CD =4, pagrindams statmena Soniné krastiné AD =5. Krastinégje AD
pazymeétas taskas M toks, kad ZCMD =2/BMA. Rasime, i kokio ilgio
atkarpas taSkas M dalija krasting AD .

Sprendimas. Sakykime, kad A B
/BMA=qa, tuomet ZCMD =2a
(7 pav.). I8 staCiojo trikampio
ABM randame, kad

AM = AB ctga = ctga.,

0 i$ staciojo trikampio CMD - D C
MD = DC ctg2a = 4ctg2a. . 7 pav.
IS uzdavinio salygos AM +MD =5 gauname trigonometring lygti
ctga +4ctg2a.=5. Kadangi tg2a= . 2tg(;c , tai i§ Cia seka, kad
-tg°a

1 2(1-tg%a)
tga tga
kampas, tai uzdavinio salyga tenkina tik teigiamas Sios lygties sprendi-

nys tgazé.lééia AM =ctga.=2, MD=AD-AM =5-2=3.
Ats.: AM =2, MD =3.

=5, ty. 2tg20c+5tgoc—3:0. Kadangi o — smailusis

5 pavyzdys. Lygiasonio trikampio pusiaukampiné, nubrézta | pa-
grinda, du kartus trumpesné uz pusiaukamping, nubrézta i Soning kras-
ting. Rasime trikampio kampus.
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Sprendimas. Sakykime, kad lygiasSonio trikampio ABC pusiaukam-
piné BD, nubrézta i pagrinda AC, yra du kartus trumpesné uz pusiau-
kamping AE , nubrézta i Sonine krasting BC (8 pav.). Sakykime, kad

AD=x, AB=BC=y, ZEAC=a. B

Kadangi lygiaSonio trikampio pusiau- TN E
kampiné, nubrézta i pagrinda, yra ir
Z

trikampio aukstiné, ir pusiaukraSting, tai A
AC =2x, o i$ staciojo trikampio ABD
randame, kad

O

BD = ABsin ZBAD = ysin2a..
Atkarpos AE ilgiui skaiCiuoti taikome pusiaukampinés ilgio pirmaja
formule:
_2AC-ABcosa. _ 4xycoso

AE =
AC + AB 2X+Yy
Pagal salyga AE =2BD, t.y. szysin 2o.. IS cia seka, kad
2X+Yy
=sina, t.y. y =w. I staciojo trikampio ABD turi-
2X+Yy sina

me ABZ=BD?+AD?, ty y® = y?sin® 20+ X2, todél
X2 = y2(1—sin2 20) = y2 cos? 2. .
Kadangi 200 — smailusis kampas, 0 X ir y — teigiamieji skaiciai, tai i$

. X . . -
Cia seka, kad y=———. Sulyging gautasias Yy reikSmes, gauname
cos2a.

trigonometring lygti
1 1-2sina
cos2a.  sina

Pertvarkome §ia lygti ir turime: 4sin® o —2sin% o —3sina +1=0.

Spresdami Sia lygti, naudosime trigubo kampo sinuso formule

sin3o = 3sina—4sin® o (ji lengvai gaunama i$ sumos sinuso lygybés:
sin3a =sin(2a + a) =sin 2a.cos o + Cos 2aSin o =

= 2sina.cos? o+ cos? asin o —sin o =

3

= —sin® o+ 3cos? asin o = —sin® a+3(1—sin2 a)sino =
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=3sina.—4sina.
Irase 1 lygti 4sinda reikSme 4sin® o = 3sina —sin3a ir suprasting,

gauname, kad  sin3o =co0s2a., t. y. Sin3a = sin(g —2a) . Kadangi o -
smailusis kampas, tai i§ Sios lygybés seka, kad 3o = g —2a., arba

3o+ (g— 2a)) = . Pirmuoju atveju gauname o :%, 0 antruoju a:g.

Antrasis sprendinys netenkina uzdavinio salygos, todél trikampio kampai
lygiis E, E, 3_71
55 5
Ats.: 36°, 36°, 108°.
6 pavyzdys. Staciojo trikampio ABC aukstine CH , nubrézta i
izambing, lygi atkarpy AH ir BH skirtumui. Rasime trikampio kampus.

Sprendimas. Akivaizdu, kad (9 pav.) AH =%, BH =CH tgZ A
g

Kadangi CH = AH — BH , tai gauname lygtj A
tgLA—tgﬁzl, ty. tg?Z A—tg/A-1=0.

Issprendg S$ia lygti gauname, kad tg/A= % C e \ 5

Kampas A yra smailusis, todél tgZ A yra teigiamas opav

skaicius, taigi tinka tik teigiamas lygties sprendinys tg/A= 1+2\/§ .

1+\/§ o4 1+\/§

Ats.. LA=arctg——— , £ZB=—-arctg .
2 2 2

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Atkarpa CD yra trikampio ABC auksting, taSkas D yra atkarpoje
AB, AB=3, CD=+/3, atkarpos AD ir BC yra lygios. Raskite
krastinés AC ilgj.
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10.

LygiaSonio trikampio aukstiniy, nubrézty i pagrinda ir i Soning

krasting, ilgiai atitinkamai lygtis m ir n. Raskite trikampio krastiniy

ilgius.

Lygiagretainio kampas lygus 60°, o jo istrizainiy kvadraty santykis
1 . . .

lygus 3 Raskite jo krastiniy santyki.

I statyji trikampj jbréztas apskritimas viena statinj dalija i atkarpas,
kuriy ilgiai 6 ir 10. Raskite trikampio krastiniy ilgius.

I skritulio i8pjova, kurios centrinis kampas lygus 120°, ibréztas
skritulys. Raskite ty skrituliy spinduliy santyki.

Apie kvadrata, kurio krastinés ilgis a, apibréztas skritulys. [ viena
i§ susidariusiy skritulio nuopjovy ibréztas kvadratas. Raskite jo
plota.

Staciojo trikampio plotas lygus 100. [zambinéje pazymétas taskas,
kurio atstumai iki statiniy yra 4 ir 8. Raskite trikampio statiniy
ilgius.

Raskite staciojo trikampio plota, jei jo vienas statinis lygus 6, o
staciojo kampo pusiaukampiné lygi 5.

Apie trapecija galima apibrézti apskritima ir { ja galima ibrézti
apskritima, o trapecijos aukstinés ir apibrézto apskritimo spindulio

santykis lygus \/% . Raskite trapecijos kampy didumus.

Rombo perimetro ir jo istrizainiy ilgiy sumos santykis lygus 3:2.
Raskite rombo kampus.
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VIIL. BAIGTINIU POPULIACIJU STATISTIKOS
UZDAVINIAI

Dalius Pumputis
(Lietuvos edukologijos universitetas, Mykolo Romerio universitetas)

1. Pagrindinés baigtiniy populiacijy statistikos savokos.

Baigtiniy populiacijy statistika — tai jauna statistikos mokslo Saka,
kurios didZioji dalis mokslo rezultaty buvo gauti XX amZiaus antroje
puséje. Dél Soviety Sajungos vykdytos politikos Lietuvoje Sios mokslo
Sakos vystymuisi salygos susidaré tik po nepriklausomybés atgavimo
1990 metais.

Kai kurios baigtiniu populiaciju statistikoje nagrinéjamos savokos
sutinkamos ir kituose matematinés statistikos skyriuose, o Kitos, gi,
badingos tik Sioje publikacijoje aptariamai mokslo Sakai. Toliau panagri-
nésime tiek vienas, tiek kitas.

1. Baigtinés populiacijos ir tikimybés imtys.

Ivairiose gyvenimo srityse prireikia jvairios informacijos apie

e mokiniy pasiekimus;

e prekiy kainas;

e gyventoju nuomong vienu ar kitu klausimu;

e imoniy veiklos rezultatus ir t. t.

Siekiant tam tikros informacijos minétose ar Kitose situacijose, susi-
duriama su baigtinémis Zmoniy, skaiciy, prekiy, gyvinuy ar kitokio tipo
elementy aibémis. Tokios aibés vadinamos baigtrinéemis populiacijomis, ju
elementai — baigtinés populiacijos elementais. PavyzdZiui, ketvirtajame
pavyzdyje nagrinéjamos tam tikro regiono visos imonés atitinka imoniy
baigting populiacija, kiekviena i$ imoniu yra tos populiacijos vienas i3
elementy.

Sakykim, edukologijos doktorantas nori istirti visy Lietuvos viduriniy
mokykly septintos klasés mokiniuy pasiekimus matematikoje. Siuo atveju
baigtiné populiacija — visi Lietuvos septintokai. Siekdamas tikslo ir no-
rédamas kuo tiksliau atskleisti mokiniy Ziniy lygi, doktorantas tikriau-
siai pasidomés Kkontroliniy darby, Specialiy testy rezultatais ar semestro
pazymiais. Jis tai galés padaryti dviem budais. Vienas i$ ju — surinkti
dominancia informacija apie visus mokinius. Tokiu atveju sakoma, kad
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atliekamas istisinis tyrimas. Antruoju budu informacija biity renkama
tik i$ pasirinktos populiacijos dalies, vadinamos imtimi.

1 apibrézimas. Imtis — tai populiacijos dalis, naudojama statisti-
niam tyrimui.

Kuris i§ jvardyty biidy yra geresnis? Kokie $iy metody privalumai ir
trikumai?

Taikant pirmaji metoda, surenkama informacija apie visus populia-
cijos elementus. Taigi, jei duomenyse néra klaidy, atsiradusiy dél kuriy
nors paklaidy Saltiniy, dominancios populiacijos charakteristikos (pavyz-
dzio atveju — mokiniy ziniy lygis) bus jvertintos tiksliai, bet, iS kitos
pusés, iStisiniai tyrimai daZnai daug kainuoja, jiems atlikti reikia daug
laiko, o kartais jie yra ir visai nejmanomi. [sivaizduokime, jei reikéty
ivertinti zuvies masg¢ Atlanto vandenyne, tai reikéty sugauti ir pasverti
kiekvieng Zuvi, 0 tam reikéty nerealistisky resursy. Tokiu atveju antras
informacijos surinkimo badas bty priimtinesnis. Taikant §j metoda, gau-
nama tik dalis populiacijos duomeny.

2 apibrézimas. Tokie tyrimai, kai renkami ir nagrinéjami imties
elementy duomenys, siekiant padaryti iSvadas apie visa populiacija, vadi-
nami imciy tyrimais.

Lyginant su iStisiniais tyrimais, im¢iy tyrimai maziau kainuoja,
jiems atlikti reikia maziau jvairaus tipo resursy. Trikumas tas, kad
iSvados apie populiacija daromos tik i3 dalies populiacijos duomeny. Tai
sudaro salygas atsirasti naujoms paklaidoms. Tarkim, jei | minéto
doktoranto imtj atsitiktinai patekty vien tik labai gerai arba puikiai
besimokantys mokiniai, ar galéty tyréjas uztikrintai teigti, jog vidutinis
Lietuvos septintoku (visos populiacijos) ziniy lygis vertinamas 9 arba
10 baly? Matyt, kad ne. PanaSiy ir kitokio tipo klaidingy iSvadu galima
iSvengti, taikant tinkamus imties sudarymo ir populiacijos charakte-
ristiky vertinimo metodus.

Im¢iy tyrimuose taikomi metodai nagrinéjami ir vystomi imciy
metody teorijoje arba baigtiniy populiacijy statistikoje. Cia nagrin¢jami
pagrindiniai uzdaviniai yra Sie:

o Kkaip optimaliai iSrinkti imti, uztikrinan¢ia minimalias tyrimo is-

laidas ir tikslesnius rezultatus;

e kaip remiantis imties duomenimis jvertinti dominané¢ias popu-

liacijos charakteristikas.

Sioje publikacijoje baigting populiacija zymésime simboliu U, jos
elementus — u;, u,, ..., Uy , ¢ia N - populiacijos dydis (populiacijos
elementy skai¢ius). Trumpumo délei, kartais vietoj populiacijos elementus
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zyminéiy simboliy naudojami ty elementy eilés numeriai: 1, 2, ..., N.
Imtj iS baigtinés populiacijos zymésime
i= {Uil, Ui2 . uin}’ ik E{l, 2, . N}, k= 1, 2, .y Ny
¢ia skai¢ius n yra imties dydis (imties elementy skaicius). Kartais raSoma
trumpiau:
i ={uy, uz, ..., Up},

suprantant, jog uq,Us,..,U, — nebitinai pirmieji n populiacijos U
elementai.

Statistiniuose tyrimuose taikomos imtys gali bati:

e tikimybinés;

e netikimybinés.

Nesigilindami i netikimybiniy iméiy tipus, galime pasakyti tik tai,
kad taikant jas negalima statistiskai jvertinti daromy paklaidy. Todél to-
liau iSsamiau nagrinésime tikimybines imtis, t.y. tokias imtis, kurios gau-
namos taikant tikimybinj émima.

3 apibrézimas. Tikimybinis émimas — tai imties iSrinkimo budas,
kuris, tiesiogiai renkant elementusi$ populiacijos, tenkina tokias salygas:

1. iSvardijamos visos galimos imtys iy, i, ..., iv, kurios gali bati

iSrinktos naudojant nagrinéjama im¢iy iSrinkimo procediira;

2. kiekvienai i$ galimy im¢iy priskiriamos ju isrinkimo tikimybés:

p; = P(iy), p, = P(iy), ..., pv = P(iy), taip, kad p;+p,+..+py= 1,
p =>0,k=12,..v;

3. kiekvienas baigtinés populiacijos elementas turi priklausyti bent

vienai i§ iSvardinty imciy;

4. imtis iSrenkama taikant tokia atsitiktine procediira, kai kiekviena

i$ galimy im¢iy iSrenkama su nurodyta tikimybe.
Tam, kad skaitytojui buty lengviau suprasti §i apibrézima, toliau patei-
kiame du tikimybinés imties iSrinkimo pavyzdZius.

1 pavyzdys. IS baigtinés populiacijos U={u;, u,, us, ug, ug} isrink-
sime tikimybine imtj.

1. Tegu galimos imtys yra Sios:

iy ={up, Uz}, iz ={ug,uz}, i3 ={ug, ug}, g ={uy, us},
i5 ={up, Uz}, ig ={uz, s}, i7 ={uy,us}, ig ={usz, us},
ig ={uz, us}, i1p ={ug, Us};
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2. Parinksime lygias $iy im¢iy iSrinkimo tikimybes: p(i,) =1/10,
k=1,2,..10;

3. Matome, kad kiekvienas populiacijos U elementas priklauso bent
vienai i$ im¢iy;

4. Tam, kad kiekviena i$ iSvardinty im¢iy biity iSrenkama su nuro-
dytomis tikimybémis, galima taikyti toki metoda: intervala [0, 10)
suskaidykime i deSimt (tiek, kiek yra iméiu) lygiy daliy. Pirmajai
daliai priskirkime pirmaja imtj i;, antrajai — antraja imtj i, ir
kartokime §i zingsni tol, kol paskutiniajam intervaliukui
priskirsime paskuting imtj i;q (2r. 1 pav.).

5/ 6/ 7/, 8" 97 10

I

I

| s
11 12 13 1 15 1 17y 18 1g 110
1 pav. Atsitiktinés reik§més generavimas

Tada intervale [0, 10) bus generuojama atsitiktiné (tolygiai pasiskirs-
¢iusio tame intervale atsitiktinio dydzio) reikSmé £ ir po to tikrinama, i
kurj i$ deSimties intervaliuky ji pateko.

Tarkim, {=2,57. Skai¢ius 2,57 € [2, 3). Kadangi su Siuo intervalu
susieta tre¢ioji imtis is ji ir bus naudojama statistiniame tyrime. Si imtis
yra tikimybé, nes ji yra gauta procediros, tenkinancios tikimybinio
émimo salygas, metu.

2 pavyzdys. Pasirodo, kad tikimybinés imties dydis ir Kitos charak-
teristikos priklauso nuo to, kokia yra galimy im¢iy aibé ir nuo toms
imtims priskirty tikimybiy. Sis pan/zdys tai iliustruoja. Vel i$ tos pacios
populiacijos U = {U1, U2, U3, Ug, Us} jgrinkime tikimybine imtj.

1. Tegu galimos imtys yra tokios:

iy ={uy, up, uz}, ip ={up, us}, iz ={up, us}, is ={uy, us}
2. Priskirkime Sioms imtims tokias jy iSrinkimo tikimybes:

P =2, Pliz)= plis) = plia) =<
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3. Nesunku jsitikinti, kad kiekvienas populiacijos U elementas pri-
klauso bent vienai i§ im¢iy;

4. Tam, kad kiekviena i$ iSvardinty imc¢iy baty iSrenkama su nu-
rodytomis tikimybémis, galima taikyti analogiska metoda, na—
grinéta pirmajame pavyzdyje. Tik §i karta intervalas [0, 10) buty
dalijamas i 4 intervaliukus, kuriy ilgiai proporcingi atitinkamy
iméiy iSrinkimo tikimybéms. Visi kiti taikomo metodo Zingsniai
iSlieka tokie patys.

4 apibrézimas. Lentelé

iy iy iv
P1 P2 Pv
vadinama imties planu, o tikimybés pk = p(ik ), k = 1,2, ... v, vadinamos
imties plano tikimybémis. Du praktikoje ir teorijoje gerai zinomus im¢iy
plany pavyzdzius pateiksime antrajame skyriuje.

Isrinkus tikimybing imti, vieni populiacijos elementai jai priklausys,
o kiti ne. Trecia tikimybinio émimo salyga garantuoja, kad konkre¢iy
elementy priklausymo imciai tikimybés bus teigiamos. Pazymékime
k-0jo, k = 1, 2, ..., N, populiacijos elemento priklausymo atsitiktinai
iSrinktai im¢iai tikimybe simboliu z,. Nagrinéjant populiacijos cha-
rakteristiky vertinimo uzdavinius, ne maziau yra svarbios ir dviejy konk-
re¢iy populiacijos elementy priklausymo im¢éiai tikimybés. Populiacijos k-
ojo ir l-ojo, k,1=1,2,..,N, kI, elementy priklausymo atsitiktinai

iSrinktai imciai tikimybg pazymeékime ;. Elementy priklausymo iméiai
tikimybés priklauso nuo imties plano. Sekantis teiginys nurodo, kaip
susietos Sios tikimybés su imties plano tikimybémis.

1 teiginys. Galioja lygybés

M= Pig + Piy +--F Pig» 1= Pjy + Pjp T+ Pji.
k,1=1,2,..,N, k=I;

¢ia iy, iy, ..., Ig - iméiy, kurioms priklauso k-asis populiacijos elementas,
numeriai, 0 s Zymi tokiy im¢iy skai¢iy; jy, Jp,..., J — iméiy, Kurioms
priklauso populiacijos elementy pora (k, I), numeriai, 0 r Zymi tokiy
im¢iy skaiciy.

Desinése lygybiy pusése sumuojamos ty imciy iSrinkimo tikimybés,
kurioms priklauso nagrinéjami elementai.
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3 pavyzdys. Prisiminkime pirmajame pavyzdyje apibrézta imties
plang ir apskaiciuokime ketvirtojo populiacijos elemento u, priklausymo
atsitiktinai iSrinktai imciai tikimybeg. Kadangi ketvirtasis elementas pri-
klauso treéiai, $eStai, aStuntai ir deSimtai imtims i$ galimy im¢iy aibés, tai
sumuojame $iy im¢iy iSrinkimo tikimybes ir gauname atsakyma:

_ 21 1 1 1_2
T4= P3+ P+ Pg+ P10-10+10+10+10—5-

PanaSiai skai¢iuojamos ir elementy pory priklausymo imdéiai tiki-

mybés.

1.2. Populiacijos kintamieji, parametrai ir juy jvertiniai.

Kiekviena baigtinés populiacijos elementa apibtidina kuriy nors ro-
dikliy reiksmés, pavyzdziui,

e imonés pajamos;

e namy tikio iSlaidos;

e stipendijosdydis ir t.t.

Matuodami kurio nors rodiklio reikSmes, gauname dydi, kuris kinta
kartu su populiacijos nariais ir yra vadinamas populiacijos kintamuoju.

Kintamuosius zymésime mazosiomis raidémis: y, z ir t.t., 0ju igyjamas
reikSmes — Y1, Y2, ..., YN+ 210 22,0 ZN IT 2N, Imties i={uj , Uj, ..., Ui }

elementy kuriy nors kintamuju, pavyzdziui, y ir z reikSmes Zymésime
Yigs Yigr s Yiy 17 Zigs Zjy s Zj, - Kartais raSoma trumpiau: i, yo,.... YN »

21,29, ..., Zy ,suprantant, kad $ios reikimés nebiitinai atitinka pirmuosius
n populiacijos U elementus.

Paprastai im¢iy tyrimy metu siekiama jvertinti ty populiacijos kin-
tamyju kokybines ar kiekybines charakteristikas, kuriy visos populiacijos
reiksmés néra zinomos (jei jas zinotume, tai nereikéty ir tyrimo atlikti).
Atlikus imties iSrinkima ir reikSmiy matavima, suzinomos $iy kintamuju
tik imties reikSmeés arba kurios nors imties skaitinés charakteristikos. Tokie
kintamieji ir vadinami tyrimo kintamaisiais.

Kintamieji skaidomi i kokybinius ir kiekybinius. Kiekybiniy Kin-
tamyju reikSmés parodo, kiek tiriamo pozymio turi populiacijos ele-
mentai, 0 kokybiniai kintamieji nusako dydzius, kuriy nejmanoma jver-
tinti skaiciais.

4 pavyzdys. Seimy islaidy tyrimuose daznai sutinkami Sie kinta-
mieji: Seimos nariy skaicius Seimoje, Seimos nariy lytis, praéjusiy mety
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8eimos pajamos, einamyju mety iSlaidos drabuziams, maistui, baldams ir
pan.

Zemés Tikio tyrimuose nagrinéjamu Kintamujy pavyzdziai: iikio val-
domas zemés plotas, kintamasis, kurio reiksmés nurodo, kokio tipo augi-
namos grudinés kultiiros vyrauja tkyje, Europos Sajungos suteikta para-
ma (litais) ir pan.

Pavyzdyje nagrinéti Kintamieji Seimos nariy skaicius Seimoje, pra-
éjusiy mety S€imos pajamos, einamyjy mety iSlaidos drabuziams, maistui,
baldams, wkio valdomas zemés plotas ir Europos Sqjungos suteikta parama
yra kiekybiniai, kai tuo tarpu kiti yra kokybiniai.

Iméiy teorijoje domimasi jvairiomis kintamyju funkcijomis

6=0(,z ..),
kurios yra vadinamos baigtinés populiacijos parametrais. Naudojantis
imties duomenimis, siekiama Sias funkcijas jvertinti. PavyzdZiui, popu-
liacijoje U = {uy, u,, ..., uy}, kurioje apibrézti du tyrimo kintamieji y ir z,
gali bati domimasi Siais parametrais:

1. tyrimo kintamojo y reik§miy suma

ty=y1+Y2+..+YN;
2. tyrimo kintamojo z reikSmiy vidurkiu

1 :
U, :W(ZlJrZZ +..+IN);

3. kintamyjy y ir z reik§miy sumy santykiu
R=YLtY2 .t YN
1 +1y+...+ 1IN

Norétume pastebéti, kad kartais kalbos lakoniSkumo délei, kai i$
konteksto yra aiSku, kurie Kintamieji nagrinéjami, zodZiai ,kintamojo*“,
HKintamyju*“ yra praleidZziami ir tiesiog sakoma: populiacijos suma,
populiacijos vidurkis, populiacijos dvieju sumy santykis ir t.t.

DidZiojoje dalyje mokslo darby, kuriuose sprendZiamas parametry
vertinimo klausimas, nagrinéjamos populiacijos kintamyju sumos ir vi-
durkiai. Mokédami vertinti Siuos parametrus, galime nesunkiai jvertinti
ir Kitus, kurie yra Siy sumyar vidurkiy funkcijos.

Tarkime, kad statistikas Robertas atlieka tyrima, kuriuo siekiama
ivertinti kuriuos nors tam tikros populiacijos parametrus. Robertas pasi-
rinko informacijos surinkimo metoda, sudaré¢ klausimyna, iSrinko tiki-
mybine imtj, apklausé imties elementus, gavo imties duomenis, bet vis dar
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negali jvertinti pasirinkty parametry, nes vien tik imties duomeny
Siam uzdaviniui spresti nepakanka. Tam papildomai reikia tam tikro
,irankio*, vadinamo jvertiniu.

5 apibrézimas. Parametro 0 =0(y) jvertiniu vadinama taisyklé arba
formulé, kuri nurodo, kaip, turint imtj, jvertinti parametra; Zymima
0= O(yil, Yipr - iy ). Skaitiné jvertinio reik§m¢, apskaiciuota konkreciai
im¢iai, vadinama jverciu.

Pastebésime, kad apibrézimas pateiktas tam atvejui, kai populiacijos
parametras yra vieno kintamojo y funkcija, bet nesudétinga §i apibrézima
ir apibendrinti. Pabandykite tai padaryti savarankiskai.

Auksciau pristatyty parametry ty, gz ir R jvertiniai gali bati tokio
pavidalo:

ty =Wi1yil +Wi2yi2 +...-|-Win yin’ }12 =tZ/N,
R Zty /tz, tz =WilZi1 +Wi22i2 +...+Win Zin’
cia Wi, Wi, ..., Wi , vadinami imties elementy svoriais. Imties ix-0jo ele-
mento svorio reik§mé parodo, Kiek populiacijos elementy reprezentuoja
elementas Uj, , blidamas imtyje.

5 pavyzdys. Baigtingje populiacijoje U ={uq,u,,...,uy} yra api-
bréztas kintamasis y, igyjantis reikSmes y;, Y, ..., Yy. Reikia jvertinti iy
reikSmiy suma ty. Siekdami tikslo, pirmiausia isrinktume n dydzio tiki-
mybing imtj i={u; , Uj,,...,uj } ir iSmatuotume imties clementy reiks-
mes Vi, Yiy - Vi, - Tada imties elementy svorius parinke pagal taisykle
w, =N/n, kei, gautume paprasciausia Kintamojo y sumos jvertinio
pavyzdi:

~ N
ty :F(yil +Yi, +ot Y, )-

Baigtiniy populiacijy statistikos studijose nagrinéjamas svoriy parin-
kimas priklausomai nuo imties plano, nuo tam tikry papildomy kinta-
muyjy ir kity dydziy.
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1.3. Ivertiniy tikslumo matai

Vertinant kurj nors populiacijos parametra 6, galima susidurti su
ivertinio parinkimo problema. Juk, pastudijavus viena baigtiniq popu-
liaciju statistikos knyga, galima rasti joje viena jvertinj 91, pastudijavus
kita, — antra jvertinj 92, panarSius internete, — dar du jvertinius: 63, 64,
déstytojas per paskaitg pateiké dar ir penkta jvertini 95. Tai kaip nu-
spresti, kuris i3 ju geriausias (tiksliausias)? Kaip tai iSmatuoti? Cia
gelbsti Sie jvertiniy tikslumo matai:

* [vertinio @poslinkis:

POSL(0) =E0 -0, (1)

E6 = 0(i1) p(iz) + 0(io) piz) +...+ 6(i,) pliy) )

yra gvertinio 9 vidurkis, v — visu galimy i 1m01q, apibréziamy nagrinéjamu

imties planu, skaidius, e(. ) — ivertinio 0 reikémé (jvertis), gauta i3 im-
ties ik duomeny; p(ik ),k i, — imties plano tikimybeés. Sakoma, kad
ivertinys 0 yra nepaslinktasis, jeigu EO=0 (poslinkis POSL(é) yra
lygus nuliui). Tai pageidaujama jvertinio savybé. Idomu tai, kad jver-
tinys gali buti nepaslinktasis, nors nei viena jo realizacija nesutampa su
tikraja vertinamo parametro reikSme. Be to, yra tokiy situaciju, kai
iveréiai yra simetridkai iSsibarste tikrosios parametro reikSmés atzvilgiu ir
santykinai toli nutole nuo jos. AiSku, kad tai rodo prasta jvertinio
kokybe, nors tokiu atveju jvertinys yra nepaslinktasis arba turi maza
poslinki. Taigi, norint iSsamiau iSnagrinéti jvertinio kokybe, prireikia ir
ivertinio sklaidos maty.

o [vertinio 6 dispersija:

-~ . N2 . . N\ 2 . . N2 R

DO = (6(i1) —E6)” p(iy) + (6(i2) ~E6) p(iz) +...+ (6(i,) —EO) " p(iy) (3)
apibtdina jver¢iy sklaidos lygi apie jvertinio vidurki.

* [vertinio @ standartinis nuokrypis:

SO (4)

taip pat apibtidina jverciy sklaidos lygi apie jvertinio vidurkj, bet jis ma-
tuojamas tais paciais vienetais, kaip ir jveréiai, o tai yra naudingakai ku-
riuose uzdaviniuose.
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o [vertinio 0 vidutiné kvadratiné paklaida:

VKP(6) = (B(i1) - 0)° p(iy) + (B(iz) ~0)° p(iz) +..+ (8(,) - ) p(iy) ~ (5)
apibudina jverc¢iy sklaidos lygi apie tikraja parametro reikSme.

Siekiama tokiy jvertiniy, kuriy vidurkis lygus arba nedaug ski-
riasi nuo tikslios parametro 6 reiksmés ir kuriy sklaidos charakteristikos
yra kuo mazesnés. Tai atitinka 2 paveiksle vaizduojama Ketvirta situa—
cija. Siame paveiksle populiacijos parametro vertinimas sugretinamas su
strélytés metimu | taikinj, ZaidZiant smiginj. Taikinio centras atitinka
vertinama parametra. Kiekviena strélyte padaryta skyluté taikinyje
vaizduoja parametro jverti. Skylu¢iy skaiCius lygus imties planu api-
bréziamy visy galimy im¢iy skai¢iui. Kuo ar¢iau taikinio centro jsmin-
ga strélyté, tuo jvertis maziau skiriasi nuo tikrosios parametro reik§més.

QIO

Didelis poslinkis, Mazas poslinkis, Didelis poslinkis, MazZas poslinkis,
maiza dispersija didelé dispersija didelé dispersija maia dispersija

2 pav. Galimos jvertinio poslinkio ir dispersijos kombinacijos

Sprendziant baigtiniy populiacijy statistikos uzdavinius, kartais rei-
kia iStirti to paties jvertinio, taikomo skirtingais matavimo vienetais
matuojamiems kintamiesiems, savybes. Tada vien jvertinio dispersija ar
vidutiné kvadratiné paklaida gali atrodyti didele vien dél to, kad
atitinkamo kintamojo reik§més yra daug didesnés nei kito, pavyzdZziui, kai
vienas Kintamasis yra Europos sostiniy gyventoju skaicius, o kitas — van-
dens telkiniy skaicius tose sostinése. Tokiais atvejais patogu taikyti santy-
kine standartine paklaidg (variacijos koeficienta):

cv(6) = /Db /ES, ©)

kadangi Sis matas nepriklauso nuo matavimo vienety, bet jis néra taiky-
tinas neigiamas reikSmes igyjantiems kintamiesiems.

6 pavyzdys. Sediose mokyklose mokosi atitinkamai 350, 400, 300,
350, 500 ir 450 mokiniy. Siekiant jvertinti vidutini mokiniy skaiCiy Siose
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mokyklose, apibréziamas imties planas taip, kad galimos imtys yra visi
Sios populiacijos dviejy elementy poaibiai, o ju iSrinkimo tikimybés
p(ix) = 1/15, k =1, 2, ..., 15. Mokiniy skaiciaus vidurkj (pazymékime
ji raide p) galima vertinti Siuo jvertiniu:

~ LYy VY Yi
T LU
N TCil Tti2 Ttin
Apskaiciuokime $io jvertinio tikslumo charakteristikas.

Sprendimas. Pirmiausia pastebésime, kad populiacija sudaro 3eSios
mokyklos. Taigi populiacijos dydis N = 6. Sioje populiacijoje apibréZtas
vienas kintamasis, kurio konkreti reiksmé rodo, kiek mokiniy mokosi
atitinkamoje mokykloje. PavyzdZiui, trec¢ioje mokykloje mokosi 300
mokiniy, o $eStoje — 450. Pazymékime §j kintamaji raide y. Matome,
kad uZduotyje nagrinéjamas fiksuoto dydZio imties planas ir imties dydis
n=2.

Toliau sudarykime pagalbine lentele, kurioje iSvardijamos visos
salygoje minimos imtys ir ju duomenys:

Imtis y Imtis y Imtis y

i ={uy, us} | 350,400 | ig ={us,us} | 400,300 | iy; ={us, us} | 300, 500

i, ={uj,u3} | 350,300 | i7 ={uy,us} | 400, 350 |iyp ={uz, Ug} | 300, 450

i ={uy,us} | 350,350 | ig={u,,Us} | 400,500 |ii3=4{uys,Us} | 350,500

is ={us, Us} | 350,500 | ig ={Us,Ug} | 400,450 |izq ={us,Ug} | 350, 450

i ={uy, ug} | 350,450 |ijg={us, Uz} | 300,350 |i;5 ={Us,Ug} | 500, 450

Iver¢iy skaiciavimas reikalauja elementy priklausymo imciai tiki-
mybiy zinojimo. Jas suskaic¢iuojame remdamiesi 1 teiginiu ir 3 pa-
vyzdziu:

1
7'Cl—TE2—...—TC6—3.
Zinomy dydziy reikdmes jrasome { jvertinj [i ir gauname:

~ 1 1
1 =€(3)/il +3Yi,) =§(Yil +Yi,)-

Pagal gauta formulg visoms imtims suskai¢iuojame vidurkio jvercius:
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idiy) =%(y1 +Y5) =%(300+ 400) =375, [i(i,) =%(350+ 300) = 325,

fi(i3) =350, fi(ig) =425 {i(i5)=400, fi(ig)=350, fi(i)=375,
f(ig) =450, [i(ig) =425, n(iyp) =325, n(iyg)=400, p(iz) =375,
f(iy3) =425, [(ips) =400, [i(is) = 475.

Ivertinio [ tikslumo charakteristikos apskaic¢iuojamos pagal (1)—(6) for-
mules:
Eﬁt=ﬁt(i1)p(i1)+ﬂ(i2)p(i2)+---+ﬁ(i15)P(i15)=%(ﬁt(i1)+ﬁt(i2)+---+ﬁ(i15))=

=i(375+325+...+475) =%.
15 3

POSL({i) = Efi — =217 _ 1 (350 4 400+ 300 + 350 + 500 + 450) = 0,

T3 6
Dt = (i) ~ ER) pliy) + (f(ip) ~ ER)? p(ip) + ...+ (filiys) — ER) pligs) =

2 2 2
=%{(a<io—¥j (352 e )22 ]

2 2 2
=i{[375——11375j +[325——11375J +...+[475——1175] ]:16250.

15 3 9

. ~  [16250 2526

S =Du === ="

Kadangi POSL(n) =0, tai ivertinys {i yra nepaslinktasis ir tokiu atveju
16 250
5

VKP({1) =Dji =
Ivertinio variacijos koeficientas

. . 26
cv(fi) =/D JEf = 4_‘/: ~011.

2. Paprastoji atsitiktiné imtis

Siame skyriuje trumpai apZvelgsime du bene geriausiai Zinomus
imties planus, kuriems budinga tai, kad tai — fiksuoto dydzio imciy
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planai, visy imciy iSrinkimo tikimybés yra vienodos. Vienodos yra ir
elementy priklausymo imciai tikimybés. Tik vienu atveju jos lygios
vienam skaiciui, o kitu — kitam. Pirmoje schemoje elementai negali
kartotis, o antroje — gali.

2.1. Paprastasis atsitiktinis negraZzintinis émimas

Pats paprasCiausias imties plano pavyzdys gaunamas, renkant
fiksuoto n dydzio imt{ su vienodomis isrinkimo tikimybémis, t.y.
p(i) =— Jei v(i)=n; p(i)=0 - prieSingu atveju. Cia V(i) — imties i

Cn
dydis.

6 apibrézimas. Fiksuoto n skirtingy elementy dydZio imtis vadi-
nama paprastgja atsitiktine (negrqzintine) imtimi (PAl), jei ji yra ren-
kama i N dydzio populiacijos, galiojant salygai, kad kiekvienas n skir-
tingu elementy rinkinys turi ta pacia tikimybe biti iSrinktam [6].

f

T f
t f t

* — | imtj patekes elementas = jimt] nepatekes elementzs

Paprastosios atsitiktinés imties iSrinkima galima realizuoti, vado-
vaujantis PAI ir tikimybinio émimo apibrézimais, bet Sis biidas néra
patogus dél didelio skai¢iaus galimy im¢iy, esant pakankamai dideléms
dydzio N reiksméms. Taciau literatiiroje yra aprasyta kity paprastesniy
PAI isrinkimo schemu. Pagal vieng i$ ju \cite{geltona} intervale (0, 1)
generuojamos  atsitiktinés (tolygiai pasiskirs¢iusio tame intervale
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e .. o ' n . .
atsitiktinio dydzio) reikSmés gp, €y, ... Jei gl<ﬁ' tai pirmasis

populiacijos elementas u; yra jtraukiamas | imtj, prieSingu atveju —
nejtraukiamas. Sprendziant, ar Kiti populiacijos elementai (u,, us,...)
pateks i imtj, nagrinéjama nelygybé
n—ng
k. 7
N-k+1 ()
¢ia N Zymi elementy, jau patekusiy i imtj ir esanciy tarp pirmyjy k —1

g <

populiacijos elementy, skai¢iy. Jei nelygybé (7) yra teisinga, k-asis
populiacijos elementas jtraukiamas | imtj, prieSingu atveju — ne. Nely-
gybés tikrinimas stabdomas, kai n, =n (sudaromas n skirtingy elementy
rinkinys).

7 pavyzdys. Sakykime, kad i§ populiacijos, turin¢ios N =150 ele-
menty, reikia iSrinkti N =30 elementy dydzio paprastaja atsitikting imti
be grazinimo. Nustatykime, kuriuo i$ toliau apraSomy metody tai bus
padaryta.

1. Populiacija U ={uy, Uy, ..., Uy50} padalijame { dvi lygias dalis:
Ul ={U1, us, ..., U75} ir U2 ={U76, uzz,..., U150}. Imtj iSrenkame taip: du
elementus atsitiktinai (pavyzdziui, naudodamiesi atsitiktiniy skaic¢iy len-
tele) renkame iS Uy ir viena — iS U, paskui vél du elementus atsitiktinai

renkame iS Uq ir vieng — iS U,. Procesa kartojame, kol sudaroma 30
elementy imtis.

2. I loSimo masing sudedami rutuliukai, sunumeruoti nuo 1 iki 150.
Masing ijjungus, atliekamas rutuliuky iSmaiSymas. Po tam tikro laiko
masina iSridena pirmaji rutuliuka, po to vél rutuliukus iSmaiSo ir iSridena
antraji. Si procediira kartojama, kol isridenama 30 rutuliuky. Kiekviena
karta iSridenus vis nauja rutuliuka, jis néra grazinamas | masina.
Atsitikting imt] sudaro tie populiacijos elementai, kuriy numeriai su-
tampa su iSridenty rutuliuky numeriais.

Sprendimas. Imtj sudarant pirmuoju metodu, populiacijos elemen-
tai, esantys poaibyje Uj, turi didesng tikimybeg patekti { imti, nei tie,
kurie yra i5 U,, nes net 20 elementy imtyje bus i§ pirmosios popu-
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liacijos dalies ir tik 10 — i$ antrosios. Populiacijos daliy dydziai U ir
U, yra vienodi. Taigi, elementy priklausymo im¢iai tikimybés bus skir-
tingos, o tai prieStarauja PAI apibrézimui. Taip pat galima izvelgti pries-
taravimy ir tai salygai, kuria reikalaujama, kad visi elementai imtyje turi
buti skirtingi. Vadinasi, tokiu metodu pageidaujamo tipo imties nesu-
darysime.

Toliau nagrinésime baigtinés populiacijos U ={u, Uy, ...,un}, Ku-
rioje apibréztas (tyrimo) kintamasis y: Yy, Yo,..., YN, parametry verti-
nimo klausima. Pirmiausia tegu vertinamu parametru bus kintamojo y
reikSmiy vidurkis:

1
Hy =ﬁ(¥1+ Y2+t YN)-
Siekdami jvertinti vidurki py, i$ populiacijos U i8rinksime n dy-
dzZio paprastaja atsitikting imti i={i, io, ..., i} ir iSmatave kintamojo y
imties elementy reikSmes: Yigs Yiys oo Vi vidurkj Hy vertinsime imties

vidurkiu:
A 1
My=y=H(Yil+Yi2 +otYi ) (8)

Reikia pazymeéti, kad apraséme tik viena i$ biidy, kaip galima biity
ivertinti populiacijos vidurki. Derinant jvairius imties planus ir skirtingus
ivertinius, gali bliti nagriné¢jamos kitos populiacijos vidurkio vertinimo
schemos. Daug kity schemy yra aptariama literatiiros sarase esanciuose
Saltiniuose.

2 teiginys. Paprastojo atsitiktinio negrqzZintinio émimo atveju
1 Efty =py;
2. Dji —(1—f)i 1 f=n
. Dpy L N’
2_ 1 2 2 2
2=l mmy) ()P O -y
3. Dispersijos jvertinys
a2
Diiy = - )=, 1.
n
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2=, - 92+ 0 - 97 4k 01, - 9)%)

yra nepaslinktasis.
Paaiskinsime kai kuriy simboliy reikSmes. Teiginio formuluotéje

dydis f :% zymi émimo lygj, kuris rodo, kokia populiacijos dalis

patenka | imtj, s? - kintamojo y populiacijos dispersijq, §2 - kintamojo

y imties dispersijq. Be to, PAI atveju §? yra nepaslinktasis dispersijos

s2 ivertinys, t.y. E§2 =2,
Skirtuma 1— f vadinsime baigtinés populiacijos pataisos dau-

gikliu. Lengva pastebéti, kad didéjant imties dydZziui, abu daugikliai
2

1-f ir 2 mazéja, taigi ir jvertinio ﬁy dispersija mazéja. Praktika ir
n

teorija rodo, kad kuo daugiau surinksime informacijos (kuo daugiau
apklausime populiacijos elementy), tuo bus tikslesnés statistinés iSvados,
bet nereikia pamirsti, jog kiekviena apklausa turi savo kaina.

Verta jsidéméti, kad:

e py yrapopuliacijos parametras, nezinoma konstanta;

o ﬁy yra statistika (atsitiktinis dydis). Jos reik§mé priklauso nuo

iSrinktos imties duomenuy;
2
~ S . .
e Dpy =(1- f)— yra taip pat neZinoma konstanta, nes % yra
n

nezinoma populiacijos dispersija;
o dispersija D}ly gali biiti jvertinta, pakeiéiant Sios dispersijos

israiskoje s%i §2;
t
Pastebejus, kad py = Wy nesunku sukonstruoti ir populiacijos sumos

ty=Y1+ Y2 +..+ YN
standartinj jvertinj:

~ N
tyz?()’il"'Yiz +otYi ) 9)
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taikoma PAI atveju.
Nesunku jsitikinti, kad jis yra taip pat nepaslinktasis sumos ty

vertinys. Jo dispersija ir nepaslinktasis dispersijos jvertinys gaunamas
pasinaudojus 2 teiginiu, lygybe fy = Nﬁy bei dispersijos savybe

D(CE)=C*D(¥);
¢ia C — konstanta, & — atsitiktinis dydis.

8 pavyzdys. Vertinamas septyniy jmoniy vidutinis metinis pelnas.
Tuo tikslu isSrinkta paprastoji atsitiktiné negrazintiné triju elementy
(imoniy) imtis. Apklausus Sias imones, paaiskéjo, kad ju pelnas (tiks-
tanciais lity) yra lygus atitinkamai 500, 780, 100.

a) Ivertinkime vidutinj metini jmoniu pelna, gauto jver¢io dispersija
ir variacijos koeficienta;

b) Tare, kad visos populiacijos duomenys yra tokie: 100, 500, 150,
230, 780, 950, 50, apskaicCiuokime tikraja jvercio dispersija ir tikraji
variacijos koeficienta.

Sprendimas.

a) Salygoje duota, kad populiacijos dydis N =7, imties dydis n=3.
Imoniy pelng pazymékime raide y. Vidutinis pelnas — tai Sio kintamojo
vidurkis. Ji vertinkime standartiniu jvertiniu (7):

L1 1
fiy =~ (Y, + i, +Yiy) = (500-+780-+100) = 460.

Pagal 2 teiginj Sio jvercio dispersijos jvertis yra:

a2
Bty =(1- |, 8 =y D2+, ~ 1P+ 0y - 9.
y 7)3 3-171 2 3

Dispersijos ivertinio formuléje apskai¢iuokime nezinomy dydziy reiks-
mes:

y=fi, =460, § =%((500—46O)2 +(780 - 460)? + (100 — 460)?) =116800.
IS ¢ia iSplaukia, kad
Diiy = [1—%116800 = 22247 62.
7) 3

Jei O yra parametro 6 jvertinys, tai $io jvertinio variacijos koeficientas
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cv(é) = Eiée vertinamas pagal formule:

~ ~

cV(0) =%, 0+0.

Sio uzdavinio atveju:

\/Du 1/222476 03,

CV(IJy)

b) Populiacijos kintamojo y reiksmés yra: y; =100, y, =500,
y3 =150, y, = 230, y5 = 780, yg = 950, y; = 50. Remiantis antruoju
teiginiu, ivertinio L tikroji dispersija yra

3
Apskaiciuokime tikraji vidurki py ir tikraja kintamojo y dispersija s

Hy =%(y1 +Yp 4.t Y7) =%(100+500+150+23+780+950+50) =394,29;

3)s? 1
Bt =(1-2J% 2=l 02 ) ot 7 -)2),

= %((100 —394,29)2 + (500 - 394,29) + ...+ (50 — 394,29) ): 126 761,90.
Tikroji {vertinio f1, dispersija yra lygi

Bi, = [1_ gj 126761,90

Ivertinys {1, PAI atveju yra nepaslinktasis. Todel Efy =, ir

=2414512.

variacijos koeficientas

W’ 1/241451 —0239.

CV(Hy)
fy 394,29

2.2. Paprastasis atsitiktinis graZintinis émimas

7 apibrézimas. GrqzZintinis émimas — tai émimas, kai kiekvienas
paimtas ir uZregistruotas émimo vienetas grazinamas | populiacija pries
imant kita émimo vieneta [2]. Jei émimo vienety (elementy) iSrinkimo
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tikimybés yra vienodos, émimas vadinamas paprastuoju atsitiktiniu
grqZintiniu, o §io émimo metu gauta imtis — paprastqja atsitiktine
graqzintine (PAGI).

f f
t f i

* = | imt] patekgs elementas = | imtj nepatekgs elementas

4 pav.: Paprastasis atsitiktinis grazintinis émimas

Pagal viena i§ PAGI i§rinkimo schemy pirmiausia i§ N dydZio popu-
liacijos U = {uy, Uz, ...,un} atsitiktinai su tikimybémis, lygiomis 1/N,
iSrenkamas vienas populiacijos elementas, bet nepaSalinamas i$ popu-
liacijos (pazyméjus ji, jis graZinamas atgal i populiacija). Po to vél i$ tos
pacios populiacijos su lygiomis elementy tikimybémis atsitiktinai iSrenk-
kamas antras elementas ir ji paZyméjus, jis graZinamas i populiacija. Si
procediira kartojama n karty, kol sudaroma n dydzio imtis. Paprastojoje
atsitiktinéje graZintinéje imtyje kurie nors populiacijos elementai gali
pasikartoti kelis kartus (Zr. 4 pav.).

Tegu Vigs Viyson ¥y, Yra kintamojo y reikSmes, atitinkancios pate-

kusius i PAGI populiacijos U elementus. Kintamojo y reik8miy vidurki
vél vertinsime imties vidurkiu

. 1
M’y:;(y.ilsyizs---a Vi, ) (10)

Toliau pateiksime jo pagrindines savybes PAGI atveju.
3 teiginys. Paprastojo atsitiktinio grqZintinio émimo atveju
1 Efy,=ny;
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2
2. Dfiy = (1—%]37

% = Nl 1(()/1 My) +(y2 - My) +. +(YN‘“y))

3. Dispersijos jvertinys
2

~ S 2_ 1 2 2 2
Dy =S, 2=y, - 97+ (0, ~ 97 4+ 0, - 9)7)
yra nepaslinktasis.
Teisingoje lygybeje ty = Npy populiacijos vidurki py pakeitus jo
standartiniu jvertiniu ;fty, gaunamas tradicinis populiacijos sumos jver-

tinys:
~ N
tyzﬁ(yi1+yi2+...+ yin). (11)

Sis jvertinys yra nepaslinktasis, t.y. Eﬁy =py. Jo dispersija ir

nepaslinktasis dispersijos jvertinys gaunamas panaSiai, kaip ir PAI
atveju.

Reikia pastebéti, kad:

e paprastasis atsitiktinis émimas be grazinimo yra efektyvesnis nei
paprastasis atsitiktinis grazintinis émimas, t.y. PAI atveju (kai
n>2) standartiniy vidurkio ir sumos jvertiniy dispersijos yra
mazesnes.

e Kkai populiacijos dydis N yra didelis, o imties dydis n — mazas,

standartiniu jvertiniu (10) ir (11) dispersija abiem atvejais (PAI
ir PAGI) yra panasi.

ASTUNTOJI UZDUOTIS
1. Nagring¢jama 30 studenty populiacija. Nustatykite, ar bus sugene-
ruota paprastoji atsitiktine negrqZintine imtis, jei imties sudarymui

taikysime toliau apraSomus metodus. Atsakyma pagriskite.
a) Imtis sudaroma, parenkant pirmus 6 studentus i saraSo;
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b) Atsitiktinai parinkus skaitmeni, i imtj itraukiami tie studentai,
kuriy telefony numeriai baigiasi §ivo skaitmeniu.

2. Nagrin¢jama 50 studenty populiacija. Nustatykite, ar bus sugene-
ruota paprastoji atsitiktiné grqzintine imtis, jei imties sudarymui
taikysime toliau apraSsomus metodus. Atsakyma pagriskite.

a) Tarkime, kad studenty grupé sudaro 25 vaikinai ir 25 merginos.
Vaikinams priskirkime skai¢ius nuo 1 iki 25, o merginoms —
skaiCius nuo 26 iki 50. Atsitiktinai parinkime keturis skaicius
nuo 1 iki 25 ir keturis skaiCius nuo 26 iki 50. Imtj sudarys Siuos
aStuonis skaicius atitinkantys studentai.

b) Studenty saraso eilés numeriai uzraSomi ant rutuliuky, kurie po
to dedami | déZe¢ ir iSmaiSomi. Pirmiausia i$traukiamas pirmas
pasitaikgs rutuliukas ir studentas, atitinkantis ant rutuliuko
uzrasyta numeri, itraukiamas i imtj. IStrauktas rutuliukas grazina-
mas | déze ir vél iSmaiSius iStraukiamas antras rutuliukas. Stu-
dentas, atitinkantis ant Sio rutuliuko uZrasyta numeri, taip pat
itraukiamas i imti. Rutuliuky iSrinkimo procediira taikoma tol,
kol sudaromas 8 elementy rinkinys (iSrenkama imtis).

3. Nagrinéjamas imties planas, apibréztas 2-ame pavyzdyje. Apskai-
¢iuokite visy Siame pavyzdyje tiriamos populiacijos elementy pri-
klausymo imc¢iai tikimybes.

4. N =10 elementy dydZio populiacijoje U = {us, Uy, ..., Uy} apibréz-
tas kintamasis y, kurio populiacijos reik§més yra: 5, 10, 2, 2, 7, 15,
21, 12, 1, 2. Imties planas apibréZtas taip, kad galimos imtys yra:
i1 = {u1, Up, U3, Ug, Us}, i2 = {Uz, U3, Uz, Ug, Ug}, i3 = {Us, U7, Ug, Ug,
U1o}, ia = {uy, Us, Up}, is = {uy, Ug, U1}, 0 ju iSrinkimo tikimybés:
p(i1) = p(i2) = p(iz) = 1/4, p(is) = p(is) = 1/8. Vertinamas parametras
yra kintamojo y reikSmiy suma:

ty=yi+y2+...+Yi0
Suma ty galima vertinti §iuo jvertiniu:
~ i i Yi
g =ty Yo, Y
T

)
T mj

2 n

96



BAIGTINIU POPULIACIJU STATISTIKOS UZDAVINIAI

10.

Cia mj, — iy -ojo elemento priklausymo im¢iai tikimybe. Patikrinkite,
ar ivertinys fy yra nepaslinktasis (uZzuomina: reikés pagal (2)

formule apskaiciuoti jvertinio vidurkj ir palyginti ji su tikraja sumos
ty reikSme).

Naudodami 4-os uzduoties duomenis ir imties plang bei remdamiesi
SeStu pavyzdziu apskaiciuokite pagal (5) formule ¢ia nagrinejamo
sumos ty [vertinio fy viduting kvadrating paklaida.

Dézgje yra 60 bandeliy su razinomis. ISrinkus 7 bandeliy paprastaja
atsitikting imti, suskaiciuota, kad bandelése yra atitinkamai 19, 25,
27, 30, 25, 35, 35 razinos. Naudodami (8) ivertinj jvertinkite vidu-
tinj raziny skaiciy bandeléje.

Sesiy studenty svoriai (kg) yra tokie: y;=85, y,=60, y3=091,
y4a=T77,y5=179, ys = 80. Vertinamas parametras — studenty vidutinis
svoris
1
Hy =E(Y1+ Y2 +Y3+Ya+ Y5+ Ye).

Sudarykite visas imanomas dvieju elementy paprastasias atsitiktines
negrazintines imtis (kuriy yra Cy ) ir kiekvienai i§ ju standartiniu
ivertiniu (8) jvertinkite vidurki py. Naudodami gautus iverCius,

apskaiciuokite jvertinio dispersija.

Apskaiciuokite 7-0je uzduotyje nagrinéjamo vidurkio jvertinio ﬁly
dispersija remdamiesi 2-uoju teiginiu.

Penkiuy skirtingos konfigtracijos kompiuteriy kainos (€) yra tokios:
500, 1000, 700, 1100, 650. Palyginkite vidutinés kainos jvertinio

(8) dispersija PAI ir PAGI atvejais, kai imties dydis n =3 (uZuo-
mina: naudokités antru ir tre¢iu teiginiais).

Statistiniame tyrime taikomas imties dydis n gali bati apibréztas,
pareikalavus, kad naudojamo jvertinio tikslumo matai (pavyzdziui,
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variacijos koeficientas) tenkinty tam tikras salygas. Raskite papras-
tosios atsitiktinés negrazintinés imties dydi, kuriam esant standar-
tinio vidurkio p jvertinio (8) variacijos koeficientas tenkina lygybe:
cv() =0,05 (nurodymai: 1) pasinaudokite jvertinio variacijos koe-
ficiento apibrézimu; 2) pritaikykite fakta, kad Ep=p; 3) lygti
cv() =0,05 isspreskite n atzvilgiu).
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1.

Su kuriomis parametro m reikSmémis lygties x2 —2mx+m? -1=0
sprendiniai x; ir X, tenkina salyga X; =3, ?

ISspreskite nelygybe

VX+14 > x+ 2.

Raskite funkcija f: R — R, kuriai lygybé 2f(x)+3f(2—-x)= X2
galioja su bet kokiu realiuoju skai¢iumi X.

Staciojo trikampio perimetras lygus 24 cm, o izambiné¢ — 10 cm.
Apskaiciuokite i trikampi ibréZto apskritimo spinduli.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Reiskini x* +2013x? + 2012x + 2013 pertvarkome taip:
x* +2013x% +2012x + 2013 = x* + x3 + x% + 2012(x2 +x+1) - xS +1=

=%+ (x2 +X+1)+ 2012(x2 +X+1)—(x —1)(x2 +X+1) =
= (X2 + x+1)(x? — x+2013).
Ats.: (x2 + X +1)(x2 — X+ 2013).

2. Tegu buvo pagaminta a vienety produkcijos. Prie§ gamybos
patobul?bos patobulinimo i$ a vienety pagamintos produkcijos tik
0,0la vienety yra brokuota. Taigi gamybos brokas sumazéjo
0,05a-0,01a

-100 =80 procenty.
0,05a procentt

Ats.: 80 %.
3. Pagal Vijeto teorema, X; + Xp =6, X;-Xp =1. Todél:

x12 +x§ = (x1+x2)2 — 2%y - Xp =34,

x14 +x§1 = (x12 + x%)2 —2x12 -x% =1154.
Ats.: 1154.
x2—4y2=9, x2—4y2=9, x2—4y2=9,
4, = = =
xy+2y2 =18 2x2 —8y2 = xy+2y2 2x2 —xy—lOy2 =0
X2 —4y2 =9,
- 2 (y = 0. ()
2[% X 10=0
y y

2
Sprendziame lygti 2 (ﬁj X _10-0:
y)
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(ij _1+4/81 1+9, (lj 5 (lj .
Y2 4 4 " \yy 2°\y),

Toliau sprendziame dvi lygcCiy sistemas:

2 _4v2
X -4yt =9, {x2—4y2=9,
5 Ir

X==
2y

Pirmos sistemos sprendiniai yra (5; 2) ir (=5; —2), o antra sistema
sprendiniy neturi.
Ats.: (5; 2), (-5; -2).

X=-2Y.

2xy+6x-y-17=0=(2x-1)y+3(2x-1)-14=0=>

2x-1=1, 2x —1=14,
= (2x-)(y+3)=14 — arba arba
y+3=14, y+3=1,

2x—1=-1, 2x—1=-14, 2x—-1=2,
arba arba arba
y+3 y+

=-14, 3=-1, y+3=7,
2x-1=7, 2X—-1=-2, 2X-1=-7,
arba arba arba
y+3=2, y+3=-7, y+3=-2.

Antra, ketvirta, penkta ir septinta lygCiy sistemos sveikuyju
sprendiniy neturi. Pirmos, tre¢ios, $estos ir astuntos lygc¢iu sistemos
sprendiniai yra atitinkamai (1; 11), (0; -17), (4; -1) ir (-3; -5).

Ats.: (1; 11), (0; -17), (4; -1) ir (=3; -5).

. Tegu a, b, cir d yra keturi skaitmenys ir a>b >c >d. Jeigu d =0,
tai

10477 = abcd + dcha =1000a +100b +10c + d +1000d +100c +
+10b+a=11(91a+10c+10b+91d).
Taciau 10477 nesidalija i§ 11. Vadinasi, turi bati d =0. Toliau:

10477 = abc0+ cOba =1000a +10b +10c +1000c +10b+a =
=1001a +110b +1010c = 10 (100a +11b+101c) +a.

IS ¢ia iSplaukia, kad a =7 ir 11b+101c = 347. Taigi c=3, b=4.
Ats.: 7,4, 3,0.
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7. Tegu m, n ir p yra nattralieji skaiiai ir m>n2>p. Tada
(m=n)+(m-p)+(n—p)=2(m-p). Kadangi n>1 p=1 ir
m+n+ p =100, tai m<98. Vadinasi, 2(m—p) <2 (98-1) =194.
Lygybé galima tik tada, kai m=98, n=1 p=1.

Ats.: 194,

8. I8 virSunés B nubrézkime auksting BE (1 pav.). Kadangi £C =30°,
kad ZEBD=60° ir EB =%BC =DB. Taigi trikampis EBD yra

lygiakraStis.  Tuomet  /EBA= ZEBB-/ADB=60"-45" =15,
Z/CAD =45" -30° =15". A
Vadinasi, ADEA - lygiaSonis trikam-
pis ir ED =EA=EB. Taigi ABEA

yra statusis lygiaSonis trikampis.
Todél

/EBA=45", /A=45°, A3
/B=/EBC + /EBA=60° + 45° =105". 1 pav.
Ats.: 45° 105°.

45°

9. Tegu didZiojo skritulio spindulys
R, o mazesniyjy f ir rp (rp>n). 0,
Aisku, kad 2r=2r+2r,. I§ cia
rn+r, =R. leSkoma plota pazy-

A B

mékime S ir skai¢iuokime taip:
Sanz—nrlz—nrzz = 0O,
=n(n + r2)2 - nrl2 - nr22 =271nr,.

Kadangi OC=R-2r, =1, —1, tai
i$ staciojo trikampio ACO gausime:

2 pav
2 2
2 a 2 a
R+0) == +(rh-n1)°, = [ =—.
(n+12) (Zj (p—n) 12=75
Taigi
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na2

Ats.; —.
8

10. Tegu Oy, Oy, O3 — rutuliy centrai, o O;A=r, O,B=rn,
O3C =r3 —ju spinduliai, 1, > r3 > r,. Pagal uzdavinio salyga
0102 = I‘l + r2, 0203 = I’2 + r3, 0103 = rl + r3.

3 pav.

IS taSko O, nubrézkime statmenj | AO; ir COz: O,A L AOy ir
O3C1J_CO3, o0 iS tasSko 03 — statmenj O3A2 1 AOl Aisku, kad
OzAg_ =C, OZC1 =a ir 03A2 =b; be to, OlAg_ =R -, OgCl =30
ir OjAy =r, —r;. Tada (pagal Pitagoro teoremaq) i§ staciojo tri-
kampio O;AO, gauname lygybg (n + r2)2 =(n- r2)2 +c2, i3
statiojo trikampio 03C,0, — lygybe (r, +13)? = (3 —1,)2 +a’, o
i§ statiojo trikampio Og3A,0; — lygybe (K +13)% = (1 —1;)? +b?.
Atlike veiksmus, i$ ju gauname trijy lygciy sistema
anr, =c?, 4rr;=a®, 4nr =b?
SprendZiant ja tikslinga visas lygtis sudauginti ir apskaiciuoti

sandauga nror3. Gautume, kad rror; :%m. Tada lengva rasti visy
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triju rutuliy spindulius:

172a" 2 ' ? 2¢
bc ac ab
AtS.. rn=—, I, =—, I =—,
1792a" 2 2 ¥ 2

Pastaba. Kai trikampis ABC yra lygiakrastis, t.y. a=b=c,
rutuliy spinduliy ilgiai yra lygiis pusei trikampio krastinés ilgio.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Kadangi D= p2 +4-.2013> 0, tai visy kvadratiniy trinariy Saknys
yra realios. Tegul trinario y = X2 + px —2013 3aknys yra X ir X,.
Pagal Vijeto teorema, X; + X, =—p. Taigi visy trinariy Sakny suma

lygi
50+49+..+2+1+0+ (-1 + (-2) +...+ (-50) + (-51) +...+ (-100) =
—_(51+52+..+100) = — 227100 56 _ 3775,
Ats.: =3775.

2. Tegu kvadratinés lygties 2x* —3ax —2 =0 sprendiniai yra ¥, ir X,
(jie realieji, nes D= 9a% +16 > 0). Pagal Vijeto teorema, X + X, = 3?&,

X1 - Xo =—1. Kadangi

9a’ 5. (-1
1 1 X+x3 (q+X)°-2x% a4 (D 9a2 48
2t 27 2.2~ 2 - 2 4
XOXg XX (%1 - X2) -1

9a%+8

=11. IS ¢iarandame a; a=-2 arba a=2.

tai (pagal salyga)
Ats.: =2 2.
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3. Kvadratinés lygties px2+pqx—+q=0 sprendiniai yra realieji

skaiCiai, kai p2q2 —-4pg=>0,t.y. kai pg=4. Tegu sveikieji
skaiCiai x; ir X, yra Sios lygties sprendiniai. Pagal Vijeto teorema,

X +Xo=—0, X -Xo -4 Kadangi skaiéiai p ir g yra pirminiai, o
p
X, -Xo — sveikasis skaiCius, tai p=0q. Taigi X -Xp,=1. I§ Cia

iSplaukia, kad X =x,=-1, nes x+x,=-0<0. Taigi
q=—(X+X)=21ir p=2.

Ats.: p=2, q=2.

. Kvadratinés lygties kx? —3(k +1)x+ 2k +7 =0, k =0, sprendiniai
yra teigiami, kai:

D=9k +1)%-4-k(2k+7)>0, |k?®-10k +9>0,
x1+x2:3(k+1)>0, _ 3(k+1)>0, N
k k
xl-x2:2k+7>0 2k+7>0
k k
f(k—l)(k—9)20, k<larbak>9,
~ T+1>O, ~ <k <-larbak >0,
2k +7 k<—zarbak>0.
" >0 2
Kiekvienos nelygybés sprendinius pavaizduojame grafiskai:
L7~ k
01 9
W k
-1 0
et > k
_ 0
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Remdamiesi grafikais, nustatome, kad
k e(—oo; —%)u[O;l]u[Q; +o0).

Kai k=0, turime lygti —3x+7=0, kurios sprendinys yra
teigiamas.

Ats.: ke(—oo;—%ju[o;l]u[&-i-oo).

5. Tegu X = 2+44/3, Xo = 2-43. Kadangi
X +X =4, X% =(2+4/3)(2-+/3) =1,

tai (pagal atvirksting Vijeto teorema) X; ir X, yra kvadratinés
lygties x2 —4x+1=0 sprendiniai. Reikia apskaiciuoti S; = X17 + XZ
reikme. Remsimés (3) formule. Siuo atveju turime: a=1, b=-4,
c=1 Sp=2, S =4. Todel

Sy =—(-4-51+1-Sp)=—(-4-4+2) =14,

S3=—(-4-S5p +1-5;)=—(-4-14+1-4) =52,

Sp=—(-4-S3+1-Sy)=—(-4-52+1-14) =194,

Sg =—(-4-194+1.52) =724,

Sg=—(—4-724+1-194) = 2702,

S7; =—(—4-2702+1-724) =10084.

Ats.: 10084.

6. Pagal Vijeto teorema, X+ Xp+X3=1 X -Xo+ X X3+ Xo-X3=0,
X - Xp-X3=1. Kadangi y; =1-%;, Yp=1-Xp, y3=1-X3, tai
y1+y2+y3=3—(X1+X2+X3)=3—1=2,
Y- Yo+ Y1 Y3+ Y2 Y3 =[1-x)A- %) + QX )A-X3) +
+ (LX) = %3) =3—2(Xg + Xp + X3) + X Xo + X X3 + XoXg =
=3-2-1+0=1,

Yi-Y2-¥3=(1=x)1-x2)(1-x3) =
=1— (X + Xp + X3)+ (X Xg + Xy X3 + XpX3) — X XpXg =1-1+0—-1=-1.
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Pagal atvirkSting Vijeto teorema, Yyp, Y, ir ys yra lygties
y3 —2y2 +y+1=0 sprendiniai.
Ats.: y—2y? +y+1=0.

7. Tegu X, X, X3 — lygties sprendiniai. Pagal salyga, X =0x,

X3=( 2X1 (g — geometrinés progresijos vardiklis).
Pagal Vijeto teorema, gauname:

3 3
X1+X10I+X1q2=§1 x1(1+q+q2):§,

k k
X0+ xa0® +xa’ =2, ~ xfargea®) =2, ~

X %0 %92 =-1 (xqq)® =-1
3
Ma+q+q5=§,
2.k
~ —&a+q+q)=§,
Xq=-1.

IS pirmos ir antros lygc¢iy randame k =-3.

Sprendziame lygti 2x3 —3x%2 —3x+2=0. Nesunku pastebéti,
kad x=-1 yra Sios lygties sprendinys. Daugianari
2x3 —3x% —3x+2 dalijame is x +1:

2x%-3x*-3x+2 | x+1
2x3 + 2x? 2x% —5x+2
—5x? —3X
—5x? —5X
2X+2
C2x+2
0
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9.

Taigi lygti 2x° —3x% —3x+2 =0 galima uzradyti taip:
(x+1)(2x* —5x +2) = 0.

Lygties 2x% —5x+2=0 sprendiniai yra x=% ir x=2.
Vadinasi, lygties 2x3 - 3x% —3x+2=0 sprendiniai yra: -1; 1; 2.
2
Ats.: k =-3; sprendiniai: —1; %; 2.

Tegu X+y+2zZ=p;, Xy+XzZ+Yyz=py, Xyz=p3. Pagal atvirkSting
Vijeto teorema, skaiiai X, Yy, 2z yra kubinés lygties
t3 - p1t2 + pot — p3 =0 sprendiniai. Spresdami lygéiy sistema gau-
name: p; = p3, P =11. Tuomet

S,=pi—2py=pt-22= pf —22=14.

(P, =6 (p), =-6=(p3), =6;(p3), =—6.

Taigi p3 =6 arba p3=-6.

Spresime dvi kubines lygtis:

a) t3-6t2+11t—-6=0=>t =1t,=2;t;=3.

b) t2+6t2+1lt+6=0=t; =—1Lt, =—2;t3 =—3.

Taigi lygciy sistemos sprendiniy (X; Y; z) aibg sudaro visi Sesi
galimi trejeto (1; 2; 3) perstatiniai ir $eSi trejeto (-1; —2; =3)
perstatiniai.

Ats.: (1;2;3), (1;3;2), (2,1;3), (2;3,1), (3,1;2), (3;2;1),
(-1,-2;-3), (-1,-3;-2), (-2,-1;-3), (-2;-3;-1), (-3;-1;-2),
(-3;-2; -1).

Tegu X+y+z=p, Xy+XZ+Yyz=py, Xyz=p3. Apskaiiuosime

P1, Py ir p3 reikSmes.

Kadangi pj=1 p;=-4, tai taikydami sarys$i Sz = pf -3pp2 +3p3

gauname, kad

_ S pP+3ppp _1-1+3(-4) _
3 3

-4,

P3
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Vadinasi, X, y, z yra lygties -t —4t+4=0 sprendiniai.
Pastebéje, kad t =1 yra Sios lygties sprendinys, panaSiai kaip 8
uzdavinyje randame ir kitus du jos sprendinius: t=-2 ir t=2.
Taigi lygéiy sistemos sprendiniai yra: (1;-2;2), (1;2;-2),
(-2,1;2),(-2;2;1),(2;-2; 1), (2; 1; -2).

10. Tegu lygties sprendiniai yra x; =X, ir x3 = X4. Pagal Vijeto teore-

ma, (Zr. (3) formules) gauname:
2X1 + 2X3 = 10,

x12 + 4% X3 + x§ =37,

2x12x3 + 2x1x§ =-p,

2.2
X' X3 =Q.

I§ pirmyjy dviejy sistemos lyg¢iy randame: ¥ =2, X3=3 arba
X =3, Xg=2. [raS¢ Sias reikSmes | paskutinigsias dvi sistemos
lygtis gauname, kad p =-60; q=36.

Ats.: p=-60; q=36.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. Staciojo trikampio ABC plotui S turime lygybes (1 pav.)

Szlabzlc-CH,t.y. ab=12c. <
2 2
Kadangi a2 +b? =c?, b a
0 a+b+c=60, tai turime
e . H
lygéiuy sistema ab =12c, A C B
a’+b%=c? a+b+c=60. 1 pav.

Lygybés a+b=60-c abi puses pakeliame kvadratu. Gauname

a?+b? +2ab=3600-120c+c? t.y.  c?+24c =3600-120c+c?.
I§ ¢ia ¢ =25. Tuomet a+b =35 ir ab=300. Is iy lygciy randame
a=20, b=15 arba a=15, b=20.

Ats.: 15, 20, 25.
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2. Tarkime, kad staciojo trikampio ABC aukstiné CH dalija izambing {
dalis AH =b', HB=a' ir c
a'> b' (2 pav.). Kaip seka i

uZdavinio salygos E—_
Y a ¢’ b a
il 2 ]
ty. —b'c.
y. (@)°=b'c A H .
Bet kaip zinome b'c=b?.

9 2 pav.
I§ cia seka (a')2=b, t.y.

a'=b. Kadangi b2:b‘-c:(c—a‘)c:(c—b)c,tai b2 +bc—c? =0.

Sios lygties teigiamoji 3aknis b = E(—1+ \/g) Kadangi

a’?=a'c=hc= ( 1+\/_) tai a—T\/ﬂ ir
1 c?
S=—ab——T( 5_1}5- —71/ - T 8516 =
:i J5-2
2

Ats. sz% J5-2.

3. Tarkime, kad staciojo trikampio perimetras a+b+c=60x, o api-
breztojo apskritimo spindulys R =13x. Tuomet c¢c=2R=26x ir
a+b=60x—-c=34x. Keldami S8ia lygybe kvadratu turime
a?+2ab+h? =c?+2ab=342x2. 13 &ia 2ab=342x%-26%x? ir
ab = 360x°. Spresdami lygéiu sistema a+b =34x, ab = 360x°,
turime a = 10x, b = 24x, arba a = 24x, b = 10x. Tuomet ¢ = 26X

12

ir smaili kampuy sinusai lygus i bei —
uju pu yg 13 13

.5 .12
Ats.: arcsin—, arcsin —
13 13
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4. Sakykime, kad atkarpos AL ir AK yra trikampiy AEF ir AED
aukstines, nubreztos i krastines EF ir ED (3 pav.). Kadangi
trikampio AEF plotas lygus ketvirtadaliui trikampio DEF ploto, o ju
kraStinés EF sutampa, tai aukstiné AL lygi ketvirtadaliui trikampio

DEF aukstines, t. y. AL =%DE =% f.

F
D
3 pav.

AnalogiSkai AK =%EF =%d. Tuomet

DE-KE=DE-AL=DK, tYy.

DK:%f, FL:EF+EL:EF+AK:%d.

5 statiujy trikampiy KAD ir AFL turime %d2+%f2:m2,
§d2 +i f2-n2, IS ¢ia randame
16 16
d2=9n2—m2 f2=25m2—n2.
14 14

I8 staciojo trikampio ALE gauname:

2 2
AE2= A2 LEZ = L (@24 £2), Ap =[O
16 28
2 2
Ats.: ﬂ.
" 28
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5.

IS trikampiy ACH ir ABC panaSumo (4 pav.) iSplaukia, kad i juos
ibrezty apskritimy spinduliy santykis lygus ju krastiniy santykiui,
t.y. LN C

r c
Analogiskai 1§  trikampiy
BCH ir ABC panaSumo

gauname r,
jyant B
2_2_sinzA H ¢
rc 4 pav.
Kadangi

sin / A+ cos? ZA=1

. I’12 I’22 2 2
tai —2=—2=1, ty. r=4f +r5.

r- r
Ats.: wlrlz + r22.

Sakykime, kad ties¢ CR kerta
krasting AB taske P (5 pav.).
Kaip jrodyta atkarpos BC ir BP
yra lygios, t.y. trikampis PBC
lygiasonis. Ties¢ BS yra jo A B B
kampo B pusiaukampiné, taigi
jiyrajo auksting, t. y. tiesés BS
ir CR yra statmenos.

Ats.: 90°. C

5 pav

Kaip irodyta 4 pavyzdyje
tiesés LT ir BC lygiagrecios,
tiesés LS ir AC lygiagrecios.
ZSLB=/A, ZALT =/B, H L
0 6 pav

/TLS =180° — Z ALT — /BLS =
180° — (£ A+ £B)=90°.

Ats.: 90°.
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8. Jei AC = b, BC = a, AB = ¢, C
p=%(a+b+c), kai trikampio N
ABC plotui S yra teisinga lygybe
S =1p, Cia r=IM - jbrezto | p B
trikampi ABC apskritimo spin_ M
dulys. Jei taskuose N ir P jbreztas 7 pav.

i trikampj apskritimas liecia statinius AC ir BC (7 pav.), tai CN =
CP=r, AM=AN=b-r, MB=BP=a-r, iris lygybés S = rp
turime

S:%r(a+b+c)=%r(BM +r+AM +r+AM + BM) =r(BM + AM +r).

Kita vertus i$ Pitagoro teoremos AB? = AC%+BC? seka

(AM + MB)2 = (AM +1)2+(BM +1)2. Pertvarkome ir gau-
name:

2AM -BM =2r2 + 2r(AM + BM),
ty.
AM -BM =r(r + AM + BM) =S.
Todél S = AM -BM =65.
Ats.: 65.

9. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC statinis AC = 4, atkarpa CH
— aukstine, statinio CB projekcija jZambinéje
BH = 1,8 (8 pav.) takas | — jbrézto i trikampi
apskritimo centras, taskuose M, N ir P Sis
apskritimas lie¢ia krastines BC, AC ir AB.
Pazyméje AH = X, i§ trikampiy ABC ir ACH
panasumo turime

AB_AC iy ACZ=AB-AH,
AC AH 8 pav.
arba 16=(x+18)-x. Kvadratinés lygties

X2 +18x+16=0 teigiamoji Saknis yra x =3,2. Tuomet

AB=x+18=4, BC=yAB2_-AC? =3,

ir jbrézto { trikampj ABC apskritimo spindulys
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10.

AC+BC-AB _

Kadangi keturkampis CMIN — kvadratas, tai ieSkomasis atstumas Cl
yra jo istrizainés ilgis, t. V. V2.

Ats.: \/E

Kaip irodyta teorinéje medziagoje, jei taskai T ir S yra { trikampius
ACH ir BCH ibrézty apskritima centrai, tai tieses CT ir CS jZambing
AB kerta taSkuose P ir Q, be to AQ = AC, o BP = BC. Tuomet
(9 pav.)

PQ = AQ - AP = AC — (AB - BP) = AC — (AB —CB) =

—~AC+CB-AB=b+a—va2+b?.

ab

Kadangi trikampio SPQ aukstiné CH =————, tai trikampio
[L2 2
a“+b
SPQ plotas lygus
ab(a+b— a2+b2)
2\/a2+b2 S
Ats.: T
A . .
ab(a+b— a2+b2) P H Q B
9 pav.
2\/a2+b2

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Lygti \/x2 +9 —\/x2 —7 =2 pertvarkykime taip:
\/x2+9 =\/x2—7 +2.

Abi gautos lygties puses pakelkime kvadratu. Gausime:
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X+ 9+x2 =T —24/(x%2+9)(x2 -7) =4,
2x2—2=2\/x4+2x2—63,

(x2-1)? =x* + 2x% - 63,
4x*-64=0,

x* = 16,

X =24,

Abu Sie sprendiniai priklauso lygties apibrézimo sri¢iai.
Ats.: —4; 4.

2. Lygti \/3X+4 +\/2X_4 =3 pertvarkome taip:
X X

3+£+ 2—i=3.
V x \ X
1

Pazymékime: y=—. Gauname lygti \/3+4y +\/2—4y:3.
X

Pertvarkome taip: /2—4y =3—,/3+4y. Abi Sios lygties puses ke-
liame kvadratu ir gauname: (/2—4y )% = (3—/3+4y)?,
2—-4y=9+3+4y-643+4y ,

6,3+4y =10+8y |:2

3/3+4y =5+ 4y,

9,/3+4y =25+ 40y + 16y?,

16y* + 4y -2 =0,
8y’ +2y-1=0,
M SV |
1 2! 2 4

: : . 1.
Griztame prie pazyméjimo y=— ir gauname, kad x; = — 2,
X

X2 = 4. Abu Sie sprendiniai tenkina nelygybe
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3Xx+4 2X—4

>0 ir >0.
X X
Ats.: -2; 4
[x?+8x-20 | x?+x-6 25 o
3. Lyagties 5 +1— =— kvadratinius trinarius
X +X—-6 X“ +8x—-20

iSskaidykime dauginamaisiais. Gausime lygti

(x—2)(x+10) N (x=2)(x+3) _ 25
(x-2)(x+3) | (x-2)(x+10) 12’

0 18 jos (turédami mintyje, kad X #2) — lygti
\/x+10 +\/ x+3 25
x+3 \x+10 12

. .. [x+10
Pazymeéje .|[—— =t, gauname:
X+3

14122 12 25t112-0=t=2 abat=2.
t 12 4 3

Griztame prie pazyméjimo t = ‘/ X+1§ ir gauname, kad x =6 arba
X+

x =-19. Abu sprendiniai tenkina prading lygti.
Ats.: -19; 6.

4. Lygti Vx+2-3%3x+2 =0 uzradykime pavidalu vx+2 =3%/3x+2,
tada abi jos puses pakelkime SeStuoju laipsniu. Gausime:
(Wx+2)® = /3x+2)°,
(x+2)° = (3x+2)?,
X+ X+ 12x + 8= 9x° + 12x + 4,
xX*-3x%+4=0,
X+ X2 —4x°+4=0,
X(x+1)-(4x*-4)=0,
X*(x+1) - 4(x - 1)(x +1) =0,
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(x+1)(x*—4x+4) =0,
(x +1)(x—2)*=0.
Matome, kad x; = —1 arba x, = 2. Siuos sprendinius jrase i prading
lygti, gauname teisingas lygybes.
Ats.: -1; 5.

5. Abi lygties \/x+2\/x—1+\/x—2\/x—1:x—1 puses keliame
kvadratu ir gauname:

X+ 24X —1+ X = 24/X —1+2x? —4(x 1) = X’ — 2x +1,
2X+2VX2 —4x+4 = X2 - 2x +1,

VX2 —Ax+4 = X2 —4x +1,

24(x=2)% =x2—4x +1,

X—220, x=2,
2(x — 2) = X* — 4x +1,

) x* - 6x +5 = 0.
Sios lygties sprendiniai yra 1 ir 5, bet prading lygti tenkina tik 5.
Ats.: 5.

6. Abi lygties +/x+1+ +4x+13 = \Bx+12 puses keliame kvadratu ir
gauname:

(«/x+1+\/4x+13)2 =(+/3X +12)2,
X+ 1+4x+13+2,/(x+1)(4x+13) =3x + 12,

244x% +17x+13 =-2x -2,
Vax% +17x +13 = —x— 1.

Abi pastarosios lygties puses taip pat keliame kvadratu ir gauname:
2
(\/4x2 +17x +13) =(-x-1)?,

Ax% +17x+13= X2 +2X+1,
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x? +-5x+4=0.
Gautos kvadratinés lygties sprendiniai yra -1 ir —4, bet tik -1
yra pradinés lygties sprendinys.
Ats.: -1.

7. Pazyméje t=1x +32, gauname kvadratine lygtj t* — 2t — 3 = 0,
kurios sprendiniai yra -1 ir 3. Kai t = -1, tai lygtis Yx?+32=-1
sprendiniy neturi. Kai t = 3, tai

Yx?+32=3 = x?+32=81 = x* =49 =x=-Tarbax="7.
Abu sprendiniai tenkina prading lygti.
Ats.: —7; 7.

8. Pirmas atvejis. Jei 3 - 2x <0, tai pradiné nelygyb¢ ekvivalenti
nelygybiy sistemai
3-2x<0,
AV2-x>0,

kurios sprendiniai sudaro intervala (1,5; 2 ].

Antras atvejis. Jei 3 — 2x > 0, tai pradiné nelygybé ekvivalenti
nelygybiy sistemai

{3—2X20,

AJ2—-X2=3-2X.

Ja sprendziame taip:
3> 2X, x <15,
= =
(W2-x)? > (3-2x)? 2—Xx>9-12x+4x?

x<15, X <15,
= ) = = xe[115].
4x° -11x+7<0 (x-1)(x-1,75) <0.

Taigi pradinés nelygybés sprendiniy aibé yra
(15:2]u[1;1,5] =1 2].
Ats.: [1; 2].
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X
4/15-x
3-X< 415-X.

Jei 3-x<0, tai $i nelygybé ekvivalenti sistemai
3—-x<0,
3-X<A+15-X,
0 jei 3—x >0, tai ji ekvivalenti sistemai

3-x=0,
15-x>0,

3-X<4/15-Xx,

9. Kai x=#15, nelygybé

<1 ekvivalenti nelygybei

Jas sprendZiame taip:

) 3-x<0, 3-x>0, X >3, X >3,
= = = =
3-x<415-X 3—x<415-x 15-x>0 x <15

= Xe(3;15);

3-x2>0, X <3,
2) 115—x>0, = x <15, =
3-x<+15-x (B-x)2 <(W15-x)?
X<3, X<3,
= x <15, = x<15 =
9-6x—x%<15-x x2 —5X—6<0
X <3,
= x<15, = xe[-13].
(x+1)(x-6)<0

Taigi pradinés nelygybés sprendiniy aibé yra
[-1; 3]V (3;15) = [-1, 15).
Ats.: [-1; 15).
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10. Pazyméje t=+/2—X, gauname nelygybe %—t<2. Tada spren-

dziame sistema

i—t<2,
t
t>0
ir gauname:
2 JR
t +2t—4>0,: t<-1-+5, arba t>-1++5 = t>+/5-1,
t>0 t>0

Toliau sprendZiame nelygybe +2-X > V-1, pakeisdami ja
ekvivalencia nelygybiy sistema:

2—x>0, X<2, X<2,
{(\/ﬂ)z>(\/§—l)2 :{2—x>6—2\/§ :{x<2\/§—4 -
= X (o, 2/5 - 4).
Ats.: (—oo; 2\/5—4).

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Ats. Tai padaryti galima, pavyzdziui, tokiu budu: imame 1 ir
padauging ji i§ 5 gauname 5, toliau 5 dar karta padauging i§ 5
gauname jau 25, o tada, kadangi skirtumas tarp tikslo skaiciaus 100
ir turimo skaiius 25 yra 75 ir jis dalijasi i§ 3, nuosekliai pridédami
po 3 anksciau ar véliau gausime skaiciy 100.

2. Nuosekliai pildome lentele ,,brisdami atgal. Pirmiausiai i lentele
iraSome galutinio pasiektojo ,,idealios lygiavos biisenos* duomenis:

Aloyzas Edmundas Kasparas Leonas

16 16 16 16
Paskutiniuoju geradariu buvo Leonas: jis ka tik padvigubino
kiekvienam jo prie§ tai turéty kriauSiy skai¢iy, vadinasi, Leonas i$
savy iStekliy davé Aloyzui, Edmundui ir Kasparui po 8 kriauSes.
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Todél jis isdalijo 8 + 8 + 8 = 24 kriauses i§ savo prie$ tai turéty
16 + 8 + 8 + 8 =40 vaisiy. Todél prie§ paskutini kriausiy padau-
ginima, kurio vardas ,,a$ tave padvigubinsiu“ padétis buvo buvusi
tokia:

Aloyzas Edmundas Kasparas Leonas
16:2=8 16:2=8 16:2=8 16+8+8+8=40

Toliau lygiai taip pat tgsiame lentelés retrospektyva: priespaskutinis
geradarys buvo Kasparas — jis davé kiekvienam po tiek pat, kiek pas
ji maté, arba Leonui 20, o Aloyzui su Edmundu — po 4 kriauseés.
Todél jis i8dalijo 20 + 4 + 4 = 28 kriauSes, pries tai turédamas ju
8 + 28 = 36. Todé¢l pries prieSpaskutini veiksmuy ,.kriausiy busena“
buvo tokia:

Aloyzas Edmundas Kasparas Leonas
8:2=4 8:2=4 8+28 =36 140:2=20
Belieka baigti pildyti lentele i§ karto surasant abiejy pirmuyju
veiksmy rezultatus, suprantama, atvirkscia eile:

Aloyzas Edmundas Kasparas | Leonas

4:2=2 4+4:2+36:2+ [36:2=18 |20:2=10
+20:2=34

2+34:2+18:2+ | 34:2 =17 18:2 =9 |10:2=5

+10:2=33

Ats. Pacioje pradzioje Aloyzas turé¢jo 33, Edmundas - 17,
Kasparas — 9, 0 Leonas — tik 5 kriauses.

Kadangi buvo isdalytos 418 kriausiy kiekvienam duodant po 2, tai
tris kartus ilgéjusioje eiléje galiausiai buvo 418 : 2 = 209 vaikai.
Todél prie§ paskutini: ,,visy tarpy uzpildyma zmonémis“ vaiky
turéjo bati 105, pries prieSpaskutini tarpy uzpildyma — 53, 0 i$ pat
pradZiy — 27 vaikai.

Ats. Eiléje i§ pradziy stovéjo 27 vaikai.

Formulé ta pati — jei i$ pradziy eiléje stovi n + 1 vaikas, tai po
pirmojo visy tarpy uzpildymo vaiky bus 2n + 1, po antrojo — 4n + 1,
o po treéiojo — jau 8n + 1. Kadangi kiekvienam davé po 2, o isdalijo
418, tai 2(8n + 1) = 418, 16n + 2 = 418, 16n = 416, n = 26 ir
n+1=27.
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4. Pirmasis pirmojo zaid¢jo ¢jimas, laikantis Zaidimo taisykliy, yra
vienintelis — jis privalo pridéti 1 palikdamas lentoje 3. Tada, kad ir
ka bedaryty antrasis zaidéjas, pirmasis Zaidéjas savo antruoju &jimus
jam visada galés palikti lentoje 7, véliau 15, dar toliau 31, 62, 125,
250 ir 500. Radgs 500 antrasis zaidéjas gali daryti, ka tinkamas, bet
po jo &jimo pirmasis zaid¢jas tikrai galés lentoje parasSyti iSsvajotaji
1000.

UZzdavinio esm¢, kaip regime, gliidi paprastame pastebéjime:
jei zaidéjas vienu savo éjimu palieka kitam skaiciy N, tai sekanciu
savo ¢&jimu jis savo varzovui gali palikti arba skai¢iy 2N, arba
skai¢iy 2N + 1 — ziGrint kaip parankiau.

5. Laimi pirmasis zaidéjas, o jo strategija gali buti tokia: i§ lentoje
esan¢io skaifiaus jis turi atimti toki 2 laipsnj, kad sumazéjgs
skaicius biity skaiciaus 3 kartotinis. Taip pirmuoju zingsniu jis gali
atimti 1, 4, 16 arba 64. Kadangi joks skaiCiaus 3 kartotinis néra
dvejeto laipsnis, tai antrasis zaidéjas savo pirmuoju &jimu
atimdamas dvejeto laipsni ta palickamo skai¢iaus dalumag i§ 3 vél
»pazeis® tada pirmais vél ji atstatys ir taip elgdamasis jis visada
laimés, kad ir ka bedaryty antrasis zaidéjas.

Ats. Pirmasis Zaidéjas laimi laikydamasis strategijos po savo
¢&jimo palikti lentoje skaiciaus 3 kartotini..

6. Skaiciaus 3, 5, 7 ir 9 bendras maziausias kartotinis yra 5 -+ 7 - 9 =
315, todél jeigu nebiity atsakymo keturZzenklumo salygos, tai atsa-
kymu biity trizenklis skai¢ius 315 — 2 = 313. Dél keturZenklumo
salygos atsakymas bus skaicius 315 + 315+ 315+ 315 -2 = 1258.
Jonas maZziausiai galéjo buti pagamings 4 - 315 — 2 = 1258 apsus.

Ats.: 1258 apsus.

7. Jeigu mokytojas Gutenbergas duodamas viena deSimtadali likusiy
knygu ir dar devynias knygas sugeba, kaip nurodyta, iSdalinti
viska, kas buvo like, tai tada tos 9 knygos ir yra kiti devyni
deSimtadaliai to, kas dar buvo like. Tai jei devyni deSimtadaliai
liku¢io yra devynios knygos, tai deSimt deSimtadaliy arba visas
likutis yra lygiai 10 knyguy. Kadangi aStuntajam mokiniui jis davé
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10.

deSimtadalj likucio ir dar 8 knygas, vadinasi ir antrajam jis davé taip
pat 10 knygy ir taip jiems visiems. Taigi i§ viso buvo 90 knygy.

Tikrai, jei i§ viso yra 90 knyguy, o pirmajam mokytojas duoda
desimtadalj ir dar viena knyga, tai pirmajam jis tikrai duoda 9 + 1
arba 10 knyguy, antrajam jis duoda desimtadalj nuo likusiy 90 — 10,
arba jau 80 knygy ir dar 2, o tai vél yra 10, nes tai juk tikrai 8 + 2,
panasiai tre¢iajam klitina 7 + 3, ketvirtajam 6 + 4, penktajam 5 + 5,
SeStajam 4 + 6, septintajam 3 + 7, aStuntajam, kaip jau nurodyta, 2 +
8 ir galiausiai devintajam 1 + 9 = 10.

Ats. Mokytojas Gutenbergas per vakarykscia diena iSspausdino
90 knygu.

Jeigu septintame eZere sutiipé pusé dar tebeskrendanciy Zasy ir dar
pusé Zasies ir jau nieko nebeliko, tai iki 7-0 eZero priskrido lygiai 1
zasis. Tada iki SeStojo ezero turéjo sugebéti priskristi 3 Zasys, nes
tik taip jame gali nutGpti pusé zasy, dar pusé zasies ir dar pasilikti
viena skristi link 7-to eZero. Lygiai taip pat iki 5-to eZero turéjo
priskristi 7 zasys, iki 4-to eZero — 15, iki 3-io eZero — 31, iki
2-0 — 63 ir, galiausiai iki pirmojo ezero ju turéjo biiti 127.
Ats.: IS viso buvo 127 Zasys.

Jonas niekaip negalés sugebéti jvykdyti Justo pageidavimo, nes
jeigu jis galéty ivykdyti Justo pageidavima, tai juy visy paskutiniai
skaitmenys biity skirtingi ir todél visy 10 skai¢iy suma baigtysi
skaitmeniu 5, nes tokiu skaitmeniu baigiasi visy skaitmeny suma
0+1+2+43+4+5+6+7+8+9,kuri yra 45.

Taciau, kita vertus, dviguba visuy skaiciy nuo 1 iki 10 suma yra
110 ir jokiu 5-tu baigtis negali.

Ats. Jonas negali ivykdyti Justo pageidavimo.

Irodysime, kad bet kuriy triju ratuku apie apskritima suraSyty skai—
¢iu suma negali bti nedidesné uz 14. Tada, suprantama, jis negalés
bti nedidesné ir uz 13.

Tarkime, kad galima 10 skaitmeny 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9
surasyti ratuku taip, kad bet kuriy trijy i§ eilés einané¢iy skai¢iy suma
yra nedidesné uz 14. Tada taip suraSius kaZzkur yra paraSytas O.
Atmetus 0, licka dar 9 skaiciai, kurie sudaro 3 trejetus, kuriy
kiekvieno suma pagal salyga nedidesné¢ uz 14. Todél likusiy 9
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nenuliniy skaitmeny, o tuo paciy ir visy 10 skaitmeny su 0 suma
bty nedidesné kaip 3 kartus po 14, o tai yra 42. Taciau visy
skaitmeny sumaQ0+1+2+3+4+5+6+7+8+9yra45.

Gautasis prieStaravimas jrodo, kad taip suraSyti negalima — nei
taip, kaip praso salyga (A), nei taip, kaip praso salyga (B) .

Ats.: (A) negalima, (B) negalima.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Trikampiy skai¢iy sekos bendrojo nario formulé tokia: T, = n(n2+ 1) ’

taigi 2T, =n(n+1). Jei 666 yra n-tasis trikampis skaiCius, tai
2-666 =n(n+1). Isskaide skaiciy 2-666 daugikliais randame n:
2-666=2-6-111=2-6-3-37=36-37, n=236.
Ats.: 36.

2. Jei cilutéje yra k langeliy, tai galima sudaryti k staciakampiy,
prasidedanciy pirmuoju langeliu, (k —1) -a stac¢iakampi, prasidedantj
antruoju langeliu, ..., viena sta¢iakampj, prasidedanti k-tuoju lange-
liu (ir juo pasibaigianti). Taigi visas sta¢iakampiy skaicius

N=k+(k-2)+..+1=T,.
10-11

Jei k=10, tai Ty =—— 2 =55.
3. Pasinaudoje¢ trikampiy skaiciy iSraiska gauname:
g7, +1=8-20FD 1 an(na1)+1= 2412 =Ky,

Talgl 8T10 +1= K21.
Ats.: 8T10 +1= K21.

4. Vél pasinaudosime trikampiy skai¢iy sekos bendrojo nario formule:
oT 419 n(n2+1) 1o 9n(n ;1) + 2.
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5.

7.

Kvadratiné lygtis 9x(x+1)+2=0 turi du sprendinius: X =—% ir
X = —E, todél
3

IX(x+1)+2= 9(x+%)+(x+§j =(3x+1)(3x + 2).

Taigi

9T, +1- 9n(n ;1) +2 _ 3n +1)2(3n +2) STy

Tada 9T10 +1=T31.
Ats.: 9T10 +1=T31.

Pasinaudoj¢ trikampiy skaiCiy iSraiSka gausime

20-21Jr 6-7 462 21.22
2 2 2

Kadangi Tk—l +k :Tk' tai TT4—1 +T4 :TT4 =T10.

T20 +T6 = =T21.

Ats.: TT4—1 +T4 =T10.

Imdami 2n-1=11°, rasime n=61. Tada lygybe K, =K,4+(2n-1)
galésime uzraSyti taip: 612 =602 +112, taigi x=61, y=60,

z=11. Imdami 2n-1=13, gausime dar viena sprendini: n =85,
x=85, y=84, z=13.

Pakanka pasinaudoti trikampiy ir keturkampiy skaiciy iSraiSkomis:
n(n+1) 2n(n+1)+2(n+1)%
5 =

+(n+1)2= 5

2T, + Ky =2-

_(@2n+D)(2n+2)

2
Lyginio eilés numerio trikampiams skai¢iams teisinga lygybé
Ton =2T,+Ky:

=T2n+1-

n(n+1) n2 - 2n(n+1) + 2n? _2n(2n+1)
2 2 2

2T+ K, =2- =Typ.
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8. Jeigu T, =K, tai
@:mz, n2+n—2m2=0.

Raskime, su kokiomis sveikomis reik§mémis lygtis X2 +x-2m? =0
turi sveikus sprendinius. Tam bitina, kad jos diskriminantas
D=1+8m? buty kvadratas. Pirmoji tinkama sveika reikSmé yra
m=1, ji duoda jau minéta lygybg T; = K;. Patyrinéj¢ rasime, kad
kita maziausia reikSmé m==6. Ji duoda lygybe Tg=Kg. Kitos m
reikSmes tenka ilgiau ieSkoti: m=35. Ji duoda lygybg Tg = Kgs.

9. Pasinaudojg¢ iSvesta penkiakampiy skaic¢iy bendrojo nario formule

P, =@ gausime:
- 2_ -
P —K, = n(3n-1) g2 ht-n_ (n=Dn T

2 2 2
Talgl Fio — KlO =Tg.

10. SkaiCius S, qunamas iS S,,_; pridedant tasky, esanciy ant keturiy
grandZiy lauztés, skaic¢iy. Kiekvienoje grandyje yra po n taskuy,
taCiau trys taskai yra bendri dviems grandims. Taigi

Sh=Sp1+4n-3=1+4-2+4-3+..+4-n-3(n-1) =
=4(1+2+...4+4Nn)—3n=4T, -3n=2n(n+1)-3n=n(2n-1).
I$ lygybés S, =4T, —3n taip pat gauname S, —n=4(T, —n).

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pazymékime y=2-1/(x+3), x=-3, tada x=1/(2-y)-3 ir
y # 2. Imkime bet koki y # 2 ir pazymékime
x=1/(2-y)-3#-3.
Tada

fy)=@/(2-y)-3)* +3@1/(2-y)-3) =
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=1/(2-y)* -3/(2-y) =By -5)/(2- ),
kai y = 2. Likusi reikSmé f(2) ir yra toji, kurios nejmanoma rasti.
Taigi tinka, pvz., f(2)=0.
Ats.:
3 (3x=5)/(2 - x)?, kai x#2,
f(x)‘{ 0, kai x=2.

2. a) Pazymékime y = x3+2, tada x=9 y —2 . Imkime bet kokij realyji
y ir pazymékime x=3/y—2 . Tada
Hy)=03+22=y2.

b) Tarkime, kad lygtis turi sprendini. Imkime, pvz., X=0 ir
x=2.Tada f(2)=4irtuopatmetu f(2)=4%+4%+4>4.Gavo-
me priestara.

Ats.: a) f(x):xz, xeR.

3. Imkime bet kokj x =0 ir jstatykime i lygti y=1/x:
f(L/x)+3f (x) = By* +4y2 +1)/1y? =3y2 + 441/ y? =3/x% + 4+ %2,
f(1/x)=3/x% +4+x% -3 (x).
Isistatykime gautaja iSraiska | prading lygti:
£(X)+3(3/x2 +4+x% =3 (x)) = (3x* +4x? +1)/ x% =3x% +4+1/x?;
—8f(X)+9/x%+12+3x% =3x2 +4+1/x%; —8f (X) =—8-8/x?;
f(x)=1+1/x° bet kokiam X #0.

Ats.: f(x)=1+1/x2, XxeR,x#0.

4. Imkime bet kokj realyji X ir jstatykime i lygti y=2—x:
32X 2-x)+(2-0)f () =1; f(2-x)=@1-(2-x)f(x)3*2.
Isistatykime gautaja iSraiSka i prading lygti:
3 (x)+ x(L— (2 - x) f (x))3* 2 =1;
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3 f(x)+ X352 = x(2-%)3*2 f (x) =1;
(3 —x(2-x)3*72) f (x) =1-x3*7?;
f(x) = (1-x32) /(3" - x(2-x)3*?).

Negalime gautos iSraisSkos laikyti galutine, kol neiSsiaiSkinome,
kada vardiklis virsta nuliu (tokioms X reikSméms funkcijos reiks-
mes turétume ieskoti kitaip) . Tam padauginkime skaitiklj ir vardikli
i§ 327X 20:

f(x)= (3% =) /B —x(2-x) = (3% =) /(9-2x + x?) .
Nesunku isitikinti, kad funkcija 9—2x+ X2 neigyja reikSmés 0 (nes
jos diskriminantas neigiamas). Taigi gautoji formulé galioja visoms

X reikSméms.
Ats.: f(X)=(3>X=x)/(9-2x+x%), xeR.

5. Isistatykime x=1: f(3)+3f(3)=2 ir f(3)=1/2. Isistatykime
x=0: f(0)=2.

Kad rastume f(-24), mastykime taip: lygtis sieja f(-24)=
=f(3-(-8)) su f(-8+2)=f(-6), reiksmg f(-6)= f(3-(-2)) su
f(-2+2)=f(0). Taigi isistatykime X=-2: 4f(0)-3f(-6)=
=8-3f(-6)=2 ir f(-6)=-2. [sistatykime X=-8:

64f(—6)—15f (—24) =-128-15f (-24) =2 ir f(-24)=-26/3.

Kad rastume f(5/2), mastykime taip: lygtis sieja f(5/2)=
=f(2+1/2) su f(3-1/2)=1(3/2). O f(3/2) galima rasti
isistatant x=-1/2: f(3/2)/4=2 ir f(3/2)=8. Isistatykime
x=1/2:

f(5/2)14+2f(3/2)=1(/2)/4+16=2 ir f(5/2)=-56.

Ats.: f(3)=1/2, f(0)=2, f(-24)=-26/3, f(5/2)=-56.

6. Tarkime, kad pirmoji lygtis turi sprendini. [sistatykime X=1:
0= f(3)— f(3)=2, gavome priestara.
Tarkime, kad antroji lygtis turi sprendini. [sistatykime X =1:
4f(1)=1 ir f@Q)=1/4. I[sistatykime X=-1: 2f@)=0 ir
f()=1/2+#1/4, gavome priestara.
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7. Isistate x=0, gauname f(0)=0. [sistatg Xx=-1, gauname f(1)=2.
[sistatg X =1, gauname f (2)=4. Isistatg X = V2 , gauname

V2E(2+1)- F(2=N2f(W2+1)-4=2y2
ir f(V2+1)=2v2+2.

Raskime visas tiesines funkcijas f(x)=kx+b. Skaiciai k ir b
turi su visomis X reik§mémis tenkinti lygybes

X(K(X +1) +b) — (kx? +b) = 2x, kx? + kx +bx—kx? —b—2x =0 ir
(k+b-2)x-b=0.

Tiesiné funkcija g(x)=(k+b-2)x—-b tapati nuliui, todeél k+b-2=0
ir —b=0. Taigi b=0, k=2-b=2, f(x)=2x. Pastaroji funkcija
tenkina prading lygti.

Ats.: f(W2+1)=2v2+2, f(x)=2x, xeR.

8. Raskime visas tiesines funkcijas f (x)=kx+b. Skaiciai k ir b turi su
visomis X reik§mémis tenkinti lygybes
2(kx% +b) + x+3=x(K(X +1) + b) + (K(x? +1) +b)
2kx? +2b+ X +3=kx® + kx + bx + kx® + k +b
ir
x@1-k-b)+(b+3-k)=0.
Tiesiné funkcija g(x)=x(1—k—-b)+(b+3—k) tapati nuliui, todél
1-k—b=0 ir b+3-k=0. ISsprende Siy dvieju lyg¢iuy sistema,
gauname k=2, b=-1, f(x)=2x-1. Pastaroji funkcija tenkina
prading lygti.
Ats.: f(x)=2x-1, xeR.
9. Isistate realyjj skai¢iu x#0, pvz., x=1,ir y =0, gauname:
0= f(x)— f(x)= f(0)+xf(0)— f(0)=xf(0)= f(0),
taigi f(0)=0. Isistat¢ X =0 ir bet koki realyji skai¢iy y gauname:

(y+D(f(y)-0)=y2 + f(y) +0-0;

yE)+ F)=y2+ £ () vE(y) = y>.
Vadinasi, f(y)=y, jei y=0. Bet jei y=0,jau Zinome, kad
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10.

f(0)=0. Todél f (y) =y bet kokiam y .

Kitas sprendimas. Isistatg Y =—1 ir bet koki realyji skaiciy X
gauname:

0=1+f(-)+xf(-)—f(=x); f(-x)=xf(-D)+ f(-1)+1.
I pastaraja lygti istatg X =1, gauname f(-1)=f(-1)+ f(-21)+1 ir
f (1) =-1. Todél bet kuriam x galioja lygybé

f(x)=xf(-)+ f(-)+1=—x.

Pakeite X { —X gauname f(x)=x.

Ats.: f(x)=x, XeR.

[sistatykime x=y=0: f(0)=f2(0)-2 ir f2(0)- f(0)-2=0.
Todél f(0)=-1 arba f(0)=2. Isistatykime X =0: bet kokiam y
galioja f(y)=f0)f(y)+2y-2 ir f(y)=2y-2)/1- f(0))
(dalinti galime, nes Zinome, kad f(0)=1). Jei f(0)=-1, tai
f(y)=y-1.Jei f(0)=2,tai f(y)=2-2y.

Belieka patikrinti galimus sprendinius. Gauname:
FOXE(Y)+x+y)=(X(Yy-D)+x+y)-1l=xy+y-1ir
FO)f(Y)+x+2y-2=X-)(y-D)+x+2y-2=xy+y-1,

todél pirmasis sprendinys tinka. Antrasis sprendinys netinka:
FOXF(Y)+Xx+y)=2—(X(2-2y)+X+Yy)=2Xy—-3X—y+2,
taciau
FX)fF(Y)+x+2y—2=(2-2x)(2-2y)+x+2y—2=
=4xXy-3X-2y+2.
Dvi lygybés pusés nesutampa, pvz., kai X=0 ir y=1 (1=0).
Ats.: f(x)=x-1, XeR.

SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Sakykime, kad trikampio ABC aukstiné CD =+/3 (1 pav.). Zymi-
me AD=BC =x, tuomet DB =3-x. Trikampiui BCD taikome

Pitagoro teorema: CB2 =BD? +DC?, t. Y., x2 = (3- X)2 +3.
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Issprendg Sia lygti, randame x=2. Tuomet i§ staCiojo trikampio
ACD gauname, kad AC? = AD? + DC? =7.

Ats.: \/7 .
C B
E
: A
A D B D C
1 pav. 2 pav.

2. Nagrinékime lygiaSoni trikampi ABC, AB=BC, kurio auksting,
nubrézta | pagrinda BD =m, o aukstiné, nubrézta i Soning krasting
AE =n (2 pav.). Sakykime, kad AD=x, AB=BC =Y. Trikam-

piui ABD taikydami Pitagoro teorema, gauname y2 =x2+m?.

Dviem biidais skai¢iuodami trikampio ABC plota S, gauname

s=1gc.AE= ir s=lac.BD=xm. 3 cia y= 2™ todel
2 2 2 n

2,2 ) ) mn
turime lygti =X"+m". I§ ¢ia randame, kad X=———.

2

n V4m? —n?

2

Taigi AC=2x=——2"__ 4 AB=BC=y=__2"

\/4m2 —n? .

, 0 Soninés krastingés ilgis

\/4m2 —n?
Ats.: pagrindo ilgis __2mn
\/4m2 —n?

2m?

4m? —n?
3. Sakykime, kad lygiagretainio ABCD kampas A lygus 60° (3 pav.).
Kadangi prie§ mazesnjji kampa yra trumpesné istrizainé, todél
2
B_DZ:%, ty. AC?2 =3BD2.Trikampiams ABD ir ACD taikome
AC
kosinusy teorema ir gauname lygybes

133



SPRENDIMAI

BDZ = AB2 + AD? — 2AB - ADcos ~/BAD

AC? = AB? + BC? - 2AB - BC cos ZABC .
Kadangi BC = AD, cos ZBAD =cosg=% , 0

cos ZABC = cosz—:;T = —% , B c

tai
BD% = AB? + AD?— AB-AD,
AC? = ABZ2 + AD? + AB- AD 3 pav.

Tuomet pagal uzdavinio salyga
gauname lygybe

AB? + AD? + AB- AD =3(AB% + AD? - AB- AD),
i$ kurios seka, kad
AB? + AD2 —2AB-AD =0, t.y. (AB— AD)? =0.
Taigi AB = AD ir ieS8komasis santykis lygus 1.
Ats.: 1.

4. Sakykime, kad ibréztas i statyji trikampi ABC apskritimas statinj
AC liecia taske P . Akivaizdu, kad atkarpa CP yra trumpesné uz
atkarpa AP, todél CP =6, A
PA=10 (4 pav.). Jei taSkuose

Q ir S apskritimas lieCia tri- S

kampio statini BC ir jzambing p

AB, tai pagal apskritimo liesti-

niy, nubrézty i vieno tasko sa- c 8

vybe CP=CQ=6, AP=AS=10, Q
BQ =BS. Zymime BQ=BS =x
ir i§ Pitagoro teoremos turime lygti (X +1O)2 =(X+ 6)2 +162
ISsprendg $ia lygti randame x =24. Taigi trikampio kraStiniy ilgiai
AB =34, AC =16, BC =30.

Ats.: 34, 16 ir 30.

4 pav.
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5. Nagrinékime skritulio iSpjova, kurios kampas ZAOB =120° o
skritulio spindulys OA=0B=R. Sakykime, kad ijbrézto | S$ia
iSpjova skritulio centras — taSkas Q, spindulys — r skritulys lie¢ia
duotosios iSpjovos spindulius OA ir OB atitinkamai taSkuose E ir
F, o lanka AB —taSke C, kuris yra to lanko vidurio taSkas (5 pav.).

Kadangi QE LOA, ZAOB=120° o ZAOC =%4AOB =60°, to-

dél ZOQE =30°, taigi OE = %OQ = %(R —r) . Kita vertus, iS Pita-
goro teoremos trikampiui OEQ seka, kad OQ2 :QE2 +OE?, ty.,
(R- l’)2 = %(R - l’)2 +12.  Pertvarkome Sia lygti ir gauname
3R% —6Rr —r? = 0. Padalije abi lygties puses i§ r’ ir ieskomaji

santyki pazyméje R =1, gauname kvadrating lygti 3%t?—6t-1=0 ,
r

kurios teigiamas sprendinys yra lygus t = 3+§\/§ :
Ats.: 3+?2,\/§ .

5 pav.

6. Sakykime, kad apie kvadrata ABCD, apibréztas apskritimas,

AB =a, tai apskritimo spindulys lygus %. Jei POQMN -
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kvadratas, ibréztas i skritulio nuopjova, kurios pagrindas yra kvad-
rato krastiné AB, taSkas O — kvadrato ABCD centras, taskas L —
atkarpos PQ vidurio taSkas (6 pav.), P L OQ

tai OP?=PL?+0L?. Jei kvadrato A 1 B
PQMN krastinés ilgi pazymésime X, N M
X oL=x+2, op =@,
2 2 2 5
tuomet yra teisinga lygybé

a? x* a®

—— =X tax+—, D C
2 4

t.y. 5x* +4ax—a’ = 0. Teigiamas ios 6 pav.

tai PL=

2
lygties sprendinys yra x:%. Taigi kvadrato PQMN plotas lygus ;—5

2
Ats.: a_.
25

7. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC {zambinéje AB yra taSkas
M , nuo statinio BC nutoles atstumu MD =4, o nuo statinio AC —
atstumu ME=8 (7 pav.). Jei AC=x, B

BC =y, tai pagal salyga x>4, y>8, 0
xy=200. I$ trikampiu ABC ir AME
panasumo seka, kad E=E ty., Dr M
ME AE
y X . ey
~—=——. Kadangi xy =200, tai i§ ¢ia gau-
8 x-4
name, kad 200-4y=8x, t. y.,, y=50-2x, CU ET A
todél x(50-2x)=200. I8sprende S$ia lygti, 7 pav.

gauname du jos sprendinius x =5, X, =20. Tada y; =40,
yo =10. Kadangi abiem atvejais nelygybés x>4 ir y>8 yra
teisingos, tai yra du trikampiai, tenkinantys uzdavinio salyga.

Ats.: 5ir40; 20 ir 10.
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8. Sakykime, kad staciojo trikampio A
ABC statinis CB=6, o sta¢iojo
kampo pusiaukampiné CD=5 (8
pav.). Zymékime CA = x. Pagal tri- D
kampio pusiaukampinés ilgio pir-
maja formulg yra teisinga lygybé

CDZZCB-CACOSLBCD. o B
CB+CA 8 pav.
Kadangi ABCD=E, tai gauname
4
. . 30
lygti 5(6+ X =6+/2x, i§ kurios randame x= . Todél
yeti 5(6+X) 6775
trikampio plotas S =ECA-CB =i.
2 6v2 -5
Ats.: %0 .
6v2 -5

9. Sakykime, kad ibrézto i trapecija ABCD, AD| BC apskritimo
centras yra taSkas Q, jo spindulys QH lygus r, apibrézto apie
trapecija apskritimo centras yra taskas O, 0 jo spindulys OA=R
(9 pav.). Jei taskai E ir F yra pa- -
grindy vidurio taskai, tai EF = 2r . Jei Boe3C
taSkas G yra Soninés krastinés AB H
vidurio taskas, tai apibrézto apie tra- /g /[ 0 \

G
pecija apskritimo styga AByra statme- “,‘ f o ‘

na tiesei OG . Pazymékime /BAD=a, |

tuomet ir ZQGH =a (nes AD||QG), A oE 'D
todél i$ staciojo trikampio QGH turime
_ QH —
Q sinZHGQ sina 9 pav.
Kadangi tieses QH ir OG yra lygiagreéios, tai Z/GOQ = e, todél

GQ r
sina sinza.

i$ staciojo trikampio QOG gauname, kad OG =
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Nubréze¢ BM || EF, i staciojo trikampio ABM randame, kad
1 1 EF r

AG==AB=———=——_ Trikampiui AOG taikome Pitagoro
2 2sina  sina

2 2 2 r’ r’ 2 5

teorema: OG* + AG“ =A0“,t.y., it = R<. Pagal uz-

sin“o sin“a

(hwmoymngFngbG,MMi2r=J§R,0r2:%R2fMMi

gauname tokia trigonometring lygti — it 5= 6. Zymédami
Sin"o SIN"o

y= 12 , gauname kvadrating lygti Yy*’+Yy-6=0, Jos
sin“a
teigiamas sprendinys yra y = 2, todél — 12 =2 . Kadangi kampas
sin“a

. . 1
a —smailusis, tai is ¢ia seka, kad smoczﬁ, t.y., oc:%.

Ats.: 45°ir 135°.

10. Sakykime, kad rombo ABCD krastinés ilgis lygus AB=a,
istrizainés ACir BD susikerta taSke O o ju ilgiai AC =2m,
BD =2n (10 pav.). Pagal salyga yra B

3 -

ameom 2 2

mékime ZBAD =x, tuomet i sta- A C

¢iojo trikampio AOB seka, kad

teisinga lygybé

D
name trigonometring lygti 10 pav.
X X 4
2z = 3 , t.y. SIn—+C0S— = —. Pakelg abi lygties puses
. X X 2 2 2 3
Sin E + COSE

. X X ..
m:aSInE’ n=acosE. I8 ¢ia gau-

kvadratu, gauname, kad 1+ Zsingcosgzg, ty., sinx:é.
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) S . .7
Kadangi X —smailusis kampas, tai x=arcsm§.
Ats.: arcsinZ ir n—arcsinz.
9 9

Pastaba: sprendziant lygtj kitu badu, galimi ir tokie atsakymai:

+242 3+242
7

4arctg 3

ir T—4arctg .

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. a) Ne, nes toks imties sudarymas priestarauja PAI apibréZzimui
b) Ne, nes tokiu badu renkamos imtys néra fiksuoto dydzio. Vélgi
prieStaravimas PAI apibrézimui.

2. a) Ne, nes sudarant imtj tokiu biidu, niekada nebus iSrinkta imtis,
kuria sudaro vien tik vaikinai, ar vien tik merginos, arba 2 vaikinai
ir 6 merginos ir pan. Tokios imtys turi nuling tikimybg, o tai yra
priestaravimas tikimybinés imties apibrézimui.

b) Taip, nes atitinka PAGI apibrézima.

L1
3. m = Z p(l)=§,
iU ei
. 1 1 1 5
mp= ) P) =S4t T=
o 26 6 6
1
Ttg—E,
11 1
T[4:—+—:—'
6 6 3
1 11
Mg =—+—<-=_.
6 6 3
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4. Apskaiciuojame visy elementy priklausymo imciai tikimybes:

L 1 1 3 5
= =="+=== np==;
1 ig;ilﬂ() 2188 2=3
B S T 1
2 4 8
e s 3
4 2 2
TCg:E? 7T10=l-
8 2

Randame visus jvercius:

Imtis {Ul’ Uy, Us, {Uzy Us U7, {U5' Uz, Ug, {Ul’ Us, {Uzy Ug,
Ug, Usy Ug, Ugy Ug, Ui0y Uo} Uio}

Imties | {5, 10, 2, | {10, 2, 21| {15, 21,
duomenys| 2.7} | 12,1} | 12,1,23 | ¥ 72 {1012}

Sumos
ivertis fy 60 87,6 131,6 36 21,6
Ivertinio fy vidurkis:

R 1 1
Efy = >ty (ix)px =60-Z+...+21,6-§:77.

k=1
Tikroji y suma:
ty =77.

Kadangi jvertinio vidurkis sutampa su tikra y suma, jvertinys t, yra

nepaslinktas.

5. lvertinio fy vidutiné kvadratiné paklaida:
VKP(E,) = (E (i) —ty)? pliy) + €y (1) ~t,)* pip) +...+
+(E, (is)-t,)? p(i5):(60—77)2-%+...+(21,6—77)2%:
=1439,4.
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6. Imties duomenys:

Vidutinio raziny skai¢iaus bandelése jvertis:

y: 19, 25, 27, 30, 25, 35, 35.

fy :%(19+25+...+35) =28.

7. Dvieju elementy paprastyjy atsitiktiniy negrazintiniy imcéiy yra

Cg =15. UzraSykime jas ir kiekvienai i8 juy ivertinkime kintamojo y

vidurki py.

Imtis Imties duomenys Vidurkio jvertis {1,
{ug, uz} 85 60 iy =%(85+60) =725
{uy, ug} 85 091 88
{ug, ug} 85 77 81
{uy, ug} 85 79 82
{uy, ug} 85 80 82,5
{uy,us} 60 91 75,5
{uy, ug} 60 77 68,5
{uy,ug} 60 79 69,5
{uy, ug} 60 80 70
{us, ug} 91 77 84
{us, us} 91 79 85
{uz, ug} 91 80 85,5
{ug, us} 77 79 78
{ug, ug} 77 80 78,5
{us, ug} 79 80 79,5

Imties plano tikimybés PAI atveju yra

1 1

Pk =—75
cé

=—, k=12,..,15.
15

Skaiciuojant jvertinio ﬁy dispersija, reikia zinoti jo vidurki:
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15
Zpy(lk)pk——(725+88+ .+79,5) ~ 78,67.
k=1

Ivertinio 1, dispersija:
Diiy = (fiy (iy) —Efly)? p(ig) + iy (i) ~Efiy) plip) +.. +
+ iy (g 5)—an)2 p(iss) ~

~(72,5—78,67)2 —5+ +(79,5-78,67)2 - 153636

8. Septintoje uZduotyje nagrinéto jvertinio dispersija galima apskai-
¢iuoti, remiantis antruoju teiginiu:

2
Duy (1—%)87 ~ [populiacijos dispersija % ~109,067] ~

= 36,36.

- (1_ 3) 109,067
3

9. Vidutinés kainos jvertinio 1, dispersija PAl atveju yra
n)s?
Duy (1 W)_ ~ [populiacijos dispersija s ~63 000] =~
- (ﬁj@ ~ 8400,
5) 3
Vidutinés kainos jvertinio ﬁy dispersija PAGI atveju yra
n\s?
Duy (1——)— ~[populiacijos dispersija s? ~ 63000] ~
~ (1—EJM =16 800.
5) 3

To paties ivertinio dispersija PAGI (ir nagrinéjamos populiacijos)
atveju yra dvigubai didesne.
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10. Remiantis ivertinio variacijos koeficiento apibrézimu, lygtis

cv(p”) = 0,05
virsta tokia:
VPR _ 605, ()
En

PAI atveju jvertinio p dispersija lygi

2
. ny)s-.
D“y:(l_ﬁj?

vidurkis
En=p.
Remdamiesi uzrasytais teiginiais, lygti () perraSome taip:

=]

N 005
u

Belieka Sig lygtelg iSspresti n atzvilgiu...

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 )

2
2,2 [14;2) | f(x) 2# 2
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ISleistose LJMM knygelése buvo nagrinétos tokios temos:

I KNYGA

I.  J. Sinkiinas. Kvadratinis trinaris.

Il.  G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

Ill.  R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo metodai.
IV. A.Skapas. Funkcija.

V. V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

VI. P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

VII. L. Maliaukieng, J. Sinkiinas. Grafai.

I KNYGA

I.  J. Sinkdnas, A. Urbonas. Funkcija.

Il.  E. Mazétis. Apskritimy geometrija. [bréztiniai ir apibréztiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

Ill.  B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

IV. J. Sinkanas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

V. D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

VI. A.Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

VII. B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.

VIII. A. Juozapaviius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiali.

I KNYGA

. E. Stankus. Skaiciy dalumas.

II.  R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

1. V. Vitkus. Vidurkiai.

IV. E.Mazétis. Vektoriai.

V. I. Sinkinas. Ploksciy figiiry plotai.

VI. S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

VII. A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
VIII. G. Stepanauskas. Sekos.

IV KNYGA

I.  G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
Il.  P.Vaskas. Antrosios eilés kreives.

Ill. L. Maliaukiené. [domioji logika.

IV. A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

V. A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

VI. P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
VII. P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
VIII. A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.



V KNYGA

I. 0. Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

Il. V. Pekarskas. Antrosios eilés kreivés.

I1l. G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

IV. V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

V. A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

VI. R. Skrabuténas. Algebrinés lygtys.

VII. V. Vitkus. Brézimo uzdaviniai.

VIII. R. KaSuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

I.  A. Bakstys. Finansy matematika.

Il. E.Mazétis. Geometrinés transformacijos.

I1l.  B. Galbogiené. Funkcijos reiksmiy sritis.

IV. V. Stakénas. Paskalio trikampis.

V. A Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uzdaviniai.
VI. L. Narkevicius. Invarianty metodas.

VII. J. Sinkanas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

VIII. A. Apynis. UZdaviniai su parametru.

VII KNYGA

I E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo poZymiai.

Il. E.Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

1. J. Sinkanas. Krastinio elemento principas.

IV. A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

V. L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formulé.
VI. J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

VII. A. Apynis. Adibés, taikymo uzdaviniai.

VIII. A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

VIII KNYGA

I.  J. Sinkiinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

Il. 1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

I1l. E. Stankus. Diofantinés lygtys.

IV. L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

V. A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

VI. E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés irtapatybes.
VII. E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

VIII. A. Apynis. Trigonometriniai uZzdaviniai.



IX KNYGA

A. Urbonas. Dirichlé principas.
Il.  A. Apynis. Neapibréztyjy koeficienty metodas.
1. A. Apynis. Sumavimas.
IV. E. Tuménaité. Logaritminés lygtys ir nelygybés.
E
E
E
E

V. . Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
VI. E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formule.
VII. E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

VIII. E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.

X KNYGA

. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

I1. . Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendzZiant uzdavinius.
IV. A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

V. 1. Sinkinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

VI. E. Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

VII. E. Stankus. Bernulio formulé ir jos taikymas.

VIII. E. Mazétis. Briaunainiai.

><>r>

X1 KNYGA

I.  E. Tuménaité. Kvadratinés lygtys tekstiniuose uzdaviniuose.
Il.  A. Apynis. Bezu teorema.

. J. Sinkiinas. Masiy centras ir jo taikymas.

IV. E. Stankus. Lyginiai ir jy taikymas

V. A, Apynis. Funkcinés lygtys.

VI. E.Mazétis. Trigonometrijos taikymas geometrijoje.

VII. 1. Sinkiinas. Iskilosios funkcijos ir nelygybés.

VIII. E. Stankus. Priklausomi ir nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai.

XII KNYGA

I.  R. Skrabuténas. Euklido algoritmas ir jo taikymas.

Il. J. Sinkanas. Lygciy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy savybes.
I, A. Apynis. Simetriniy lygciy sistemos.

IV. R. KaSuba. Svérimo ir pilstymo uzdaviniai.

V. E. Stankus. Pitagoro ir Herono skaiciy trejetai.

VI. J. Sinkiinas. Sqlyginés tapatybés ir nelygybeés.

VII. E. Mazétis. Keturkampiai.

VIII. A. Apynis. Geriausio varianto pasirinkimo uzdaviniai.



X1 KNYGA

I. A, Apynis. Kvadratinio trinario savybiy taikymo uzdaviniai.
Il. E.Mazétis. Apskritimy geometrija.

I1l. G. Stepanauskas. Pirminiai skaiciai.

IV. R. Kaduba. Kaip spresti, kai nelabai Zinai kaip?

V. J. Sinkiinas. Simetrinés tapatybés, lygtys ir nelygybés.

VI. V. Pekarskas. Nelygybés su parametrais.

VII. E. Stankus. Atsitiktiniai dydziai.

VIII. E. Mazétis. Sukiniai.

XIV KNYGA

I.  A. Apynis, J. Sinkiinas. Procenty uzdaviniai.

Il. J.Jankauskas. Kaip spresti lygtis sveikaisiais skaiciais?
I1l. E. Mazétis. Ekstremumai geometrijoje.

IV. A. Novikas. Homotetija.

V. R.Kasuba. Turnyrai ir lentelés.

VI. E. Stankus. Sekos ir jy ribos.

VII. E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas stereometrijoje.
VIII. G. Stepanauskas. Monte Karlo metodas.

XV KNYGA

I.  A. Apynis, J. Sinkiinas. Lygtys ir jy sistemos tekstiniuose uzdaviniuose. .

Il. E.Mazétis. Trikampiy uzdaviniai.

IIl. A. Apynis, J. Sinkiinas. Varianty perrankos metodas.

IV. A. Apynis, J. Sinkiinas. Kombinatorikos uzdaviniai.

V. E. Stankus. Fibonacio skaiciai.

VI. L. Maliaukiené. [domioji logika.

VII. E. Mazétis. Plokstumos figiiry kombinacijos.

VIIL. E. Stankus, J. Sinkiinas. Lyg¢iy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy
savybes.
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