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PRATARME

Sioje septynioliktoje Lietuvos jaunuyjy matematiky mokyklos
knygeléje ,,Jaunajam matematikui* yra pateikta 2014-2016 mokslo
metais nagrinéty temy metodiné medziaga, uzduotys LIMM klausy-
tojams ir ju sprendimai.

Knygelés turini sudaro Sios temos: sveikyju skaiiy savybés
(E. Stankus), funkcijos ir ju grafikai (A. Apynis, J. Sinkiinas), lygéiy ir
nelygybiy sudarymo uzdaviniai (A. Apynis), postikiai, aSinés ir centrinés
simetrijos (E. Mazétis), metrinés priklausomybés trikampyje (E. Mazétis),
rodiklinés ir logaritminés nelygybés (A. Apynis), vektoriai (V. Gesevi-
¢iené), matematikos taikymas ekonomikoje (A. Apynis). Skaitytojas taip
pat ras 2014 mety stojamaja uzduotj ir jos sprendima bei 2016 mety
baigiamosios uzduoties pavyzdi.

Kad biity lengviau naudotis knygelémis ,,Jaunajam matematikui®,
Sio leidinio paskutiniuose puslapiuose yra jdétas ankstesniy SeSiolikos
LIMM mokslo mety temy sarasas.

Antanas Apynis
Edmundas Mazétis
Eugenijus Stankus
Juozas Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Edmundas Mazétis,
Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas

Kokius du skaitmenis reikia prirasyti i§ deSinés prie skaiCiaus 2014,
kad gautas skaicius dalytysi i§ 101?

I eilg suraSyti visi nattralieji skai¢iai nuo 1 iki 999. Apskaiciuokite
gautojo skaiciaus skaitmeny suma.

Kiek yra keturzenkliy skaiciy, kurie nubraukus pirmaji skaitmeni
sumaz¢ja 9 kartus?

Kiek yra deSimtzenkliy skaiCiy, daliy i§ 9, kurie uzrasyti tik
skaitmenimis 0 ir 5?

Kino teatro saléje 15 % ziturovy yra vaikai, 144 zidrovai —
jaunuoliai, o kiti zilirovai — suaugusieji. Suaugusiyju skaiciaus ir
vaiky skaiciaus santykis yra 5:3. Kiek zitirovy yra saléje?

Zuvy parduotuvéje prekiaujama lydekomis, karSiais ir eSeriais.
Viena lydeka kainuoja 5, karSis — 3 ir eSerys — 1 eura. Jonaitis ir
Petraitis pirko Zuvy uz ta pacia pinigy suma. Jonaitis pirko po
vienoda lydeky ir karSiy skaiciu, o Petraitis — lydeku pirko 2 kartus
maziau negu karsiu. Jonaitis pardavéjui padavé 100 eury kupitira, o
Petraitis keleta deSimties eury kupitiry (maziausia reikiamy kupitiry
skaiciy). Pardavéjas neturé¢jo smulkiy pinigy, todél Jonaiciui graza
atidavé karsiais, o PetraiCiui — eSeriais. Kiek zuvy i$ parduotuvés
i§sine$¢ Jonaitis ir kiek Petraitis?

Kokia maziausia reikSmg igyja kvadratinis trinaris
P(x) = x> + px+q,
jeigu jo Saknys x; ir x, susietos lygybe X, —X, =67



STOJAMOJI UZDUOTIS

8.

10.

Skritulio skersmenys AB ir CD yra tarpusavyje statmeni. Styga DF
kerta skersmenj AB taske E. Apskaiciuokite skritulio plota, jei
DE =4, EF =3.

Staciakampio gretasienio trijy sieny plotai yra 6, 8 ir 27. Koks yra
jo taris?

Taskai M ir N yra trikampio
ABC krastiniy AC ir AB
vidurio taskai, o taSkas P yra

krastingje BC ir BP=%BC

(Zr. pav.). Atkarpos BM ir PN
susikerta taske E. Apskai¢iuo-
kite trikampio ABC plota, jei
trikampio BEP plotas lygus
2 cm?,




I. SVEIKUJU SKAICIU SAVYBES

Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Skaiciai 1, 2, 3, ... vadinami nattraliaisiais. Juos zmonés sukuré
norédami iSreiksSti jvairiu tikrovés daikty aibiy dydzius ir lyginti juos.
Jau pries kelias deSimtis tiikstan¢iy mety Zmonés skaiiavo ir Zyméjo
skaicius briikSneliy (vienety) eilutémis. Taip patogu reiksti tik nedidelius
skaicius. Kad buty galima uzrasSyti didelius skaiCius, ivairios tautos
sugalvojo savo vienety grupavimo badus ir sukiiré Zenklus Sioms
grupéms zyméti. Pavyzdziui, senovés egiptieCiai viena Zenkla naudojo
deSimciai, kita Simtui, treCia tiikstanciui ir t.t. Zyméti. BabiloniecCiai
grupavo vienetus po Sesiasdesimt, o senovés majai — po dvideSimt.

Labiausiai paplito dabar naudojama deSimtainé poziciné skaiCiavi-
mo sistema su pagrindu 10 ir skaitmenimis 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9,0 -
Indijos matematikos palikimas (VI a.). Per Simtmecius senieji indy skait-
menys keitési kol jgavo Siuolaikinj pavidala. I§ indy skaitmenis ir pozi-
cing deSimtaine sistema perémé arabai, o véliau — europieéiai. Todél
miisy naudojami skaitmenys daznai vadinami arabiSkais. Sveikieji nei-
giami skai¢iai buvo pradéti naudoti Kinijoje ir Indijoje apie VII a., o
Europoje tai jvyko tikstantmeciu véliau. Visais laikais skaicius buvo
viena i§ abstrak¢iausiy savoky, kuriomis naudojosi Zmonija.

Su skai¢iaus savoka susiduriame nuo pat vaikystés, véliau veiksmuy
su skai¢iais mokomés pradinése vidurinés mokyklos klasése, vyresnése
suzinome ir j{domesniy skaiCiy savybiy. O jeigu pasirinktuméte univer-
sitetines matematikos studijas, tai Siai sri¢iai skirta matematikos Saka
Skaiciy teorija leisty Jums isigilinti i ivairiausias skai¢iy problemas, tarp
kuriy dar daug yra ir neis$spregsty.

Norintys giliau susipazinti su skaiciy atsiradimo istorija galéty pa-
skaityti pranciizu matematikos mokytojo Zorzo Ifraho (Georges Ifrah, g.
1947 m.) knyga ,,Universalioji skai¢iy istorija®, i§leista 1994 m. Si knyga
yra iSversta { daugiau kaip 20 pasaulio kalby, tarp ju 2013 m. — ir {
lietuviy (Georges Ifrah, Universalioji skaiCiy istorija, leidykla ,Zara“,
2013).

Sveikujy skai¢iy aibe Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} sudaro



SVEIKUJU SKAICIU SAVYBES

natiiralieji skaiciai 1, 2, 3,... , sveikieji neigiami skaiéiai -1, =2, =3,... ir
skaicius 0.

1. Poziciné skaifiavimo sistema. Uzrasydami nattralyjj ar sveikaji
skai¢iu, pavyzdZiui, 2593 ar — 746, naudojamés deSimtaine pozicine
skai¢iavimo sistema, t. y. turime omenyje, kad
2593=2.10°+5-10+9-10' +3-10°, - 746 = —(7-10% + 4-10 + 6-10°).

(Prisiminkime: a®=1, kaia>0)
Skaicius 10 yra $ios skai¢iavimo sistemos pagrindas, todél ji vadinama
desimtaine pozicine skaiciavimo sistema. Skai¢iavimo sistemos pagrindu
galima pasirinkti ir bet kurj, ne mazesnj uz 2, nattralyjj skai¢iu g. Kad
biity patogiau laikykime, kad 2 < g <10. Tuomet, analogiSkai kaip ir
desimtaine pozicine sistema, nattiralyji skaic¢iy n galima uZzraSyti g-taine
pozicine sistema, t. y. pavidalu
n=a-g +a-g" . +ay-gP+a-gl+ag-g°;

¢ia a; yraskaitmenys, 0<a;<g,i1=0,1,2,...,k.

Susitarkime: jeigu skaiius n uzraSytas g-taine pozicine sistema, tai
Sig 18raiSka Zymésime Ny (Sio Zymens nenaudosime, kai skaiCius uZrasy-
tas jprastine deSimtaine sistema). Pavyzdziui, 4575 = 4.82+5.81+7.8°,
11010, =1-2+1.23 +0.22+1.2' +0-2°. Nesunku apskai&iuoti kokie
tai skaiiai deSimtaine sistema: 4574 =303, 11010,=26.

Desimtaine pozicine sistema uzrasyta skai¢iy visada galima uzraSyti

bet kurio kito pagrindo pozicine sistema. PavyzdZiui,
2014=8-251+6=8-(8-31+3)+6 =
=8-(8-(8-:3+7)+3)+6=
=3.83+7.82+3.8'+6-8° = 37364,
37=1.2°+0-2+0-23+1-22+1.2° =100101, .
Puikiai mokame sudéti ir sudauginti stulpeliu skaicius, uzrasytus
deSimtaine sistema. Su sveikaisiais skaiCiais, kurie uzrasyti kito pagrindo
g sistema, Sie veiksmai atliekami analogiSkai — tik reikia nepamirsti, kad

sistemos pagrindas yra ne 10, 0 g. Pavyzdziui, sudékime ir sudauginkime
SeSetainius skaicius:



| TEMA

235, 235,

+42, x42,

321, 514,
+1432,
15234,

2. Sveikyjuy skaiciy dalumas.

Apibrézimas. Sakoma, jog skaicius a dalijasi is skaiciaus b
(Zymima b|a; skaitoma b dalija a), jeigu yra toks skaicius c, su kuriuo
galioja lygybé a=h-c (a€Z,bezZ,b#0).

Skaiciai b ir ¢ vadinami skai¢iaus a dalikliais. Pavyzdziui, skai¢ius
6 dalijasi i5 3 (3]6), taip pat jis dalijasi i5 2, 6 ir iS 1. Atkreipkime
démesi, kad nulis dalijasi is bet kurio nelygaus nuliui sveikojo skaiciaus.

Natiiralieji skaiciai, kurie dalijasi tik i§ saves ir i$ vieneto, vadinami
pirminiais skaiciais. (Skaicius 1 nelaikomas pirminiu skai¢iumi.) Tokie
skaiCiai yra 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 ir t . t. Dar Euklidas IV a. pr. Kr. irodé,
kad pirminiy skai¢iy yra be galo daug. Taciau iki Siol nezinoma, ar
pirminiy dvyniy pory, tokiy kaip (3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19) ir t. t.,
yra be galo daug. Tai — garsioji pirminiy dvyniy problema.

Suformuluosime pagrindines sveikyju skai¢iy dalumo savybes,
kurios nesunkiai isplaukia i§ pateiktojo apibréZzimo:

1) jei a=0,tai a|a;

2) jeigu alb ir b|c, tai a|c;

3)jei a|bir b|a,tai a=b;

4) jeigu a|bir ajlc, tai a|(b+c); §i savybé jrodoma ir su bet
kuriuo démeny skai¢iumi m: jei alb,, alb,, .., alb,, tai
al(b+by+...+Db).

Nustatyti ar vienas skaicius dalija kita skaiciu, kai skaiciai nedideli,
pasitelkus skai¢iuotuva ar kompiuteri yra nesudétinga. Galima pasinau-
doti ir zinomais dalumo pozymiais. Keleta i$ ju prisiminkime.

1. Jeigu skaiciaus paskutinysis skaitmuo yra lyginis, t. y. 0, 2, 4, 6
arba 8, tuomet $is skaicius dalijasi i 2.

2. Jei skai¢iaus paskutinis skaitmuo yra 0 arba 5, tai jis dalijasi i$ 5.

10



SVEIKUJU SKAICIU SAVYBES

3. Jeigu skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i§ 3, tuomet ir §is skaiCius
dalijasi is 3.

4. Jeigu skaiciaus skaitmeny suma dalijasi i§ 9, tuomet ir §is skaiCius
dalijasi i$ 9.

Sudétingiau atsakyti i klausima, ar pasirinktasis skaiCius yra pirmi-
nis. Pavyzdziui, galblt ir pavykty nustatyti, kad 997 yra didziausias
trizenklis pirminis skai¢ius. Tacfiau vienam kompiuteriui nejveikiama
biity jrodyti, kad skaiéius 257885161 _ 9 (jis turi 17425170 skaitmeny) yra
pirminis. Tai pats didziausias Siuo metu zinomas pirminis skaicius,
surastas apjungus daugybés kompiuteriy resursus ir naudojant specialias
kompiuterines programas.

Sioje temoje sprgsime paprastesnius uzdavinius — patyrinésime kali
kuriy pavidaly sveikuyju skaiciy dalumo bei kitokias savybes.

3. Sveikyjy skaiiy dalyba su liekana. Tegu m>2 — nattralusis
skaiCius. Tuomet kiekviena sveikaji skaiCiy a vieninteliu biidu galima
uzradyti pavidalu a=mq+r; ¢a q€Z, 0<r<m. Sis teiginys vadina-
mas dalybos su liekana teorema. Jeigu r=0, gauname a=mq, t. y.
skaicius a dalijasi i m.

Kai m=2, tai kiekvienas sveikasis skai¢ius a turi pavidala a=2q
(yra lyginis) arba a=2q+1 (yra nelyginis). Vadinasi, dviejy is eilés
einanciy sveikyjy skaiciy sandauga a-(a+1) visuomet dalijasi iS 2.

Kai m=3, tai kiekvienas sveikasis skai¢ius a turi pavidala a =3q,
arba a=3q+1, arba a=3q+2. Vadinasi, trijy is eilées einanciy
sveikyjy skaiciy sandauga b=a-(a+l)-(a+2) visuomet dalijasi iS 3, 0
kadangi tokia sandauga dalijasi ir i$ 2, tai skaicius b dalijasi is 6.

1 pavyzdys. Irodykime, kad skai¢ius b=a- (a2 —7) suvisaisa€eZ
dalijasi i§ 6 (naudojant dalumo Zymeni: 6] (a-(a® 7)) ).

[rodymas. Kad skaiCius dalytysi i§ 6, jis turi dalytis ir i$ 2, ir i$ 3.

Skai¢ius b dalijasi iS 2, nes jis bet kuriuo atveju yra lyginio ir
nelyginio skai¢iy sandauga, t. y. lyginis skailius: jei a=2q, tai
b=2q(49%-7); jei a=2q+1, tai
b= (20+1) - ((29+)* - 7)=(20+1) - (49" +4q+1- 7)=2(20+1) -(24™+29 - 3).

11
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Skaicius b dalijasi ir i$ 3. Tuo isitikinsime panagringjg visas galimas
skaiCiaus a iSraiSkas: a=3q, a=3q+1 ir a=3q+2. Jeigu a=3q,
tai b=3q(99% —7). Jei a=3q+1, tuomet

b=(3q+1)-((3a+1)* ~7)=(30+1)-(99° +6q+1-7) =
=3(30+1)(30°+29-2).
Jei a=3q+2, tai
b=(39+2)-(39+2)* ~7)=(34+2)-(99° +12q+4-7) =
=3(39+2)(39° +4q -1). '

Vadinasi, skai¢ius b=a-(a?—7) su visais a €Z dalijasi i$ 6.

4. Matematinés indukcijos metodas ir dalumas. Matematikoje
egzistuoja daug teiginiy, kurie formuluojami priklausomai nuo natiira-
liojo skai€iaus n (juos zymésime T (n) ). Tokiy teiginiy pavyzdziai:

1) per plokStumos taska iSvestos n nesutampanciy tiesiy dalina

plokstuma i 2n daliy;
n n? n
2) skaiCius —+ > +— yra naturalusis;

3) kai 0<a<1, galioja nelygybé (1-a)" < 1 ;
1+na

4) skaicius 11" +122"? dalijasi i$ 133;
5) skaic¢iai n2+n+5 yra pirminiai;
n-1

6) skaiciai 22 +1 yra pirminiai.

Kaip nustatyti, ar teiginys T(n)teisingas su visais natlraliaisiais
skaiCiais n, jeigu pavyko isitikinti, kad atskirais atvejais jis teisingas?
Atsakyti | §i klausima kartais pavyksta tam tikra samprotavimy seka —
vadinamuoju matematinés indukcijos metodu:

jeigu

1. teiginys T(n)teisingassu n=1 (t.y. T(1) teisingas),

2. i8 to, kad teiginys teisingas su n=k (t. y. T(k) teisingas),
iSplaukia, jog jis teisingas ir su n=k+1 (t.y. T(k+1) teisingas),

tuomet teiginys T (n) teisingas su visais natiaraliaisiais skaiciais n.

12



SVEIKUJU SKAICIU SAVYBES

Naudojantis Siuo metodu galima jrodyti, kad pirmyju keturiy
pavyzdziy atvejais teiginys T(n) teisingas su visais natiraliaisiais
skaiCiais. Penkto ir SeSto pavyzdZio teiginiai negalioja su Visais
natiiraliaisiais skaiéiais n, nors, T (1), ir ne tik, yra teisingi.

Matematinés indukcijos metodas daznai sékmingai taikomas skaiciy
dalumo uZdaviniuose.

2 pavyzdys. Irodykime, kad bet kuriy trijy i$ eilés einanéiy sveikuju
skai¢iy kuby suma S(a)=a’+(a+1)3+(a+2)%,a €z, dalijasiis 9.

{rodymas. Pirmiausia tiesiogiai naudodamiesi matematinés induk-
cijos metodu jrodysime, kad suma S(n)=n+(n+1)>+(n+2)® su visais
natiiraliaisiais skaiciais n dalijasi i$ 9.

1. Suma S(1)=13+2°+3% =236 dalijasi i3 9.

2. Tarkime, kad suma S(k)=k3+(k+1)>+(k+2)® dalijasi i§ 9.
Turime jrodyti, kad suma S(k +1)taip pat dalijasi i$ 9:

S(k+1)= (k+1)3+(k+2)° +(k+3)° =

= (k+1)%+(k+2)3 +Kk3+9k? + 27k +27=

= (k3 +(k+1)3+(k+2)°)+9(k? +3k +3) =

= S(k)+9(k? +3k +3).
Kadangi abu démenys dalijasi i3 9, tai i§ 9 dalijasi ir suma S(k +1) (Zr.
4 dalumo savybg).

Taigi teiginys ,,S(n)=n*+(n+1)3+ (n+2)* dalijasi i§ 9 teisingas
su visais natiiraliaisiais n.

Atkreipkime démesi, kad S$(0)=0%+(0+1)>+(0+2)°=9.

Norédami jrodyti, kad teiginys galioja ir su visais sveikaisiais
neigiamais skaiCiais, vietoje a jraSykime —n, t. y. nagrinékime suma
S(=n)=(=n)*+(=n+1)3+(-n+2)? ir vél jrodymui taikykime matema-
tinés indukcijos metoda.

1.Sun=1 S(-1)=(-1)*+(-1+1)%+(-1+2)*=0 dalijasi i§ 9.

2. Tarkime, kad su n=k suma S(-k) = (=k)*+ (-k +1)3 + (-k + 2)°

13



| TEMA

dalijasi i$ 9. Turime jrodyti, kad suma S(—(k +1)) taip pat dalijasi i$ 9:
S(—(k+1))= (~(k +1))° + (=k)* + (—k +1)° =
=((-k+2)=3)* +(—k)* +(-k+1)*=
=(—k)®+(-k +1)3 + (—k +2)3)=3-3(-k +2)2 +3.9(-k +2) - 27 =
=S(—k)+9-(—(—k +2)% +3(—k +2) - 3).

Kadangi abu démenys dalijasi i§ 9, tai i§ 9 dalijasi ir
suma S(—(k+1)) . Vadinasi, teiginys ,,suma
S(-n)=(=n)*+(-n+1)°+(-n+2)°
dalijasi i$ 9* teisingas su visais naturaliaisiais n.
Taigi S(a)=a’+(a+1)3+(a+2)°® dalijasi i§ 9 su visais sveikai-
siais skaiCiais a.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. DeSimtainés sistemos skaiCiy 1999 uzrasykite septintainés sistemos
skai¢iumi, o skaiciy 127 — dvejetainés sistemos skai¢iumi.

2. SkaiCius 10101010, ir 12343215 uzraSykite deSimtainés sistemos
skaiciais.

3. Apskaiciuokite sumg 3275+ 732 ir sandauga 1357 x 725 .

4. Ar skaitiai a®+11a, a € Z, dalijasi i$ 6? Atsakyma pagriskite.

5. Irodykite, kad jokio sveikojo skaiCiaus kvadratas negali biti
pavidalo 3q+2,q € Z.

6. Irodykite, kad 6](14a°+9a%+a) su visaisa €Z .
7. Trodykite, kad 9| (7" +3n —1) su visais natiiraliaisiais skai¢iais n.

8. Irodykite, kad 7| (4°™ +3*™")su visais natiiraliaisiais skai&iais n.

14



SVEIKUJU SKAICIU SAVYBES

10.

[rodykite, kad 11]|(6°"+3™ +3")su visais natiraliaisiais
skaiciais n.

Kiek i§ viso skaitmeny reikés abiem skaiCiams 22014 j 52014
uzrasyti deSimtaine pozicine skai¢iavimo sistema?

£\

(

)

3
\

A

Q

\/'o‘
(& ‘(//L.
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1. FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI

Antanas Apynis (Vilniaus universitetas),
Juozas Sinkiinas (Lietuvos edukologijos universitetas)

1. Funkcijos savoka yra viena i§ svarbiausiy matematikos savokuy.
Tiek mokykliniuose vadovéliuose, tiek studentams skirtose knygose
funkcija apibréziama ne vienodai. Taip pat skiriasi ir Zzyméjimai. Nezii-
rint to, visy apibrézimy esmé ta pati.

Sakykim, X ir Y yra dvi aibés. Taisyklé f, pagal kurig kiekvienam
aibés X elementui (taskui) x priskiriamas vienintelis aibés Y elementas
(takas) y, vadinama funkcija. Aibé X vadinama funkcijos apibréZimo
sritimi (paprastai Zymima D(f)). Funkcijos f reikSmé taske X, X e X,
Zzymima f(x). Taigi f(x)=y. Aibé

E(f)={yeY:y="1f(x),xe X}
vadinama funkcijos f reiksmiy sritimi.

Funkcija f simbolisSkai uzraSoma taip:

f: X>Y, arba X—f>Y, arba y=f(x),xe X,
arba tiesiog f(x), x € X.

Mokykliniame matematikos kurse paprastai aibés X ir Y yra realiyju
skaiciy aibés, o funkcijos apibréziamos formulémis.

Kai nenurodoma funkcijos apibrézimo sritis, apibrézimo sritimi
laikoma skaiciy, kuriems esant formulé turi prasme, aibé.

I$nagrinékime pora pavyzdziy.

1 pavyzdys. Raskime funkcijos

f(x)=\/x2 -5x+6 +;
V5+4x—x2
apibrézimo sriti.

Sprendimas. Funkcijos apibrézimo sri¢iai D(f) rasti reikia iSspresti
nelygybiy X2 —5X+6>0 ir 5-4x—x> >0 sistema:
{xz -5x+620, _ {(X—Z)(x—3) >0,
5+4x—%X2 >0 (x=5)(x+1)<0.

16



FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI

Taikydami intervaly metoda (zr. 1 pav.) gauname, kad pirmos
nelygybés sprendiniy aibé yra (—oo; 2]U[3;+®), o antros nelygybés
sprendiniy aibé yra intervalas (-1; 5). Vadinasi, sistemos sprendiniy aibé
yra (-1 2] U[3; 5).

1 F N -\ + 5 )
+ — 2 3 AN

1 pav.

Ats.: D(f)= (-1 2]U[3;5).

. . 9x? +1
2 pavyzdys. Raskime funkcijos f(x) = reikSmiy sriti.
X

Sprendimas. Funkcijos apibrézimo sritis yra intervalas (0; + ). Jos
reikSmiy sritis E(f) yra aibé dydzio a, a >0, reikSmiy, kurioms esant

2
. /9 1 . . & .
lygtis X+ a turi bent vieng sprendini. Sig lygti pakéle kvadratu
X

ir abi jos puses padauging i§ X # 0, gauname lygti 9x? —a’x+1=0. Ji
turi sprendiniy, jei D = a*-36>0, t. y. (a —\/E)(a + \/g)(a2 +6)>0.
I§ ¢ia gauname, kad a > J6 (atsizvelgéme, kad a >0).

Ats.: E(f)=[6; + ).

2. Funkcijos f, kurios apibrézimo sritis yra X, grafiku vadinama pory
(x; 1(x)), xe X, aib¢ ir zymima G(f). Taigi

G(f)={(x; f(x):xe X}
ISnagrinékime pora funkcijos grafiko vaizdavimo pavyzdziu.
3 pavyzdys. Funkcijos f(x) = x2, x <R, grafiko
G(f)={(x;x?): xeR}

vaizdas Dekarto koordinaéiy sistemoje XQOy yra parabolé (Zr. 2 pav.).
Lygybe y = x? vadiname parabolés lygtimi.

Jeigu Ox aSimi laikytume vertikaliaja a8, o Oy aSimi — horizon-
taliaja a8j, tai gautume grafiko G(f) vaizda, parodyta 3 paveiksle.

17



Il TEMA

@)
2 pav. 3 pav.

4 pavyzdys. Funkcijos f(x) =X, xe][0;+) grafiko,
G(f)={(x; x): x€[0; +0)}
vaizdas sta¢iakampéje Dekarto koordina¢iy sistemoje yra spindulys (Zr.
4 pav.), kurio lygtis yra y=x, Xe[0;+). Dabar susipazinkime su
grafiko G(f) pavaizdavimu polinéje koordinadiy sistemoje.

Yy

o) "X
4 pav. 5 pav.

Tegu Op - plokstumos spindulys (5 pav.). Tada bet kurio ploks-
tumos tasko M padétj galima nusakyti skaiciy pora (@;r); ¢ia r — taSko
M atstumas iki taSko O, o ¢ — spindulio Op postkio pries laikrodzio
rodykle kampas (matuojamas radianais). Skai¢iy pora (¢;r) vadinama

tasko M polinémis koordinatémis. TaSko O polinés koordinatés yra (¢; 0),
¢ €[0; + ). Atkreipkime démesi, kad skaiciy

pora (p+2nm,r), ne N, taip pat yra taSko “‘\_x_‘
M polinés koordinatés. ;;. \"/\—-.\__ ya
Grafiko G(f)={(p;0):0e[0;+x)} R
VaiZQaS polinéje koordinaciy sistemoje yra \ AN /
Archimedo spiralé (6 pav.). Jos lygtis yra ~—"
r=¢, =0. 6 pav.
Aisku, kad

G(f) ={(x;x):xe[0;+0)} ir G(f)={(¢p:;9):9e[0;+x)}

18



FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI

yra ta pati aibé. Matome, kad tos aibés vaizdas polinéje koordinaciy

sistemoje yra kitoks negu staciakampéje Dekarto koordinaciy sistemoje.
Mokyklinéje matematikoje naudojama tik staCiakampé Dekarto

koordinaciy sistema, todé¢l funkcijos f grafiko G(f) vaizdas vadinamas

tiesiog funkcijos f grafiku.

3. Funkcija f vadinama lygine funkcija, jeigu:
1) xeD(f)= —xeD(f)

2) f(=x)=f(x), xeD(f).

Pirma salyga xe D(f)= —xe D(f) reiskia, kad funkcijos api-
brézimo sritis D(f) yra simetriné nulio atzvilgiu.

Jeigu funkcijos f apibrézimo sritis D(f) yra simetriné nulio atzvil-
giu ir galioja salyga

f(=x) =-f(x), xe D(f),

tai funkcija vadinama nelygine funkcija.

Pavyzdziui, funkcija f(x)=3A-x)2 +3L+x)? yra lyginé, nes
jos apibrézimo sritis (—oo; + o0) yra simetriné nulio atzvilgiu ir

f(-x) =3~ )2 +3@+ ()2 =Y+ 02 +3a-x7? = 1(x)

kai X € (—o0; + 0).

Funkcija f(x)= \/1+ X+ X2 - \/1— X+ X2 , kurios apibrézimo sritis
(—o0; + 0) taip pat simetriné nulio atzvilgiu, yra nelyginé, nes

F(2x) = 1+ (=3) + (-X)% = (L= (=X) + (-x)2 =

=\/1—x+x2 —\/1+x+x2 =—f(x),
kai X € (—o0; + 0).

Funkcija f(x)= X2, Xe [-2; 5], yra nei lyging, nei nelyginé, nes
jos apibrézimo sritis [-2; 5] néra simetriné nulio atzvilgiu.

Nesunku ijsitikinti, kad funkcija f(X) = X3+ x+1 taip pat yra nei
lyginé, nei nelyginé.

Kadangi lyginé funkcija tenkina lygybe f(-X)= f(X), kai x e D(f),
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tai jos grafikas yra simetriné kreivé Oy aSies

atzvilgiu. Nelyginés funkcijos grafikas yra y ~
simetriSkas koordinaCiy pradzios tasko {C\/
atzvilgiu. T /Y
5 pavyzdys. Nubrézkime  funkcijos 1 >
f(x)=2|x|-1 grafika. e) ‘ X
Sprendimas. Kadangi funkcija yra /1
lyginé,  uztenka  nubrézti  funkcijos /
f(x)=2x-1, x>0, grafika ir atlikti jo
simetrija Oy aSies atzvilgiu. Sios funkcijos 7 pav.

grafikas pavaizduotas 7 paveiksle.

4. Funkcija h:X —Z vadinama funkciju f:X —>Y ir
g:Y — Z kompozicija, jeigu h(x) = g(f(x)), kai x e X. Funkcijufirg
kompozicija paprastai Zymima go f ,t.y. h=go f.

Esminé salyga apibréziant funkcijy f ir g kompozicija go f, kai
nenurodytos funkciju f ir g apibrézimo sritys, yra E(f)c D(g).
Apibréziant kompozicija f o g turi galioti salyga E(g) < D(f).

Funkcijy kompozicija taip pat vadinama sudeétine funkcija.

6 pavyzdys. Raskime funkciju f(X) =V4-x% ir g(x) =x-1
kompozicijas fog ir go f bei jy apibrézimo sritis.

Sprendimas. Kadangi funkcijos g apibrézimo sritis yra

D(g) =[L + ), ir

(fo9)(x) = F(g(¥) = V4~ (g()? =4~ (x-D?,

tai funkcijos f o g apibrézimo sri¢iai D(f o g) priklausys tik tie srities

D(g) tasSkai, kuriuose reiskinys 4—(\/x—1)2 turi prasme. Taigi

4-(x-1)%>0,

x>1

D(f oQg) yra nelygybiu sistemos { sprendiniy aibé.

Spresdami Sia sistema, gauname:

{4—(\/x—1)2 >0, _ {4—X+120,

X <5,
o < xe[l; 5] < D(g).
x=>1 X>1 x=>1.
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FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI

Vadinasi, D(f og) =[1;5], ir (f cg)(x) =+v/5-x.

Funkcijos f apibrézimo sritis D(f) yra nelygybés 4-— x>0
sprendiniy aibé [-2; 2]. Kadangi

(9o F)0)=9(f () =T () -1=V4-x" -1,

tai funkcijos go f apibrézimo sritis D(g e f) yra nelygybiy sistemos

4 - X2 2 O, . . . . . .
sprendiniy aibé. Spresdami $ia sistema, gauname:
4-x?-1>0

4-x2 >0, xe[-2;2], (xe[-2;2],
V4—x2—1zoc>4—X221<b hE—XXJ§+@20¢$

xe[-2; 2], _
CD{XG[—4§;J§]¢> x e [/3; /3] = D(f).

Vadinasi, D(go f)=[-3;4/3], (go f)(X) = yV4-x2 1.

Ats.: (fog)(x)=+B-X, (go f)(X)=yV4-x2 -1,
D(f o g)=[1;5], D(ge f)=[-V3;+/3].

Kartais funkcijy kompozicijos operacija tenka taikyti keleta karty.
Pavyzdziui, triju funkcijy f, g ir h kompozicija ho go f suprantama kaip
funkciju geo f ir h kompozicija ho(go f).

7 pavyzdys. Tegu f(x):L, x;t—l. Raskime kompozicijos
2x+1 2

fofof iSraiska (f o fo f)(x).
Sprendimas. Pazymékime f; = f o f. Tada

X
() 2x +1 X
fX:fOf Xszx = — — ,
10 = ( )(X) = f(f (X)) 2100 +1 , X ., ax+l
2X+1

1 1
X#E——, X#*——

2 4
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X
f1(x) 4x +1 X
fofof)x)=(fof)X) =f(f(X)==—1 = = ,
( () = (o f)(x) = f(f,(x)) 200051 5 X 6xel
4x +1
1 1 1
X#E——, XE——, X#*——.
2 4 6
Ats.: (fofof)X)m—X—) Xx#-s x£-t xz-t.
6x+1 2 4 6

Tegu funkcijos f apibrézimo sritis yra D(f), o reik§miy sritis yra
E(f). Funkcija f ! vadinama funkcijos f atvirkstine funkcija, jeigu jos
apibrézimo sritis yra E(f), reikSmiy sritis yra D(f) ir galioja salygos;

1) fF)=x kai xeD(f);2) f(f(y)=y, kai yeE(f).

Atkreipkime démesi, kad funkcijos f 1 atvirkstine funkcija yra f.

Taigi funkcijos f ir f1 yra viena kitai atvirkstiné.
8 paveiksle xOy koordinacdiy sistemoje pavaizduotas funkcijos f
grafikas, kurio lygtis y= f(x). Ta kreivé kartu yra ir atvirkstinés

funkcijos f -1 grafikas, kurio lygtis koordinaciy sistemoje yOX yra

x=174y), yeE(f). 1 D

) .. . /‘\\ D

Taciau jprasta abiejy funkcijy ( f ir 37 S\
ffl) grafikus vaizduoti toje pacioje ﬁ//

koordinaciy sistemoje xOy. Joje atvirks- _—
tinés funkcijos fL grafiko lygtis yra 0 X
v V,

y = £ 1(x) . Sioje sistemoje atvirkstines Y/
funkcijos grafikas yra kreivé, simetriska
funkcijos f grafikui tiesés Yy =X
atzvilgiu.

8 pavyzdys. Patikrinkime, ar funkcijos:
Q) F()=1-Ix ir g(x)=1-x73:b) f(x)=1+~/x ir g(x) = (x-1)?;
yra viena kitai atvirkstiné funkcijos.

Sprendimas. a) Kadangi

8 pav.
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FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI

(9o H)N)=g(F)) =2 F())>=1-1+3x)3=x, xeR

(fog)(X)=f(g(x)=1-31-x%3=1-1+x=x, xeR,

tai f ir g yra viena kitai atvirkstinés funkcijos.

b) Funkcijos f ir g mnéra viena kitai atvirkstinés, nes
D(g) = (—o0; + ), E(f)=[L + ). Taigi D(g) = E(f).

9 pavyzdys. IStirkime, ar funkcija f(x) = x2 —4x+2 turi atvirks-
ting funkcija.

Sprendimas. Sios funkcijos apibrézimo sritis yra D(f)=R, 0
reikSmiy sritis yra E(f) =[-2; + ).

Pasirinkime bet kuri y i§ funkcijos f reikSmiy srities E(f) ir
sudarykime lygti X2 —4x+2= y . Jos sprendiniai yra du: 2+,/y+2 ir

2—-,/y+2. Vadinasi, srityje D(f) funkcija f atvirkstinés funkcijos

neturi. Taciau apibrézimo srities D(f) poaibyje [2; +o0) atvirkstiné

y

9 pav.
funkcija ft egzistuoja, nes lygtis X2 —4X+2= y turi tik viena
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sprendini X =2+ 4/y + 2. Atvirkstinés funkcijos f 1 iSraiska yra

fLx)=2+x+2, x=-2.
Funkciju f(X)=x?-4x+2 ir fi(x)=2++/x+2 grafikai
pavaizduoti 9 paveiksle.
Apibrézimo srities D(f) poaibyje (—oo; 2] atvirkstiné funkcija f1
taip pat egzistuoja. Jos iSraiska yra
flx)=2-x+2, x>-2.
Ne kiekviena funkcija turi atvirksting funkcija. Jeigu funkcija yra
grieztai monotoniné (tik didé¢janti arba tik maZzéjanti), tai ji turi
atvirkstine.

10 pavyzdys. Irodykime, kad funkcija f(x)= ZX+2 X ¢% yra
X_
pati sau atvirksting.
Sprendimas. Kadangi
(foH)¥)=1(f(x)=
33x+5 5
_3f(0+5_“ax-3"> _9x+15+420x-15_29x _ 3
CAf(0-3 ,3X+5 o 12x+20-12x+9 29 4'
4x -3

A 3
tai f1(x)=f(x), Xx= .

5. Kartais lygtis ar nelygybes biina patogiau spresti remiantis funk-
cijy grafikais. ISnagrinékime viena pavyzdi.

11 pavyzdys. Didziausig i$ skai¢iy U ir v pazymékime max(u; V), o
maziausia i§ Siy skai¢iy min(u;v). Raskime lygties min(x2; X+2)=a,
a € R, sprendiniy skaiciy priklausomai nuo parametro a reikSmiy.

Sprendimas. Nubrézkime funkcijos f(X) = min(xz, X+ 2) grafika.

Vienoje koordinaciy sistemoje nubrézkime funkciju f;(x) = x2 ir
fo(X) = x+ 2 grafikus (Zr. 10 pav.). Funkcijy grafikai susikerta taskuose
(-1; 1) ir (2; 4). Remdamiesi $iy funkcijy grafikais, gauname, kad
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FUNKCIJOS IR JU GRAFIKAI

X+2, kai —oo < x<-1,

f(x)=1x%, kai —1<x<2,
X+2, kai x> 2.

10 pav.

Sios funkcijos grafikas pavaizguotas iStisine linija (10 pav.).
Nesunku nustatyti keliuose taskuose jis susikerta su tiese y=a, aeR.
Viena taska gausime, kai a<0 arba a>1; du taskus, kai a=0 arba
a=1, ir tris susikirtimo taSkus gausime, kai 0<a<1. Kiekvienas
susikirtimo taskas atitinka viena lygties min(x2; X+2)=a, aeR,
sprendini.

Ats.: 1 sprendinys, kai a<0 arba a >1;

2 sprendiniai, kai a=0 arba a=1;
3 sprendiniai, kai 0 <a<1.

ANTROJI UZDUOTIS

X —

1. Raskite funkcijos f(x) = | ———
1-3x+2x

apibrézimo sritj.
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2.

10.

2

Raskite funkcijos f(x) = X2 X2 reik§miy aibe.
X°+2x-1
_ . -1
IStirkite funkcijos f(x)=x- lyginuma.
2" +1

Nubrézkite funkcijos f(x) = X2 — 4| x| +3 grafika.
1 .
.. . 3-—, kai x>0,
Funkcija f apibrézta formule f(X) = Jx
g(x), kai x<0.

Raskite tokia funkcija g, kad funkcija f baty nelyginé. ISspreskite
lygti f(x)=1.

Raskite funkciju f(x)=+ X2 —5X+4 ir g(x) =+/2-x kompo-

zicijas fog ir go f beijy apibrézimo sritis.

Raskite kompozicijos fofof iSraiSka (fofof)(x), Kkai

F(X) = .
1+ x2
Raskite funkcijos f(x) = 3{/x +VXZ+1 + 3{/x3 —Vx%+1 atvirksting
funkcija.
L . e . ax+1
Su kuriomis parametry a ir b reikSmémis funkcija f(x) = o ib
X+

pati sau atvirkstiné.

Raskite lygties max(x2 —2X+2;2+4x— x2) =a, aeR,
sprendiniy skai¢iy priklausomai nuo parametro a reikSmiy.

D3

(
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I11. LYGCIU IR NELYGYBIU SUDARYMO UZDAVINIAI

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

ISmokus spresti jvairiy lygéiu, nelygybiu ir ju sistemy, nataralu
uzsiimti igyty ziniy ir gebéjimy taikymu jvairioms problemoms nagrinéti
ir spresti.

Sioje jauniesiems matematikams pateikiamoje temoje siiloma su-
grizti prie tekstiniy uzdaviniy. I§ kity uzdaviniy jie issiskiria tuo, kad
Visos sasajos tarp zinomy ir ieSkomy dydziy yra nusakomos zodziais.
Tokie uzdaviniai reikalauja gebéjimo isigilinti i salyga ir tam tikro
sumanumo sudarant problemos matematini modelj.

Atsisakyta minties kaip nors suklasifikuoti tekstinius uzdavinius bei
pateikti kokiy nors standartiniy sprendimo schemy. Nagrin¢jami konk-
retlis pavyzdziai, tikimés, padés savarankiskai iSspresti visg uzduoti.

1 pavyzdys. Dviejuy skaiéiy suma lygi 1244. Jeigu pirmo skaiéiaus
gale priraSytume skaitmeni 3, o antro skaiCiaus gale nubrauktume
skaitmeni 2, tai gautume du lygius skaicius. Raskime Siuos du skaicius.

Sprendimas. Tegu a yra pirmas skaicius, o b2=10b+2 — antras
skaicius. Pagal uzdavinio salyga, a+b2=a+10b+2=1244 ir a3=b.
Kadangi a3=10a+3, gauname lygybeg 10a+3=h.

Skai¢iams a ir b rasti i§spregskime lygéiy sistema

{a+10b +2=1244,

10a+3=h.
Gausime:
a+10b=1242, a+10(10a+3)=1242, a=12,
{b:10a+3 {b=10a+3 {b=123.

Taigi pirmas skaiCius yra 12, o antras skaicius yra 1232.
Ats.: 12 ir 1232.

2 pavyzdys. Pirmas skaicius didesnis uz antra tiek pat karty, kiek
karty antras didesnis uz trecia. Jeigu i§ pirmo skaiciaus atimtume kity
dviejy suma, tai gautume 2, o jeigu prie pirmo skai¢iaus pridétume puse
antro ir trecio skaiCiaus skirtumo, gautume 9. Raskime $iuos tris skai-
cius.
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Sprendimas. Tegu X, y ir z yra atitinkamai pirmas, antras ir trecias
skaiius. Pirmame sakinyje pateikta salyga galima isreiksti lygybe

X_Y

y z’
o remiantis tolesnémis salygomis galima sudaryti dvi lygtis:

X—(y+z)=2 ir x+%(y—z)=9.

Dabar spreskime trijy lyg¢iu su nezinomaisiais X, Y ir Z sistema
X_y

y z
x—-(y+2)=2, (1)

1
X+—(y—-2)=09.
+2(y )

IS antros lygties gauname, kad y+z=x-2, o i$ treCios gauname,
kad y—-z=18-2x. Tada:

y+Z=X-2, 2y =16-x, y=e-3%
- —18—2X:> 22—3X—20: 3
y=2= B z=—-x-10.
2
Irase y ir z iSraiSkas { (1) sistemos pirma lygti, gausime:
3 1
X _EX
8—1x Ex—10
2 2
2x  16-x
16-x 3x—20

2x(3x — 20) = (16 — X)?,
6x% — 40X = 256 — 32X + X°,
6x% — 40X = 256 — 32X + X°,

845184 _8:72

10 10
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Taigi x=8 arba x=-6,4. [raS¢ i formules y=8—%x ir

Z= %X —10, gauname du skaiciy trejetus:
x=8,y=4,2=2 ir x=-6,4, y=112, z=-19,6.
Ats.: 8,4,2; -6,4,11,2,-19,6.

3 pavyzdys. Aptvertas staciakampis sklypas, atrézus jo dalj, pasi-
daré kvadratinis. Jo plotas sumazéjo 400 m?, o tvora sutrumpéjo 20 m.
Raskime pradinius sklypo matmenis.

Sprendimas. Tegu x yra pradinio sklypo
ilgis, o y — jo plotis (zr. pav.).

Remiantis uzdavinio salyga galima Y
sudaryti dvi lygtis: y xX=y
(x—y)y=400 ir 2(x-y)=20. X

Spresdami sistema, gauname:

2(x—y) =20, - x—y =10,
(x—y)y =400 10y =400

Taigi pradinio sklypo ilgis buvo 50 m, o plotis — 40 m.

Ats.: 50 mir 40 m.

4 pavyzdys. Dviratininkas 96 kilometry atstuma nuvaziavo 2 valan-
domis grei¢iau negu planavo, nes kas valanda jis nuvaziuodavo 1 kilo-
metru daugiau negu tikéjosi nuvaziuoti per 1 valanda ir 15 minuciy.
Kokiu grei¢iu vaziavo dviratininkas?

Sprendimas. Tegu v yra planuotas dviratininko greitis (km/h). Tada
(1,25v+1) km/h yra greitis, kokiu jis vaziavo. Pagal uzdavinio salyga,

=y =40, x=50.

turi galioti lygybé
% 9% _
voo125v+1
I§ ¢ia gauname kvadrating lygti
2,5v% —22v-96 =0,
turincia tik viena teigiama sprendini v =12. Todél 1,25-v+1=16.

Vadinasi, dviratininkas vaziavo 16 km/h greiciu.
Ats.: 16 km/h.
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5 pavyzdys. Penki zmonés atlieka tam tikra darba. Pirmas, antras ir
treCias, dirbdami kartu, gali visa uzduoti ivykdyti per 15 valandy;
pirmas, trecias ir penktas — per 10 valandy; pirmas, trecias ir ketvirtas —
per 12 valandy, o antras, ketvirtas ir penktas kartu — per 8 valandas. Per
kiek laiko visa uzduoti, dirbdami kartu, galéty ivykdyti visi 5 Zzmonés,?

Sprendimas. Visa darbo apimti (tam tikrais matavimo vienetais)
pazymékime a; paprastai daroma prielaida, kad a=1.

Tegu &, i=12,34,5 yra darbo apimties a dalis, kurig i-tasis
zmogus gali atlikti per 1 valanda. IeSkoma laika (valandomis), per kuri
visa darba atlikty (dirbdami kartu) visi 5 Zmonés, pazymékime t.

Pagal uzdavinio salyga, turi galioti tokios lygybés:

15(a; +a, +a3) = a,
10(ay +a3 +as) =a,
12(a; + a3 +a,) =4,
8(ay, +a,+a5)=a,
t(ay+a,+az+a,+ag)=a.
Dydziams a;, a,, as, a, Ir ag rasti reikéty iSspresti lygciuy

sistema
1
d;+a, +a =—a,
1 2 3 15
a + a +ag = L a
1 3 5~ 1A%
10
a +adq + 3, = L a
1 3 4 12 '
1
a2 +a4+a5=§a,
1
a1+a2+a3+a4+a5=¥a.

Taciau turime rasti tik t.  Tam pakanka suZinoti suma
& +a,+ag+a,+ag. Jai rasti ketvirta lygti padauginkime i§ 2 ir
sudékime su pirmomis trimis lygtimis. Gausime:

3a; +3a, +3a3 +3a, +3a5 = i+i+i+1 a,
15 10 12 4
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1
a1+a2+613+a4+a5=€a.

IraSe $i rezultata i ketvirta lygti, gauname, kad t=6. Taigi visi 5
zmonés visa uzduotj ivykdytu per 6 valandas.

Ats.: 6 h.

6 pavyzdys. Atstumas nuo miesto A iki miesto B yra 1320
kilometry. Automobilis visa kelig nuo A iki B vaZiavo pastoviu grei¢iu
v (km/h), o grizdamas — 10 km/h mazesniu greic¢iu. Koks turéty biiti
greitis v, kad kelioné atgal biity ilgesné ne daugiau kaip viena valanda?

Sprendimas. Pagal uzdavinio salyga,

132 . . .
1320 yra kelionés i§ A | B trukmé,
\'

32% yra kelionés i§ B | A

trukmé.
Be to, turi galioti nelygybé
1320 1320 <1
v-10 v

Spresdami Sig nelygybe, gauname:
1320v —-1320(v—10) <v(v-10),

13200 < v? —10v,

v2 —10v—13200 >0,
(v—5)2-13225>0,
(v—5)2 -115% >0,
(v-120)(v+110) > 0.

IS ¢ia (kadangi v+110 > 0) gauname, kad turi bati v >120 km/h.
Ats.: v>120 km/h.

7 pavyzdys. Trupmenos vardiklis yra natiiralusis skai¢ius; jis tri-
gubai didesnis uz skaitikli. Pridéj¢ 2 prie vardiklio, gautume trupmena,

kurios reikSmé yra didesné uz 9’ o pridéje¢ 2 prie skaitiklio, gautume
. o 4 .5 o
trupmena, kurios reikSme yra tarp 7 ir 3 Raskime §ig trupmena.

. m - .
Sprendimas. Tegu — yra ieSkoma trupmena. Remdamiesi salyga,
n
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gauname nelygybes
m 2 . 4 m+2
>— I =<
n+2 9 7 n
Pagal salyga, Siose nelygybése n=3m.
Vadinasi, reikia iSspresti dvieju nelygybiu su vienu nezinomuoju
sistema

<

w| o

m 2
>_
am+2 9
££m+2g§
7 3m 3
Spreskime taip:
3m+2 g, 3+£<9, £<__3,
m 2 m 2
= = =
4 m+2 5 4 1 2 5 4 1 2 51
-< <= —< T4 —<= - <=
7 3m 3 7 3 3m 3 7 3 3m 3 3
2.3 1.3 ms2
=M 22 L N 3 = A mcl
ES—SE 33132 lSmSE 3 >
21 3m 3 14 m 2 5

I§ ¢ia gauname tik m=2. Tada n=3-2=6.
S 2
Vadinasi, ieSkoma trupmena yra ry
Atkreipkime démesi i tikrai suprantama ketinima (raSant atsakyma)

2 T 1
trupmenag — pakeisti jai lygia trupmena —.
6 3
Siekdami iSsiaiskinti, ar trupmenos % pakeitimas trupmena % biity
korektiSkas, patikrinkime, ar trupmena % tenkina uzdavinio salygas.

. 1 1 2 . : 1 _—
Aidku, kad ——= <§. Taigi pridéje 2 prie trupmenos 3 vardiklio,

342 5

negautume trupmenos, didesnés uz % Vien to pakanka iSvadai, kad
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< 2 .. - .
raSant atsakyma trupmena 5 reikia palikti nesuprastinta.

Ats.: E
6

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Dvizenkli skai¢iy padalijus i§ jo skaitmeny sumos, gaunamas
dalmuo 3 ir liekana 7. IS Sio dvizenklio skaiciaus skaitmeny kvadraty
sumos atémus jo skaitmeny sandauga, gaunamas pradinis skaicius.
Raskite ji.

2. Stebint dvieju kristaly augima, nustatyta, kad pirmo kristalo masé
per 3 ménesius padidéjo tiek pat, kiek antro kristalo — per 7 mé-
nesius. Mety pabaigoje paaiskéjo, kad pirmo kristalo pradiné masé
padidéjo 4 procentais, o antro — 5 procentais. Raskite kristaly pra-
diniy masiy santyki.

3. Sudaugings du nattiraliuosius skaicius, mokinys suabejojo gauto
rezultato teisingumu. Tikrindamas jis gauta rezultata padalijo i$
didesniojo skai¢iaus. Gavo dalmeni 17 ir lickana 8. Tada mokiniui
paaiskéjo, kad gautos sandaugos deSimciy skaitmuo 6 vienetais
didesnis uz tikra deSimc¢iu skaitmenj. Raskite mokinio daugintus
skaiCius, jeigu zinoma, kad jy skirtumas yra 36.

4. 18 vietoviy A ir C i vietove B tuo padiu metu i$jojo du raiteliai. Nors
atstumas nuo C iki B yra 20 kilometry didesnis uz atstuma nuo A iKi
B, bet abu raiteliai po 5 valandy kartu atjojo i vietove B. Raskite
atstuma tarp vietoviy A ir B, jeigu zinoma, kad i§ vietovés C iSvykes
raitelis kiekviena kilometra nujodavo 1 minute ir 15 sekundziy
greiiau uz raitelj, kuris i§vyko i§ vietovés A.

5. I8 vietoviy M ir N vienas priesais kita iSvaziavo du motociklininkai;
atstumas tarp M ir N lygus 600 kilometry. Per tg patj laika pirmas
motociklininkas nuvaziavo 250 kilometry, o antras — 200 kilometry.
Pirmas motociklininkas atvyko i N trimis valandomis anksé¢iau negu
antras { M. Raskite kiekvieno motociklininko greiti.
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6. Déz¢je yra tam tikras skaiCius kamuoliuky — raudony, geltony ir

10.

zaliy. Tarp bet kuriy 11 kamuoliuky yra ne maziau kaip du raudoni
ir bent vienas zalias kamuoliukas, o tarp bet kuriy 12 kamuoliuky
yra bent vienas geltonas. Kiek kamuoliuky galéty buti i§ viso?

Keliautojas vaziuoja grei¢iu v (km/h) i§ vietovés A | vietovg B,
esan¢ia uz 300 kilometry nuo A. Jeigu jis vaziuoty 20 km/h didesniu
greiCiu, sutaupyty ne daugiau kaip 45 minutes, o jeigu vaziuoty
10 km/h 1é¢iau, kelionés tiksla pasiekty ne maziau kaip 20 minuciy
véliau. Koks galéty buti greitis v?

Dviratininkas i§ M | N vaziavo tam tikru grei¢iu v (km/h).
Grizdamas atgal viena valanda jis vaziavo tuo paciu grei¢iu Vv, 0
pailséjes 30 minuciy, kelione tesé¢ 5 km/h didesniu greiciu. Koks
turéty biiti dviratininko greitis v, kad kelioné¢ i§ N { M uztrukty ne
ilgiau kaip i5 M i N, jeigu atstumas tarp M ir N baty: a) 45 km; b) 70
km?

Trupmenos skaitiklis yra natiiralusis skaicius, o vardiklis — vienetu
didesnis uz skaitiklio kvadrata. Skai¢iy 3 pridéjus prie skaitiklio

1 e . .
gaunama trupmena, mazesné uz 2 o pridéjus prie vardiklio — trup-
: " o )
mena, didesné uz g Raskite visas tokias trupmenas.

Grupé¢ darbininky per 14 dieny atliko jiems pavesta darba. Jeigu ju
bty buve 4 Zzmonémis daugiau ir kiekvienas bty dirbgs 1 valanda
ilgiau, tai ta pati darba biity atlike¢ per 10 dieny. O jeigu Zmoniy
bty buve dar 6 daugiau ir kiekvienas buty dirbgs dar 1 valanda
ilgiau, tai ta darba buity atlike per 7 dienas. Kiek buvo darbininky ir
kiek valandy per diena jie dirbo?

A3
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IV. POSUKIAI, ASINES IR CENTRINES SIMETRIJOS

Edmundas Mazétis
(Vilniaus universitetas)

Matematikos ir kity dalyky pamokose Jis susidiiréte su geomet-
rinémis figliromis, pasiZyminciomis simetriSkumo savybémis. Tai figt-
ros, kurias sulenkus per kuria nors tiesg, viena figiiros dalis sutampa su
kita (pvz., lygiaSoni trikampi sulenkus per ties¢, kurioje yra i pagrinda
nuleista aukstiné, viena trikampio pusé sutampa su kita puse). Simetrisky
figiiry yra gamtoje (pvz., didzioji dalis gyvuju organizmy, kai kuriy
medziy lapai), taip pat daug zmoniy sukurty daikty, statiniy pasizymi
vienokia ar kitokia simetrija. Matematikoje simetrija yra atskiras taip
vadinamy plokstumos (ar erdvés) transformacijy atvejis.

Transformacijos savoka yra viena i$ svarbiausiy savokuy ne tik
matematikoje, bet ir kituose gamtos moksluose. Gamtoje nuolat viskas
juda, keiciasi, i§ vienos padéties pereina i kita, i§ vienos biisenos — i kita,
t. y., vienaip ar kitaip transformuojasi. Transformacijos savoka matema-
tikoje — tai funkcijos savokos sinonimas. Kai nagrinéjama funkcija
y = f(x), tai suprantama, kad kintamojo x reikdmei i§ vienos skai¢iy
aibés — funkcijos apibrézimo srities — priskiriamas kitas skaiéius y I8
kitos aibés — funkcijos reikSmiy srities. Geometrinés transformacijos —
tai funkcijos, kuriy apibrézimo ir reikSmiy sritys yra ploksStumos (ar
erdvés) tasky aibés. Nagrinéjant geometrines transformacijas, uzraSas
Y = f(X) tai suprantamas, kad vienam ploks$tumos (ar erdvés) taskui X

yra tam tikru biidu priskiriamas vienintelis plok$tumos (ar erdvés) taskas
Y. Tadkas Y tada vadinamas tasko X vaizdu transformacijos f atZvilgiu, o
taSkas X — taSko Y pirmavaizdZiu. Atlikdami $ig uzduoti, nagrinésime tik
plokStumos transformacijas. Jei F — plokStumos figiira (t. y., plok§tumos
taSky aibé), tai visy jos tasku X € F vaizdy aibé Y = f(X) yra vadi-
nama figiros F vaizdu. PlokStumos transformacija, kurios atZvilgiu
kiekvieno taSko M vaizdas yra taSkas M, vadinama tapatinggja
transformacija.

PlokStumos taSkas M, kurio vaizdas duotosios transformacijos f
atzvilgiu sutampa su tasku M, yra vadinamas transformacijos f
invariantiniu tasku. Geometriné figiira F, kurios vaidas sutampa su
figtra F, yra vadinama invariantine figiira transformacijos f atzvilgiu.
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Atlikdami $ia uzduoti, Jus susipazinsite su trimis plokStumos trans-
formacijomis — plokstumos posiikiu apie taska, simetrija tiesés atzvilgiu
(aSine simetrija) ir simetrija tasko atZvilgiu (centrine simetrija). Sios
transformacijos pasizymi viena bendra savybe: jei X ir Y — bet kurie
plokStumos tadkai, 0 X' ir Y' — jy vaizdai, tai atstumas tarp tasky X' ir
Y’ lygus atstumui tarp tasky X ir Y. Tokios plokStumos transformacijos
vadinamos plokStumos judesiais (arba poslinkiais). I§ judesio apibrézimo
seka, kad bet kurios atkarpos AB vaizdas to judesio atzvilgiu yra atkarpa,
lygi atkarpai AB, o bet kurios geometrinés figliros F vaizdas yra
geometriné figira F', lygi figtrai F.

1. Apibrésime plokStumos posiikio apie M’
taskq O savoka. Tarkime, kad plokStumoje
pazymétas taskas O. Sakoma, kad taSkas
M’ yra gaunamas tasko M posikiu apie @ o M
taska O kampu o, jei atkarpos OM ir OM’ 1 pav.
yra lygios, o kampas MOM' lygus kampui
o, t.y., trikampis MOM' yra lygiaSonis, o jo kampas prie vir§inés
lygus o (1 pav.). Sakykime, kad M ir N — bet kurie du plokStumos
taSkai, o taSkai M' ir N’ yra ju vaizdai, gauti plokStumos posiikiu apie
taska O kampu o (2 pav.). Kadangi N’ M’
Z/MON = ZMOM '+ ZM ON =
=/N'ON'+ ZMON = ZMON’,

o OM =0OM’, ON =ON/’, tai trikam-
piai OMN ir OMN' yra lygas. Taigi
MN =MN’, t.y., plok§tumos posikis I M
apie taska yra judesys. Akivaizdu, kad 2 pav.

taSkas O yra vienintelis plokStumos

posiikio apie taska O invariantinis taskas. Invariantiniy posikio atzvilgiu
tiesiy néra, nes kiekvienos tiesés | vaizdas su tiese | sudaro kampa lygu
posiikio kampui a .

Atliekant plok§tumos posakj kampu o, nuo spindulio OM galima
atidéti du kampus lygius kampui o : vieng kampa atidedame | viena pusg
nuo spindulio OM, o kita — { kita. Taigi gauname du tasko M vaizdus.
Todél paprastai, taikant postki uzdaviniy sprendimui, reikia nurodyti, {
kuria pusg atlieckamas posiikis.
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1 pavyzdys. Lygiakras¢io trikampio ABC viduje yra toks taskas M,
kad AM =1, BM =\/§, 0 ZAMB =105°". Rasime atkarpos CM ilgj ir
kampa BMC.

Sprendimas. Kadangi £ AMB =105° >60°, t.y., kampas AMB di-
desnis uZ trikampio kampa ACB, tai trikampio B
ABC viduje tikrai yra taSkas M, pasizymintis
salygoje nurodytomis savybémis. Pasukime
plokstuma apie taska B 60° kampu taip, kad
taSko A wvaizdas baty taskas C (3 pav.). D
Sakykime, kad tasko M vaizdas yra taSkas D.

Kadangi postkis yra judesys, o atkarpos AM A C
vaizdas yra atkarpa CD, tai CD =AM =1. 3 pav.

Analogiskai atkarpos BM vaizdas yra atkarpa BD, todél BD = BM = J2.
Kadangi taSkas B yra invariantinis §io postkio atzvilgiu taskas, tai
kampo AMB vaizdas yra kampas CDB, taigi ~CDB =105". Kadangi
pagal postkio apibrézima BM =BD, o ZMBD =60°, tai trikampis
BMD yra lygiakrastis, jo krastinés ilgis lygus V2. Tada

Z/MDC = /BDC - Z/BDM =105° -60° = 45°.
Trikampiui MDC taikome kosinusy teorema ir gauname, kad MC? =
=MD?+CD? - 2MC-CDcos ZMDC =

\/E C

= 2+1—2-2-1-7:1. Kadangi
MC=CD =1, tai trikampis CMD
lygiasonis, todél
ZDMC = ZMDC = 45°,
Taigi
/BMC = /BMD + /DMC =105".

Ats.: MC =1, Z/BMC =105",

2 pavyzdys. LygiaSonio trikampio ABC (AC=BC) kampas
ZC =40°. Trikampio viduje yra taskas M toks, kad £ ABM =20°, g

4 pav.
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ZBAM = 40°. Rasime kampa ACM.

Sprendimas.  Akivaizdu, kad /CAB = ZCBA=70°, taigi
/CAM =30°, 0 ZCBM =50°. Pasukime plokStuma apie taska C 40°
kampu taip, kad taSko A vaizdas bty taskas B (4 pav.). Sakykime, kad
taSko M yra taSkas D. Kadangi CM =CD, tai trikampis CMD yra

lygiaSonis. Kadangi atkarpos AM vaizdas yra atkarpa BD, tai AM = BD,
taigi trikampiai AMC ir BDC lygits (nes AC=BC, AM =BD ir
MC=DC). I§ &a seka, kad. ZCBD=~/CAM =30°. Tuomet
/MBD = Z/MBC + ZCBD =80°. I sinusy teoremos trikampiui AMB

. AM  sin ZABM  sin20° 1 o .
turime, kad =— =——0= —. I8 Cia seka lygybe
MB sinZBAM  sin40° 2co0s20
BD AM 1 _sin30° _sin30°

MB MB 2c0s20°  c0s20° sin70°
Kita vertus, taikydami sinusy teorema trikampiui BDM gauname, kad
BD _sin/BMD .~ sin ZBMD _sin30°
MB sinZMDB'
Kadangi ZBMD + ZBDM =100°,
tai trikampis DMB panasSus | tri-
kampi, kurio kampai lygis 80°,
30° ir 70°. I$ ¢ia gauname, kad
/MDB =70°, todeél
Z/CDB = ZCMA =140°,
taigi Z~ACM =10°.

Ats.: 10°.

3 pavyzdys. Duoti du ap-
skritimai s; ir s, 0 taip pat taSkas
O. Parodysime, kad egzistuoja du
taSkai A ir B, vienas viename
apskritime, kitas — kitame apskri-
time, kad atkarpos AO ir BO bty 5 pav.
lygios, 0 £ AOB = 40°.

Sprendimas. Nagrinékime plokStumos posiiki apie taska O 40°
kampu. Sakykime, kad apskritimo s; vaizdas yra apskritimas S; (5 pav.).

sin ZMDB  sin70°
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Kadangi AO=BO, o ZAOB=40°, taj tasko A vaizdas yra taskas B.

Kadangi taskas A yra apskritime s;, tai takas B yra apskritime ;. Kita
vertus, taSkas B yra ir apskritime s,, taigi taskas B yra vienas apskritimu

S| irs; sankirtos tasky. Surade taska B, lengvai randame tagka A: tam
reikia atidéti kampa < BOM = 40°, ir jo krastinés OM sankirtoje su

apskritimu s; rasti taska A. AiSku, jei apskritimai S; ir s, nesikerta,
uzdavinio salyga tenkinanéiy taSky A ir B néra.

4 pavyzdys. Kvadrato ABCD kras- p
tinése AB, BC, CD ir DA pazyméti B C
taSkai S, P, QirR, beto
AS:SB=BP:PC=CQ:QD=DR:RA=k  Q
(6 pav.). Irodysime, kad keturkampis 0

SPQR yra kvadratas ir rasime jo

krastinés ilgj, jei AB = a. 5
Sprendimas. Nagrinékime plokstu-
mos posiiki apie kvadrato centrg O 90° p D
kampu taip, kad tasko A vaizdas biity R
taskas B. Akivaizdu, kad kvadratas 6 pav.

ABCD yra invariantinis $io postkio atzvilgiu. Kadangi atkarpos AS ir BP
yra lygios, o krastinés AB vaizdas yra krastiné BC, tai taSko S vaizdas yra
taSkas P. Analogiskai gauname, kad tasky P, Q ir R vaizdai yra
atitinkamai taSkai Q, R ir S. IS ¢ia seka, kad SP=PQ =QR =RS, 0
Z/SOP = /P0OQ = ZQOR = ZR0OS =90°.
Taigi keturkampis SPQR yra kvadratas. Pagal salyga AS: SB =Kk,
ka

a . .
0 AS + SB = a. I3 &ia seka, kad SB=——, AS =BP =_——. Taikydami
1+k 1+k

Pitagoro teorema trikampiui SBP gauname, kad PS2-BS2+ BP2, t.y.

V1+k? a

1+k
2. TasSkai A ir B yra vadinami simetriSkais tasko O atZvilgiu, jei
taSkas O yra atkarpos AB vidurys. PlokStumos transformacija, kurios
atzvilgiu bet kurio tasko M vaizdas M', yra simetriskas taskui M tasko
O atzvilgiu, vadinama plokStumos simetrija tasko O atzvilgiu (arba

PS =
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centrine simetrija). IS postukio ir centrinés simetrijos apibrézimy is-
plaukia, kad simetrija tasko O atzvilgiu yra plokStumos posiikis apie
taska O 180° kampu. Kaip atskiras postkio atvejis, simetrija tasko
atzvilgiu yra judesys, tik taSkas O (simetrijos centras) yra invariantinis
Sios transformacijos atzvilgiu. Bet kuri tiesé, einanti per simetrijos centra
O, yra invariantiné §ios transformacijos atzvilgiu. Be to, i$ apibrézimo
seka, kad jei figiira F yra simetrika figirai F’ taSko O atzvilgiu, tai ir
figira F' yra simetriska figiirai F taSko O atzvilgiu.

TaSkas O yra vadinamas figtros F simetrijos centru, jei figliros F
vaizdas, atliekant simetrija tasko O atzvilgiu, yra figiira F. Tuomet figiira
F yra vadinama simetriSka taSko O atzvilgiu. Akivaizdu, kad
lygiagretainis yra figiira, simetriSka jo istrizainiy sankirtos tasko
atzvilgiu, apskritimas yra simetriskas jo centro atzvilgiu.

Jei tiesé | neina per taska O, tai jos vaizdas yra su ja lygiagreti tiesé
I". Irodysime §j teigini prieStaros biidu. Tiesés | ir I’ B
nesutampa, nes ties€¢ sutampa su jai simetriska tiese tik /’\
tada, kai ji eina per simetrijos centra O. Tarkime, kad
tiesés | ir 1" yra simetriskos tasko O atzvilgiu, bet jos néra
lygiagrecCios, o susikerta taske A (7 pav.). Kadangi tiesé |
neina per taska O, tai taskai O ir A yra skirtingi. 0
Sakykime, kad taSkas B yra simetriSkas taskui A tasko O '
atzvilgiu. Kadangi taskas A priklauso ir tiesei |, ir tiesei 1", | K
tai jam simetriskas taskas B priklauso tiesei |I" (kuri yra
simetriSka tiesei I) ir tiesei I, kuri yra simetriska tiesei 1".
Taigi tiesés | ir 1" susikerta dviejuose skirtinguose \,/
taSkuose A ir B, o to buti negali. Taigi tiesés | ir yra A
lygiagrecios. 7 pav.

5 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD iSoréje nubrézti
lygiakrasciai trikampiai ABM, BCN, CDP ir ADQ. [rodysime, kad taskai
M, N, P ir Q yra lygiagretainio vir$tinés.

Sprendimas. Sakykime, kad taSkas O yra lygiagretainio ABCD
istrizainiy susikirtimo taSkas (8 pav.). Nagrinékime simetrija tasko O
atzvilgiu. Kadangi krastinés AB ir CD yra simetriskos tasko O atzvilgiu,
0 ZABM=ZCDP=60° tai tiesés BM vaizdas yra ties¢ DP.
AnalogiSkai, tiesés AM vaizdas yra ties¢ CP. Taigi tiesiy AM ir BM
sankirtos tasko M vaizdas yra tiesiy DP ir CP sankirtos taSkas P. Taigi
takai M ir P yra simetriski taSko O atzvilgiu, todél taskas O yra atkarpos

40



POSUKIAL ASINES IR CENTRINES SIMETRIJOS

MP vidurys. Analogiskai jrodome, kad taskas O yra atkarpos NQ vidurio

taskas. Taigi keturkampis MNPQ
yra lygiagretainis.

3. TaSkai A ir B yra simet-
riski tiesés | atzvilgiu, jei tiesé |
yra atkarpos AB vidurio statmuo
(9 pav.). Plokstumos transforma-
cija, kurios atzvilgiu bet kurio
plokstumos tasko M vaizdas M’
yra simetriSkas taSkui M tiesés |
atzvilgiu, vadinama simetrija tie-
seés atzvilgiu, arba aSine simetri-
ja. Nesunkiai jrodoma, kad si-
metrija tiesés atzvilgiu yra jude-
sys. Jei taskai M’ ir N’ yra si-
metriski taSkams M ir N tiesés |
atzvilgiu (10 pav.), tai pagal

N

B
\ C
\\ \
\\ 0 \\
A

Q
8 pav.

apibrézima atkarpos MM’ ir NN’ yra statmenos

[ A tiesei | o ju vidurio taskai P ir Q yra tieséje I. IS

| stagiyjy trikampiy PQM ir PQM’ lygumo seka,

IJ kad MQ=MQ ir /MQP=/MQP. I§ &a

B seka, kad ZMQN = ZMQN’". Todél trikampiai

9 pav. MQON ir MOQN' yra lygis, t. y. MN=MN".
Akivaizdu, kad tik tiesés | taSkai yra N

invariantiniai asinés simetrijos atzvilgiu,
o tiesé | ir visos tieses, statmenos tiesei |,

yra invariantinés tiesés.

Tiesé¢ | yra vadinama geometrinés

figliros F simetrijos aSimi, jei figra, |
simetriSka figiirai F tiesés | atzvilgiu, |
sutampa su F. Tuomet sakoma, kad M’ T
figlira F yra simetriska tiesés | atzvilgiu.

Akivaizdu, kad tiesé, kurioje yra kampo N’

pusiaukampiné yra jo simetrijos asis,

ties¢, kurioje yra lygiaSonio trikampio
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auksting, nubréZta i§ jo virSiinés, yra §io trikampio simetrijos asis, bet
kuri tiesé, kurioje yra apskritimo skersmuo, yra apskritimo simetrijos
asis.

6 pavyzdys. Kampo COD viduje pazyméti taskai A ir B (11 pav.).
Rasime kampo krastinégje OC esanti
taska M ir krastinéje OD esanti taska N,
kad atstumy AM, MN ir NB suma bty
maziausia.

Sprendimas. Sakykime, kad taSkas

A’ yra simetriskas taskui A tiesés OC
atzvilgiu, o taskas B’ — simetriskas tas- 11 B’
kui B tiesés OD atzvilgiu. Tuomet tiesé pav.
A'B’ kampo krasting OC kerta ieSkomajame taske M, o krasting DO —
kitame ieSkomajame taske N. Tikrai, atstumai A'M ir AM yra lygus,
koks bebiity tiesés OC taskas M, nes atkarpos AM ir A'M yra
simetriSkos tiesés OC atzvilgiu, t. y., jos yra lygios. Analogiskai ir
atkarpos NB ir B'N yra lygios bet kuriam tiesés OD taskui N. Taigi
suma AM +MN + NB yra lygi sumai A'M +MN + NB’, o Si suma yra
maziausia tada, kai taskai A’, M, N ir B’ yra vienoje ties¢je.

7 pavyzdys. Apskritimai s; ir
Sy, kuriy centrai yra taskai Oy ir O,
susikerta taSkuose A ir B. Apskri-
timas s, einantis per taSkus A, Oy ir
0,, kerta apskritimus s ir s, atitin-
kamai taSkuose D ir E, o tiese AB —
taSke C (12 pav.). Irodysime, kad
atkarpos CE ir CD yra lygios.

Sprendimas. Atkarpos DO, ir
AO,.yra lygios kaip apskritimo s;
spinduliai. Todél apskritimo S Sty-
gos DO, ir AO; yra lygios, taigi
lygas ir to apskritimo lankai DO, ir AO,, t. y. £ DCO; = £ ACO;. Taigi
ties¢é CO; yra kampo ACD pusiaukampiné, todél tiesés CA ir CD yra
simetriskos tiesés. CO; atzvilgiu. Kadangi $i tiesé eina per apskritimo S;
centra, tai apskritimas s; yra Simetriskas jos atzvilgiu. I$ ¢ia seka, kad
taskai D ir B yra simetriski tiesés CO; atzvilgiu, todél atkarpos CD ir CB

12 pav.
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yra lygios. Analogiskai nagrinédami apskritima S, parodome, kad lygios
atkarpos CB ir CE. Taigi CD = CE, ka ir reikéjo irodyti.

4. Transformacija f yra vadinama geometrinés figiiros F simetrija,
jei figiiros F vaizdas, atliekant transformacija f, sutampa su figiira F.
Aisku, kad tapatingoji transformacija yra bet kurios geometrinés figiiros
simetrija. Kai kurios figiiros neturi daugiau simetrijy iSskyrus tapatingaja
transformacija, pvz., bet kuris nelygiaSonis trikampis.

8 pavyzdys. Lygiasonis trikampis turi viena netapatingaja simetrija
— tai simetrija tiesés, kurioje yra trikampio aukstiné, nubrézta { pagrinda,
atzvilgiu. Lygiagretainis turi viena netapatingaja simetrija — tai simetrija
jo istrizainiy susikirtimo tasko atzvilgiu. Stac¢iakampis turi tris neta-
patingasias simetrijos: simetrija istrizainiy susikirtimo tasko atzvilgiu ir
dvi simetrijos tiesiy, einanciy per istrizainiy susikirtimo taska ir lygia-
greciy su staciakampio krastinémis, atzvilgiu. Lygiakrastis trikampis turi
6 simetrijas. Jei taSkas O yra apie lygia- B
krasti trikampi ABC apibrézto (ir i ji
ibrézto) apskritimo centras, o tiesés AD, BE
ir CF yra trikampio aukstinés (13 pav.), tai
trikampio ABC simetrijos yra S§ios
transformacijos: posiikis apie taska O 120°
kampu, posiikis apie taskag O 240° kampu,
aSiné simetrija tiesés AD atzvilgiu, aSiné
simetrija tiesés BE atzvilgiu, aginé simetrija A C
tieseés CF atzvilgiu ir tapatingoji trans-
formacija. Apskritai, bet kuris taisyklin-
gasis n-kampis turi 2n simetrijy, iskaitant ir tapatingaja transformacija.
Apskritimas turi be galo daug simetrijy: tai postkiai apie jo centra bet
kuriuo kampu ir visos simetrijos tiesiy, einanciy per apskritimo centra,
atzvilgiu.

13 pav.

KETVIRTOJI UZDUOTIS
1. Duotas kvadratas ABCD. Nubraizykite jo vaizda, gauta posiikiu apie

krastinés AB vidurio taska E 135° kampu (posiikio krypti
pasirinkite patys).
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2. Lygiakrascio trikampio ABC viduje yra tasSkas M toks, kad AM =1,
BM =+/3, CM = 2. Raskite atkarpos AB ilgi ir kampy AMB bei
BMC didumus.

3. Staiojo lygiaSonio trikampio ABC kampas C yra statusis.
Trikampio viduje yra taSkas M toks, kad AM =2, AAMB:120°,
/ AMC = 105°, Raskite atkarpy BM ir CM ilgius.

4. Duotos dvi tiesés a ir b ir joms nepriklausantis taSkas O.
Nurodykite, kaip tiesése a ir b rasti tokius taSkus A ir B, kad
atkarpos OA ir OB bty lygios, o kampas AOB bity lygus 30°,
Nustatykite, kada uzdavinys turi sprendini.

5. Lygiakras¢io trikampio ABC, kurio krastinés ilgis lygus a, kras-
tinese AB, BC ir CA yra taskai M, N ir P tokie, kad
AM : MB =BN : NC = CP : PA = 3. Raskite trikampio MNP kampy
didumus ir krastiniy ilgius.

6. Per atkarpos AB galus nubréztos dvi lygiagreios tiesés. Per atkar-
pos AB vidurio taska O nubréZta tiesé, kertanti jas taskuose C ir D.
Raskite trikampio AOB perimetra, jei AB = 24, CD = 28, BD = 16.

7. Duotos dvi lygios atkarpos AB ir CD. Nurodykite, kada Sios dvi at-
karpos yra a) simetriSkos tasko atzvilgiu; b) simetriskos tiesés at-
zvilgiu. Paaiskinkite, kaip rasti juy simetrijos centrg ir simetrijos asi.

8. Duotos dvi lygiagrecios tiesés a ir b. Tarp ju pazyméti taskai A ir B,
be to taSkas A yra aréiau tiesés a, nei taskas B. Kaip reikia rasti
tieséje a taska M, o ties¢je b — taska N, kad suma AM + MN + NB
buty Maziausia?

9. Apskritimo spindulys lygus R. Jo skersmenyje AB pazymétas taskas
M, per ji nubréZta styga CD, sudaranti su skersmeniu AB 45°

kampa. Raskite suma CM 2. DM?.
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10. Kiek simetrijuy turi a) kvadratas; b) rombas; c) taisyklingasis
SeSiakampis? I1Svardykite jas.

D3
A

\

Py
(7 ‘(//L. )
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V. METRINES PRIKLAUSOMYBES TRIKAMPYJE

Edmundas Mazétis
(Lietuvos edukologijos universitetas)

SprendZiant geometrijos uzdavinius daznai tenka taikyti jvairias
tapatybes, siejancias trikampio krastines, kampus, jo plota, bei kitus
trikampio elementus. Visy pirma tai trikampio ploto formulés, staciojo
trikampio Pitagoro teorema, sinusy ir kosinusy teoremos bet kuriam
trikampiui, aukStiniy, pusiaukrastiniy bei pusiaukampiniy ilgio formulés
ir kitos formulés. Atlikdami Sig uzduoti, Jiis pakartosite minétas tapa-
tybes, o taip pat susipazinsite su kitomis formulémis, kartais palengvi-
nanciomis geometriniy uzdaviniy sprendima.

1. Sakykime, kad ABC - statusis trikampis, ~C =90°, jo statiniai
BC =a, AC =h, jzambiné AB =c, trikampio plotas lygus S Kaip gerai
zinome, jo krastinéms ir kampams C
yra teisingos tokios lygybés:

c®=a’+b? (Pitagoro teorema),

S =%ab= pr, ¢ia p =%(a+b+c)

— trikampio pusperimetris, r — i ji A H
ibrézto apskritimo spindulys. Be to i$ 1 pav.
trigonometriniy funkciju apibréZzimo

seka, kad %:sinAA:coszB, %:sinéB:cosLA, %:tgLA,
9:@43
a

Sakykime, kad atkarpa CH yra staiojo A
trikampio ABC aukstiné, nubrézta | {zambine (1
pav.). I8 trikampiy ACH ir CBH panaSumo

iplaukia, kad %:%’ t.y., CH? = AH -HB.

C
M
I§ trikampiy ABC ir CBH panasumo ir trikampiy Ki .
ABC ir CAH panaSumo seka dar dvi lygybés Q

AC2 = AB-AH, BC?2=BC.BH. C B
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Sakykime, kad taSkas Q yra | statyji trikampi ABC ibrézto
apskritimo centras, o taSkuose K, L ir M §is apskritimas lie¢ia statinius
AC ir BC bei jzambing AB (2 pav.). Tuomet QK =QL=CK =CL=r,
KA=AM =b-r, LB=BM =a-r, todél AB =AM + BM =
=a+b-2r. I§ ¢ia gauname tokig | statyji trikampi jbréZzto apskritimo

spindulio formulg r = %(a +b-c).

1 pavyzdys. Staciojo trikampio statinio ilgis lygus 12, o kito
statinio projekcija jzambinéje lygi 12,8. Rasime i trikampi ibrézto

apskritimy spinduli.
Sprendimas. Sakykime, kad staiojo trikampio ABC statinis
AC =12, atkarpa CH wyra jo C

aukstiné, nubrézta | {Zambine AB (3
pav.). Tuomet atkarpa BH yra
statinio BC projekcija | izambing,

ty., BH =12.8. Zymékime

AH=x ir i§  lygybes A o B
AC? = AB- AH gauname,  kad 3 pav.

122 = (x +12,8)X, ty.

X2 +12,8x-144 =0. Sios lygties teigiamoji 3aknis yra x=7,2, todél

AB =x+12,8=20. Tuomet BC?=AB? - AC? =16, taigi, jbrézto i
trikampj apskritimo spindulys lygus

r :%(AC +BC - AB) = %(12+16—20) =4,

Ats.:r =4.

2 pavyzdys. StaCiojo trikampio statinis lygus a o | {Zzambing
nubréztos pusiaukampinés ilgis lygus .
Rasime kito statinio ilgj ir nustatysime,
kada uZdavinys turi sprendinj.

Sprendimas. Sakykime, kad staciojo
trikampio ABC statinis BC =a, staciojo
kampo pusiaukampiné CD =1 (4 pav.).
Trikampio ABC, plotas yra lygus trikam-

4 pav.
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piu ACD ir BCD ploty sumai, todél teisinga lygybé
%ab =%AC -CD-sin£ZACD +%BC -CD -sin £BCD.
Kadangi £ ACD = ZBCD =45°, tai paskutiné lygybé tampa tokia:

V2 . al

ab=—-1I(a+b). IS ¢ia gauname, kad b= . Kadangi
5 1@+b) g NP 9
b teigiamas skaiCius, tai §i lygybé turi prasmg tik kai JV2asI.
al .
Ats.: b= . kai v2a>1.
J2a-1

2. Sakykime, kad ABC  bet kuris trikampis, jo kraStiniy ilgius
zymésime BC =a, AC=b, AB=c, plota — S, apie jj apibréZto ir i ji
ibrézto apskritimy spindulius — atitinkamai R ir r, pusperimetrj —
p. Gerai zinomos tokios trikampio krastiniy ir kampy priklausomybés:

a2 =h? +c% - 2bccos £ A,
b% = a2 +¢2 - 2accos /£ B,

c? =a% +b% - 2abcos ~C
(kosinusy teoremay);
a b ¢

sinzA:sinzB :sinLC -

2R

(sinusy teorema);

S =%absin ZC =%bcsin4A=%acsinzB = pr

(trikampio ploto formulés);

S=4yp(p-a)(p-b)(p—c)

(Herono formul¢).

3 pavyzdys. [rodysime, kad trikampio plotui yra teisinga lygybé
abc
S=—r.
4R
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Sprendimas. IS trikampio ploto formulés turime S = %absin ZC. 18

. . C . ..
sinusy teoremos seka, kad sinZC ZE' IS Siy formuliy ir gauname

irodomaja lygybe.

Trikampio ABC pusiaukampiné AL dalija krasting BC santykiu
BL_AB (5 pav.). Kad tuo isitikin- A
CL AC

tume, trikampiams ABL ir ACL pritai- 1
kome sinusy teorema:

BL  AB
sinZBAL  sin ZALB’

CL  AC B c
sinZCAL  sinZALC' 5 pév,

Kadangi #BAL =~/CAL, o
ZALB+ ZALC =180°,
tai sin Z/BAL =sin ZCAL, 0 sinZALB=sinZALC. I§ ¢ia ir seka
frodomoji lygybeé.
I Sios lygybés lengvai randame atkarpy, BL ir CL, { kurias
trikampio pusiaukampiné AL dalija krastine BC, ilgius. Jei BL =X, tai

CLa-—x, ir turime lygybe X ZE. IS ¢ia seka, kad x = i. Taigi
a-x b b+c

BL=%  ocL=2
b+c b+c
Jei taSke D pusiaukampiné AL kerta apie trikampi ABC apibrézta
apskritima (6 pav.), tai pagal apskritimo
stygu, susikertanciy viename taske, savybe
teisinga lygybé AL-LD =BL-CL. Kampai
ADC ir ABC yra ibréztiniai kampai, kurie
remiasi 1 ta pati lanka, todél jie yra lygis.
Kadangi kampai BAL ir CAL irgi yra lygs,
tai trikampiai DAC ir BAL yra panaSieji,
todél teisinga lygybé
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AL+LD AB
AC AL
IS Sios lygybés isplaukia, kad
AL + AL-LD=AB-AC, AL?+BL-CL=AB-AC.
Taigi gauname tokia pusiaukampinés ilgio formule
AL? = AB-AC —BL-LC.

4 pavyzdys. Trikampio krastiniy ilgiai lygiis BC =a, AC =b,
AB = c. Rasime jo pusiaukampinés AL ilgj.

Sprendimas. [ gautaja pusiaukampinés ilgio formule jrase atkarpu
BL ir CL iSraiSkas, gauname:

a%hc _ be
(b+c)? (b+c)?
_bc(b+c-a)(b+c+a) 4bc(p-a)p
B (b+c)? ~ (b+c)?
Taigi gavome dar vieng trikampio pusiaukampinés ilgio formulg:

AL :%chp(p —-a).
+cC
Ats.: AL :bi,/bcp(p —-a).
+cC

AnalogiSkai gaunamos ir kity trikampio pusiaukampiniy ilgiy
formules:

BK __Z acp(p-b), CN =Lb1/abp(p—c).
a+

a+c
A

AL = AB-AC-BL-LC.=ch—

(b+c)?>-a?) =

5 pavyzdys. Jei taSkas |
ibrézto i trikampj ABC apskritimo
centras, tai teisinga lygybé

\ p

Sprendimas. Sakykime, kad |
trikampi ABC ibréztas apskritimas

lie¢ia krastines AB, BC ir AC atitin- B C
kamai taSkuose M, L ir N (7 pav.). L
Sakykime, kad 7 pav.
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AM = AN =¥,
BM =BL =y,
CN=CL=1z

Akivaizdu, kad x+y+z=p, 0 y+z=a. I§ Cia seka, kad
AM = AN = p—a. Analogiskai gauname, kad BM =BL = p—b,
CN =CL = p —c. Staciajam trikampiui AIM
taikome Pitagoro teorema: Al 2_IM2+AM?2. Irase i Sia lygybe
AM =p-a,
—a)(p-b)(p-c
M =S _VP(P—a)(p-b)(p—C)
Y Y

ir atlike veiksmus, gauname:

w2 = (BN DIR0) s (g = B2 (p-b(p )+ p(p-a) =

- p—a((a+c—b)(a+b—c)+(a+b+c)(b+c—a)=w=
4p Zp
_be(p-a)
p )
ka ir reikéjo jrodyti.

Analogiskai gauname, kad Bl = /M ir Cl = /M
p p

6 pavyzdys. Trikampio krastiniy ilgiai lygis BC =a, AC =b,
AB = c. Rasime jo pusiaukrastinés AD ilgj (8 pav.).
Sprendimas. Trikampiui ABD taikome kosinusy teorema:
2 2
AD? = ¢? +[%} —20-%-00548 =c? +aT—ac cos £ B.

IS kosinusy teoremos trikampiui ABC iSplaukia, kad

2 2 2
a+c-b
c0s/B=————.
2ac
Irase Sig cos £ B iSraiska ir atlike veiksmus,
gauname B ; o C
D
8 pav.
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AD2 =¢? +£_M=
4 2
B 2b% +2¢? —a?
-

Ats.: AD = %\IZbZ +2c¢2 a2,

7 pavyzdys. Trikampio ABC krastiné BC =a, pusiaukrastiné
AD =m, aukstine AH =h (9 pav.). Rasi- A
me kity trikampio krastiniy ilgius.
Sprendimas. Kadangi staciojo trikam-
pio AHD {Zambiné netrumpesné uz statini,
tai uzdavinio salyga turi prasme tik kai
m > h. Taikydami 6 pavyzdyje gauta pu-
siaukampinés ilgio formulg, gauname, kad B D H C

m =%(2b2 +2¢% - az). 9 pav.

Statiesims trikampiams ABH ir ACH taikome Pitagoro teore-
ma: BH 2-c2-n?, CH?=p%-n2 Kadangi BH + CH = a, tai gauna-

me \/c2 —h? +\/b2 —h?=a I§ &a seka, kad \/b2 —h? = a—\/c2 - h2,
t.y. b? =a®+c? —2ayc? —h?. [rage Sia b® reikime i pirmaja lygybe,

gauname, kad 4m? = 4¢? + a% — dayc? - n?. Pazyméje t= Ve? -h?,

gauname kvadrating lygti 4% —dat +a’ +4h% —4m? = 0, kuria
iSsprendg, turime t) o = % +ym? —h?. Taigi

2 2
a a
02=h2+(§ia\/m2—h2] =m2+7ia m? —h2.
IS ¢ia

2 2
b2:a2+m2+aTJ_ra\/m2—h2 —2a\/m2—h2 :m2+aT$a\/ 2_p2,
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2
Ats.: Kai m > h, krastiniy ilgiai lygis \/mz +a7i avm? —h?.

8 pavyzdys. Trikampis ABC — lygiaSonis (AB = BC), atkarpa AE —
jo pusiaukampiné, ZBAC =2a, BE =a, (10 pav.). Rasime trikampio
ABC plota.

Sprendimas. Kadangi ~ ABC =180° —40, 0 ZLAEB =3a, tai tri-
kampiui ABE taikydami sinusy teorema, gau-

i B
_AB _ _a oty AB= as_|n3oc.
sin3o.  Sina sina
Tuomet trikampio ABC plotas

name:

E

2 . .
s =1 ABZsin .~ apc = & SinSasinda
2 2sina
A C

2 . .
a“sin3a sindo
Ats.. S=—— ———,
2sina 10 pav.

3. Sakykime, kad trikampio ABC krastiniy ilgiai BC =a, AC =b,
AB =c, o krastingje AB yra taSkas D, C
nutoles nuo virStnés C atstumu CD =d,
dalijantis krasting BC i dalis AD=n,
BD =m (11 pav.). Irodysime, kad teisinga
lygybé a’n+b’m= c(d2 +mn) (Stivarto
formulé, Mathew Stewart, 1717 — 1785,

Skoty matematikas).
Irodymui nubréziame trikampio ABC A D HT B
aukstine CH =h, o trikampiams BHC ir
11 pav.

DHC taikome Pitagoro teorema:
CB2 =CH? + HB?,
CD? =CH?2+HD?.
Pazymékime HD = p, tuomet
a?=h? +(m-— p)2 ir h2=d?- p2.
I Cia seka, kad
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a’=d?- p2+(m— p)2 =d2+m2—2pm.
Taikydami Pitagoro teorema trikampiui AHC gauname, kad
ACZ=CH?Z+ AH?,
Kadangi AH =n+ p, tai b2 =d?- p2+(n+ p)2 =d2+n2+2np. 1S
gautyju lygybiy isplaukia, kad
a’n=d%n+nm? -2 pmn, ir b%m =d?m+n’m + 2mnp.

Sudéje sias lygybes, gauname, kad a’n+b’m=d 2(m +n)+mn(m+n).
Kadangi m+ n=c, tai i§ ¢ia ir iSplaukia jrodomoji lygybé.

9 pavyzdys. LygiaSonio trikampio Soninés kraStinés lygios 17.
Trikampio pagrinde yra taskas, nutolgs nuo vir§tnés atstumu, lygiu 16,
jis dalija pagrinda i atkarpas, kuriy viena 8 ilgesné uz kita. Rasime i
kokio ilgio atkarpas jis dalija trikampio pagrinda.

Sprendimas. Sakykime, kad lygiasoniame trikampyje ABC Soninés
krastinés BC = AC =17, o taskas D yra jo
pagrindo taSkas AB (12 pav.). Sakykime, kad C
AD =x, tuomet DB=x+8. Pagal Stiuarto
formulg gauname, kad
172X +17%(x +8) = (2x + 8)(162 + X(x +8)).

Pertvarke gauname lygti
(2x +8)(x? +8x—33) =0,
kurios teigiamas sprendinys yra x = 3. A B
Ats.: 3ir 11.

12 pav.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Staciojo trikampio statinio ilgis lygus 6, o jo projekcija jzambinéje
lygi 3,6. Raskite apie trikampi apibrézto ir { ji ibrézto apskritimy
spindulius.

2. Staciojo trikampio statinis a ir | ji nubrézta pusiaukrastiné m.

Raskite kito statinio ilgi ir nustatykite, kada uzdavinys turi
sprendini.
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10.

[ statyji trikampj jbrézto apskritimo spindulys lygus r, o i izZambing
nubréztos pusiaukrastinés ilgis lygus m. Raskite trikampio statiniy
ilgius. Nurodykite salygas, su kuriomis uzdavinys turi sprendinji

Staciojo trikampio ABC statiniai AC ir BC lygis atitinkamai 6 ir 8.
Raskite pusiaukampinés BD ilgj.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB =15, AC =18, BC=23.
Krastingje BC pazymétas taskas D. Raskite apie trikampius ABD ir
ACD apibrézty apskritimy spinduliy santyki.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB =13, AC =15, BC =14. Per
ibrézto | trikampj apskritimo centra nubrézta tiesé, lygiagreti su
tiese AC, kertanti kraStines AB ir BC atitinkamai taskuose M ir N.
Apskaiciuokite atkarpos MN ilgj.

Trikampio ABC krastine BC =6, pusiaukrastiné BD =4,
aukstiné AH = 2\/7 . Raskite kity dviejy trikampio krastiniy ilgius.

Duota trikampio ABC krastiné BC =8, ir pusiaukrastinés AD =9,
BE = 6. Raskite kity dviejy trikampio krastiniy ilgius.

LygiaSoniame trikampyje CDE CD = DE =b, ZDCE = ¢, atkarpa
CM - pusiaukampiné. Raskite trikampio CDM plota.

Trikampio ABC krastiniy ilgiai AC=4, BC=5 AB=6.
Krastingje AB yra toks taskas E, kad AE :%EB. Raskite atkarpos
CE ilgi.
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V1. RODIKLINES IR LOGARITMINES NELYGYBES

Antanas Apynis
(Vilniaus Mykolo Birziskos gimnazija)

Nelygybés sprendiniy aibé — kintamojo reikSmiy, su kuriomis ne-
lygybé tampa teisinga, visuma.

ISspresti nelygybe — rasti visus nelygybés sprendinius arba irodyti,
kad nelygybé sprendiniy neturi.

Rodiklinés nelygybés

Pries pradedant kalbéti apie rodiklines nelygybes, pirmiausia, reikia
prisiminti rodikling funkcija.

Funkcija, apibrézta realiyju skaiCiy aibéje ir iSreikSta formule
f(x)=a*, a>0, a=1, vadinama rodikline funkcija.

Rodiklinés funkcijos apibrézimo sritis yra Dy =(-o0; + ), 0 reikdmiy
sritis yra E¢ = (0; +oo). Visas rodiklines funkcijas galima suskirstyti i dvi
grupes — pirmoje grup¢je biity rodiklinés funkcijos, kuriy pagrindas
didesnis uz vieneta, t. y. @ >1 (1 pav.), o kitoje grupéje bty funkcijos,
kuriy pagrindas yra tarp nulio ir vieneto, t.y. ae(0;1) (2 pav.). Jei
a>1, tai rodikliné funkcija yra didéjancioji (x, > X, = f(%,)> f(x,)),
jei 0<a<1, tai funkcija yra mazéjancioji (X2 >x = F (%)< f(x)).

4

1 pav. 2 pav.

Taip pat naudinga Zinoti veiksmy su laipsniais savybes (a>0, b >0):
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ea".a" :an+m; o (an)m _g"m =(am)n e a".p" :(a_b)n;
.i:an—m; ° a—n:i; ° a_n:(ijn
am a" b b

1 pavyzdys. Iispreskime nelygybe 7-0,42% +4.0,42*72 <500 .
Sprendimas. Nelygybe pertvarkome taip, kad abiejose pusése biity
to paties pagrindo laipsniai:
7-0,4% +4.0,4%.0,47% <500,
0,42+(7+4-0,42)<500,

0,4%.32<500,
0,42 <12
8

2Xx
[zj 125
5 8

Sia nelygybe galima pertvarkyti dviem badais — laipsnio pagrindas

gali biiti 2 arba E
5 2

2 _(2)° 2
I biidas. (Ej S(Ej = 2x>-3 (nes ge(o; 1))= x>-15.

5)2¢ (5)? 5
1I bidas. [EJ S(Ej = —2x<3 (nes §>1):> x>-15.

Ats.: xe[-1,5;+ ).

2 pavyzdys. Iispreskime nelygybe 0,25 -9.05* +2>0.
Sprendimas. Sia nelygybe pertvarkykime taip:
0,251 -9.05"+2>0,
0,25%.0,251-9.05" +2>0,
4.(05)* -9-05*+2>0.
Pazyméje 0,5% =t, t >0, gauname kvadratine nelygybe
412 -9.t+2>0, t>0.
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Jos teigiami sprendiniai yra te(O;ﬂU[Z;mo). Toliau spren-
dziame dvi nelygybes:
0,5*3% ir 0,5%>2.

IS pirmosios gauname x> 2, 0 i$ antrosios — x <-1.
Ats.: x e(—o0;—1]U[2; + o).
3 pavyzdys. Isspreskime nelygybe 23% — 22X —2¥ +1>0.
Sprendimas. Nelygybg pertvarkykime taip:
2% 2% 2% 4150,
@f -] -2* +1>0.
Pazymékime 2% =t, t > 0. Tada nelygybe sprendziame taip:
2 -t ~t+1>0, t>0,
t2(t-1)-(t-1)>0, t>0,
(t —1)(t2 —1)> 0,t>0,
(t-17(t+1)>0,t>0=t=1irt+1>0,
t>0=te(0)U(L +o).

I§ nelygybés 0< 2% <1 gauname, kad X < 0, o i§ nelygybés 2* >1
gauname, kad x> 0.

Ats.: xe (—oo; O)U(O; +oo).
4 pavyzdys. Issprgskime nelygybe 4% _53.14% 4 7242 <0,
Sprendimas. Nelygybe pertvarkykime taip:

4 _53.14* 4 7742 <0,

4.4 -53.2% .7 4 7%%.7% <0,

4.2% -53.2%. 7% +49.7* <0,

4-(2)()2 -53.2%.7% +49-(7X)2 <0.

Tokia nelygybé toliau sprendziama jq dalijant i$ (ZX)2 , (7)()2 arba
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2% .7*. Dalydami i§ (7X)2 gausime:
@f 2o o 0f
[N 8

2X X
4 —53——+49<0

_(2Y :
Pazyméje (7) =t, t >0, gauname kvadrating nelygybe

4.t -53.t+49<0, t>0.

Sios nelygybés sprendiniai yra t e [1; 47?} .

Spresdami nelygybe 1<t < 47? , gauname:
X
1< (Ej <4
7 4

HEGEC)

7) \7) \71)
0>x>-2 (nes %e(o;l)).

Ats.: xe[-2;0].

Logaritminés nelygybés

Pries pradedant kalbéti apie logaritmines nelygybes, pirmiausia,
reikia prisiminti logaritming funkcija.

Funkcija, kuri i$reiksta formule f(x)=log, x, a>0, a =1, vadi-
nama logaritmine funkcija. Logaritminés funkcijos apibrézimo sritis yra
D¢ =(0;+), 0 reikdmiy sritis yra E; =(—o0; +00). Visas logaritmines
funkcijas galima suskirstyti i dvi grupes — pirmoje grupéje bty
logaritminés funkcijos, kuriy pagrindas didesnis uZ vieneta, t.y. a >1
(3 pav.), o kitoje grupéje biitu funkcijos, kuriy pagrindas yra tarp nulio ir
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vieneto, t.y. 0<a <1 (4 pav.). Jei a >1, tai funkcija yra didéjancioji
(su didesne argumento reikSme gaunama didesné funkcijos reikSmé,
pavyzdziui, log, x; <logs X,, kai x; <X,); jei 0<a <1, tai funkcija
yra mazéjancioji (su didesne argumento reikSme gaunama mazesné
funkcijos reik8meé, pavyzdziui, 1091 X; >10g1 Xo, Kai X1 < X5).

2 2

f('r] = ]ng;:":r:._. 0<a<

f(x) = log,x, a>1

4 pav.

Taip pat naudinga zinoti veiksmy su logaritmais savybes
(a>0,a=1):
e log,1=0; e log;a=1,
e log, xK =k log, x, x>0; jeikyra
o log, x+log, y=logy(x-y), sveikasis skaiCius, tai
x>0, y>0; « | k-logga|x|, kaik lyginis,
loga X* = . -
k -logg, x, kai k nelyginis;

log. x
. Iogax=| 9
0g.a

X
ologax—logay—|09a(gj’ , Xx>0,¢>0, c=1.

x>0, y>0;
Naudojantis Siomis savybémis bet kurj realyjj skaiiy galima
uzraSyti logaritmu, kurio pagrindas laisvai pasirenkamas. PavyzdZiui,

3=3-1=3log, 2=log, 2 =log, 8;

1
3=3lo 0,2=1lo 0,23=Io —
Jo,2 Jo,2 Jo,2 195
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~3=-3logg 0,2 =l0gg, 0,27 =logg »125.

Sprendziant logaritmines nelygybes svarbu prisiminti logaritminés
funkcijos apibrézimo sriti, { kuria reikia atsizvelgti ieskant nelygybés
sprendiniy aibés. Pavyzdziui, logaritmas |Og7(x+ 2) yra apibréztas, kai
x+2>0, o logaritmas logy (x +2) apibréztas, kai x>0 ir x#1.

5 pavyzdys. I$spreskime nelygybe |090,3(X - 2) > |0g0,3(3 - X) .

Sprendimas. Nelygybés Iogoy3(x -2)> |090,3(3 —x) abiejose pusése
yra to paties pagrindo logaritmai, todél galima palyginti logaritmuojamus
reikinius. Kadangi logaritmy pagrindas priklauso intervalui (0;1), tai
turi galioti nelygybé x—2<3-x. Taip pat reikia atsizvelgti { abieju
logaritmy apibrézimo sritis apibréziancias nelygybes Xx—2>0 ir
3—x>0. Taigi sprendziame nelygybiy sistema

X—2<3-X,
Xx-2>0
ir gauname:
2X <5, X<25
= =xe(2,25).
X>2 X>2

Ats.: xe(2;2,5).

6 pavyzdys. I$spreskime nelygybe Iogz(x - 2)£ -2.

Sprendimas. Pirmiausia pertvarkome deSing nelygybés puse taip,
kad abiejose nelygybés pusése biity to paties pagrindo logaritmai:

—2=-2-1=-2log, 2 =log, 22 =log, 0,25.
Toliau sprendziame nelygybe Iogz(x - 2) <log,0,25:
X—2<0,25, X<2,25,
{x—2>0 {x>2
Ats.: xe(2;2,25].
7 pavyzdys. Raskime sveikuosius skaicius X, tenkinan¢ius nelygybe
Iogzx2s2.

Sprendimas. Sia nelygybe galima i$spresti dviem badais.
1 biidas. Pirmiausia pertvarkome desing nelygybés pusg taip, kad

= xe(2;2,25].
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abiejose nelygybés pusése biity to paties pagrindo logaritmai:
2=2-1=2log, 2=1og, 2% = log, 4.
Toliau sprendziame nelygybe
log, x% < log, 4
sudarydami nelygybiy sistema:
{xz <4, {XG [-2;2],
=

Sveikieji Sios sistemos sprendiniai yra —2, -1, 1ir 2.

= xe[-2;0)U(0;2].

Il bidas. Spresdami nelygybe log, x2 <2 , taikome veiksmuy su
logaritmais savybg log, X% = 2log, | x|:
2logy|x|< 2,
Iogz|x| <1,
log,|x|<log, 2,
X<2, [xe[-22] . _
{|x|¢0 j{x;&o = xe[-2:0U(0;2].
Sveikieji Sios sistemos sprendiniai yra —2, -1, 1ir 2.
Ats.: xe{-2;,-1,1;2}.

8 pavyzdys. Isspreskime nelygybe |Og_5X >1.
log, 5
Sprendimas. Logaritmas log,5 apibréztas, kai x>0 ir x=1, o
logaritmas log. X apibréztas, kai x>0.
Logaritmai yra skirtingy pagrindy, todél logaritma log, 5 pertvar-
logs5 1
logs X~ ogs x”

kome taip: log, 5=

Gauname nelygybe Iogi X >1. Ja sprendziame taip:
Iogi x—-1>0,

(logs x +1)(logs x —1)>0;
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logg x +1>0, loge x +1<0,
95 arba 95
logs x-1>0 logs x-1<0;
logs x > logs 571, arba logs x < logs 571,
logs x > logs 5 logs x < logs 5;
x>1, x<l
5 arba 5
X=5 X<5.

Logaritmai apibrézti, kai x>0 ir x=1, todél X e (0; %} U[5;+).

Ats.: XG(O; %}U[S; +0).

9 pavyzdys. Iispreskime nelygybe log, (2x —1)> logy x .
Sprendimas. Abiejose nelygybés pusése yra to paties pagrindo loga-
ritmai. Taciau i$§ karto negalima lyginti logaritmuojamy reiskiniy, nes
nezinome, ar $ios logaritminés funkcijos yra didéjanciosios, ar mazéjan-
ciosios. Todél turime nagrinéti du atvejus: kai 0 < x <1 irkai x>1.
Spresime dvi nelygybiy sistemas:

0<x<1, O0<x<1, 1
1) <2x-1< X, = {x<], :>XE(E;1J;
2x-1>0 « 1

X>1, X>1,
2) = = xe(l;+o).
2X-1>x x>1

Ats.: XE[%;].]U(].; +00).

10 pavyzdys. Raskime natiiraliujy skaiéiy x ir y poras (x;y), ten-
kinancias nelygybiy sistema
y <logo5(8—x)+2,
y>0.
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[ENE=h /=l . . (e

5 pav.

Sprendimas. Pazymékime

f(x)=1logo5(8—x)+2.

Sios funkcijos apibrézimo sritis yra Dy = (— 0; 8). Ieskant nelygybiy
sistemos natiiraliyjy sprendiniy galima taikyti perrankos metoda. Gau-
name, kad logaritmas I0g0]5(8—x) apibréZtas su septyniomis natiiralio-
siomis kintamojo x reik§mémis, sudaranciomis aibe {1; 2:3:4:5; 6;7}.
Taciau galima sumazinti nagrinétiny varianty skai¢iy. Funkcija f yra
didéjancioji, todél galima nustatyti, kuriame taSke jos grafikas kirs
abscisiy asj. Sprendziame lygti f(x)=0:

y=loggs(8-x)+2=0,
logg,5(8-x)=-2,
8-x=0572,
Xx=4,

Funkcijos f grafikas abscisiy asi kerta taske (4;0). Kadangi viena i

sistemos nelygybiy yra y>0, tai belieka perrinkti tris variantus

xe 56,7},
Kai x=5,
<I 8-5)+2=I 3+2,
tai {y 0090‘5( )+ 005>+ :>ye(0;|ogO,53+2].
y >

Si sistema natiraliyjy sprendiniy neturi, nes 0 < logp53+2<1.
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Kai x=6,
i {y <logy5(8-6)+2=loggs2+2=-1+2=1 o yel,
y>0

Gavome viena natiiralyji sprendini (6; 1) .
Kai x=7,

y<logos(8-7)+2=logys1+2=2,
{y >0
Gavome du natiiraliuosius sprendinius — (7;1) ir (7;2).
Ats.: (6;1), (7;2) ir (7;2).

tai =ye(0;2].

11 pavyzdys. I$sprgskime nelygybe 1094 X + |Og4(4 - X) <3,

Sprendimas. Siame uzdavinyje logaritminé funkcija
f(x)=log, x+log,(4—x)
lyginama su rodikline funkcija g(x):3X . Pirmiausia nustatykime leisti-
nasias kintamojo X reikSmes — bendra abieju funkcijy apibrézimo sriti.
Tuo tikslu sprendziame nelygybiy sistema:

x>0,
{ =xe(0;4).
4-x>0

Rodikliné funkcija g(x)=3" yra didéjancioji, todél kai x e(0;4),
tai g(x)e (L 81).

Logaritminés funkcijos f(x)=log, x+log,(4-x)= Iog4(4x - XZ)
reikSmes, kai xe(0;4), rasti yra sudétingiau. Kvadratinis dvinaris
4x—x%, Kai xe (0; 4), igyja reikSmes, priklausancias intervalui (O; 4].
Todél funkcijos f reikSmiy sritis yra (— o0; 1].

Gavome, kad f(x)<1<g(x), todél $ia nelygybe tenkina visos X
reikSmés, su kuriomis apibréztos abi funkcijos, t. y. X € (O; 4).

Ats.: xe(0;4).

65



VI TEMA

SESTOJI UZDUOTIS
1. ISspreskite nelygybe gt X 05t <24,

2. Isspreskite nelygybe Iogo74(x3 - 259)> -3.

3. I3spreskite nelygybe 43X —2.42X —4*+2 132 <0,

4. Iispreskite nelygybe 4-3% +9%+3>0.

5. Raskite nelygybés
2log§ 5 (x—2)-logs(x—2)<1
sveikyju sprendiniy vidurki.

6. Kiek yra natiiraliyjy skaiciy, kurie tenkina nelygybe
X

15(5% 3% )<16.152 2
7. I8spreskite nelygybe 1ogy 3 x2<2.
8. Isspreskite nelygybe log, (x —2)>log, 5 X.

¥ . 2 X+2
9. Isspreskite nelygybe |0g2(3x -X° - 2)2 3.

10. Raskite natiraliyju skaid¢iy x ir y poras (x;y), tenkinancias
y <6-2%,
y > logz(x +2).

D3
I\

nelygybiy sistema {

Py
(7 ‘(//L. )



VIIl. VEKTORIAI

Vilma Gesevi¢iené
(Lietuvos edukologijos universitetas)

Priminsime kai kuriuos i§ mokyklinés geometrijos kurso zinomus
teiginius apie vektorius.

I. Vektoriumi @ arba kryptine atkarpa AB (ézﬁ) vadinama
atkarpa AB, kurioje nurodyti jos pradzios ir galo taSkai. Vektorius, kurio

pradZios ir galo taSkai sutampa, vadinamas nuliniu vektoriumi: 0=AA.

Du vektoriai AB ir CD vadinami (zr. 1 pav.):

a) vienakrypciais (AB 11 CD), jeigu spinduliai AB ir CD yra
vienodos krypties;

b) priespriesiais (AB Tl CD), jeigu spinduliai AB ir CD yra
priesingy krypciy;

c) kolineariaisiais (E | Eﬁ) , jeigu tiesés, kuriose yra atkarpos AB
ir CD, yra lygiagrecios.

1 pav.
Nulinis vektorius yra kolinearus su bet kuriuo vektoriumi.
Vektoriaus 4 (d=AB) moduliu (ilgiu) |a|= ‘ ﬁ‘ vadinamas

atkarpos AB ilgis. Nulinio vektoriaus 0 ilgis lygus nuliui: ‘6‘ =0.

Du vektoriai a ir b vadinami lygiais (a =b), jeigu jie yra viena-
krypéiai (@ T1 6), 0 ju moduliai lygas (|é|:|6|). I$ Sio apibréZzimo
iSplaukia, kad du vienai tiesei nepriklausantys vektoriai AB ir CD yra
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lygts tada ir tik tada, kai keturkampis ABCD yra lygiagretainis (Zr. 2
pav.).

2 pav. 3 pav.

Priedpriesiai vektoriai & ir b, kuriy moduliai lygis, vadinami
prieSingaisiais vektoriais (zr. 3 pav.). Kiekvienam vektoriui a egzis-
tuoja su juo prieSingasis vektorius, kuris Zymimas —a. Akivaizdu, kad
—(-a)=a.

Sakykime, kad turime vektoriy a= AB ir kurj nors ploks§tumos
taskag O. Nubrézkime spinduli OM, vienakrypti su spinduliu AB, ir jame
raskime toki vienintelj taska C, kad atkarpos AB ir OC bty lygios (zr. 4
pav.). Tuomet ir vektoriai AB ir OC yra lygiis. Nurodytas veiksmas
vadinamas vektoriaus a atidejimu nuo tasko O .

M
B C
B
@
) i . / y
4 pav. 5 pav.

Sakykime, kad du nekolinearieji vektoriai a= OA ir b=0B yra
atidéti nuo vieno tasko O (Zr. 5pav.). Tuomet kampas ZAOB yra
vadinamas kampu tarp vektoriy a ir b (£(a, 6) =¢). Jeigu a 17 b,
tai kampas tarp §iu vektoriy lygus 0, o jeigu & TV b — tai kampas lygus
180°.

68



VEKTORIAI

Il. Vektoriy sudétis. Sakykime, kad turime du vektorius a ir b .
Nuo tasko A atidékime vektoriy a = ﬁ, 0 nuo tasko B - vektoriu

b=BC (Zr. 6 pav.). Tuomet vektorius C = AC yra vadinamas vektoriy
g ir b suma c=a+b arba AC=AB+BC (vektoriy sudéties
trikampio taisyklé). Jeigu vektoriai a ir b nekolinearieji, tai galime nuo
tasko A atideti abu vektorius: a=AB ir b= E, ir nubrézti
lygiagretaini ABCD (Zr. 7 pav.). Tuomet AD = AB + AC (vektoriy

sudéties lygiagretainio taisykle).

B D
a
c
A »
A C
6 pav. 7 pav.
Vektoriy sudéciai biidingos Sios savybés:
1.d+b=b+a; 3.8+0=4;
2. (A+b)+Cc=a+(b+¢c); 4. 3 +(-3)=0.

Vektoriy atimtis. Vektoriy & ir b skirtumu & — b yra vadinamas

vektorius, kuris lygus vektoriaus @ ir vektoriui

. - B
b prieSingojo vektoriaus —b sumai: b
d-b=a+(-h). =
- - - - - g .( ) O a A
Jeigu vektoriai & ir b atidéti nuo vieno tasko 8 pav.

O, tai (zr. 8 pav.)
d—b=0A—OB=0A+(-OB)=0A + BO=BO + OA= BA

a a
—_— —_—

ia (A>0) C da (A<0)
9 pav.
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I11. Vektoriy daugyba i§ skaiciaus. Vektoriaus a ir skaiciaus A
sandauga yra vadinamas vektorius b = .- &, kuris apibréziamas taip (Zr.
9 pav.):

1.b T &, kai A>0,irb Ty a,kai A <0 (jeigu ,=0,tai b=0);

2.|b| =[] ]a].

§ b B

I§ apibrézimo i$plaukia, kad kai & TT b, tai A = % ,okai a T\ b,

da
N I
tai }\‘:_T (|a|¢0)
4]

Vektoriy daugybai i§ skaiciy budingos Sios savybes:

1. A(@+b)=213a+Ab; 3. Mud)=Apa;

2.1-4a=4; 4. . +p)a=»ra +pa.

1 teorema. Du plokStumos vektoriai a ir b yra kolinearieji tada ir
tik tada, kai egzistuoja toks skaicius A, kad b =1a.

Kadangi kolinearieji vektoriai yra arba vienakrypciai, arba pries-
prieSiai, tai teoremos jrodymas iSplaukia i§ vektoriaus daugybos i$
\6

skai¢iaus apibrézimo: kai a TThb, ta ,0kai aTlb, ta

ng|

‘ |‘ (al=0).
2 teorema Jeigu a ir b —du nekolinearieji plokStumos vektoriai,
tai bet kurj plok§tumos vektoriy C
galima vieninteliu budu iSreiksti
vektoriais 4 ir b, t. y. galima rasti _ B
tokius skai¢ius X ir y, kad bty b

B, C

oy

teisinga lygybé: C=xa + y5 (zr. © a A A
10 pav.). 10 pav.
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Teoremos jrodymui atidékime vektorius &= OA, b=0OB ir
¢=0C nuo ta8ko O. Per tatka C bréziame tieses CA, ir CB,
lygiagrecias atitinkamai su tiesémis OB ir Q4. Vektoriai 04 ir 04
yra kolinearieji, tai OA) = xa ; analogiskai OB = yb . Kadangi
keturkampis OACB, yra lygiagretainis, tai OC =0O41+OB1, t.y.
c=xd+ yg .

Teoremoje minimy vektoriy pora (& b ) yra plokStumos vektoriy
aibés baze, vektoriai a ir b yra vadinami baziniais vektoriais, o skaiciai
x ir y vadinami vektoriaus ¢ koordinatémis bazéje (& b) ir zymima
¢(x;¥). Nesunkiai isitikiname, kad vektoriaus koordinatés duotojoje
bazé¢je surandamos vienareikSmiskai. I$ tikryjy, jei kuriam nors ploks-
tumos vektoriui ¢ teisingos lygybés ¢ = xa + yb ir ¢=1d+ mb  tai
atémg gauname, kad ()z(xfl)a+(yfm)5. Kadangi vektoriai & ir b
yra nekolinearieji, tai §i lygybé yra teisinga tik kai x=1, y=m.

Akivaizdu, kad trys plokstumos taskai A4, B ir C yra vienoje
ties¢je tada ir tik tada, kai vektoriai AB ir AC yra kolinearieji.

3 teqrema. Sakykirpe, Kad atkarpqs . E s #
AB taSkas C  dalija ja santykiu ,
AC:CB=o:p. Tuomet bet kuriam
plokStumos taSkui O yra teisinga lygybé
(zr. 11 pav.): 0
B 0OB + BO—A
- W.

Irodymui pastebime, kad i§ salygos A4C:CB=wo: [ iSplaukia

11 pav.
ocC

lygybé AC = %CTB., t.y. lygybe BA_C;: oCE . Kadangi AC=0C 04,

0 CTB:CTBLO—C, tai i§ ¢ia gauname, kad B((f—Oj): u(@—(f) ,
Ly (B+ O&'.)CTC; ~ OB+ [3(74 , ka ir reikéjo rodyti.
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1 pavyzdys. Sakykime, kad taSkas A4 yra trikampio ABC
pusiaukras$tiniy sankirtos taskas, o @ — bet kuris plokStumos taskas.

Irodysime, kad OM = %(54 + OB + O_C:) .
Sprendimas. Kadangi A yra trikampio
ABC pusiaukrastiniy A4 ,, BB ir CC| su-
sikirtimo taskas (12 pav.), tai
AM :MA | =BM :MB | = CM :MC|=2:1,
o taSkas () dalija atkarpa AB santykiu
AC):C1B =1:1. Tuomet pagal 3 teorema bet
kuriam plokStumos taskui ¢ yra teisingos
lygybés:

12 pav.

W:OC+20C1 OA+OB'
2

. . —— 04+ OB +0C

IS Siy lygybiy gauname, kad OAf = I T—

Kadangi jrodytoji lygybé teisinga bet kuriam plokétumosv taskui O,
tai ji teisinga ir tada, kai taSkas ¢ sutampa su taSku Af . Siuo atveju
gauname, kad MA + MB + MC=0.

2 pavyzdys. Taskai £ ir O yra atkarpy AB ir CD vidurio taskai.
Irodysime, kad atkarpu AC, BD ir P() vidurio taskai yra vienoje

irOTJl:

tieséje.
Spendimas. Sakykime, kad taSkai X, L ir Af yra atkarpy AC,
BD ir PQ vidurio taskai (zr. 13 pav.). Tuo- -1. J: B
met takai XK', L ir M yra vienoje tieséje, ' ;’
— . > Li /
jeigu vektoriai KL ir KA/ yra kolinearieji £ : 1
t. y. pagal 1 teorema egzistuoja toks skaicius C ] M
A, kad ' ;
— — Q 4
KL=)KM . 1) D
Pagal vektoriy atimties apibrézima ir 13 pav.

3 teorema gauname, kad vektoriui KL teisingos lygybeés:
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KL=AL_-AK_-AP+AQ 1-w 1115 AD+AC 5.
2 2\ 2 2
1 — — —
= Z(AB + AD — AC).
Analogiskai vektoriy KM galime i8déstyti taip:

—  AB+ AD

KM = AM — AK = _EA—C’%@+E_?¢).

IS gautyjy vektoriy KL ir KM iSraisky gauname, kad
H:%m, t.y. (1) lygybé teisinga, kai x:% Taigi taskai K, L ir
M yra vienoje tieséje. Be to, taskas L yra atkarpos KM vidurio taskas,
nes i lygybes KL = %m’ - %(H + LM) isplaukia lygybe KL =LM .

3 pavyzdys. Trapecijos ABCD pagrindy santykis AD:BC=4.
Trapecijos jstrizainés susikerta taske M , o Soninés kra$tinés — taSke S.

Vektorius m ir E iSreikSime vektoriais E ir ﬁé.

A 4 D
14 pav.
Sprendimas. Sakykime, kad trapecijos ABCD istrizainiy sankirtos
taSkas M dalija jstrizaing BD santykiu BM :MD =1:x (Zr. 14 pav.).
Tuomet pagal 3 teorema:

m:ADerAB (1)
1+ X
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_—

Kita vertus, vektoriai AM ir AC yra kolinearieji, tai pagal 1 teo-
rema turime, kad

m:yﬁzy(ﬁ+§).
—_ 1—>
Kadangi AD:BC=4,tai BC =ZAD . Tuomet
M=yﬁ+%ﬁ. )

Vektorius AM (1) ir (2) lygybémis isreikstas tais paciais nekoli-
neariaisiais vektoriais AB ir AD. Pagal 2 teorema gauname, kad abi

v e ey . . e . 1 y .
Sios iSraiskos turi sutapti, t. y. turi buti teisingos lygybés 1 = ir
+ X
X o 4 oy S
Tox =y . IS ¢ia randame, kad x=4, y= T Gautas reikSmes jrase i (1)
+ X

arba (2) lygybes turime, kad vektorius AM vektoriais AD ir AB
iSreiSkiamas taip: AM = %(ﬁ + 4@).
Kadangi vektoriai AS ir AB kolinearieji, tai pagal 1 teorema
galioja lygybé:
AS = AB. 3)
Akivaizdu, kad E=E+FS, o vektoriai DS ir DC yra koli-

nearieji. Todél DS = uD_(f = u(A_(f - ﬁ) I$ gautyjy lygybiy AM = %E

- - - — 1 —_ _
ir AM =%(AD + 4 AB) gauname, kad AC = Z(AD +4AB). I§ ¢ia
RN —_— 3 _ N
iSplaukia, kad DC = AB —ZAD. Taigi gauname tokia vektoriaus AS

iSraiska:

A—s’:m+m:@+[1_§ujﬁ. @
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Vektoriaus ZS, iSraiSkos (3) ir (4) lygybémis pagal 1 teorema

sutampa, t. y., yra teisingos tokios lygybés: p= 2 ir 1— %u =0. I8 ¢ia
4 o 44—
gauname, kad # = 3 Taigi AS= gAB.

Ats.: ATJ=%(E+4/T§), Zs*=§Zé.

4 pavyzdys. Lygiagretainio ABCD krastinése BC ir CD yra tokie
taSkai K ir L, kad BK:KC=2:3 ir CL:LD=5:3. Tiesés DK ir

Bl kertasi taSke M . Rasime kokiu santykiu taSkas A dalija atkarpas
DK ir BL
Sprendimas. Sakykime, kad DAf :MK =x, 0 BM : ML=y (Zr.
15 pav.). Tuomet pagal 3 teorema gauname, kad CM = CD1+xCK Ka-
+x

R 3_>
dangi BK:KC=12:3, tai CK=§CB.

Taigi
R 3 -
_ CD+ZxCB
oM =——3> )
1+ x
. N 15 pav.
Kita vertus, analogiSkai gauna-
— B+ yCL . = 5=
me, kad CM:M. Kadangi CL:LD=5:3, tai CL=—-CD,
1+ v 8
Tuomet
_ CBi12yCD
cr—-— 8 )

1+y
Vektorius CM (1) ir (2) lygybémis isreiks$tas tais paciais nekoli-
neariaisiais vektoriais CB ir CD. Kadangi pagal 2 teorema $ios

1

= ir
5(A+x) 1+

iSraiskos turi sutapti, tai turi buti teisingos lygybés:
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! >y . I§ Cia gauname, kad X :g, 0y= % Taigi taskas M

1+x 8(l+y)
atkarpas DK ir BL dalija santykiais DM :MK=3:2 ir
BM :ML=16:9.

IV. Vektoriy skaliariné daugyba. Sakykime, kad plokStumoje
duoti du vektoriai & ir b, o kampas tarp kuriy lygus ¢ (5 pav.).

Vektoriy @ ir b skaliarine sandauga vadinamas skai¢ius (Zymima ab
arba db), kuris lygus $iu vektoriy moduliy sandaugai, padaugintai is
kampo tarp vektoriy & ir b kosinuso, t. y. a-b =|§|-‘5‘~C05(p.
Vektoriy skaliarinei daugybai biidingos §ios savybés:
1.a-b=b-a; 3. (A3)-b = A(a@b);
2.3-(b+c)=a-b+ac; 4.a%2=a-a>0,jeigua=0ir
0.

a’=0tada irtiktada, kai @

I§ vektoriy skaliarinés sandaugos apibrézimo iSplaukia, kad kampas
b

jal-|b]

vektoriaus @& modulis randamas taip: |é| =4 a’ . Be to, vektoriai & ir

jsbli

¢ tarp vektoriy a ir b skaiCiuojamas pagal formulg coso = , 0

bl

b yra statmeni tada ir tik tada, kai juy skaliariné sandauga lygi nuliui,
ty. a-b=0.
5 pavyzdys. Duoti vektoriai a ir 6, kuriy ilgiai yra 2 ir 5, o

kampas tarp ju lygus 2—; Rasime su kuriomis A reikSmémis vektoriai
Pp=Ad+17b ir G=3a—b yra statmeni.

Sprendimas. Vektoriai P ir § yra statmeni, kai jy skaliariné

sandauga lygi nuliui. Taikydami skaliarinés daugybos savybes rasime Siy
vektoriy skaliarinés sandaugos israiska, kuria prilyging nuliui, gauname,
kad

p-G=(Ld+17D) (38 — b)=318% + (51— A)db —17b? =
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2
=327 + (51 - k)-Z-S-cos;— 17-5% = 0.

- .

IS lygties 175 — 680 =0 gauname, kad vektoriai p ir g statmeni,
kai A =40.

Ats.: =40

6 pavyzdys. Staciosios trapecijos 4BCD istrizainés yra statmenos,
o pagrindy santykis yra lygus m:m, m>n. Rasime: a) trapecijos
Soniniy krastiniy ilgiy santyki; b) istrizainiy ilgiu santyki; ¢) smailiojo
trapecijos kampo diduma.

Sprendimas. Sakykime, kad vekto-

riaus 40D modulis ‘AD‘:m, o vektoriaus

BC modulis ‘ﬁ‘: n (Zr. 16 pav.).

a) Staciosios  trapecijos  ABCD
istrizainés statmenos, todél vektoriy
AC=A4B+BC it BD=AD— 4B ska-
liariné sandauga yra lygi nuliui, t. y.

_— —_— -2

AC-BD=ABAD - AB + BCAD — BCAB=0.

Kadangi AR L AD ir BC L AB, tai Siu vektoriy skaliarinés
sandaugos yra lygios nuliui: AB-AD - 0, BC - AB = 0. Taigi i85 pasku-
—— 2
tinés lygybés iSplaukia, kad BC AD — AB = 0. Kampas tarp vienakryp-

¢iy vektoriy BC ir AD lygus 0°, todél, taikydami vektoriy skaliarinés
sandaugos apibrézima, pastaraja lygybe galime wuZrasyti taip:

n-m-cos0’ — EZ = 0. I8 Cia gauname, kad trapecijos Soninés krastinés
4B ilgis | 4B |~ [mn

Nubrézkime trapecijos auksting CE. Kadangi CD=ED — EC =
= ED - AR , tai Sig lygybe skaliariskai pakéle kvadratu ir pastebéje, kad
‘ETD‘: m—n, O ET)L,ZB', gauname: @Z:EZ 72Eﬁﬁ+
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—2
+AB =(m- n)2 + mn. Taigi trapecijos Soninés krastinés CD ilgis

‘ﬁ ‘ =4 m?—mn + n?. Tuomet trapecijos Soniniy krastiniy ilgiy

. CD ym?—mn+n? m n
santykis — = =, —+—-1.
AB Jmn n m

b) IS lygybés AC = AB + BC gauname, kad trapecijos istrizainés

— —2 —— —2
AC ilgis yra lygus: ‘AC‘z\/AB +2ABBC + BC =4 mn+ n% . Ana-
logiskai, BD = AD — AB , todél istrizainés BD ilgis ‘ﬁi‘ —Jm?+mn.

Jm(

mn+n

Taigi trapecijos istrizainiy ilgiy santykls —=

¢) Smailiojo trapecijos kampo, kurj pazymékime raide o, didumas

yra lygus kampo tarp vektoriy DC ir DA didumui. $io kampo kosinusg
randame taip:

DC-DA _ CD-AD _ (ED - AB)-AD m-n
Ccoso = — — = — — = =

‘DCHDA‘ ‘CDHAD‘ \/mz—mn+n2-m \/mz—mn+n2

nes E-ﬁzﬁ-ﬁ, 0 ‘D—C‘:‘C_[j‘ ir ‘E‘:‘E‘ Taigi

m-n

gauname, kad trapecijos smailusis kampas o = arccos
\/ m?— mn + n?

N m-n
- 0L = arccos
" \/m —mn + n?

7 pavyzdys. Rasime lygiasonio trikampio ABC kampa A, jeigu
zinoma, kad i§ trikampio pagrindo vir§tniy nubréztos pusiaukrastinés
BB, ir CC, yra statmenos.
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Sprendimas. Sakykime, kad trikampio Soniniy krastiniy 48 ir AC
ilgis lygus « (zr. 17 pav.). Tuomet kampo 4 kosinusas

AB-AC  AR-AC

cosd - r---—-—-—— 5
‘AB‘-‘AC‘ a

IS salygos, kad pusiaukrastinés BB, ir CC| yra

statmenos, rasime vektoriy AB ir AC skaliaring
sandauga. Tuo tikslu vektorius B_Bl. ir CC|

i8déstysime nekolineariaisiais vektoriais 4B ir

17 pav.

AC. Pagal 3 teorema

E:BA;BC:fAB+§C7AB:%A—C*7£.

ey o == = LT T L
Analogiskai, CC; = —4B — AC . Kadangi BB, | CC, tai
2
[ 5_,. N
BE-CCy = L AB-AC - a’ = 0.
v we . — — 4 2 4
I§ ¢ia turime, kad AB-AC = ga . Tuomet cosA-— 5 t. y. kampas
4
A = arccos —.
5
4
Ats.: A4 = arccos 3

8 pavyzdys. Kvadrato ABCD kraStinése 4B ir BC taSkai P ir Q
pazymeti taip, kad BP=BQ. BH yra trikampio PBC aukstiné.
Irodysime, kad HQ | HD .

Kadangi B8P = BQ, tai BC = I,LB_Q’ ir BA- MED’. Norint jrodyti,
kad HQ | HD, reikia parodyti, kad ]TQE = 0. ISdéstykime vektorius
]TQ ir HD nekolineariaisiais vektoriais B4 ir BC taip (zr. 18 pav.):
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70 - BO - B - LBC - B,
H 1)
@:E—ﬁ:ﬁ-l—ﬁ—ﬁ.
Sakykime, kad trikampio BPC auksti-

nés BH pagrindo taskas 77 dalija krasting B Q C
PC santykiu PH : HC =1:x. Tuomet pagal / x
3 teorema teisingos lygybés P !
B ¥BPEBC_ x pn 1 g H\
1+ x H{l+ x) {1+ x) e
Kadangi e
- . 4 D

BIT | PC = BC — BP = BC—lBA
1L

tai Siy vektoriy skaliariné sandauga lygi nuliui, t. y.

* Eiy 1 _pc|[Bc LlEi|-o.
nex) (1) m

IS pastarosios lygybés gauname, kad

18 pav.

V' 3¢’ i @)
(1+x) Wa+x)y

nes BA | BC ir BA-BC=0. Kadangi B4 ir BC yra kvadrato

—2 —2
krastinés, tai BA =BC =0 ir i§ (2) lygybés randame, kad x= j.Lz.
Gautaja x reikSme jrase¢ i vektoriy ]TQ ir HD (1) iSraiskas ir pertvarke
reiskinius, turime:
— p, —n+1 P P~ —u+1=

HO = BC- " _Ba HD-—F _BC+ T BA,
1+u 1+p, 1+p 1+

Sudauging vektorius HQ ir 71D skaliariskai gauname, kad
- . _ —2
- HDW—M{BC iy ]0,
(L+u??
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-2 2
nes akivaizdu, kad BC — BA =(BC - BA) (BC +BA)= AC-BD=0.
Taigi jrodéme, kad HQ L HD.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Trapecijos ABCD pagrindy santykis AD:BC =3:2. Vektoriais
AC ir BD isreikskite vektorius AB, BC, CD ir DA.

2. TaSkas M yra trikampio ABC krastinés AB vidurio taskas, taskas
O - trikampio pusiaukrastiniy sankirtos taskas. Raskite vektoriu

m, AO ir MO koordinates bazéje (ﬁ, E).

3. Keturkampio ABCD istrizainiy AC ir BD vidurio taSkai yra E ir
F. Irodykite, kad EF = %(Ei +CD)= %(E)’ +CB).

4. Trikampio ABC krastinése AB ir AC taskai M ir N pazyméti
taip, kad AM :MB=3:2 ir AN:NC=4. Ties¢s BN ir CM

kertasi taSke O . Raskite santykius BO :ON ir CO:OM .

5. Trikampio ABC pusiaukrastinégje AD yra taskas K taip, kad
AK :KD = 3. Kokiais santykiais tieses CK ir BK dalija
trikampio kraStines AB ir AC?

6. Kampai tarp vektoriy a ir b, b ir ¢ beidir¢ lygiis 60°. Zinant,
kad |d|=4, ‘5‘=2 ir || =6, raskite vektoriaus & + b +C ilgi.

. . 3
7. Trikampio ABC pusiaukrastiné yra atkarpos BD, BD :%AB , 0
kampas BAD lygus 60°. Raskite kampo ABD diduma.
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8.

10.

Keturkampio ABCD istrizainés statmenos ir lygios. Keturkampio
krastinése pazyméti taskai P, Q, R ir S taip, kad AP:PB=
=BQ:QC=CR:RD=DS:SA=2. Irodykite, kad atkarpos PR
ir QS yra statmenos ir lygios.

Lygiakra$¢io trikampio ABC krastinése AC ir AB taSkai D ir E
pazyméti taip, kad DC=2AD ir AE=2EB. Tiesé¢s BD ir CE
kertasi taSke Q . Raskite kampo AQC diduma.

Trapecijos ABCD pagrindu AD ir BC santykis lygus 3.
Trapecijos Soninés krastinés AB ilgis lygus b, o istrizainés AC
ilgis — ¢ . Apskaiciuokite trapecijos ABCD krastiniy ilgius, kampy
didumus ir atstuma tarp Soniniy kra$tiniy susikirtimo taSko S ir
istrizainiy susikirtimo tasko M.

A3
( )\

A

= Q)

(0

\

<
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VIIl. MATEMATIKOS TAIKYMAS EKONOMIKOJE

Antanas Apynis
(Vilniaus universitetas)

Taikant matematika (ne tik ekonomikoje) pirmiausia sudaromas
gvildenamos problemos matematinis modelis — tam tikras matematinis
uzdavinys. Cia pakakty prisiminti vadinamuosius tekstinius uzdavinius,
kurie daugeliui mokiniy paprastai sukelia nemenky riipesciy.

Sioje jaunesniesiems matematikams skirtoje temoje artimiau susi-
pazinsime su tokiais gamybos ir prekybos optimizavimo, pasitilos ir
paklausos balanso bei gamybos pelningumo uzdaviniais, kuriems sufor-
muluoti ir iSspresti pakanka gana lengvai suprantamy tiesinés algebros
Ziniy.

1. Gamybos planavimo uzdavinys. Tarkime, kad kuri nors firma
gamina detales D;, D,,...,D, ir numato parduoti jas kainomis

PL, P2,y Pp- Sioms detaléms gaminti  ji naudoja isteklius
Ri, Ry, ..., Ry, kuriy turimi kiekiai (tam tikrais vienetais) yra
by, by, ..., by. Kiekvienai detalei Dj, i=12,..,n, sunaudojama aj

iStekliaus Ry vienety, ajo — iStekliaus R, ir t.t. Taigi detaliy gamyba
nusakoma tam tikra iStekliy sqnaudy lentele (zr. 1 lent.).

1 lentelé
D, | D, | - Dy
Ry aq ago an by
Ry a1 ax an by
Rm am1 am2 amn Brm

Planuojamus pagaminti detaliy skaiCius pazymékime atitinkamai
X1, X0, .y Xp, O sutvarkyta rinkini X=(X; Xo;...; X,) pavadinkime

gamybos planu. Pardavus visas detales, gaunamos pajamos; jas pazy-
mékime P(x). Aidku, kad P(x) skai¢iavimo formulé (su tam tikromis

iSlygomis) yra tokia:
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P(X) = ppXq + PoXo + ... 4+ PrnXn- (1)
Natiiralu, kad firmos tikslas — suplanuoti gamyba taip, kad pajamos
P(x) bty pacios didziausios. Paprastai funkcija P(x) vadinama gamy-
bos tikslo funkcija.
Firma turi daug laisvés planuodama gamyba, taciau ji turi atsizvelgti
i i8tekliy sanaudas ir turimus iSteklius. Tegu s;(x) yra istekliaus R,
i=12,..,m, sanaudos, reikalingos planui X ivykdyti. Esant prielaidai,
kad kiekvieno iStekliaus sanaudos yra proporcingos gaminamy detaliy
skaiciui, gausime tokias skai¢iavimo formules:
Si(X) =X + @jpXp +...+ QjnXp, 1=1,2,...,m.
Aisku, kad turi galioti nelygybés
S1(X) <by, sp(X)<by,..., sp(X)<bp,
kurios sudaro apribojimy sistemq
A X + 8oXp + ...+ Xy < by,
Ao1X1 +aooXy +...+ Ao Xy < bz,

()

am1X + 8maXo + ...+ 8mnXn < By
Kartais reikalaujama, kad visi turimi iStekliai by, by, ..., by, buty vi-
siskai sunaudoti (gamybos be atlicky atvejis). Tada gamybos apribojimy
sistema bus tiesiniy lygciy sistema
dQ 1% +YoXo +...+ Y Xy = b_]_,
do1X) +aooXo +...+ Ao X, = b2,

@)

amiX + 8maXo + ...+ amnXp = by

Apribojimams priskiriama ir dydziy X, Xp,..., X, Nneneigiamumo

sqlyga
X 20, Xo20,..., X, 20, 4

kuri kiekvienam planuotojui yra akivaizdi.

Apibendrindami pasakysime, kad apribojimy sistemos (tiek (2), tiek
(3)) neneigiamy sprendiniy (t. y. tenkinanc¢iy (4) salyga) aibé vadinama
gamybos plany leistingja aibe; ja zymésime X.
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Uzdavinys toks: leistinojoje aibéje X rasti didziausias pajamas
P(X) duosiantj gamybos plang x.

Daznai vartojami tokie formaliis Sio uzdavinio uzrasai:

e  max{P(x):xe X}

e P(x)>max,xe X;

e maxP(x), kai xe X.

I8skleistu pavidalu optimalios gamybos planavimo uzdavinys
uzraSomas taip:

max(pX + PoXo + ... + PnXn),

1% + X + ...+ Xy <by,

Ap1Xy + oo X9 + ...+ Ao X, < by,

KAl q e (5)
am1Xy + amaXo + ...+ 8mnXn < by

X 20,%X20,..,%,20.

AnalogiSkai uzrasomas uzdavinys ir tuo atveju, kai apribojimy
sistema yra (3) pavidalo.

Gamybos uzdavinio sprendiniu (optimaliu planu) vadinamas toks
leistinosios aibés X taskas x (leistinasis planas), kuriame tikslo funkcija
P(x) igyja didziausia reikSmg.

ISnagrinékime pavyzdi.

1 pavyzdys. Baldy fabrikas gamina kédes ir suolus. Vienai kédei
pagaminti reikia iSleisti 21 eura medziagoms ir 7 eurus atlyginimui uz
darba, o vienam suolui — atitinkamai 35 ir 5 eurus. Gaminamy kédziy
kaina 50 eury, o suoly kaina 65 eurai. Sudarykime didziausias pajamas
duosiantj kédziy ir suoly gamybos plana, jei medziagoms iSleisti galima
iki 2 100 eury, o atlyginimams uz darba ne daugiau kaip 500 eury.

Sprendimas. Tegu X yra planuojamy gaminti kédziy, o X, — suoly
skaicius. Taigi gamybos planas yra x = (X;; X,). Pagal uzdavinio salyga,
P(x) =50%; + 65X, yra numatomos pajamos.

Istekliy sanaudy lentelé tokia:

85



VIII TEMA

1 tentele Kedé Suolas
ISlaidos medz. 21 35 2100
ISlaidos atlygin. 7 5 500

IS Sios lentelés matyti, kad iSlaidos medZiagoms, reikalingoms
planui x = (Xq; Xo) ivykdyti, sudarys 21x; +35x, eury, o islaidos atly-
ginimams sudarys 7x; +5x, eury. Atsizvelgg i turimus iSteklius ir dy-
dziy x; bei X, neneigiamumo salyga, gausime tokia apribojimy sistema:

21x; +35x, <2100,
7% + 5% < 500,
X1 > 0, X2 >0.

Pirma nelygybe padalijg i$ 7, gauname ekvivalencia sistema

3X1 + 5X2 <300,
7% + 5%y < 500,
X =0, Xo2>0.
leskodami didZziausias pajamas duosiancio gamybos plano, turime
i8spresti §i uzdavini:
3% +5xy <300,
max (50% +65Xy), kai 17X +5x, < 500, (6)
X =0, x,20.

Kadangi uzdavinys yra su dviem nezinomaisiais, optimalaus gamy-
bos plano ieskokime taikydami grafinj metoda.

I§ pradziy stac¢iakampéje koordinaiy sistemoje pavaizduokime
leistinaja aibe X — tiesiniy nelygybiy sistemos

3% +5Xx9 <300,
{7x1 +5xy < 500,
neneigiamy sprendiniy (X >0 ir x, >0) aibg.

Zinome, kad tiesinés nelygybés 3x; +5x, <300 sprendiniy aibés
geometrinis vaizdas (grafikas) yra pusplokstumeé, kurios krastas — tiesé
3x; +5X, =300. Si tiesé (Zr. 1 pav.) eina per taskus (0; 60) ir (100; 0). Ja
pazymékime Ly, o grieztos nelygybés 3x; +5Xo <300 sprendiniy pus-
plokStume nurodykime rodykle prie tiesés L .
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Analogiskai nelygybés 7X; +5Xo <500 sprendiniy aibés geomet-
rinis vaizdas yra rodykle prie tiesés L, nurodyta pusplok§tumé ir jos
krastas — ties¢ L,, kurios lygtis yra 7x + 5%, =500. Si ties¢ eina per
taskus (0; 100) ir (70; 2).

Nelygybés X >0 ir X, >0 apriboja abiejy minéty pusplokstumiy
sankirta iki tos dalies, kuri yra pirmame ketvirtyje (nurodyta rodyklémis
prie koordinatiniy asiy).

Xof

N

1 pav.

Taigi Sio gamybos planavimo uzdavinio leistinoji aibé yra ketur-
kampiu OABC apribota plokStumos dalis (Zr. 1 pav.).

Dabar nagrinékime tikslo funkcijos z =50x%; +65x, (Cia z yra vietoj
P(x) ) reikSmiy kitima leistinojoje aibéje X.

Pasirinkime bet kurj leistinosios aibés taska, pavyzdziui, (30; 20).
Tikslo funkcijos reikSmé jame yra z =50-30+ 65-20 = 2800.

Sudarykime lygti 50%; +65x, =2800. Jos sprendiniy aibés geomet-
rinis vaizdas (grafikas) yra tiesé, einanti per taskus (30; 20) ir (56; 0); ji
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1 paveiksle pazyméta uzrasu z = 2800. Si ties¢ ypatinga tuo, kad visuose
jos taSkuose tikslo funkcijos z =50x + 65X, reiksmés yra vienodos (jos

lygios 2800). Todél ta tiesé vadinama tikslo funkcijos lygio tiese.

Jei pasirinktume bet kurj kita leistinosios aibés X taska, tai analo-
giSkai gautume kita lygio tiesg, kuri biity lygiagreti su lygio tiese
z =2800. Beje, visos lygio tiesés yra tarpusavyje lygiagrecios (Sio teigi-
nio pagrindima (irodyma) ¢ia praleisime).

Atkreipkime démesj | dar viena esminj dalyka. Lygio tiesé
z=2800 padalija plokStuma i dvi pusploksStumes. Vienoje (ji 1 pa-
veiksle nurodyta rodykle prie lygio tiesés) tikslo funkcijos reik§més yra
didesnés uz 2800, o kitoje — mazesnés.

Taigi atkarpos MN taskuose tikslo funkcijos z =50x; +65x, reiks-
més lygios 2800, o trikampiu OMN apribotoje srityje jos yra maZesnés
uz 2800. Sia leistinosios aibés dalj ,,nupjauname* (atmetame), ir toliau
nagringjame tikslo funkcijos reikSmiy kitima tik daugiakampiu MABCN
apribotoje leistinosios aibés dalyje (Cia tikslo funkcijos reikSmés
didesnés uz 2800).

Pasirinkime taSka B ir nubrézkime per ji ties¢ z=2Z (Zr. 1 pav.),
lygiagrecia su lygio tiese z =2800. Tai bus lygio tiesé, atitinkanti tikslo
funkcijos reikSmg taske B (jo koordinaciy kol kas dar nezinome kaip ir
tikslo funkcijos reikSmés Z jame). Rodykle prie jos nurodytoje pus-
plokStumeje tikslo funkcijos z =50%; +65%, reikSmés didesnés negu
taSke B. Bet Sioje pusplokstuméje néra aibés X tasky. Todél B yra
ieSkomasis leistinosios aibés X taskas, kuriame tikslo funkcijos reikSmé
yra pati didZiausia. Belieka rasti taSko B koordinates.

Kadangi taSke B susikerta tiesés Ly ir L, tai jo koordinatés yra ty
tiesiy lygCiy sistemos

3% +5X%o =300,
7X1 + 5X2 =500
sprendinys (50; 30).

Vadinasi, didZiausias pajamas Z = max P(x) fabrikas gali gauti, su-

planaves pagaminti 50 kédziy ir 30 suoly. Aisku, kad
Z=50-50+65-30=4450 (eury).

Pastaba. Jeigu buty nutike taip, kad tasko B koordinatés nebiity

buvg sveikieji skaiciai, bitume turéjg¢ daug papildomy rapesciy rasydami
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galutinj atsakyma. Tokiu atveju reikéty rasti artimiausia (pagal pajamy
diduma) leistinosios aibés taska, kurio abi komponentés — sveikieji
skaiCiai. [prastinis skaiCiy apvalinimas tik iSskirtiniais atvejais duoda
tikra rezultata. O gali nutikti ir taip, kad ,suapvalintas® taskas net
atsidurs uz leistinosios aibés X ribu.

Sio pobiidzio problemy sprendimo ¢ia nenagrinésime.

Nesunku suvokti, kad ¢ia nagrinéta gamybos planavimo uzdavini
siekiant didziausiy pajamy galima apibendrinti. Jei detales (vienetais
skaiiuojamus gaminius) pakeistume be galo dalia produkcija (nepra-
randancia savo savybiy skaidant i dalis), tai atkristy ir biitinumas ieskoti
gamybos plano, kurio komponentés yra sveikieji skaiciai. Be to, vietoj
pajamy galima nagrinéti pelna arba patiriamus nuostolius. Pastaruoju
atveju turétume ieskoti plano, atneSianc¢io maziausius nuostolius.

2. Pasiiilos ir paklausos balansas ir gamybos pelningumas.

Gaminamos produkcijos paklausa yra savotiskas vartotoju uzsaky-
mas, su kuriuo biitina skaitytis. Paskelbus per auksStas gaminamos pro-
dukcijos kainas, lyg ir galima tikétis didesniu pajamu (taigi ir pelno), bet
nepardavus dalies prekiy (dél sumazéjusios paklausos) nuostoliai biity
neiSvengiami.

Pirmiausia susipaZinkime su pasiiilos ir paklausos balanso problema
targ, kad rinka yra nusistovéjusi, o gaminamos produkcijos paklausa yra
zinoma.

Tarkime, kad gamintojai (firmos, cechai, individai) G, G,,..., G,
gamina tik po vieng produkcijos rusi R, P,.., B, (G; gamina Pj,
j=12,...,n) ir yra susije¢ tokio pobiidzio technologiniais ry$iais. Kiek-
vienas gamintojas G; savo produkcijai P; gaminti naudoja ne tik turi-

mus iSteklius, bet ir gamybos partneriy (netgi savo) gaminama produk-
cija kaip tam tikra gamybos iStekliy. Tie rySiai paprastai nusakomi vadi-
namaisiais technologiniais koeficientais aj i=12,..,n, j=12,..,n,

i§ kuriy galima sudaryti technologine lentele (Zr. 2 lent.), kuria toliau
vadinsime technologine matrica. Koeficiento aj; prasme tokia:

produkcijos Pj vienam kiekio vienetui pagaminti reikia sunaudoti aj;
produkcijos B tam tikry kiekio vienety.
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2 lentelé
G | G, Gy
P a o an
P> asy azo azn
Pa an1 an2 ann

Taigi technologinés matricos stulpeliai
d j
20 o120,
anj
apibudina produkcijos P gamybos technologija, o eilutés
(aj1; @j9; .3 85 ), 1=1,2,..., 1,
parodo produkcijos B technologines sanaudas.

Planuojama gaminti produkcijos Pj kieki (tam tikrais mato
vienetais) paZzymekime Xj, Jj=12,..,n. Tada sutvarkyta rinkinj
X=(Xq; Xo;...; Xy) Vvadinsime gamybos planu (turédami mintyje gamin-
toju Gy, Gy, ..., G, sistema).

Skai¢iuodami produkcijos B, i=1, 2, ..., n, technologines sanaudas
(jas zymésime Sj(Xx)), reikalingas planui x ivykdyti, remsimés prielaida,
kad jos yra proporcingos gaminamam produkcijos P; kiekiui
(j=12,...,n). Gausime tokia formulg:

Sj(X) =aj1X +ajoXp +...+QjpXpn, 1=12,...,Nn. (7

Kad bity paprasciau, tarkime, jog visa likusi nuo technologiniy
sanaudy produkcija parduodama. Tai reiskia, kad produkcijos B,

i=12,...,n, pasitla (ja Zymékime p;j(x)) uzraSoma formule
pi(X) =X —sj(x), i=12,..,n. (8)
Jeigu dj, i=1 2,..., n, blty produkcijos Pj paklausa, tai pasitlos
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ir paklausos balansa nusakyty lygéiu pj(X)=d;, i=12,...,n, sistema

p1(X) =dy,
p2(x) =dy,
Pn(X)=dp.
Remdamiesi (7) ir (8) formulémis, gausime, kad
PL(X) =X — (811X +@oXp + ...+ 81y Xp) = (1 —811) X — 12Xy —...— 81 Xp,
P2(X) = Xz — (1% + 82Xy +@p3X3 +...+ 8pnXp) =
=—ap1X +(1—-ap2)X —8z3X3 —... —@znXp,

Pn(X) = Xn = (Bn1X + @n2Xp +...+ 8y n_1Xn_1 + 8nnXn) =
=—8n1X1 —an2Xz —-.—8nn-1Xn-1 + (1 —ann) Xn.
Vadinasi, ieSkant subalansuoto gamybos plano x = (Xg; X; ...; X,y) reikia
i§spresti tokia balanso lygciy sistemq:

(L—a11)X —a12Xp — 13Xz —...—A1n_1Xn_1 — A1 Xp = 0y,
—ap1Xg +(L—ap)Xp —ap3Xg —...—@n_1Xn_1 —AznXn = d, )
—ap1X —apaXp —apaXg —...—n n_1Xn_1 + (L —app) Xy =dp.

Neneigiamas (9) sistemos sprendinys vadinamas subalansuotu
gamybos planu.

Sakoma, kad ekonominé sistema yra produktyvi, jeigu (9) sistema
turi neneigiama sprendinj esant bet kuriai paklausai d =(dq; d,;...;d,);
aisku, kad turi bati d; >0, d, 20, ..., d, >0.

O dabar ta pati gamybos modeli, nusakoma technologine matrica
(Zr. 2 lent.), pagvildenkime kitu, finansiniu, apsektu. Tarkime, kad p;,
i=12,..,n,yraprodukcijos B kaina, 0 ¢j, j=12,..,n, yraproduk-
cijos Pj savikaina (islaidos vienam kiekio vienetui pagaminti). Remda-
miesi prielaida, kad bendros iSlaidos proporcingos perkamos produkcijos
kiekiui, gausime tokia savikainos skai¢iavimo formulg:

Cj=ajPr+azjpa+..+anjPn, j=12,..,n. (10)
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Aisku, kad nelygybé p j—Cj= 0, j=12,...,n, yra biitina racio-

nalaus gamybos planavimo salyga. O siekiant gauti tam tikra pridéting
vertg Vj, j=12,...,n, reikéty ieskoti tokiy kainy pq, py,..., P, kad

galioty lygybés
PL—C=V1, P2 —=C2=V2, ..., Pp—=Cxh=Vp. (11)
Atsizvelge i (10) formulg, gausime, kad

P1—C1 = Pp — (841P1 +A21 P2 + @31 P3 + ...+ @n_11Pn-1 +8m Pn) =

=(Q-a11) P —a21P2 —@31P3 — -~ n_11Pn-1 —@p1 Pn,
P2—Cp =Py — (a2 Py +ax2 P2 + 332 P3 +.- + An_12Pn—1 +An2Pn) =
=-a19p +(1—a) P2 —a32P3 — .~ ay_12Pn-1 — An2 Pn»

Pn—Ch = Pn —(a1n P+ @20 P2 + 330 P3 + -+ @n_1nPn-1 + @nnPn) =
=~y Py — P2 — 83, P3 —---— @n_1nPn-1 + (L —2any) Pp-

Taigi (11) lygéiu (kainy pq, py, ..., P atzvilgiu) sistema isskleistu
pavidalu yra tokia:

(1-a11)p1 —@21P2 —a31P3 —--—n-11Pn-1 — an1Pn = V1,
—ap P +(1—2ap) P2 —az2P3 —---—@n_12Pn-1—an2Pn =V2, (12)
—a1nP1—a2n P2 —a3pP3 —--—an_1n Ppg + (L—2ann) Py =Vp.

Jeigu yra toks kainy pq, ps,..., P, rinkinys, kuris tenkina (12)
sistema, kai v; >0, v, >0, ..., v, >0, tai sakoma, kad ekonomin¢

sistema, nusakoma 2 technologine lentele, yra pelninga.

Siame skyrelyje glaustai aprasytas pasidlos ir paklausos balanso
modelis vadinamas Leontjevo (W. Leontjef (1906-1999) — amerikieéiu
ekonomistas, 1973 m. Nobelio premijos laureatas) modeliu. Giliau
nagrinéjant §i modelj aiSkinamasi, kokioms salygoms esant ekonominé
sistema yra produktyvi ir pelninga, o taip pat pereinama nuo statinio prie
dinaminio jo varianto analizés.

I$spreskime kelis pavyzdzius.

92



MATEMATIKOS TAIKYMAS EKONOMIKOJE

2 pavyzdys. Raskime (jei egzistuoja) subalansuota gamybos plang
X =(Xq; Xp; X3),  atitinkantj gaminamos  produkcijos  paklausa
d =(dyq; dy; d3) Siais atvejais:

a) d=(42;18;0), o gamybos technologiné matrica tokia:

G, G, Gs
P | 05 | 01 | 02
P, 0 05 | 01
P, | 01 | 01 | 03

b) d=(50; 20; 30), o gamybos technologiné matrica tokia:

G, G, Gs
P | 05 0 0.1
P, | 03 | 06 | 05
P, | 04 | 06 | 02

Sprendimas. a) Technologinés sanaudos
8(X) = (81.(x); 52(x); 83(x)) »
bitinos planui X = (Xq; Xo; X3) Siuo atveju yra tokios:
51(x) =0,5%; +0,1x5 +0,2X3,
Sp(X) =0,5x, +0,1x3,
s3(x) =0,1x; +0,1x5 +0,3x3,
todel pasitilos p(x) = (p1(X); p2(x); p3(X)) komponentés apskaiciuoja-
mos pagal Sias formules:
P1(X) = X3 —S1(X) = X1 —(0,5% +0,1x5 +0,2x3),
P2 (X) = X2 —s2(X) = X2 —(0,5%7 +0,1x3),
P3(X) = X3 —S3(X) = X3 —(0,1%; +0,1X5 + 0,3x3).
Atlike veiksmus gauname:
p1(x) =0,5% —0,1xy —0,2x3,
P2 (x) =0,5%y —0,1X3,
p3(x) =-0,1x —0,1x, +0,7X3).
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Dabar i$spreskime balanso p(x) =d lygciy sistema
0,5% —0,1x, —0,2x3 =42,
0,5x, —0,1x3 =18,
—01x; —01x, +0,7x3 =0.
Is pradziy kiekviena lygti padauginkime i§ 10 (kad nebelikty
trupmeniniy koeficienty). Gausime ekvivalencia lyg¢iy sistema
5% — Xy —2Xg3 =420,
5%y — X3 =180,
—X1— Xo+7X3 =0.

Lygtis (mintyse) pazymékime Ly, L, ir Lg ir lygti Lz pakeiskime
lygtimi L; +5L3. Gausime ekvivalencia (turin¢ia tuos pacius sprendi-
nius) lygCiy sistema

5% — Xy —2x3 =420,
5%, — X3 =180,
—6X, +33x3 = 420.

Sios sistemos lygti Ly pakeiskime lygtimi %Lg (kitaip sakant, tre-

¢ig lygti padauginkime i$ 3 (padalykime i$ 3)). Gausime sistema

5% — Xy —2Xg3 =420,
5%y — X3 =180,
—2X5 +11x3 =140.
Dabar trecia lygti Ly pakeiskime lygtimi 2L, +5L3 ir vél gausime
ekvivalencia lyg¢iy sistema
5% — Xp —2x3 = 420,
S5Xo — X3 = 180,
53x3 =1060.
I3 Lz gauname, kad x3 =20. Tada i$ L, gauname X, =40, 0i5 Ly
- %1 =100.
Taigi $i ekonominé trijy gamintojy Gy, G, ir Gg sistema gali
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sudaryti bendra gamybos plana x = (100; 40; 20), kuris yra subalan-
suotas su produkcijos paklausa d = (42;18; 0).
b) Siuo atveju gauname tokias pasiilos
pP(x) = (p1(X); p2(x); p3(x)) komponenciy formules:
P1(X) =X —S1(X) = X1 —(0,5%; +0,1x3) = 0,5% —0,1X3,
P2 (X) = X —S2(X) = X9 — (0,3% +0,6X, +0,5%3) = —0,3% + 0,4x%, —0,5%3,
P3(X) = X3 —S3(X) = X3 —(0,4% +0,6X, +0,2X3) = —0,4% —0,6X, + 0,8x3.
Sudarykime ir spgskime balanso p(x) =d lygciy sistema
0,5% —0,1x3 =50,
—0,3% +0,4x, —0,5%3 = 20,
—0,4% —0,6x, +0,8x3 = 30.
Kiekviena lygti padauging i§ 10, gausime ekvivalencia lygciu

sistema
5% — X3 =500,

— 3% +4Xy —5x3 =200,
—4x% —6Xo + 8%z = 300.
Dabar antra lygti L, pakeiskime lygtimi 3L4 +5L,, o trecia lygti
Lz — lygtimi 4L, +5L3. Gausime ekvivalencia lyg€iy sistema
5% — X3 = 500,
20x, — 28x3 = 2500,
—30x, + 36Xz = 3500.
Spresdami toliau L, pakeiskime lygtimi %Lz, o lygti Ly — lygtimi %Lg.
Gausime lygciy sistema
5% — X3 = 500,
5Xy — TX3 = 625,
—15x, +18x3 =1750.
Sios sistemos tre¢ia lygti Ly pakeiskime lygtimi 3L, + L3. Gausi-
me ekvivalencia lygcCiy sistema
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5X1 — X3 = 500,
5X2 — 7X3 = 625,
~ 3x = 3625.

IS trecios lygties gauname neigiama ieSkomo plano X tre¢ia kompo-
nente. Ir tai reiSkia, kad neimanoma sudaryti subalansuoto gamybos pla-
no X = (X; Xo; X3), atitinkancio produkcijos paklausa d = (50; 20; 30).

3 pavyzdys. Nustatykime, ar dviejy gamintoju G; ir G ekonominé
sistema yra produktyvi (gali sudaryti gamybos plana X = (Xg; X,), suba-
lansuota su bet kuria paklausa d =(dy;dy), dy>0, d, >0, jei jos
gamybos technologiné matrica yra

Gy Gy
P | 02 | 03
P, | 04 | 01

Sprendimas. Tegu d =(dq; d,), d; >0, d, >0, yra gaminamos
produkcijos B ir P paklausa. Technologinés gaminamos produkcijos
sanaudos S;(X) ir s,(x) apskai¢iuojamos pagal formules:

$1(x) =0,2x% +0,3x3 ir sp(x)=0,4x +0,1x3.
Todél pasialos p(x) = (py(X); p2(x)) komponentés apskai¢iuojamos
pagal Sias formules:
PL(X) =X —S1(X) =% —(0,2% +0,3%5) = 0,8% —0,3x5,
P2 (X) =X —So(X) = X — (0,4% + 0,1X5) = —0,4% + 0,9%,.

Gauname tokia balanso p(x) =d lygéiu sistema:

0,8% —0,3x, =djy,
{— 0,4% +0,9%x, =d,.

Antra lygti L, pakeiskime lygtimi L; + 2L, ir gausime

ekvivalencia lyg¢iy sistema
0,8% —0,3x, =dy,
{ 15%, =dq +2d5.

IS antros lygties gauname, kad
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dl + 2d2
Xg = —=— 5
15
o tada i§ pirmos lygties apskaiCiuojame X; ir gauname
X, = 3d1 + d2 .
2

Aisku, kad x; >0 ir x, >0, kai d; >0 ir d, >0.
Vadinasi, §i dviejy gamintojy sistema yra produktyvi.

4 pavyzdys. Tarkime, kad trijy gamintojy G;, G, ir Gz ekonomi-
nés sistemos gamybos technologiné matrica tokia:

G, G, G3
P | 04 | 03 0
P, | 02 | 01 | 04
B | 05 | 02 | 03

Raskime (jei imanoma) tokias gaminamos produkcijos B, P,, P;
bty pelninga, o pridétiné verté biity v = (50; 10; 30).
Sprendimas. I§ pradziy apskaic¢iuokime gaminamos produkcijos sa-
vikainos ¢ = (cy; Cy; c3) komponentes ¢;, ¢, ir C3:
¢ =04p+0,2py, +0,5p3,
Co =0,3p; +0,1py +0,2p3,
c3 =0,4p, +0,3p3.
Apskaic¢iuokime kiekvieno gamintojo pelna, gaunama uz kiekviena
parduotos produkcijos kiekio vieneta:
Pr—0 =P —(0,4p +0,2p; +0,5p3) = 0,6 p —0,2p, —0,5pg,
P2 —C2 = P2 —(0,3py +0,1p; +0,2p3) =-0,3p; +0,9p, — 0,23,
p3—Cc3 = p3—(0,4p, +0,3p3) =—-0,4p, +0,7 p3.
Dabar ieskokime kainy p;, p, ir psz, kad kiekvienas gamintojas
gauty salygoje nurodyta pridéting verte (pelna). Tuo tikslu reikia iS-
spresti Sig lygciu sistema:
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0,6p; —0,2p, —0,5p3 =50,
-0,3p; +0,9p, —0,2p3 =10,
—-0,4p, +0,7 p3 = 30.
Kiekvieng lygti padauginkime i§ 10. Gausime:
6p; —2py —5p3 =500,
—3p; +9p, —2p3 =100,
—4py +7p3=300.
Antrg lygti L, pakeiskime lygtimi L; +2L,. Gausime ekvivalencia
lygciu sistema
6p; —2p, —5p3 =500,
16 py —9p3 =700,
—4p, +7p3 =300.
Dabar trecia lygti Lg pakeiskime lygtimi L, +4Lg ir vel gausime
ekvivalencia lyg€iy sistema
6p; —2p, —5p3 = 500,
16p, —9p3 = 700,
19 p3 =1900.
I§ trecios lygties Lz gauname p3 =100, o tada iS Ly — p, =100 ir
IS Ly — py=200.
Vadinasi, esant kainoms p = (100;100; 200) pirmas gamintojas gau-

ty pelna, lygu 50, antras — pelna, lygu 10, o trecias gamintojas — pelna,
lygu 30 (tam tikry piniginiy vienety).

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Firma siuva vyriSkas ir moteriSkas striukes, gaudama po 9 eurus
pelno uz kiekviena vyriska striuke ir po 12 eury pelno uz kiekviena
moteriSka striuke. ISlaidos vienai vyriskai striukei pasititi lygios
100 eury, o vienai moteriskai striukei 40 eury. Vyriskos striukés
reklamai firma iSleidZia viena eura, o moteriskai — tris eurus.
Raskite didziausig pelna duosianti striukiy siuvimo plana su salyga,
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kad firmos iSlaidos siuvimui neturi virSyti 50 000 eury, o reklamai
—nedidesnés uz 1800eury.

Pastaba. Uz teisinga uzdavinio sprendima skiriami 3 taskai.
Atskirai bus vertinamos Sios sprendimo dalys:

1) matematinio modelio sudarymas;

2) leistinosios aibés grafinis pavaizdavimas;

3) optimalaus striukiy siuvimo plano sudarymas ir pelno
apskai¢iavimas.

. Cementas gaminamas dviejose jmonése. Pirmoje per dieng paga-
minama 30 tony, o antroje — 40 tony cemento. Pagamintas cementas
vezamas | tris statybos objektus — O, O, ir Og, kuriy uzsakymai
yra atitinkamai 10, 25 ir 35 tonos. Vienos tonos cemento pervezimo
i$ imoniy vidutinés kainos (eurais) tokios, kaip $ioje lenteléje:

O 0, O3
1 jmoné 20 50 36
2 imoné 45 35 27

Visus uzsakymus reikia jvykdyti pagal pigiausia perveZimy plana.
Sudarykite $io uzdavinio matematini modelj.

Firma siuva moteridkus, vyriskus ir vaikiSkus dZinsus. Gamyba
vyksta trimis etapais — sukirpimo, siuvimo ir kontrolés. Darbo laiko
sanaudos (minutémis) vieniems dzinsams pasititi yra tokios:

DZinsai
Moteriski | Vyrisk | Vaikiski
i
Sukirpimas 8 6 5
Siuvimas 10 8 7
Kontrolé 1 1 1

Per savaite sukirpimui imoné gali skirti 132 valandas, siuvimui —

176 valandas, o kontrolei — 20 valandy. Visi dZinsai parduodami.

Firmos pelnas pardavus (vienus) moteriSkus dZinsus yra 7 eurai,

vyriskus dZinsus — 6 eurai, 0 vaikiSkus — 5 eurai. Kiek ir kokiy

dzinsy turi pasiiiti firma, kad per savaite gauty didziausia pelng?
Sudarykite $io uzdavinio matematini modelj.
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4. Ekonoming sistema sudaro du gamintojai — G; ir G,, 0 gamybos

technologiné matrica tokia:

Gy Gy
P | 025 | 05
P, | 04 0

Koks turi biiti gamybos planas X = (X; X»), kad produkcijos pasitila
p(x) = (p(X); p(xy)) sutapty su paklausa d = (110;120)?

5. Nustatykite, ar produktyvi ekonominé sistema, kurios gamybos

technologija apibrézta matrica

Gy Gy
PR | 01 | 02
P, | 04 | 03

6. Raskite subalansuota gamybos plana X =(X; Xp; X3), kai triju
gamintojy ekonominés sistemos technolo

iné matrica yra

G, G, G3
P 0 01 | 02
P, | 01 | 01 | 03
B | 02 | 0 0,5

0 gaminamos produkcijos paklausa d = (403; 806; 806).

7. Raskite (jei egzistuoja) tokias kainas p =(py; py), kad esant gamy-

bos technologinei matricai

Gy Gy
P 0 0,2
P, | 03 | O

gamintojas G, gauty pelna v;, 0 gamintojas Go pelna — vy, jei

a) V1=14, Vo =16 ;

b) V1=25, Vo =42,
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8. Raskite (jei egzistuoja) tokias kainas p=(p;; py; p3), kurioms
esant gamintojas G; gauty pridéting vertg v; =26, gamintojas G,
pridéting vertg v, =32, 0 gamintojas Gz — pridéting verte v3 =50,
jei gamybos technologiné matrica yra

G G, Gs

P 0 0,3 0,1

P, 0,1 0 0,3

Ps 0,1 0,2 0,1
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

Antanas Apynis, Edmundas Mazétis,
Eugenijus Stankus, Juozas Sinkiinas

Su kuria parametro a reikSme funkcija f(x)= :x+2 pati sau
X+

atvirkstiné?

Isspreskite nelygybe

logy_»(4-X) <2.
Keturkampis ABCD yra lygiagretainis. Raskite kampo tarp vektoriy
AC ir BD kosinusa, jei AB=5p+2q, AD=p-3q, |pl=3,
lal=4, £ (p,q)=120"

I statyji trikampi jbrézto apskritimo lietimosi su jzambine taskas ja
dalija { 4 cm ir 6 cm ilgio dalis. Apskaiciuokite trikampio plota.
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Skai¢iy 201400 dalijant i§ 101 gaunama liekana 6 (201400 =
=1994-101+6). Todél skaiCius 201495 dalijasi i$ 101.
Ats.: 95.

2. UzraSytas skaiCius yra sudarytas i 9 vienazenkliy skaiciy, 90 dvi-
zenkliy skaiciy ir 900 trizenkliy skaiciy.
VienaZenkliy skaiciy suma yra
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45.
Dvizenkliy skai¢iy suma yra
100+2+3+...49)+9(0+1+2+3+...+9) =855,

o trizenkliy skaiciy skaitmeny suma yra
1001+2+3+...+9)+90(0+1+2+3+...+9) ++90(0+1+2+3+...4+9) =

=45(100 + 90 +90) = 45- 280 =12600.

Taigi visy gautojo skai¢iaus skaitmeny suma yra
45 +855+12600 =13500.

Ats.: 13500.

3. Tegu abcd, a=#0, yra keturZenklis skaiCius. Pagal uzdavinio
salyga turi galioti lygybé

abcd = 9bcd.
Kadangi
abcd =1000a +100b +10c +d
ir
bcd =100b +10c +d,
Tai gauname:

1000a +100b +10c+d =9(100b +10c + d),
1000a =800b +80c + 8d,
125a =100b +10c + 8d,
125a = bed.
Matome, kad skaitmens a, a =0, ir skai¢iaus 125 sandauga tu-
ri biiti trizenklis skaicius. Tokios a reikSmés yra 1,2, 3,4, 5, 6 ir 7.
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Vadinasi, yra 7 keturzenkliai skaic¢iai, kurie tenkina uzdavinio

salyga.
Ats.: 7.

Kad desimtZenklis skaiCius dalytysi i§ 9, jo skaitmeny suma turi
dalytis i§ 9. Aisku, kad ta suma gali buti tik 45. Tai reiskia, kad
vienas deSimtzenklio skaiCiaus skaitmuo turi buiti nulis (bet ne
pirmoje pozicijoje), o kiti — devynetai. Tokiy skaiciy yra 9.

Ats.: 9.

Tegu x yra ieSkomasis zitirovy skai¢ius. Pagal uzdavinio salyga turi
galioti lygybé
x—(015x+144) 5
0,15x 3

I§ ¢ia gauname:
3(0,85x —144) =0,75x,
X = 240.
Ats.: 240.

Tegu X Jonaiéio, o y — Petrai¢io pirkty lydeky skaicius. Tada x yra
Jonaicio pirkty karSiy skaiCius, o 2y yra Petraiio pirkty karsiy
skaicius.

Vadinasi, Jonaitis turé¢jo sumokéti 5x+3x=8x eury, o
Petraitis turéjo sumokéti 5y+6y=11y eury. Pagal salyga
8x =11y. Taigi X turi dalytis i§ 11, o y turi dalytis i3 8.

Pagal tolesng salyga 8x <100 ir 11y <10m, me{2;3;...;10}.

Vadinasi, x=11. Tada

1lly=88=y=8=m=0.
Kadangi 100-88=12 ir 90-88=2, tai Jonaitis vietoj grazos
eurais gavo 4 karsius, o Petraitis vietoj grazos eurais gavo 2 eSerius.

Taigi Jonaitis i§ parduotuvés i$sine$¢ 11+11+4 =26 Zuvis, 0
Petraitis — 8+16 + 2 =26 Zuvis.

Ats.: Po 26 Zuvis.

Pagal Vijeto teorema X + Xp =—p ir XX, =q, 0 pagal uzdavinio
salyga galioja lygybé X; — X, =6.
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Spresdami sistema

X+ Xp =—p,
Xl—X2=6,
X1 Xp =0,
gauname :
2x1=6—p:>x1=3—%p;
1 1
Xo=X —6=|3-—=p|-6=-3-=p;
2 =X ( ij 2I0
1 1 15
3-=p-3-=pl=gq=>q==p°-9.
( ZPJ( zpj g=4q 4I0
Toliau:

2 2
2 1 15 1
X"+ pXx+q=| Xx—— +0——p° =| X—— -9>-9;
pq(ijq4p(2pj
o T . 1
Cia lygybé galioja tik tada, kai x = 3 p.
Vadinasi, -9 yra maZiausia kvadratinio trinario P(x) reik§m¢;
ol y 1
jiigyjama taske x = > p.
Ats.: -9.

8. Skritulio spinduli pazymékime R. Nubréz- D

9.

kime atkarpa CF ir gausime statyji tri-
kampi CFD. I8 staciyjy trikampiy CFD ir

DOE panaSumo gauname: / m
p g A\O)B

9=E3£=i3 RZ —14.
DF DO 7 R
Vadinasi, S = nR% =14n.
Ats.: 14,

C

Tegu X ir y yra gretasienio pagrindo krastiniy ilgiai, o z yra
gretasienio aukstinés (briaunos) ilgis; x<y<z. Pagal uzdavinio
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10.

salyga Xy =6, xz=8, yz=27. Sudauging visas
tris lygybes gausime:

(xyz)? =6-8-27 =1296 = xyz = 36.
Taigi sta¢iakampio gretasienio tiris yra 36. ~
Ats.: 36. X

| U R

Tegu S yra ieSkomasis trikampio ABC plotas (Zr. pav.). Kadangi
PC =2BP, tai
Scep = 25gep =251 =4.
Vadinasi,
Sces =6

I lygybiy

Spem =Smec Ir

SAEM = SMEC

iSplaukia, kad

Saes = Sces =6.
Vadinasi,

S, =3.

Todél
NE:EP=3:2.
I§ ¢ia iSplaukia, kad
SNCP = SNCE + SECP = 351 + 251 =10.
Tada
S= ZSNBC = 2(SNBP + SNCP) = 2(3+ 2 +10) =30.
Ats.: 30.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 1999=7-285+4=7-(7-40+5)+4=7-(7-(7-5+5)+5)+4=
=5.734+5.72 +5.71 + 4.7% = 5554,
127=1-2%+63=1-2%+1.2° +1.2% +15=
=1.284+1.2%41.2% 4128 +1.22 1. 20 +1.20 = 1111111,

2. 10101010, =1-27 +1.2°+1.2% +1.21 =128+ 32+8+2 =170,
12343215 =1-5% +2.5° +3.5%4 + 4.5 +3.52 4 2.50 +1.50 =
=15625 + 6250 +1875 + 500 + 75+10+ 1= 24336.

3, 327, 1357
+7324 x 72

1261, 27364

+12211g

125046,

4. Skai¢iai a°+11a, a €z, dalijasi i$ 6, nes
a®+lla=a’-a+12a= a(a2 - +12a=a(a-1(a+1)+12a.

Kadangi abu démenys dalijasi i§ 6, tai ir a® +11a dalijasi i$ 6.

5. Kiekvienas sveikasis skaiCius a gali bti uzraSytas vienu i§ pavi-
daly: a=3m, a=3m+1 arba a=3m+2. Tuomet

pirmuoju atveju a® =9m? =30,

antruoju —

a? =(3m+1)2 =9m? + 6m+1=3m(3m+2) +1=3q, +1,
treCiuoju —

a® :(3m+2)2 =9m? +12m+4=3(3m2 +4m+1)+1=30g3 +1.
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Vadinasi, jokio sveikojo skai¢iaus kvadratas negali biti pavidalo

3q+2.

. Pirmiausia jrodysime, kad skaitius b=14a% +9a +a su visais
a €Z dalijasi i$ 2. Tuo tikslu nagrinékime galimus atvejus a=2m ir
a=2m+1. Pirmuoju atveju

b=14(2m)3 +9(2m)? + 2m =112m® + 36m? + 2m =

= 2(56m3 +18m? + m) =2q; .
Antruoju —
b=14(2m+1)3% +9(2m+1)? +2m+1=

:14(8m3 +12m? +6m +1) +9(4m2 +4m+1)+2m+1=

:14(8m3 +12m? +6m +1) +9(4m2 +4m+1)+2m+1=

=2C]2+24=2q3.
Abiem atvejais skai¢ius b dalijasi i$ 2.

Dabar jrodysime, kad b dalijasi ir i§ 3. Kiekvienas sveikasis

skaiCius a gali biti uzraSytas vienu i$ pavidaly: a=3m, a=3m+1
arba a=3m+2.

Jeigu a=3m,tai b =14(3m)3 + 9(3m)2 +3m=3ly,
jei a=3m+1,
tai b=143m+1)% +9@m+1)% +3m+1=3l, + 24 =3I,
jeia=3m+2,
tuomet b= 14(3m+2)> +9(3m+2)? +3m+2 =3, +150 = 3l .
Taigi visais trimis atvejais skai¢ius b dalijasi i 3.

Darome i$vada, kad b dalijasi i$ 6.
. Taikysime matematinés indukcijos metoda. Su n=1 teiginys
teisingas: 9|(71+3-1—1) Ly . 9]9.

Tarkime, kad 9] (7% + 3k —1) . [rodysime, kad
9] (7k+1 +3(k +1) —1). Tuo tikslu pertvarkykime reiskinj taip:
78 3k +0)-1=7K . 7+3k+2=7-(7X +3k-1) -18k +9 =
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10.

=7-(7% +3k =1) +9- (1—2K).
Kadangi abu $ios sumos démenys dalijasi i$ 9, tai
7% 4 3(k +1) — 1 dalijasi i$ 9.

Taigi 9| (7" +3n—1) su visais natiraliaisiais skaiiais n.

Taikysime matematinés indukcijos metoda. Su n=1 teiginys
teisingas: 7 | (43 +33), t.y. 7|91.

Tarkime,  kad 71471 +3% 1y Trodysime, kad
7| (42(k+1)+1 + 32(k+1)+1) . Pertvarkykime reiskinj taip:
42k+3 32k+3 -16- 42k+1 9. 32k+1 —-16- (42k+1 " 32k+1) _7. 32k+1 .
Kadangi abu Sio skirtumo nariai dalijasi i§ 7, tai
420D+ 204D+ gajiiasi i 7.

Taigi 7| (42n+1 + 32n+1) su visais natiraliaisiais skaiciais n.

Taikysime matematinés indukcijos metoda. Su n=1 teiginys tei-
singas: 11| (6% +3% +3), t.y. 11/66.
Tarkime, kad 11|62 +3%*2+3%). [rodysime, kad
11| (62(k+1) +3keD+2 3k+1) . Pertvarkome reiskinj taip:
=36- (62 +3K+2 1+ 3¢y _33.(3k*2 1. 3K)
Kadangi abu S$ios sumos démenys dalijasi i§ 11, tai
62+ | 3(kD)+2 | 3k gajijasi is 11.

Taigi 11/ (62" +3"2 +3") su visais natiiraliaisiais skai¢iais n.

2014 .
27" skaitmeny skai¢ius, o n — skaiciaus

Tegu m yra skai¢iaus
5% gkaitmeny  skaiGius. Tuomet 10M1 < 22014 qgM

10" < 52014 10", Sudauging Sias nelygybes gausime:
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10m—1 ‘10n—1 < 2201452014 <10m 10n = 10m+n—2 < 102014 <10m+n =
=102 =10 = 2014 =m+n-1.

IS ¢ia m+n=2015.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Funkcijos f(x)= X;z apibrézimo sriti D(f) rasime
1-3x+2x
issprendg nelygybe X;?’ZZO, ty. Xl—_SZO
1-3x+2x Z(X_Zj(x_l)

nelygybg.
Taikydami intervaly metoda randame, kad Sios nelygybés

sprendiniy aibé yra (%, 1} U[3; + ).

A v X

1 3
?

Ats.: D(f)= @ 1Ju[3;+oo).

2. Sios funkcijos apibrézimo sritis yra aibé
(—o0; —1—\/5) v (—1—\/5; -1+ \/E) ) (—1+\/§; + o0).
Jos reik8miy sritis E(f) yra aibé a reikSmiy, kurioms esant lygtis

x2—x+2

x2 4+ 2x -1

x#-1+2, x#-1-4/2, & lygtis ekvivalenti lyg&iai
(a-D)x%+(2a+1)x-(a+2)=0.

Kai a =1, gauname tiesing lygti 3x —3 =0, kuri turi sprendini.

=a turi bent viena sprendini. Su visais XeR,

Kai a=1, §i lygtis turés sprendiniy, kai D = 8a’+8a—-7> 0, t.y.
kai
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ae[—ur —2—3J§}U{—2+3J§_+wJ
: 2 ; .

4
Ats.: E(f):(-w; _Z_Bﬁ}uli —2+3\/§; +°OJ'
4 4
3. Kadangi D(f)=(-o0; +o0) ir
1 1
X _ 7X_ __9X o X
TS S S GO S S Cits |
27 +1 1 1+2% 22X +1
2X
X_
2% +1

tai $i funkcija yra lyginé.
4. Kadangi funkcija yra lyginé, uZtenka nubrézti funkcijos
f(x) = x2 —4x+3, x>0, grafika ir atlikti jo simetrija Oy aSies

atzvilgiu. Funkcijos f(x)=x2—4|x|+3, grafikas pavaizduotas
2 paveiksle.

NS N

2 pav.
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5. Funkcija apibrézta realiyjy skaiciy aibéje iSskyrus nulj, t y.
D(f)=(-o0; 0)U(0; +). Beto,

1 . g(—x), kai x>0,
3———, kai —x>0,
f(x)= =X ty. f(x)= 1 .
. 3- , kai x<0.
g(—x), kai —x<0, =X

Funkcijos f nelygiskumo salyga f(x)=—f(—x) bus patenkina,
kai

g(x) = —(3—%} = —3+% su neigiamomis x
- X - X

reik§mémis. Todél

3—i, kai x>0,

Jx

-3+—, kai x<0.
=X

Spresdami lygti f(x)=1, turime rasti teigiamus lygties

f(x) =

3—i=1 sprendinius ir neigiamus lygties 3—L=1

Vx J=x
L . 1 1
sprendinius. Sie sprendiniai yra x =—, Xy =——.
4 16

3—i kai x>0
Ats.: f(x)= x =L x,=—t.
. , 4 16
-3+—, kai x<0;
V=X

6. Kadangi funkcijos g apibrézimo sritis yra D(g) = (—oo; 2] ir
(foq)X)=F(g0) =y (V2—x ] ~5-V2—x + 4=
—JV2=x-1)V2—x-4),

tai funkcijos f o g apibrézimo sri¢iai D(f o g) priklausys tik tie
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srities D(g) tadkai, su kuriais reiskinys \/(\/2 —X —1x\/2 - X —4)
turi prasmg, t. y. nelygybiy sistemos
V2-x <1,
l:m >4, sprendiniai.
X<2
Spresdami $ig sistema, gauname:

{Jz—ng {sz P
Jo_ = x<-14, = |7
2-x=4 {—1SX£—14

X<2 X<2
Taigi D(f og)=(—0; —14]U[L 2],

(fog)(X)=46-—x—-5v2-x.

Funkcijos f apibréZzimo sriti rasime iSsprend¢ nelygybe
x> —5xX+4> 0. Kadangi

(g5 )00 = 9(F (X)) =y2-Vx? ~5x-+4,

tai funkcijos go f apibrézimo sritis D(geo f) yra nelygybiu

— A/ 2 _ >
sistemos {2 X" —5x+420,

X2 —5x+4>0

sprendiniy aibé. Gausime:

{Z—VXZ —5x+4>0, {xz —5x+4<4, {X(X—5)SO,
= =

-
X2 _5x4+4>0 X2 _5x+4>0 (x-D(x—-4)=0.
0<x<5
0<x<1,
=4 x<],
4<x<5.
Xx>4

Vadinasi, D(g o f)=[0; 1JU[4; 5],

(9o f)(x):\/Z—\/x2—5x+4.
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Ats.: (f og)(x)=+6-Xx—-5v2-X,
(go f)(x)=\/2—\/x2—5x+4,

D(f og)=(-0; -14]U[L 2],
D(go f)=[0; JU[4; 5].

V1+ X2 X

X 2 2\/1+2x2 |

1+
[\/1+ x2]

(fofof)X)=(fo(fof))(x)=1((fef)(Xx)=

X

Vie2x®  _ x
[ ) JZ V1+3x2
1+
X

7. (feof)(x)=T(f(x)=

Vi1+ 2x2
Ats.: (fofof)(x)= .
V1+3x?

8. Akivaizdu, kad D(f) = (—w0; + ) ir E(f)=(—o0; +o0).

leSkosime lygties %/x +x% +1 +§/x3 VX% +1=y, VyeE(f)
sprendiniy. Sia lygti pakéle kubu ir remdamiesi formule
(a+ b)3 =ad+b3+ 3ab(a+b), gauname:

y3 =2x+3y-§/(x+\/x2 +lj(x—\/x2+1), y3 =2X-3y.

3
IS ¢ia x = y ;Sy. Vadinasi, funkcija

f(x):%/x+\/x2+1 +%/x3—\/x2+1
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3
turi atvirksting funkcija f _1(x) = X er 3X
1 x3 + 3x
Ats.: f=(x)= B
9. Kadangi
ax+1
(fof)X)= af(x)+1_am+ B a’x+a+2x+b B
2f(x)+b ,ax+l 2ax + 2 + 2bx + b2
2X+b

(a2 +2)x+(a+b)
2(a+b)x+b%+2
tai (f o f)(x)=x tiktada, kai a+b=0, t.y. a=-b.
Ats.: a=-h.

10. Vienoje koordinaciy sistemoje nubréziame funkcijy
f1(x) = X2 —2X+2 ir fo(X) =2+4x—x?
grafikus (paraboles). Pirmosios parabolés vir§iinés koordinatés yra
y

3 pav.
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(1; 1), o antrosios parabolés — (2; 6). I§sprende lygti
X2 _2x+2= 2+4x—x2,
rasime grafiky susikirtimo tasky abscises: ¥ =0, X, =3. Taigi
grafikai kertasi taSkuose (0; 2) ir (3; 5) (Zr. 3 pav.). Akivaizdu, kad
x2 —2x+2, kai x<0,

2+4x—x2, kai 0<x <3,
x2—2x+2, kai x> 3.

Sios funkcijos grafikas pavaizduotas 3 paveiksle pastorinta linija.

Tirsime funkcijos f grafiko ir tiesés y =a susikirtimo tasky
(lygties f(x) =a sprendiniy) skai¢iy.

Kai a < 2, lygtis neturi sprendiniy; kai a =2, lygtis turi viena
sprendinj; kai 2 < a <5, lygtis turi du sprendinius; kai a =5, lygtis
turi 3 sprendinius; kai 5<a <6, lygtis turi 4 sprendinius; kai a==6,
— 3 sprendinius ir kai a > 6 — 2 sprendinius.

Ats.: 1) lygtis sprendiniy neturi, kai a<2;

2) lygtis turi viena sprendinj, kai a=2;

3) lygtis turi 2 sprendinius, kai a € (2; 5) U (6; +x);
4) lygtis turi 3 sprendinius, kai a=5 ir a=6;

5) lygtis turi 4 sprendinius, kai a € (5; 6).

TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tegu m= x_y =10x+Yy yra ieSkomas skaiCius. Remiantis pirmaja
salygos dalimi galima uzrasyti lygti
10x+y _34 7 ,
X+Yy X+Y
i$ kurios iSplaukia, kad

x=1+27—y, ye{0;12;...;9}.
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Taigi ye{0;7}, o galimi dvizenkliai skaifiai yra 10 ir 37.
Skai¢iaus 10 skaitmenys netenkina uzdavinio salygos antrosios
dalies.

Ats.: 37.

2. Tegu my yra pirmo, 0 m, — antro kristalo masé. Pirmo kristalo
masés pokyti per ménesj pazymékime X, 0 antro — X,. Pagal
uzdavinio salyga,

33X =T7Xy, 12% =0,04my ir 12x, =0,05m,.
I§ ¢ia iSplaukia, kad
X _7 g X _004m _4my
Xo 3 Xo 0,05m, 5m,
Vadinasi,
m 5 X S

S X _S5T7T_3
43

m2_4 X2_ _12

Ats.: 35:12.

3. Tegu m ir n, m>n, yra mokinio dauginti skaiciai, o S — jo gauta
sandauga. Pagal salyga,

i=17+§, S=m-n+60 ir m—n=36.
m m

IS Siy sarysiy gauname:
{m(m—36)+60:17m+8, {m2—53m+52:0,
= =

n=m-36 n=m-=36
m_53ir51

={ 2 '=m=52n=16.
n=m-36

Ats.: 52 ir 16.

4. Tegu S yra atstumas (km) nuo A iki B. Tada S+20 yra atstumas
nuo C iki B. Pagal uzdavinio salyga,
5 5 1

S S+20 48
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IS ¢ia gauname kvadrating lygti
2 +20S —4800 =0,
kurios sprendiniai yra —80 ir 60. Vadinasi, atstumas nuo A iki B yra

60 km.
Ats.: 60 km.

. Tegu v; yra pirmo, o v, — antro motociklininko greitis (km/h).
Laika, per kur] pirmas nuvaziavo 250 km, o antras — 200 km,
pazymékime ty (h). Tada

Vi = @, Vo = @
to t

Pagal antra salygos dali gauname lygti

60 60 _,

V2. 1
Toliau:
600t, 600t _3,
200 250
3ty —2,4t; =3,
to = 5.

Vadinasi, v; =50, v, =40.
Ats.: 50 km/h ir 40 km/h.

. Tegu X, y, z yra atitinkamai raudony, geltony ir zaliy kamuoliuky
skaicius, o n — bendras kamuoliuky skaicius.
Remdamiesi pirma salygos dalimi, gauname nelygybes
x=>(n-1)+2=n-9
ir
z>(n-11)+1=n-10,
o, remdamiesi antra salygos dalimi, gauname nelygybe
y>(n-12)+1=n-11.
Sudéje visas tris nelygybes, gausime:
X+y+2>23n-30=n>3n-30=n<15.
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Aisku, kad turi biiti n>12. Todél galimos n reikSmés yra 12,
13, 14 ir 15.

Kai n=12, tai x>3, y>1, z>2;

kai n=13, tai x>4, y>2, z>3;

kai n=14, tai x>5, y>3, z>4;

kai n=15, tai x>6, y>4, z>5.
Pastaruoju atveju galimas tik vienas kamuoliuky pasiskirstymas
pagal spalva: x=6, y=4, z=5.

Ats.: 12, 13, 14 arba 15.

7. Pagal uzdavinio salyga, turi galioti tokios nelygybés:

300 300 <§
v o v+20 4
300 _@>1
v-10 v 3
Spresdami $iy nelygybiy sistema, gauname:
400 400 <1 )
Vv Vv+20 N v< +20v—-80002= 0, -
900 _s00., v2 ~10v-9000 <0
v-10 v

{(V+10)2—810020, _ {(v+10)2—902 >0,
(v—5)? -9025<0 (v—5)? -95%2 <0
(v—80)(v+100) >0, v—-802>0,
{(V—lOO)(v+9O)£0 = {v—lOOSO.

Taigi 80 <v<100.
Ats.: tarp 80 km/h ir 100 km/h.

8. Tegu d yra atstumas (km) tarp M ir N. Tada d yra laikas, per kuri
v

dviratininkas nuvaziavo i$ M i N.
Dviratininko sugaiSta laika griztant i§ N i M galima uZradyti
formule
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1405+ 37V
V+5

Pagal uzdavinio salyga,

1405437V d

<—.
v+5 v

IS Cia, padaugine nelygybe i§ v(v+5) ir atlike aritmetinius

veiksmus, gauname nelygybe
0,5v2 +7,5v—5d <0. 1)
Lygties 0,5v2 +7,5v—5d =0 sprendiniy formul¢ yra

v=-7,5+,/56,25+10d.

Kadangi v; =—7,5—/56,25+10d <0, tai (1) kvadratinés nelygybés

sprendiniy intervalas yra (0; — 7,5+ /56,25+10d ].
Jeigu bty d =45, gautume greicio Vv kitimo intervala (0; 15],
o jeigu biity d = 70, gautume intervala (0; 20].
Ats.: a) nedidesnis kaip 15 km/h, kai atstumas tarp M ir N yra
45 km;
b) nedidesnis kaip 20 km/h, kai atstumas tarp M ir N yra
70 km.

m . ..
. Tegu — yra ieSkoma trupmena. Pagal uzdavinio salyga,
n

2 m+3 1 . m 1
n=m-+1, <= ir —>=.
mé+1 4 n+3 8
IS ¢ia gauname nelygybes

m+3 1 . m 1

Spresdami jy sistema, gauname:
m?+1>4m+12, |m?-4m-11>0, [(m-2)?>-15>0,
= = =
m? +4<8m (m—4)2—12<0
{(m—2)2>15, {m—2<—\/ﬁ arba m—2> /15,
= =

=
(m—-4)% <12 m—4<—12 arba m—-4>+12

m2—8m+4<0
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10.

m-— 2<—\/_ arba m- 2>\/_ m<2—\/ﬁ arba m>2+\/E,

m-4<—+/12 arba m- 4>J_ 4—2\/§<m<4+2\/§.

IS ¢ia (turint mintyje, kad m — natiiralusis skaicius) iSplaukia, jog
m=6 arba m=7.

Taigi yra dvi trupmenos, tenkinan¢ios uzdavinio salyga — %

Darbininky skaic¢iy pazymékime n, o darbo valanduy skaiciy per
diena — t. Per 14 darbo dieny susidaré 14nt darbo valandy (jei dirbty
tik vienas Zmogus). Pagal kita salygos dali gauname
10(n+4)(t +1) darbo valandy, o pagal salygos pabaiga gauname
7(n+10)(t+2) darbo valandy. Visi trys skaiCiai turi sutapti.
Skaiciams n ir t rasti iSsprgskime lygc¢iy sistema

10(n +4)(t +1) =14nt,

{Y(n +10)(t + 2) =14nt.
Gausime:

{S(n +4)(t+1) =7nt, N {Snt +5n+ 20t + 20 = 7nt,

(n+10)(t + 2) = 214nt nt+2n+10t + 20 = 2nt

n= 201 n= 20,
= =
20t =40+10t + 20 t=6.
Taigi grupg sudaré 20 darbininky, ir jie dirbo po 6 valandas per

diena.
Ats.: 20 darbininky, 6 darbo valandos.
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KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. 1la pav. parodytas kvadratas A'B'C'D’, gautas, atlikus posiiki apie
taska E 135° kampu pagal laikrodZio rodykle, o 1b pav. — pries
laikrodzio rodykle.

D’ C’
C' A’ DI
A 1355 B A E B
E 135
B’ A
D c D C
la pav. 1b pav.

2. Pasukime plokStuma apie taSka B 60° kampu taip, kad tasko A
vaizdas biity taskas C (2 pav.). Sakykime, kad tasko M vaizdas yra
taSkas D. Kadangi posiikis yra B
judesys, o atkarpos AM vaizdas
yra atkarpa CD, tai CD=AM=1.
Analogiskai atkarpos BM vaiz-
das yra atkarpa BD, todél BD =
=BM =+3. Kadangi M

BM =BD=43,0 /MBD=60> A ¢

tai trikampis BMD vyra lygia- 2 pav.

krastis, taigi MD =+/3 . Kadangi MC? =MD? +CD? , tai
trikampis MCD yra statusis, atkarpa MC - jo izambiné, o
ZMDC =90° . Sio trikampio statinis DC lygus pusei {zambinés
MC, todél «DMC =30°. Tuomet
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Z/BMC = ZCMD + /DMB = 90°,
todél BC?=MB?+CM?=7. Kadangi BC=AB, BD=BM ,o0

DC = AM , tai trikampiai BCD ir BAM yra lygus, todél

/AMB = /BDC = /BDM + /MDC = 150° .
Ats.: AB=+/7, /BMC =90°, /AMB =150°.

3. Pasukime plokstumg apie taska C 90° kampu taip, kad tasko A
vaizdas buty taskas B (3 pav.). Sakykime, kad tasko M vaizdas yra
taSkas D. Kadangi posiikis yra judesys, o atkarpos AM vaizdas yra
atkarpa BD, tai BD = AM = 2.

Kadangi ¢
CM =CD, 0 ZMCD =90°, D

tai trikampis CMD yra statusis
lygiaSonis, taigi

Z/CMD = ZCDM = 45°,
Kadangi A 3 pav. B

BC=AC, CD=CM,
0 BD=AM, tai trikampiai BCD ir ACM yra lygis, todél
ZCDB = ZAMC = 105°. I$ ¢ia gauname, kad
/MDB = /CDB - ZCDM =60°.

Kita vertus
~/DMB = 360° - ZAMB - ZAMC — ZCMD =90°,

taigi trikampis DMB - statusis, todél ZMBD = 30°. Tuomet

MD = BDsin /MBD =1, CM =CD:i,
N
0 MB=BDcos/MBD =+/3
1
Ats.: BM =+/3,CM =——.
NG

4.  Sakykime, kad ieSkomieji taSkai A ir B yra atitinkamai tiesése a ir
b, t.y. atkarpos OA ir OB yra lygios, 0 £ AOB = 30°. Pasukime
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plokStuma apie taska O 30° kampu taip, kad tasko A vaizdas biity
taSkas B. Sakykime, kad tiesés a vaizdas yra ties¢ ' (4a pav.).
Kadangi taskas A yra tiesé¢je a, tai jo vaizdas B yra ties¢je a'. Kita
vertus, taSkas B yra ir tieséje b. Taigi taSkas B yra tiesiy b ir &’
susikirtimo taskas. Taigi norint gauti ieSkomuosius taskus, reikia
pasukti tiese a apie taska O 30° kampu, jos vaizdo ir tiesés b
sankirta yra taSkas B, o taSkas A gaunamas, pasukus taska B 30°
kampu apie taSka O, bet i kita pusg, negu buvo sukama tiesé¢ a.
Pastebésime, kad norint nubrézti tiesés vaizda, gauta atliekant
posiiki apie taska, reikia rasti dviejuy tiesés tasky vaizdus, arba
duotuoju kampu pasukti statmenj tiesei, nuleista i$ sukimosi tasko, o
per pasukto statmens gala nubrézti jam statmena ties¢ (4b pav.).
Kadangi posikis apie taska O gali biti atlickamas dviem kryptimis,
tai uzdavinys turi du sprendinius, kai kampas tarp tiesiy a ir b
nelygus 30°. Kai kampas tarp tiesiy a ir b lygus 30°, vienu atveju
gauname, kad tiesés b ira’.yra lygiagrecios (4c pav.), taigi §iuo
atveju yra vienas sprendinys.

~
a'
VE M
a
0]
4b pav
b
B &
30° A a
30°
R O a”
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5. Pasukime plokStuma apie trikampio ABC apibrézto apskritimo
centra O 120° kampu taip, kad taSko A vaizdas buty taskas B
(5 pav.). Kadangi ZAOB = /BOC = ZCOA=120°ir OA=0B=0C,
tai taSko B vaizdas yra taSkas C, o B

Tasko M, kuris yra krastingje AB, M

vaizdas M'yra krastinéje BC, kuri

yra krastinés AB vaizdas. Kadangi L‘% N

posikis yra judesys, tai AM=BM’, @\ c

0 MB = MC. Taigi taskas M’ dalija P

krasting BC tuo paciu santykiu, kaip 5 pav.

ir taSkas N. Kadangi atkarpoje yra tik

vienas taskas, dalijantis ja duotuoju santykiu, tai taskai M’ ir N

sutampa. Taigi taSko M vaizdas yra taSkas N. Analogiskai, taSko N

vaizdas yra tasSkas P, o taSko P vaizdas — taSkas M, t. y., trikampio

MNP vaizdas yra tas pats trikampis. Kadangi krastinés MN vaizdas

yra krastiné NP, o krastinés NP vaizdas — krastiné PA, tai MN = NP

= PA. Taigi trikampis MNP yra lygiakrastis. Trikampyje AMP
3a

a
kampas £MAP =60°, AM = AP =7 » todél pagal kosinusy

taSko C — taSkas A, t.y., trikampio
ABC vaizdas yra trikampis ABC. ‘

teorema

MP?2 = AP2 + AM 2 —2AP- AM cos /MAP =
_9%® a® 3 a3 _10-3/3 ,

16 16 4 4 2 16
Ats.: Trikampio kampy didumai yra 60°, krastinés ilgis lygus

J10-3y3 C_ |

—a
4 . A

6. Sakykime, kad lygiagre-
Cios tiesés | ir m yra nu- m
bréztos per taskus A ir B, 0 B
per taska O einanti tiesé p 5
6 pav.
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kerta tiese | taSke C, o tiese m — taSke D (6 pav.). Nagrinékime
plokStumos simetrija tasko O atZvilgiu. Taskai A ir B yra simetriski
taSko O atzvilgiu. Tiesé | eina per taSko A, todél jos vaizdas yra
tiesé, einanti per tasko A vaizda — taska B, ir lygiagreti su tiese I.
Taigi tiesés | vaizdas yra ties¢ m. Kadangi tiesé p eina per
simetrijos centra, tai jos vaizdas yra tiesé p. Taigi tiesiy | ir p
susikirtimo tako C vaizdas yra tiesiy m ir p susikirtimo taskas D.
Taigi taSkai C ir D yra simetriski taSko O atzvilgiu. Pagal asinés

1
simetrijos savybes AC =BD =16,0C = ECD =14 todél trikampio

AOC perimetras lygus P=A0+0C +CD =12+14 =16 = 42.
Ats.: 42.

a) Sakykime, kad AB ir CD dvi atkarpos, simetriSkos tasko O
atzvilgiu, o taskai A, B, C ir D néra

vienoje tieséje. Tai reiskia, kad tas- A B
kai A ir C, o taip pat taSkai B ir D 0

yra simetriski tasko O atZvilgiu
(7a pav.). I8 simetrijos taSko atZvil- D C
giu apibrézimo seka, kad AO = OC,

BO = OD. Taigi keturkampis ABCD 7apav.

yra lygiagretainis, t.y., AB||CD. AtvirkiCiai, jei AB=CD ir
AB||CD, tai keturkampis ABCD yra lygiagretainis, taigi atkarpos
AB ir CD yra simetri$kos jo istrizainiy susikirtimo tasko atzvilgiu.
Jei tadkai A, B, C ir D yra vienoje ties¢je, o taskas O yra atkarpos
BD (arba atkarpos BC) vidurio taskas, tai jis yra ir atkarpos AC
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(arba atkarpos AD) vidurio taSkas (7b pav.), taigi Siuo atveju bet
kurios dvi lygios atkarpos yra simetriskos tasko atZvilgiu.

b) Jei taSkai A ir C yra simetriski tiesés | atzvilgiu, tai tiesé |
yra atkarpos AC vidurio statmuo. Dél tos pacios prieZasties tiesé |
yra ir atkarpos BD vidurio statmuo. Taigi tiesés AC ir BD yra
lygiagreéios (7c pav.), nes jos statmenos tiesei |. Atvirks§¢iai, jei
tieses AC ir BD yra lygiagreéios, tai keturkampis ABDC yra
lygiaSoné trapecija, kuri yra simetriska tiesés, jungiancios trapecijos
pagrindy vidurio taskus, atzvilgiu.

Ats.: a) kai AB|CD, b) kai AC|BD.

8. Sakykime, kad taSkas C yra simetriSkas taskui A tiesés a atzvilgiu, o
taSkas D yra simetriSkas taSkui B
tiesés b atzvilgiu (8 pav.). Koks be- ¢
biity tiesés a taSkas X, ir koks bebiity M
tiesés b taskas Y, suma AX + XY + YB
lygi sumai CX + XY + YD, nes AX =
=CX, 0 BY = DY. Bet suma CX + B A
+XY +YD yra maziausia, kai taskai C,

X, Y ir D yra vienoje ties¢je. Taigi M
taSkai M ir N yra tiesés CD sankirtos D
su tiesémis a ir b taskai. 8 pav.

Ats.: Reikia rasti taSka, C, simetriSkg taskui A tiesés a
atzvilgiu, ir taska D, simetriska taskui B tiesés b atzvilgiu. Tiesés
CD ir tiesiy a ir b susikirtimo taskai yra ieSkomieji taSkai M ir N.

X a

9. Sakykime, kad taSkas E yra simetriSkas taskui C tiesés AB atZvilgiu
(9 pav.). Kadangi ties¢ AB yra ap-
skritimo simetrijos aSis, tai taskas E
yra apskritime. Pagal aSinés simetrijos
savybes EM =CM , 0

Z/BME = ZBMC =45°, tod¢l ZEMC = Aﬁor B
D% ; ]

C

= /EMD =90° I§ staciojo trikampio
EDM turime

MD? + MC? =MD? + EM? = DE?. =
Kadangi £ECM =45°, tai pagal sinu- 9 pav.
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10.

1.

B Q C B
N A C
0
M 6
AP D D
10a pav. 10b pav.

sy teorema
DE = 2Rsin ZECD =R+/2 .
Taigi ieSkomoji suma
MD? + MC? = 2R?.
Ats.: 2R?.

Ats.: a) kvadratas ABCD (10a pav.) turi 8 simetrijas: simetrija
centro O atzvilgiu, postkiai apie jo centra O 90° ir 270° kampais,
aSinés simetrijos tiesiy AC, BD, MN ir PQ atzvilgiu (¢ia M, N, P ir
Q yra atitinkamai krastiniy AB, CD, AD ir BC vidurio taskai) ir
tapatingoji transformacija;

b) rombas ABCD turi keturias simetrijas (10b pav.): simetrija
taSko O atzvilgiu, simetrijos tiesiy AC ir BD atZvilgiu ir tapatingoji
transformacija;

c) taisyklingasis SeSiakampis ABCDEF (10c pav.) turi 12
simetriju: simetrija jo centro O atzvilgiu, posiikiai apie centrg O
60°, 120°, 240° ir 300° kampais, simetrijos tiesiy AD, BE, CF, MN,
PQ ir RS atzvilgiu (¢ia M, N, P, Q, R ir S yra krastiniy AB, ED, BC,
EF, CD ir FA vidurio taskai) ir tapatingoji transformacija.

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Sakykime, kad staciojo trikampio ABC statinis AC =6, atkarpa CH
yra jo auks$tiné, nubrézta | iZambine AB (1 pav.). Taigi atkarpa AH
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yra statinio AC projekcija i {zambing, t.y., AH =3,6. Pagal
Pitagoro teorema staciajam trikampiui ACH turime
CH?=AC?- AH?=6%—(36)* =48,
taigi CH =4,8. Kadangi CH?Z = AH -HB, tai
CH2 482
R 36 =
Trikampio {zambiné AB = AH + HB =10, taigi statinis

BC =vABZ_-AC? =38. C

Kadangi apibrézto apskri-
timo spindulys R lygus
pusei izambinés, tai R =5.

HB 6,4.

I$ lygybés r =%(a+b—c)

[ |
randame, kad r = 2. A H B
Ats.. R=5, r=2. 1 pav.

2. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC statinis BC =a, pusiau-
krastiné AD =m (2 pav.). Kadangi CD =%, tai i§ trikampio ACD

turime, kad A
2 2 2 2 3.2 4m2 —3.2
AC°=AD"-CD“=m‘"—-—=——.
4 4
Taigi, kai 4m? —a? >0, ty., kai a<2m,
2 2
uzdavinys turi sprendini AC = 4m—2a.
2 2 Cc B
Ats.: YA 237 i a<om. D
2 2 pav.

3. Sakykime, kad staciojo trikampio ABC kampas C yra statusis,
atkarpa CD =m yra pusiaukradtiné, nubrézta i§ stadiojo kampo
vir§linés | iZambing (3 pav.). Tuomet taSkas D yra {Zambinés AB
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vidurio taskas, 4D =CD=BD =
=m, tod¢l trikampio iZambiné

AB =2m. Kadangi r:%(a+b—c),

tai 2r=a+b-2m, ty.
b=2r+2m-a. StaCiajame 3 pav.

trikampyje yra teisinga lygybeé

r(a+b+c)=ab, nes abi jos pusés lygios dvigubam trikampio
plotui. Iras¢ i Sia lygybe gautas ¢ ir b reikSmes, gauname, kad

rla+2r+2m—-a)=a(2r+2m-a), L. y., a* - 2r+ma~+ 22+ Amr =
=0. Si lygtis turi sprendiniy, kai jos diskriminantas neneigiamas,
t.y., kai %: (m+rY —2r* —4rm=m" — 2mr — * > 0. Kadangi kvadra-
tinés lygties m atzvilgiu  m*-2mr—-r*=0 sprendiniai yra
_ 2rt m

2
nelygybé teisinga, kai m > (1+ \E)r. ISsprende gautaja kvadrating

=1z \/i)r, 0 m — teigiamas skaicius, tai §i

w2

lygti, randame, kad @ ,-r+m= m® —2mr—r*.  Tuomet

b o= r+m¢\fm272mr7r2.
Ats.: kai m>(1+ \/E)r trikampio statiniy ilgiai

r+m+vm2—2mr’—r2 ir r+m—\fm2—2mr—r2.

. Trikampio ABC pusiaukampinei BD (4 pav.) taikome 4 pavyzdyje
gauta formulg:

2
BD=—"—Jacp(p—b). NN
a+ N

(% . ,-\\ .

Turime a=BC=8 b=AC=6,
c=AB=+a*+ 52 =10,

p:%(6+8+10):12.
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Tuomet BD :i\/s-lo-lz-(lz—s) = @.
8+10 3
. 810
F 3
5. Sakykime, kad R; ir R, yra apie trikampius ABD ir ACD apibrézty
apskritimy spinduliai (5 pav.). Trikampiams ABD ir ACD taikome

Ats.

sinusy teorema:

AR AC
7 R, — = _-2R,.
sin .~ ADB sin .~ ADC

Kadangi ~ ADB+ / ADC =180°,
tai sin.” ADB =sin .~ ADC. Taigi
4B AC _AB 6 3 pav.

" sin/ADB sin/ADC AC 5

Taigi apibrézty apskritimy spinduliy santykis nepriklauso nuo tasko
D padéties.

Ats.: E.
5

Rl :Rz

6. Sakykime, kad ibrézto i trikampi ABC apskritimo centras yra taSkas
l, 0 tiesé Bl kerta trikampio krasSting AC taSke D (6 pav.). Kadangi

ibrézto i trikampi apskritimo cent- B

ras yra trikampio pusiaukampiniy /j\

susikirtimo taskas, tai atkarpa BD ST

yra trikampio pusiaukampiné. // ‘|‘ \

Tuomet atkarpa Bl yra trikampio MW w
BMN pusiaukampiné. Kadangi ” . ‘|‘ //

tiesés AC ir MN yra lygiagre€ios, 4% el C
tai trikampiai ABC ir BMN yra 6‘3{”

panasieji. PanaSiyjy trikampiy
pusiaukampiniy santykis lygus atitinkamy krastiniy santykiui, todél
AC :@, LV MN - AC-BI
MN  BI

pagal 4 pavyzdzio formulg. Kadangi

. Pusiaukampinés BD ilgj randame
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p=%(13+15+14)=21,

tai

5. BC\/AB BC-p-(p- AC)— \/13 14.21. —ﬁ

Atkarpos Bl ilgji rasime, pasinaudojg 5 pavyzdzm lygybe, kur1 miisy
atveju yra tokia:

Bl :\/BC-AB(p—AC) :\/14-13-6 /i3

p 21
Tuomet
M = AC-BI _15-2J13 135
BD 2813 14
9
Ats.: @.
14

. 18 tako D nuleidziame statmeni DF krastinei BC (7 pav.).
Kadangi atkarpa DF yra trikampio AHC viduriné linija, tai
DF :%AH =7. I stagiojo trikam- A

pio BDF randame, kad
BF2=BD2-DF2=16-7=9, D
t.y. BF =3. IS ¢ia seka, kad
FC =BC-BF =3,

0 HC =2CF =6=BC. B=H F“ C
Taigi taskai B ir H sutampa, trikam- 7 pav.

pis ABC - statusis,
AB=AH =27, 0 AC%=AB% +BC?%=28+36=64.
Ats.: AB = 24/7, AC =8.
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8. UZraSysime trikampio ABC (8 pav.) C
pusiaukrastiniy AD ir BE ilgiy for- ya
mules (6 pavyzdys): X X
44D?=24C? + 248% - BC?, E< D
4BE? = 248% + 28C% - AC?. XX
Atéme viena lygybe i§ kitos, gau- A& —B
name, kad 8 pav.

HAD? ~BEX)=34C? 3BC?, t.y.

AC = \/:AD2 —%BEZ +BC? = \/:-92 —%-62 +82 =231

Tuomet
AB? = %(4/1192 —24C? + BC?y= %(4-92 ~2(2431)% +82) = 70.
Taigi AB = V70.

Ats.: 2+/31 ir J70.

9. Trikampiui CDM (9 pav.) taikome sinusy teorema:
DM D D
sin/DCM ~ sin/CMD' A
Kadangi atkarpa CM yra trikampio pusiau-

kampiné, tai ZDCM :g. Pagal priekampio
savybe . CMD = /CEM + / ECM , tai

bsin P

4CMD:37¢. Taigi DM:TZ. Kadangi
sin ——

2
ZCDE =180° — 2¢, tai trikampio CDM plotas

1 1 bsin? bzsingsiano
§=—DC-DMsin /CDM = ——2 .sin(180° — 2¢) =
2 2 . . 3p
sm7 2sin
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b singsin 29

Ats.; ———=——
25ir13—qo
2

10. Trikampiui ABC (10 pav.) taikome Stiuarto teorema ir gauname:
AC? -EB+CB? - AE = AB(CE*? + AE - EB).

Kadangi AE = %EB, 0 C
""IT\\

AE + EB = AE +2AE = 6, /I

ti AE=2, 0 EB=4. Irase 2N RN

Zinomas atkarpu ilgiu yan
reikSmes, turime, kad ,
42.4.5% . 2-6(CE?+2-4). A° . ~B
I3 ia seka, kad CE = +/11. 10 pav.

Ats.: 11.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Pertvarkome nelygybeg taip:
gl * o531

8.273% _05%.051 <24,
8.273% _2.273% .24,
273% g
273% (92
Laipsniy pagrindai didesni uz 1, todél
-3x <2,
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2. Skai¢iy —3 uZraSome logaritmu, kurio pagrindas
0,4: —3=1logg 40,472,
Tada nelygybe sprendziame taip:
{x3 ~259<0,473,
x3—259>0

259 < x3 < 274% ,

3259 < x<6,5.
Ats.: x < (/259;65).

3. Pazyméje 4% =t, t >0, sprendZiame nelygybe taip:
t3-2t2 —16t+32<0, t >0,
t2(t—2)-16(t—2)<0, t>0,
(t—2)t-4)t+4)<0,t>0,

te(2;4].
Tada
2<4% <4,
2<2% <%,
Laipsnio pagrindas didesnis uz 1 todél:
1<2x<2,
1

—<x<1.
2

Ats.: XE|:1;1i| .
2

4. Pazyméje 3X =t, t>0, gauname kvadrating nelygybe
t2+4t+3>0, t>0,
(t+1)(t+3)>0,t>0,
t>0.

Nelygybe 3* >0 tenkina bet kuris realusis skai¢ius X.
Ats.: xe (—oo; +oo).
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5. Logaritma logg »(x —2) pertvarkome taip:

logg 2(x—2)=logy (x—2)=logs(x - 2)t =—logg(x—2).
5

Tada nelygybe 210g ,(x —2)—logs(x—2)<1 galime pakeisti tokia:
2l0g§ ,(x—2)-logs(x—2)<1.
Pazyméje  log, (X - 2) =t, gauname kvadrating nelygybe

2t> ~t-1<0. Todél
(t-1)(2t+1)<0,

te [— l; 1} .
2
Toliau sprendziame dviguba nelygybe:
—% <logg(x—-2)<1,

5

N |-
IA
>

-2

IN

5,

a| &

IA

2
X€|:2+£;7:|.
5

Sveikyju nelygybés sprendiniy aibé yra {3; 4;5; 6; 7}. Siy
3+4+5+6+7
5

<x<7

+

skaiciy vidurkis yra 5.

Ats.: 5.
6. Nelygybe pertvarkome taip:
15(5* —3")<16-15?,

15-5* —=16-152 —15-3* <0,
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X

15-(% —16-(§)2 _15<0.
3 3

X

5)\2
Pazymeéje (gj =t, t >0, gauname kvadrating nelygybg

15t? —16t —15<0, t>0,
(3t-5)(5t+3)<0, t>0,

o)

Toliau sprendziame dviguba nelygybe

X
O<(§j2 <§.
3 3

Laipsniy pagrindas didesnis uz 1, todél
X <1,
2
X<2.
Xe (— 0] 2).
Sioje aibéje yra vienintelis natiiralusis skaiGius 1.
Ats.: 1.

7. Skaiciy 2 uzraSome logaritmu, kurio pagrindas X+ 3:
2=1log,,s(x+3).
Tada turime spresti nelygybe
Iogx+3 X2 < |ng+3(X + 3)2 '

Nagrinéjame du atvejus:

0<x+3<1, —3<x<-2,
1) X2 >x%+6x+9, = x<-15 = xe(-3;-2);
X2>O X¢0
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X+3>1, X>—2,
2) X2 <x?2+6x+9, = {x>-15 =
X2>O X¢0

= xe[-15;0)U(0; + ).
Ats.: xe(-3,-2)U[-15;0)U(0; + )

8. Logaritmai apibrézti, kai x e (2;3)U(3; + ).
Logaritma log, , X pertvarkome taip:
log, x 1
log,(x—2) log,(x—2)"
Tada sprendziame nelygybe

Iogx—Z X=

1
I -2)>—
ng(x ) Iogx(x—2)

log2(x—2)-1

log, (X - 2)
Pazyméjg log, (X - 2) =t, gauname kvadrating nelygybeg
t? -1

>0.

>0 = te[-L0)U[L+w).

Tada
—1<log,(x-2)<0 arba log,(x-2)>1,

Iogxég log,(x—2)<log,1 arba log,(x—2)>log, x.

Sprendziame dvi nelygybiu sistemas:

X>2 X>2,

’ 1 xe(2;3),
1) x#3, =ATSX=2,=>9 ,

L X X —2x-1=0,

—<x-2<], X <3,

X
xe(2;3)

= = xell+/2:3).
{Xe(—oo;l—ﬁ]U[l+\/§;+oo) El )
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10.

X>2,
2) x=#3 =J.
X—22X,

Ats.: Xell+\/§;3).

Logaritmas apibréZtas, kai —Xx* +3x—2>0 = x e (1;2).
Pazymékime g(x)=3""2. Tada g(x)e(27;81), kai x<(1;2).
Pazymekime  f(x)= Iogz(3x —x% - 2) ir h(x)=3x-x*>-2,

f(x)=log,(h(x)). Kai xe(2), tai h(x)e(0;0,25). Tada
f(x)e(-w;-2).
Gavome, kad f(x)<g(x). Todeél Iogz(3x— x2 - 2)2 3x+2

nelygybés sprendiniy aibé yra tuscioji.
Ats.: .

Funkcija f(x)z 6—2% yra mazéjancioji, todél ji kirs OX agj, kai
y = f(x)=0= taske (log, 6;0).

Taikome perrankos y
metoda, kai x € {1;2}, nes \
log,6<3.

Kai x=1, tai 4
{ﬁf:(xz), L3) ir s
(L 4). .

Kai x=2, tai

y<2 _ 1
{y>|ogg4>1:(2’2)' 2
Ats: (L2), [L3), R \a -

(L 4)ir (2,2).

y = logs(z + 2)
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SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Trapecijos krastinés BC tgsinyje atidékime atkarpa CD" = AD

(Zr. 1 pav.). Tuomet keturkampis ACD'D - lygiagretainis. Ka-
dangi

tai

BC=Z28D" =3(§j+ DD*j= 2(8D + AC).
5 5 5

Tuomet
AD=2BC=2.2(80 + AC) = >(BD + AC)
2 25 5

DA=-2(8D + AC).
5

Pagaliau
C5 = AB - AC = £(B5 + AC)- AC = BB - ZAC.

0

AB = AC + B = AC ~BC = AC - (B + AC)- 2 AC - Z8D.
Ats.: AB =2 AC - 2BD; BC = 2(80 + AC):

— 33— 22— —

CD=-BD-Z-AC; DA=- 3(@+A_C’).
5 5 5
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2. Akivaizdu, kad W%E (. 2 pav.), todel vektoriaus AM
koordinatés bazéje (N?;, Hf)
yra 60) Kadangi taskas

L yra krastinés BC vidurio
taSkas, o trikampio pusiau-
krastiniy sankirtos taskas da-
lija jas santykiu 2 :1, skai¢iuo- 2 pav.

jant nuo vir§tinés, todél

AG =2 AL =2 2(AB + AC)- (A8 + AC)

5= . . . 11
Tuomet vektoriaus AO koordinatés duotojoje bazéje yra [5’ 5]

Analogiskai gauname, kad vektorius

3. Vektoriy EF isreikskime dviem bidais:
EF - AF - AE- L (AB + AD)- 1 AC = (aB + AD-AC)
2 2 2
it EF = AF - A= (AB + AB)- 7 AC - 2 (AD + AB-AC |
(Zr. 3 pav.).
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A D
3 pav.

4 pav.
Kadangi pirmuoju atveju AD - AC =CD, o antruoju atveju

AB - AC = CE , tai EF = — (AB + CD )= 1 (B + CB)
2 2

4. Sakykime, kad BO:ON=x, 0 CO:0OM =y (Zr. 4 pav.). Tuomet
i$ trikampio AMC turime, kad
3 — —
. UAM L AR —YAB+AC
20 - yAM + AC _5

l+y l+y
Analogiskai i$ trikampio ABN turime, kad

—_ 4 —
= .7 AB+-XAC
265~ AB+ XAN _ 5

1+x 1+x
Dél vektoriaus AO iSraiskos vektoriais AB ir AC vienaties

3y 1 . 1 4x
gauname, kad = ir = .
51+y) 1+xX 1+y 50+X)

Padalij¢ viena lygybe i§ kitos, gauname: 3%:43 , Loy

X
x=£. I$ cia iSplaukia, kad ! = 20y , ty. y:§.
12y 1+y 12y+ 25 8

Tuomet x = % .

Ats.: BO:ON=10:3, CO:0OM =5:8.
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5. Sakykime, kad ties¢ BK Kerta
trikampio ABC krastine AC
taSke M , kuris dalija ja santykiu
AM : MC = x (zr. 5 pav.).
Tuomet teisinga lygybé

BM = BA + xBC'
1+x

Kadangi vektoriai BM ir
BK yra kolinearieji, tai

'Bﬁ + BA _ .
3+1 4
Dél vektoriaus W iSraiSkos baziniais vektoriais 8—6 ir ﬁ
X 3z . 1
=— ir =
1+x 8

BM =z-BK =z

vienaties turime, kad

z .

= —. Kadangi
1+x 4

pakanka rasti tik kintamajj X, padalije viena lygybe i$ kitos, gau-

name, kad x = E
2

Analogiskai, sakykime, kad ties¢ CK kerta trikampio ABC
krasting AB taSke N, kuris dalija ja santykiu AN:NB=y.

Tuomet CN =M. Kita vertus, vektoriai CN ir CK yra
+y
= =i  JCB+CA
kolinearieji, todél CN=k-CK =k- 3CD + CA —k.2
3+1 4

Dél vektoriaus CN idraidkos vienaties gauname

! = K ir y _ — . I§ ¢ia randame, kad y = E
1+y 4 1+y 2

Ats.. AM:MC=AN:NB=3:2.
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6. Vektoriaus a + b + ¢ ilgi rasime i§ formulés:

o . - -2 -2 e e e
:\/(a+b+c)2 =\/ a“+b +c’+2a-b+2a-c+2b-C.

Remiantis  vektoriy skaliarinés sandaugos apibrézimu,
gauname, kad

‘a+b+c

a-b=|a|B[cos Aa.B)-4-2- 24,
a” =|a|{a]cos 24, a)=[3[ =16,

_— - - —— -2 -2
Analogiskai randame: a-c=12,b-c=6,b =4,c¢ =36.

Tuomet |a + b+ ¢|=/16+ 4+ 36+ 2-4+ 2.12 + 26 =10.

Ats.: 10.

7. Kampa ZABD = a (Zr. 6 pav.) rasime i§ formulés

BA-BD B C
Cosazr.
‘BAHBD‘
Kadangi
|65, ’
ty.,
2 __2 J‘i
‘BA‘ _ BA 6 pav.
N
o pagal salyga ‘ BD‘: T‘ BA‘ , tai

o 4BA-BD _ 4BA-BD |
T

Sakykime, kad (ﬁ B_Cf) — baziniai vektoriai. Kadangi

COos

BD = %(ﬁ + B_Cf), tai vektoriy skaliariné sandauga BA-BD
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yra lygi
—— 1= —=\= 1(. -2 — —
BA-BDzz(BA+ BC)-BA:E(BA +BA-BC). @
Vektoriai BC ir BD yra statmeni, todél ju skaliariné

sandauga lygi nuliui, ty., ﬁf-@:%(ﬁéwﬁf)-ﬁf:o. I§ Gia

—_—

— 2
gauta iSraiSka BA-BC=-BC jraS¢ | (1) lygybeg turime, kad

— — 1 ==\ = —2 —=2
BA-BDzl(BA+ BC)-BAzl(BA - BC j 2

2 2

, tai jraS¢ vektoriaus BD iSraiska

Kadangi ‘ﬁ‘z@‘ﬁ

baziniais vektoriais | kairiaja (2) lygybés puse ir pakéle abi
gautosios  lygybés puses  skaliariSkai  kvadratu, turime

—2 —2 — —  —2
3BA =4(BA + 2BA-BC + BC j Is ¢ia, prisiming, kad

. 2 —2 1—2
BA-BC = —-BC , randame BC :ZBA .

— — 3—2
15 (2) lygybés iSplaukia, kad BA-BD = SBA . Taigi

3 —2

4 BA 13

CoSo = —_2:—.
J3:BA 2

Ats: o ==,

6

8. Pagal salyga keturkampio ABCD
istrizainés AC ir BD yra stat-
menos ir lygios, ju ilgi pazy-
mékime raide a (Zr. 7 pav.). Saky-
kime, kad baze sudaro vektoriai
AC ir BD. Tai
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ﬁ:m_ﬁzw_E@:E(m_ﬁ)+lA—cz
3 3 3 3
_285+1ac
3 3
ir
@gzxg_x@:ﬁs_w:l(ﬁ _xg)_ézaz
3 3 3 3
_15-2ac.
3 3

Tuomet vektoriy PR ir ag iSraiSkas baziniais vektoriais pakéle
skaliarikai kvadratu gauname, kad

PR -=2BD°+ 1AC° + 2 AC.BD =2a? 4 tar=2g2
9 9 =0, nes AC L BD 9 9 9

ir, analogiskai, QS = LBD’ + 2 AC’ - 2AC-BB=2a’.
9 9 9 9
I$ Cia iSplaukia, kad ‘ﬁ‘ = ‘Q_S" t.y. atkarpos PR ir QS yra
lygios. Kadangi skaliariné sandauga
PRGOS = zﬁj_lrcj 185-2ac]-
3 3 3 3
—2 11— — 2——2
_ 285" L ac.BD-2ac = 2a2-242 g,
9 3 9 9 9
tai reidkia, kad atkarpos PR ir QS yra ir statmenos.
Lygiakras¢io trikampio ABC krastinés ilgi pazymékime raide a.
Pagal salyga DC =2AD ir AE =2EB, todél AD:DC=1:2 ir
AE:EB=2 (Zr. 8 pav.). Sakykime, kad ~ AQC=a, o bazg

sudaro vektoriai AB ir AC. Kampa o rasime i§ formulés
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QA-QC _ AQ-CQ
QAljec] [Aqf{eq]
Kadangi vektorius CQ koli-

cosa =

nearus su vektoriumi CE, tai
CG =k -CE =k(AE - AC)=

= k@ﬁ - A_c’). Sakykime,
A

kad DQ:QB = x, tuomet 8 pav.
)\ 2 — — 2\—
— — _ _£ XAB —| x + — |AC
. YCB+CD x(AB AC) 3 AC ( 3j
CQ = = =
1+x 1+x 1+x
Dél vektoriaus Fd iSraiSkos vienaties gauname X _ % ir
1+x 3
2
X3 6 4
=k . I§ ¢ia randame, kad k== ir x=—. Taigi taSkas Q
1+ X 7 3
atkarpa DB dalija santykiu DQ : QB =4:3, todél
C—Q>: 4AB -6 AC 0 A—Q:4AB+3AD:4AB+AC.
7 4+3 7

Kadangi skaliariné sandauga

— — 4AB+ AC 4AB-6AD
AQ-CQ = 7+ C. 76 -

—2 —_——  —2
=%(16AB —20AB-AC - 6AC ]:

_ 1 (16a2_20a.a.2 _6a?|=0,
49 2

tai cosa = =0.I8¢a o=

N

o
oA {ac]
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10.

Ats.: E.
2

Pagal salyga AD:BC =3, ty,,
AD = 3BC . Be to,

78| -[5|-b. [ -
(Zr. 9 pav.). Sakykime, kad ba-

z¢ sudaro vektoriai Ké, Rf)
Kadangi

tai
- —_— x
BC|-yBC b
—>2 —>2 -’2 "2
nesb =|b| =b%irc =|c| =c?.

- >

Tuomet‘ﬁ‘:3‘ﬁ‘:3Jb2 +c% -2b-c.

Kadangi CD = AD — AC = 3BC — AC = 2¢ — 3b, tai kratinés

CDilgis
[SaIEN (2¢ - 3b) = \[ob? + 4c? —12b-c.

Trapecijos ABCD kampo A diduma rasime i§ formulés

>\ - > >

AD-AB  3[c-b)b b-C — b’

COSA=————=7—+L —=
‘ADHAB‘ ‘ADHAB‘ 3by[b? + 2 - 2b-¢

b-c — b?

ty. ZA=arccos
3by/ b2 +c? - 2b-¢

Tuomet ~B=180° - ZA.

Analogiskai
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DADC  AB.CD 3l 38
ol oc] o] [e5] [so} 5

cosD =

_ 3b2+ 2¢? —5b-¢
Jb? +c2 - 2b.c.y/op? + 4c? ~12b-c
ty. £D=arccos 3b° + 2¢®—5b-c ir
V0% 42 - 2b-C-4/9b% + 4¢? —12b-¢
/C=180"-/D.
Vektoriy MS uzragome taip: MS = AS — AM .
Kadangi vektoriai AS ir AB kolinearieji, tai AS =k AB=kb.

Kita vertus, vektoriai DS ir CD yra kolinearieji, todél teisinga
lygybé
AS = AD + DS =3¢ - b)+ 2.CD = 3¢ - b)+ (26 — 3b)=
=(3+21)c - (3+31)b.
Dél vektoriaus AS iSraiskos vienaties gauname 3+ 2\A=0 ir

~3(1 + )=k . I3 &a randame, kad k = g Taigi AS = gB
Vektoriai AM ir AC kolinearieji, todél AM = yAC = yc.
Sakykime, kad trapecijos istrizainiy sankirtos taskas M dalija
istrizaing BD santykiu BM : MD =1:x. Tada i$ trikampio ABD
xﬁé+ﬁ_ x6+3(5—5)_ (x—3)6+36
1+ X 1+ X 1+x
-3
1+x

turime, kad AM =

D¢l vektoriaus AM iSraiSkos vienaties gauname =0 ir

iz y . I$ ¢ia randame, kad yzg. Taigi W:EE
1+X 4 4
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I8 Gia iSplaukia, kad MS = 26 - %E - %(26 - E). Todél atstu-

mas tarp trapecijos istrizainiy sankirtos ir Soniniy krastiniy san-

- -2 2 - >
kirtos tasSky M ir S yra lygus ‘MS‘:%\/% +¢c —4b-c.

Ats.: AB=b: BC=\/b2+cz—25-5;

AD =3yb? + ¢? — 2b-C; CD = 9b% + 4c? —12b-C ;
na K2
Z A =arccos b-c—b **;LB=18OO—4A;

3by/b? + 2 - 2b-c
2 2 _ER.A
Z D = arccos 3b” + 2¢ 5b-¢ ;

- >

Jb? 42 —2b-C4/9b? + 4c? —12b-c

-2

/C=180°- /D; ‘m‘=%J452+c —4b-c.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Tegu x; yra vyrisky, o X, — moterisky striukiy sititi planuojamas
skaiCius, o P(X), x=(Xq;X,), yra planuojamas pelnas. Pagal
uzdavinio salyga, P(X)=9x; +12x,, iSlaidos striukéms pasiiti
lygios 100x,; +40x,, o iSlaidos reklamai lygios x; +3x,. Plana
X =(X; X,) ribojanCios salygos yra tokios: x>0, X, >0,
100x; +40x, <50 000 ir x; +3x, <1800.
Taigi reikia iSspresti §] uzdavini:
100x,; + 40x, <50 000,
rasti max(9x; +12x,), kai X+ 3X, <1800,
X =20, X, 20.

Aisku, jis ekvivalentus Siam uZdaviniui:
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5% +2X, <2500,
max(9x, +12x,), kai § x; +3x, <1800,
X 20, X, 20.
I§ pradziy pavaizduokime leistinaja aibg — nelygybiy sistemos
5xq +2x, <2500,
X +3X, <1800,

X =0,%X, >0
sprendiniy aibeg X.
Gausime keturkampiu OABC apribota plok§tumos sritj (Zr.
pav.).
X2

(0; 1250)

L,

ivend

(0;600)

X1

(1800;0)

Dabar panagrinékime tikslo funkcijos z =9x; +12X, reikSmiy
kitima leistinojoje aibgje.

Leistinosios aibés taske (200; 300) tikslo funkcijos reikSmé
yra 9-200+12-300 =5400. Bréziame lygio ties¢ z =5400, kurios
lygtis 9%, +12x =5400. Ji eina per taskus (200; 300) ir (600; 0). Si
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tiesé leistingja sriti padalija { dvi dalis. Keturkampiu MBCN
apibréztoje srityje tikslo funkcijos reikSmés yra didesnés negu
srityje, apribotoje keturkampiu OAMN. Todél apating srities dalj
nupjauname (atmetame) ir optimalaus tasko ieSkome virSutinéje
srities dalyje. Per taska B nubrézta lygio tiesé z =7 (ji lygiagreti su
lygio tiese z =5400) turi tik vieng bendra taska su leistinaja aibe.
Kadangi didesnés negu taske B tikslo funkcijos reikSmés yra
rodykle prie tiesés z =7 pazymétoje pusplokStuméje (Zr. pav.), tai
B yra optimalus taskas. Jo koordinates randame, iSsprende lygciu
sistema
5%y +2X, = 2500,

{ X1 +3X, =1800.

Gauname: ¥, =300, x, =500.

Taigi optimalus striukiy siuvimo planas yra (300; 500), o
didZiausias pelnas lygus 9-300+12-500=8700 (eury).

Ats.: 300 vyrisky striukiy ir 500 moteriSky striukiy; pelnas —
8 700 eury.

. Tegu x=(X; Xy; X3) yra cemento, pagaminto pirmoje jmongje,
vezimo i objektus planas, o y=(Y;; Yo; Y3) — cemento, pagaminto
antroje jmonéje, vezimo | objektus planas. Cemento vezimo
i8laidas pazymékime P(X, y). Remdamiesi kainy lentele, gausime,
kad
P(x, y) = 20X, + 50X, + 36x3 + 45y, + 35y, + 27 Y.

Kadangi visus uzsakymus reikia jvykdyti, tai reikia iSveZzti visa
cementa (nes uzsakymuy suma sutampa su abiejose jmonése
pagaminto cemento kiekiu). Vadinasi, turi galioti Sios lygybés:

X + X5 + X3 =30,

Y1+ Y2+ Y3 =40,

X + ¥, =10,
X2 +y2 225,
X3 + Y3 =35.
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Aisku, kad turi buti x>0, X, 20, X3=0, y; >0, y, >0 ir
y320.
Gauname tokj nagrinéjamo uzdavinio matematini modelj:
rasti min(20x; +50x, +36x%3 +45Yy; + 35y, +27Yy3), Kali

X + X9 + X3 =30,
Y1+ Y2 +Ys =40,
X + Y, =10,
Xo + Y, =25,
X3 + Y3 =35,
X;>0,i=12,3,
yj20,i=123.

3. Tegu x=(X; Xp; X3) yra dzinsy siuvimo planas; ¢ia X; Yyra

moteriSky, o X, — vyriSky, o X;— vaiky dZinsy skaicius.

Remdamiesi sanaudy lentele, gauname, kad sukirpimui reikés
8% + 6X, + 5%3 minuciy, siuvimui reikés 10x; +8X, +7X3 minuciy,
o kontrolei — X; + X, + X3 minuciy.

Gauname tokias plano  X=(X;; X,; X3)  komponentes
ribojancias salygas:

8% +6X, +5%3 <132-60 =7 920,
10x% +8x, + 7X3 <176-60 =10 560,
X + X9 + X3 < 20-60 =1200.

Aisku, kad x; 20, X, >0, X3=0 ir X, X,, Xs turi biti sveikieji
skaiciai.
Laukiama pelna pazymékime P(X). Jo apskai¢iavimo formulé
(pagal salyga) yra P(X) = 7% +6X, +5x3.

Gauname tokj Sio uzdavinio matematinj modelj:
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rasti. max(7x, +6Xx, +5x%3), kai
8Xq +6X, +5X3 <7 920,
10x; +8x%, + 7X3 <10 560,
X1 + Xy + X3 <1200,
X1 =0,%X, >0, %3 >0,
X1, X2, X3 — sveikieji sk.

4. Gamybos technologinés sanaudos s(x)=(s;(X);S,(x)) planui

5.

X = (Xg; Xp) ivykdyti yra tokios:
$1(x) =0,25% +0,5X%,, S(X)=0,4%.

Tada

PL(X) =X —S1(X) = % —(0,25%; +0,5%,) = 0,75% —0,5x,,
P2 (X) = X9 — S5 (X) = X, —0,4%; =—0,4%; + X,

Yra pasitlos p(x) = (py(X); p,(x)) komponentes.
Subalansuotam su paklausa d = (110;120) gamybos planui
rasti reikia i8spresti lygéiy sistema
0,75% —0,5x, =110,
{—0,4x1 + X, =120.

3400 _ 2680

Gauname vienintelj sprendini: xlzT, Xy TR Kadangi

X >0 ir x,>0, tai x= ﬂ;@ yra ieSkomas gamybos
11 11
planas.

Ats. 3400;2680 .
11 11

Tegu x=(X; X,) Yyra gamybos planas, o d=(d;;d,), d;>0,
d, >0, yra paklausa.
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Remdamiesi technologine matrica gauname tokias pasitilos
p(x) = (p1(X); p2(x)) komponentes:
Pr(X) =% —$1(X) =%, — (0,1%; + 0,2X,) = 0,9%; — 0,2X5,
P2 (X) = X9 — S5 (X) = X5 — (0,4%; +0,3%,) =—0,4%; +0,7X,.
Dabar i$spreskime balanso lygéiy sistema
0,9% —0,2x, =dj,
{— 0,4%,+0,7x, =d,.

Ir pirma, ir antrg lygti padauging i$ 10, gauname ekvivalencia

sistema
9X1 - 2X2 = 1Od1,
- 4X1 + 7X2 = 10d2
I§Sprendqja) gauname, kad Xl _ 14d11‘f]'.4d2 ir X2 _ 8dl —;-_i-8d2 )

Kadangi x,>0 ir x,>0, kai d;>0 ir d, >0, tai darome

iSvada, kad ekonominé sistema yra produktyvi.
Ats.: Produktyvi.

6. Pasitlos p(x)=(p;(x); p,(X); p3(x)) komponentes yra tokios:
PL(X) =% —S1(X) =% — (0,1%, +0,2%3) = X; — 0,1, — 0,2Xs,
Py (X) =Xy — S (X) = X, — (0,1% +0,1%, +0,3X3) = -0,1%; +0,9x, —0,3X3,
P3(X) = X3 —S3(X) = X3 —(0,2X; + 0,5%3) = —0,2x%; +0,5X%5.
Gauname tokia balanso lygéiy sistema:
X —0,1x, —0,2x5 = 403,
—-0,1x%; +0,9x, —0,3x3 =806,
-0,2% +0,5x3 =806.
Kiekviena lygti padauging i$ 10, gausime ekvivalencig sistema
10x%, — X, —2X3 = 4030,
— %1 +9X, —3x3 =8060,
—2X% +5x3 = 8060.

IS trecios lygties gauname, kad X3 = Mgle =1612+0,4x,.
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IraS¢ i pirmasias dvi lygtis, gausime sistema su nezinomaisiais X;
ir Xy :
9,2X; —X, = 7254,
{— 2,2%; +9x, =12 896.
Si sistema turi vienintelj sprendini: x, =970, x, =1670.
Todel x3 =1612+0,4-970 = 2000.
Ats.: (970; 1670; 2000).

Produkcijos savikainos ¢ =(c;; c,) komponentés yra
¢, =0-p;+0,3p, =0,3p, ir ¢, =0,2p; +0- p, =0,2p,
todel pridétines vertes v =(v;; V,) komponentés yra
Vp=pp—C = p—0,3p,,
Vp =Py —Cp = P —0,2p;.
Taigi ieSkomoms kainoms rasti reikia i$spresti lygéiy sistema
{ pr—0.3pz =y,
_O,Zpl +p2:V2.
Pagal uzdavinio salyga, gauname:
-0,3p, =14,
2) Py P2
- 0,2 pl + p2 = 16
-0,3p, =25,
b) LR =2 40, p, =50,
- 0,2 pl + pz == 42

Ats.: a) (20; 20); b) (40; 50).

= Py =20, p; =20;

8. Pridétinés vertés v = (Vy; Vy; V) komponentés yra tokios:
vi=p—¢ =p—(01p; +01p3)=p,—01p;, —01p3,
Vo =Py —Cp =P —(0,3p; +0,2p3) =-0,3p; + p, —0,2p3,
V3= P3—C3=P3—(01p, +0,3p, +01p3) =-01p; —0,3p, +0,9ps.
Ieskomoms kainoms rasti reikia i$spresti lygéiy sistema
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P, —01p, —0,1p; = 26,
-03p; +p,-0,2p;3=32,
-01p; —0,3p, +0,9p; =50.
IS pirmos lygties gauname, kad
pp=26+01p, +0,1p;s.
Irase { kitas dvi lygtis, gausime tokia lygéiy su nezinomaisiais
Xy I X5 sistema:
0,97p, —0,3p; =398,
{— 0,31p, +0,89p; =52,6,
turin€ia vienintelj sprendini: p, =60, p; =80. Todél
p, =26+0,1-60+0,1-80 =40.
Ats.: (40; 60; 80).

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1 2 3 4
5 (2:3)U(3;4) 10 24 cm?
a=- ’ ’ 177
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.
M.
V.

VI.
VII.

M.
V.

VI.
VIL.
VIIL.

I

.
M.
(AVA
V.
VI.
VII.
VIII.

I

.
M.
(AVA
V.
VI.
VII.
VIII.

ISleistose LJMM knygelése buvo nagrinétos tokios temos:

I KNYGA

J. Sink@inas. Kvadratinis trinaris.

G. Stepanauskas. Rekurenciosios sekos.

R. KaSuba. Elementarinés matematikos uzdaviniy sprendimo metodai.
A.Skuipas. Funkcija.

V. Pekarskas. Sveikoji ir trupmeniné skaiciaus dalis. Jy savybés.

P. Survila. Kombinatorikos ir tikimybiy skaic¢iavimo pradmenys.

L. Maliaukiené, J. Sink@inas. Grafai.

I KNYGA

J. Sinkainas, A. Urbonas. Funkcija.

E. Mazétis. Apskritimy geometrija. Ibréztiniai ir apibréztiniai
daugiakampiai. Taisyklingieji daugiakampiai.

B. Vasyliené. Skaiciaus modulis algebros uzdaviniuose.

J. Sinkiinas. Figiiry panasumas. Talio teorema ir jos taikymai.

D. Jurgaitis. Matematinés indukcijos metodas.

A. Urbonas. Lygciy, nelygybiy bei jy sistemy ekvivalentumas.

B. Grigelionis. Urny schemos ir baigtinés Markovo grandinés.
A. Juozapavi¢ius, J. Sinkiinas. Koordinaciy sistemos. Zemélapiai.

I KNYGA

E. Stankus. Skaiciy dalumas.

R. Skrabuténas. Grandininés trupmenos.

V. Vitkus. Vidurkiai.

E. Mazétis. Vektoriai.

J. Sinkiinas. Ploks¢iy figiiry plotai.

S. Stakniené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

A. Apynis, E. Stankus. Trigonometrinés lygtys ir nelygybés.
G. Stepanauskas. Sekos.

IV KNYGA

G. Stepanauskas. Skaiciavimo sistemos.
P. Vaskas. Antrosios eilés kreivés.

L. Maliaukiené. /domioji logika.

A. Urbonas. Atvirkstinés funkcijos.

A. Apynis. Optimizavimo uzdaviniai.

P. Survila. Kombinatorikos pradmenys.
P. Survila. Tikimybiy teorijos pradmenys.
A. Nagelé. Kompleksiniai skaiciai.



.
M.
V.

VI.
VIL.
VIII.

1.
I1.
V.

VI.
VII.
VIII.

.
M.
(AVA

VI.
VII.
VIII.

.

1.
I1.
V.
V.
VI.
VII.
VIII.

V KNYGA

O. Jablonskiené. Planimetrijos uzdaviniai.

V. Pekarskas. Antrosios eilés kreives.

G. Stepanauskas. Skaiciy dalikliai.

V. Stakénas. Sifrai ir skaiciai.

A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemos.

R. Skrabuténas. Algebrines lygtys.

V. Vitkus. BréZimo uzdaviniai.

R. KaSuba. Sudétis, atimtis ir daugyba stulpeliu bei dalyba kampu.

VI KNYGA

A. Bakstys. Finansy matematika.

E. Mazétis. Geometrinés transformacijos.

B. Galbogiené. Funkcijos reikSmiy sritis.

V. Stakénas. Paskalio trikampis.

A. Apynis. Tiesiniy lygciy sistemy taikymo uZdaviniai.
L. Narkevicius. Invarianty metodas.

J. Sinkiinas. Tiesinés rekurenciosios sekos.

A. Apynis. Uzdaviniai su parametru.

VII KNYGA

E. Stankus. Skaiciy dalumas, dalumo poZymiai.

E. Mazétis. Nelygybés geometrijoje.

J. Sinkiinas. Krastinio elemento principas.

A. Apynis, E. Stankus. Indukcijos principas.

L. Maliaukiené, J. Sinkiinas. Grafai. Oilerio formulé.
J. Vainaviciené. Geometrinés vietos.

A. Apynis. Aibés, taikymo uzdaviniai.

A. Skiipas. ISvestinés ir integralai.

VI KNYGA

J. Sinkiinas. Vidurkiai ir jy taikymai.

1. Bagdoniené. Dirichlé principas.

E. Stankus. Diofantinés lygtys.

L.Papreckiené. Daugianariy dalumas.

A. Apynis, J. Sinkiinas. Niutono binomas.

E. Tuménaité. Logaritminés ir rodiklinés lygtys, nelygybés ir tapatybés.
E. Mazétis. Stereometrijos uzdaviniai.

A. Apynis. Trigonometriniai uZdaviniai.



IX KNYGA

I. A Urbonas. Dirichlé principas.

Il. A, Apynis. Neapibréztyjy koeficienty metodas.

I1l.  A. Apynis. Sumavimas.

IV. E.Tumeénaite. Logaritminés lygtys ir nelygybés.

V. E. Mazétis. Geometrijos uzdaviniy sprendimo analiziniai metodai.
VI. E. Stankus, J. Sinkiinas. Pilnosios tikimybés formulé.

VII. E. Mazétis. Vektoriai erdvéje.

VIII. E. Stankus, J. Sinkiinas. Progresijos.

X KNYGA

I.  A. Apynis, E. Stankus. Racionaliosios lygtys.

Il.  A. Urbonas. Nestandartiniai uzdaviniai.

I1l. V. Pekarskas. Trigonometriniy keitiniy taikymas sprendziant uZdavinius.
IV. A. Apynis. Nelygybés tekstiniuose uzdaviniuose.

V. I Sinkiinas. Kompleksiniai skaiciai ir jy taikymas.

VI. E.Mazétis. Kai kurios planimetrijos teoremos ir jy taikymai.

VII. E. Stankus. Bernulio formulé ir jos taikymas.

VIII. E. Mazétis. Briaunainiai.

XI KNYGA

I.  E. Tuménaité. Kvadratinés lygtys tekstiniuose uzdaviniuose.
Il. A. Apynis. Bezu teorema.

1. J. Sinkiinas. Masiy centras ir jo taikymas.

IV. E. Stankus. Lyginiai ir jy taikymas.

V. A Apynis. Funkcinés lygtys.

VI. E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas geometrijoje.

VII. 1. Sinkiinas. Iskilosios funkcijos ir nelygybés.

VIII. E. Stankus. Priklausomi ir nepriklausomi atsitiktiniai dydziai.

XII KNYGA

I.  R. Skrabuténas. Euklido algoritmas ir jo taikymas.

II.  J. Sink@inas. Lygciy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy savybes.
1. A. Apynis. Simetriniy lygciy sistemos.

IV. R. Kasuba. Svérimo ir pilstymo uzdaviniai.

V. E. Stankus. Pitagoro ir Herono skaiciy trejetai.

V1. . Sinkiinas. Sqlyginés tapatybés ir nelygybés.

VII. E. Mazétis. Keturkampiai.

VI A. Apynis. Geriausio varianto pasirinkimo uZdaviniai.
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X KNYGA

A. Apynis. Kvadratinio trinario savybiy taikymo uzdaviniai.
E. Mazétis. Apskritimy geometrija.

G. Stepanauskas. Pirminiai skaiciai.

R. Kasuba. Kaip spresti, kai nelabai zinai kaip?

J. Sinkiinas. Simetrinés tapatybes, lygtys ir nelygybés.

V. Pekarskas. Nelygybés su parametrais.

E. Stankus. Asitiktiniai dydziai.

E. Mazétis. Sukiniai.

XIV KNYGA

A. Apynis, J. Sinkiinas. Procenty uzdaviniai.

J. Jankauskas. Kaip spresti lygtis sveikaisiais skaiciais?
E. Mazétis. Ekstremumai geometrijoje.

A. Novikas. Homotetija.

R. Kasuba. Turnyrai ir lentelés.

E. Stankus. Sekos ir jy ribos.

E. Mazétis. Trigonometrijos taikymas stereometrijoje.
G. Stepanauskas. Monte Karlo metodas.

XV KNYGA

A. Apynis, J. Sinkiinas. Lygtys ir jy sistemos tekstiniuose uzdaviniuose.
E. Mazétis. Trikampiy uzdaviniai.

A. Apynis, J. Sinkiinas. Varianty perrankos metodas.

A. Apynis, J. Sinkiinas. Kombinatorikos uzdaviniai.

E. Stankus. Fibonacio skaiciai.

L. Maliaukiené. /domioji logika.

E. Mazétis. Plokstumos figiiry kombinacijos.

E. Stankus, J. Sinkiinas. Lygciy ir nelygybiy sprendimas taikant funkcijy
savybes.

XVI KNYGA

E. Stankus, J. Sinkiinas. Vijeto teorema ir jos taikymas.

E. Mazétis. Staciyjy trikampiy uzdaviniai.

A. Gackiené. Iracionaliosios lygtys ir nelygybés.

R. Kasuba. Uzdaviniy sprendimo strategija ,, grizk atgal .

V. Stakénas. Geometriniai skaiciai.

A. Novikas. Paprasciausios funkcinés lygtys.

E. Mazétis. Geometriniy uzdaviniy algebrinis sprendimo metodas.
D. Pumputis. Baigtiniy populiacijy statistikos uzdaviniai.
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