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PRATARME

Lietuvos jaunyjy matematiky mokykla pateikia savo antraji leidini.
Cia sudéta 1999-2001 mokslo metais nagrinéta teoriné medziaga, uzduo-
tys bei ju sprendimai.

Moksleiviai, baige LIMM 2001 metais, gal¢jo i§samiau paanalizuoti
kai kurias mokyklinés matematikos temas: funkciju savybes, skaiciaus
moduli, lygciu bei nelygybiy ekvivalentuma, apskritimo geometrija,
figliry panasSuma ir Talio teorema. Be Siy temy 1999-2001 metais LIMM
programoje buvo nagrinétas daznai taikomas matematinés indukcijos
metodas, kai kurie kartografijos klausimai. Tikimybiy teorijai studijuoti
pasirinkta urny schemy tema. Daugeliui moksleiviy ji buvo nelengva.
Todél skelbtoji metodiné medziaga Sioje knygeléje papildyta iSsamesniu
temos aiskinimu.

Manome, kad ir $i knygelé, kaip ir pirmoji, bus naudinga moks-
leiviams, siekiantiems gilesniy ir i§samesniy matematikos Ziniy, taip pat
matematikos mokytojams ir visiems, besidomintiems matematika.

Sudarytojai A. Apynis, E. Stankus, J. Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

A.Apynis, E.Stankus (Vilniaus universitetas),
J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Du automobiliai vienu metu iSvyksta i§ vietoviy A ir B vienas prie-
Sais kita. Atvyke i galinius punktus, apsisuka ir vaziuoja atgal.
Pirma karta jie susitiko 30 km atstumu nuo vietovés A, o antra kar-
ta — 40 km atstumu nuo vietovés B. Abu automobiliai vaziuoja
pastoviais greiciais. Raskite atstuma tarp vietoviy A ir B.

. Name yra daugiau negu 100 vieno, dviejy, trijy ir keturiy kambariy
buty. Dviejy kambariy buty yra 4 kartus daugiau negu vieno kamba-
rio, o trijy — keleta karty daugiau negu vieno kambario buty. Jeigu
trijy kambariy buty skaic¢ius buty 5 kartus didesnis, tai jis biity 143
didesnis uz dvieju kambariy buty skaiciy. Kiek Siame name yra
vieno kambario buty?

. Irodykite, kad lygtis x> =3x% +2x+1999=0 neturi sveikyju
sprendiniy.

. I8spreskite lygéiy sistema:
{x4 - y4 =15,
x3 y—Xx y3 =0.
. Irodykite, kad sin70° -sin50° -sin10°.
. Realiyjy skaiciy, nelygiu nuliui, aibéje apibréztas veiksmas, kuris
zymimas [] ir turi Sias savybes:

1) xOx=1, 2) (xy)Oz=x(02).
Apskaiciuokite 12 [1 20.

. Suprastinkite reiskini:

( b j_z_(a+b)2—4ab ‘ a
b-a a’ —ab a’b—ab* - b3




FUNKCIJA

8.

9.

10.

2
Raskite lygties 5;8 ! + Ix =1 maZiausiaji sprendini.

x o 15x% -1

Trikampio ABC pusiaukrasStiné BD padalyta | 4 lygias dalis. Per vir-
sting A4 ir treCiaji padalinimo taSka (skaiCiuojant nuo virsiinés B)
iSvesta ties¢, kertanti trikampio kraSting BC taske E£. Raskite trikam-
piu AEC ir ABC ploty santyki.

Ant stalo padéti 4 vienodo spindulio besilie¢iantys rutuliai. Ant vir-
Saus uzdétas penktasis tokio pat spindulio rutulys, lieciantis pirmuo-
sius keturis. Raskite penktojo rutulio centro nuotoli nuo stalo ploks-
tumos, jeigu rutuliy spinduliai lygtis 5 cm.



I. FUNKCIJA

APIBREZIMO SRITIS. GRAFIKAS. FUNKCIJOS
MONOTONISKUMAS, DIDZIAUSIA IR MAZIAUSIA
REIKSMES, ISKILOSIOS FUNKCIJOS

J. Sinkiinas ir A. Urbonas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Sakykime, X ir Y yra dvi aibés. Taisyklé (désnis) pagal kuria
kiekvienam aibés X elementui x priskiriamas vienas aibés Y elementas y,
vadinama funkcija.

Daznai funkcija Zymima y= f(x), xe X, artba f:X > Y. Aibé
X vadinama funkcijos f apibrézimo sritimi (daznai Zzymima D(f)), o
visos galimos y reik§més funkcijos kitimo sritimi.

Mokykliniame matematikos kurse paprastai X ir Y yra realiyju
skaiciy aibés, todé¢l ir funkcijos vadinamos skaitinémis funkcijomis.
Jeigu apibrézimo sritis nenurodyta, o funkcija apibrézta formule
(reiskiniu), tai funkcijos apibrézimo sritimi laikoma reiskinio f(x)
apibrézimo sritis.

1 pavyzdys. Rasime funkciju:

a) f(0)=v6-x-x%;

1

b) g(x)=+vx-2 +—5

x —

apibrézimo sritis.

Sprendimas. a) Funkcija f(x) apibrézta su visomis x reikSmémis,
tmmmmwmmmndeU£6—x—x220.&mungb@smmmmMamé
(funkcijos apibrézimo sritis) yra [-3;2];

b) Funkcijos g(x) apibrézimo sritj rasime i$sprendg sistema:

x—220,
x—5=#0.
Taigi D(g) =[2;5)U(5;+ )



FUNKCIJA

2 pavyzdys. Apskaiciuosime funkcijos
2x+4

x? 41
f(x)=91L3<x<6,
2x—-11,x>6

,x <3,

reikSmes: f(-1), f(5), f(a2 +06).

Sprendimas. Funkcija f(x) apibrézta trimis formulémis. Funkcijos
reikSmg taske x = —1 skaiCiuosime pagal pirmaja formulg, taske x =5 —
pagal antraja formule ir taske x = a’+6 — pagal paskuting formule.

.. 2(-1)+4
Taigi f(—1)=(%=1, f(5) =1, fa®>+6)=2a’>+6)-11=
D" +1
=24% +1.

2. Funkcijos y = f(x), x e D(f) grafiku stac¢iakampéje Dekarto
koordinaciy sistemoje  Oxy vadinama plokStumos tasky, kuriy

koordinatés (x;f(x)), x € D(f), aibé.

Gerai zinomi funkciju f(x)=ax+b, f(x)= ax® +bx+c ,
f(x)= k grafikai.
X

Trumpai susipazinsime su paprasCiausiomis funkcijy grafiky
transformacijomis, kurias taikydami braizysime sudétingesniy funkciju
grafikus.

Sakykime, zinomas funkcijos y = f(x) grafikas. 1 lentel¢je patei-

kiami funkcijy grafikai, gauti transformuojant funkcijos y = f(x)
grafika. Funkcijos f(x)= Af(ax+b)+ B grafika galima gauti i§
funkcijos y = f(x) grafiko, atlikus Sitokias transformacijas:

f(x)—)f(ax)—)f[a(eréﬂEf(ax+b)—>
a
— Af (ax+b) > Af (ax+b)+B.



I TEMA

1 lentelé

Funkciia Transformacija, kurig reikia atlikti su
! funkcijos y = f(x) grafiku
y=f(x)+ B,|Postimis Oy asies kryptimi per B vienety | virSuy, jei
B=0 B >0, ir zemyn, jei B<0
(B=1)
YA
/
y=f(x)+B /
0 ;‘1—,,
X
“ly=re
-~
Y = f(x+a),[Postimis Ox aies kryptimi i desing per |a| vienety, jei
a#z0  15<0,irikaire, jei a>0
g
y=re A~ T~ V=St
i g X
/1 ///// (a=-3)
e
v = f(=x) [Simetrija Oy aSies atzvilgiu

YA
y=r(x) \\

y=f(=x)
\
\\0
i-.\ > X
\

10



FUNKCIJA

Transformacija, kurig reikia atlikti su

Funkcija funkcijos y = f(x) grafiku

vy = f(ax), [Suspaudimas Oy asies atzvilgiu ir Ox aSies kryptimi a
a>0, a=1 [karty, jei a >1, ir iStempimas 1/a karty, jei 0 <a <1

y=f(aX)y“ /\\\/y:f(x)
4 2 0 7’ ~d §= x
L P, \/\\ //,
] 7 \\v ,

y=—f(x) [Simetrija Ox aSies atZvilgiu

N
Vi
N =W

y= f(| x|) Funkcijos y = f(x) grafiko dalis, esanti Oy aSies
desinéje (x > 0) paliekama, o grafiko dalis, esanti Oy
aSies kairéje (x < 0) nuvaloma ir pakei¢iama likusio gra-
fiko simetriSku vaizdu Oy aSies atzvilgiu

A
g Y ¥ = £(a)
0 . 0 .
X X
/
/
y=f() e

11



I TEMA

Transformacija, kurig reikia atlikti su

Funkcija funkcijos y = f(x) grafiku

y=| f(x)| Grafiko dalis, esanti Zemiau Ox aSies, atvaizduojama
simetriSkai Sios aSies atzvilgiu, o likusi grafiko dalis,
esanti auks$¢iau Ox aSies, palickama nepakeista

Y y=Ef®0 Y

y =f(x)/\
0 V.0 y
x / \ X
/ \ .'/ \\‘

. . .1 .
y=Af(x), |Suspaudimas Oy asies kryptimi — karty, jei 0< A<1,
A>0, A%1 4

ir iStempimas A4 karty, jei 4 >1

BN
Y= Af () ——3
(4=2)
Y=/ TR
\
AN
I () ) x
1l \\/// 4
24

Funkcijos f(x)= Af (ax+b)+ B grafika galima gauti i§ funkcijos
y = f(x) grafiko, atlikus Sitokias transformacijas:

f(x)—)f(ax)—)f[a(x-i—éﬂEf(ax+b)—>
a
— Af (ax+b) > Af (ax+b)+ B .

3 pavyzdys. Remdamiesi funkcijos y = f(x), —4 < x <2, grafiku,
nubraizysime funkcijos y = 2| fa- 2|x|)| grafika.

12



FUNKCIJA

Sprendimas. Atliksime Sitokias funkcijos y = f(x) grafiko transfor-
macijas:

1 11 111 1
SX) > f2x) > fQ2(=x)=f(2x)> f (— 2(x - ED =
v A\ VI VII
= f(1-2x) > f(1-2p) > | FA=2x| > 211 - 2.

Grafiko brézimo etapai pavaizduoti bréziniuose.
AY ¥

21
I I v
‘ ol 2 -1 0 .
A4 2 x 2 x
[ I
2 2

VI
Ay
vEA MNAR y=|f(x)
VAR s 1€ I
J W/ Y %
4 -
2 -1 o o2 X 1 2 %
X X
4 V 1

4 pavyzdys. Didziausia i§ skai¢iy a ir b Zymésime max(a;b), o
maziausia 1§ skai¢iu a ir b — min(a;b). NubréSime funkcijos
f(x)= rnax(x2 ;x+2) grafika.

Sprendimas. Vienoje koordinaciy sistemoje nubréziame funkcijy
y= X2 ir y =x+2 grafikus. Funkcijy grafikai susikerta taskuose, kuriy

xz,—oo<xS—1,

abscisés lygios —1 ir 2. Akivaizdu, kad f(x)=<x+2,-1<x<2,

xz,x>2.

13



I TEMA

Sios funkcijos grafikas pavaizduotas istisinémis linijomis.

Y y:x2

Pastaba. Apie funkciju y=f([x]), y=[f(x)] (Cia skliausteliais [ ]
zymima sveikoji skaiiaus dalis, pavyzdziui, [2,99] =2, [-1,001] = -2 ) grafiky
braizyma galima rasti LIMM 1999 m. 5-ojoje uzduotyje (V. Pekarskas), o apie
funkciju savybes (lyginuma, periodiskuma, funkcines lygtis — 1999 m.
4-ojoje uzduotyje (A.Skiipas).

3. Funkcija f(x) intervale / vadinama didéjancia (maZéjancia),
jeigu, imdami Sio intervalo bet kuria tasky x; ir x,pora, kai x; <x,,
gauname f(x)) < f(xp) (f(x)> f(xp)). Did¢jancios ir mazéjancios
funkcijos vadinamos monotoninémis funkcijomis.

5 pavyzdys. Isitikinsime, kad funkcija
f(x)=+3x+a

apibrézimo srityje [—%H' o) yra didéjanti funkcija.

Sprendimas. Tarkime, kad —% <X <xp. Tuomet

FO) = f(x)=3x+a —3x;+a =
3(xp —xp)

= 0.
\/3x2+a +\/3x1 +a g

Taigi f(xy) > f(x), t.y. funkcija f(x) =+/3x+a apibrézimo srityje
yra didéjanti.

14



FUNKCIJA

UZduotis. 1) [sitikinkite, kad funkcijos f(x)= X3, f(x)= x
apibrézimo srityje yra didéjancios;
X
+x2’

2) Isitikinkite, kad funkcija f(x) = intervaluose (—oo0;—1] ir
1

[1;4 0) — mazéjanti, o intervale [—1;1] — didéjanti.

Sakoma, kad funkcija f(x) taske x,e€D(f) igyja maziausia

(didziausia) reikSme, jeigu f(xq)< f(x) (f(xg)=f(x)) su visomis
galimomis x reikSmémis.

Funkcija maziausia (didziausia) reikSme gali igyti viename, keliuose
apibrézimo srities D(f) taskuose arba jos nejgyti né¢ viename taske.

Pavyzdziui, funkcija f(x)=— intervale (0;+o) neigyja nei
X

didZiausios, nei maziausios reikSmés. Monotoninés funkcijos intervale
[a;b] didziausia ir maziausia reikSme igyja Sio intervalo galuose.

Priminsime, kad kvadratinis trinaris f(x) = ax’ +bx+c , kai a>0,

intervale —oo;—i mazéja, o intervale —i;+oo didéja. Taske
2a 2a

X = Y jis igyja maziausia reikSmeg. Jeigu a < 0, kvadratinis trinaris
a

intervale —oo;—i didéja, o intervale —i;+oo mazéja. Taske
2a 2a

b ..o . e
x= = jis igyja didziausia reik§me. Apie kvadratinio trinario $akny
a
savybes galima rasti 1998 m. 1-ojoje uzduotyje (J.Sinkiinas).
Funkcijuy didziausia ir maziausia reikSmes, monotoniskumo inter-
valus galima tirti remiantis iSvestinémis. Mes iSvestinémis
nesinaudosime.

6 pavydys. Rasime funkcijos
f)=x+< @>0)
X

maziausia reikSme intervale (0;+ ).

15



I TEMA

Sprendimas. Lygindami dvieju skaiCiy aritmetini ir geometrini
vidurkius, gauname:

a

X+—

X > 1/x 4 ,ty. x + 4> 2a . Lygybé galima, kai skaiCiai x ir
X X

2

a4 yra lygts, ty. kai x=+/a. Su kitomis x reikimémis galioja
x

nelygybé x + 25 2a . Taigi funkcija f(x)=x+ a4 maziausia reikSme
X X

igyja taske x=+a.Ji lygi 2Ja . i funkcija didZiausios reikSmés
intervale (0;+ ) nejgyja.
2

x“+x+1

7 pavyzdys. Rasime funkcijos f(x) = , x >0 didziausia

X2 42x+1
ir maziausia reikSmes.

Sprendimas. Akivaizdu, kad f(x) <1. Funkcijos reikSmé lygi 1, kai
x=0,ty. f(0)=1.Kita vertus,

2
f(x)zxz+_x+1:1_ - Loy L3
X7 +2x+1 x°+2x+1 LD 2+2 4
X

nes x+— maziausia reikSmé lygi 2 (zr. 6 pavyzdi). Funkcijos reik§mé
x

lygi %, kai x=1. Taigi maziausia funkcijos reikSmé lygi %, 0

didziausia yra 1.
leskant funkciju didziausiy ir maziausiy reikSmiy, daznai tenka
remtis lemomis, kurias pateikiame be irodymo.

1lema. Jeigu su visomis kintamyjy xj,x5,..Xx, teigiamomis

reikSmémis juy suma yra pastovi, t.y. x3 +xp +...+x, =S, tai sandauga
m,_m, m, ,x teigiami . licii skaiciai) iovi
XXyt e x, " (Cla my,my,...,m, — teigiami racionalieji skaiciai) igyja

e . X X X
didziausig reikSme, kai a2 -
my mp my

16



FUNKCIJA

2lema. Jeigu su visomis kintamuyju x,x;,..X, teigiamomis

m

reikSmémis  ju  sandauga  x; -xgl z x,T "yra  pastovi, t.y.

m m, =p . L .- .
XXyt Xy =P, tai suma X +Xx +..+X, igyja maziausia

. . X X X
reik§me, kai —L =2 = ="
my  mp my
8 pavyzdys. Kvadrato, kurio krastinés ilgis a, kampuose iSpjauti
kvadratukai, kuriy krastiné lygi x. Su kuria x reikSme, sulenkus kvadra-
ta per punktyrines linijas, gaunama didziausio tiirio dézuté.

Sprendimas. Dézutés tiiris V=x(a—2x)2. Reikia rasti tokia x

reikS§me, su kuria sandauga x-(a-— 2x)2 yra didziausia. Kadangi
X+a—2x =a—Xx néra pastovus skaiCius, tai negalima taikyti pirmosios
lemos. Nagrinekime 2V =2x(a- 2x)2 . Kadangi 2x+a-2x=a, tai

X a-2x

sandauga 2x-(a-2x)* igyja didziausia reik§me, kai ZT_ 5

ty., kai
x=%. Taigi 2V, o tuo paciu ir dézutés tiris V igyja didziausia

a a a 2 24°
reikSme, kai x = g; V= —(a ——j =

6l 3) 27°
9 pavyzdys. Rasime, su kuria x reikSme funkcija
3
f(x)= LA , X €(0; +o0) igyja maziausia reikSme.

x

. . 2 I 1. -, 11 .
Sprendimas. Kadangi f(x)=x"+1+—+—ir x~-1-—-— =1, tai

X x X X

17



I TEMA

funkcija f(x) igyja maziausia reikSme, kai xr=1== (2 lema), t.y. kai
X
x=1; f()=4.

Sprendziant lygtis, daznai tenka remtis akivaizdziomis monotoniniy
funkcijy savybémis:

1) Jeigu funkcija f(x) yra didéjanti (mazéjanti), tai lygtis

f(x) = a turi ne daugiau kaip viena sprendini.

2) Jeigu funkcija f(x) yra didéjanti (mazéjanti), o funkcija g(x) —
maz¢janti (didéjanti), tai lygtis f(x) = g(x) turi ne daugiau kaip viena
sprendini.

3) Jeigu f(x)< A4, g(x)= A4, tai lygtis f(x)=g(x) ekvivalenti
lygciy sistemai

g(x)=A.
10 pavyzdys. ISspresime lygti
Yx-1+x+2 :i+1 .
X

Sprendimas. Nesunku isitikinti, kad funkcija
f(x)= Yx-1+Vx+2 apibrézimo srityje [L;+o) yra didéjanti, o

{f(x) = 4,

funkcija g(x) = i+1 intervale [1;+o) — maZzéjanti. Taigi nagrinéjama
x
lygtis gali turéti ne daugiau kaip vieng sprendini. Akivaizdu, kad tas

sprendinys yra x =2 .

11 pavyzdys. ISspresime lygti
oot i2= 1—\/x3 —x?.

Sprendimas. Pastebésime, kad funkcijos
f)=xt—2x?+2=(*-1)% +1
maziausia reikSmé lygi 1, o funkcijos

g(x)zl—\/x3—x2 ,

18



FUNKCIJA

kurios apibrézimo sritis [—1;1], didziausia reik§meé lygi 1. Vadinasi, lyg-
tis f(x) = g(x) ekvivalenti lygciu sistemai

2 -1 +1=1,

1-vx® —x? =1.

Jos sprendinys: x=1. Taigi ir duotosios lygties sprendinys yra
x=1.

4. Funkcija f(x) vadinama iskila zemyn (iskila aukStyn) intervale
1, jeigu su bet kuriais $io intervalo taskais x; ir x, teisinga nelygybé

2t LSO+ /() 7 At S SO+ ()|

2 2 2 2

Iskilos Zemyn funkcijos grafikas yra po styga, jungiancia taskus

(x13£(x1)) ir (x23/(x2)), o iskilos auktyn funkcijos grafikas yra virs

tuos taskus jungiancios stygos. w
Y YA 2
(x2)

S (x2 o)

i 0+ )
X +Xxp f(xl) 5
f( d j
0 ‘ 0+ % X 0 o > X
L x % %

12 pavyzdys. Istirsime funkcijos f(x) = 4+ 2x iSkiluma.
Sprendimas. Sakykime x; ir x, — bet kokios vienodo Zenklo
argumento x reikSmés. Tuomet f(x))= x13 +2x1, f(xp)= x% +2xy,

X+ X (o + x2)3 +8(x1 +x7)

f = :
2 8

Nustatysime, koki zenkla turi skirtumas:
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I TEMA

3 3
f(x1)+f(x2)_f Xy +xp ) _ X +H20 x5 2w
2 2 2
3.3 3
_(x1+x2)2+8(x1+x2)_4(x1 +xy)—(xp +x2)7
8 8

3
=§(x1 +x0)(x) —x)7

Taigi, kai x >0, tai x; +x, >0 ir nagrin¢jamas skirtumas yra teigiamas,
o kai x <0, tai x; +xp <0 ir 8is skirtumas yra neigiamas. Vadinasi, kai
x>0 funkcijos grafikas yra iskilas Zzemyn, o kai x <0 — iSkilas auksStyn.
Panasiai galima isitikinti, kad: 1) funkcija f(x)=sinx intervale
[0;7] yra iSkila auks$tyn, o intervale [—m;0] — iSkila Zemyn; 2) funkcija

F(x) = x> —igkila zZemyn; 3) funkcija f(x) = x> — iskila Zemyn.

PIRMOJI UZDUOTIS

1. a) Raskite funkcijos

I I T S
\/35+2x—x2

apibrézimo sriti.
b) Su kuriomis parametro a reikSmémis funkcija

S (x) =\/(a—3)x2 +2(a+3)x+a+1
apibrézta tik viename taske?

2. a) Nubraizykite funkcijos
8—3|x|
[x|-2

fx)=

grafika.
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FUNKCIJA

10.

b) Nubraizykite funkcijos f(x)=2[f(1—2]x|)] grafika, jeigu funk-

cijos y= f(x), —4 < x <4 grafikas pavaizduotas brézinyje.
AY

—_— 2 +

Su kuriomis parametro a reik§Smémis funkcija
f(x)=(a- l)x2 —2ax — 2 mazéja intervale [1; 3]?

Su kuriomis parametro « reikSmémis kvadratinio trinario
f(x) =4x? —dax+a® -2a+2
maziausia reik§mé intervale [0; 2] lygi 3 ?

Raskite lygties min(2x2 —x+1,x+5)=a Sakny skaiciy priklauso-
mai nuo parametro a reikSmés.

I spindulio R rutulj jbréztas ritinys. Kokie turi biti ritinio matme-
nys, kad jo tiiris biity didziausias?

Trikampio viduje raskite taska, kurio atstumy iki trikampio krastiniy
sandauga bty didziausia?

Viename inde yra 5 kg druskos tirpalo, o kitame — 20 kg kito
druskos tirpalo. Garuojant vandeniui, druskos koncentracija
pirmame inde padidéja m karty, o antrame inde — n karty. Koks
vandens kiekis iSgaravo i§ abiejy indy kartu, jeigu Zinoma, kad
m-n=97?

Irodykite, kad lygtis 4% +4x+17= 12 neturi sprendiniy.
x“—x+1

Irodykite, kad su visais realiaisiais skai¢iais teisinga nelygybé
8(x4 +y4) > (x+y)4.
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II. APSKRITIMU GEOMETRIJA. [BREZTINIAI
IR APIBREZTINIAI DAUGIAKAMPIAL
TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI

Edmundas Mazétis (Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Kampas, kurio virSiné yra apskritimo taSkas, o kraStinés ta
apskritima kerta, vadinamas jbréztiniu.
1 teorema. [bréztinis kampas ABC (1 pav.) yra lygus pusei lanko AC,
1 kurj jis remiasi. B
Sio fakto jrodymas pateiktas mokykliniame
vadovélyje. I8 jo iSplaukia, kad visiems lanko
ABC taskams M galioja lygybé £AMC = 2ZABC.
Teisingas ir atvirks¢ias teiginys.
2 teorema. Aibé tasky M,
tenkinanciy salyga £AMC =a

M
4 1 pav.
yra du apskritimy lankai,
A‘ simetriski tiesés AC atzvilgiu (2 pav.)
A C 3 teorema. Sakykime, kad kampas, kurio vir§iné

" A néra apskritime, iSkerta apskritime lankus U BC ir
’ . .

UDE. Tuomet /BAC= l(u DE —UBC), jei
M 2

5 taskas 4 yra apskritimo iSor¢je (3a pav.) ir LBAC =
pav.

1 .
= E(U DE+UBC ) , jei taskas A yra apskritimo

viduje (3b pav.) Sio fakto jrodymui pakanka per vienos kurios nors
stygos gala nubrézti tiese, lygiagrecia su kita styga.
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APSKRITIMU GEOMETRIJA. [BREZTINIAI IR APIBREZTINIAI
DAUGIAKAMPIAIL TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI

1 pavyzdys. Du apskritimai, kuriy centrai Oy ir O,, kertasi taskuose
A ir B. Ties¢ O;A kerta apskritima su centru O, tasSke N. [rodysime, kad
taskai Oy, O,, B ir N yra viename apskritime.

. . 1
Sprendimas. Pagal jbréztiniy kampuy 1 teorema £ANB = 541‘1023

o 1 . . .
(4apav.) arba LANB =180 —EAAOZB (4b pav.). Pirmuoju atveju

ZO\NB = ZANB =%4A02B,

. . o 1
antruoju atveju LZO|NB =180" — LANB = EZAOQB .

Kadangi Z£A40,0, = ZBO,0; =54AOzB, tai abiem atvejais galioja

ZO{NB = £0,0, B, o pagal pirmajame punkte pateikta 2 teoremag i$
Sios lygybés iSplaukia, kad taskai O;, N, B, O, yra viename apskritime.

2 pavyzdys. Apskritime duoti keturi taskai 4, B, C, D, o taskai 4,
By, C, Dy yralanky AB, BC, CD, DA vidurio taskai. [rodysime, kad
A C LB\ D .

Sprendimas. Sakykime, kad tiesés 4;C; ir
By Dy kertasi taske M (5 pav.). Pagal kampo Dy
tarp dviejy apskritimo kirstiniy formulg (Zr.

3 teorema) gauname

ZAIMBI :%(U AlBl + UCIDI ):
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11 TEMA

(u A B +VUBB; + UC| D+ uDD, ) =

1
2
l luAB+luBC+luCD+luDA =
212 2 2 2

= %(u AB +UBC +UCD +UDA) = 90°.

2. Daugiakampis yra vadinamas jbréztiniu i apskritima, jei visos jo
vir§iinés yra tame apskritime. Tuomet apskritimas yra vadinamas api-
bréztiniu apie minéta daugiakampi. Mokykliniame vadovélyje irodyta,
kad apie kiekviena trikampi galima apibrézti vieninteli apskritima, jo
centras yra trikampio krastiniy vidurio statmeny sankirtos taskas. Taip
pat gerai zinome, kad apie keturkampi galima apibrézti apskritima tada ir
tik tada, kai to keturkampio prieSingy kampy suma lygi 180°.

Daugiakampis vadinamas apibréztu apie apskritima, jei visos jo
krastinés yra to apskritimo liestinése. Tuomet minétas apskritimas vadi-
namas ijbréztuoju i daugiakampj. Zinome, kad i kiekviena trikampj ga-
lima jbrézti apskritima. To apskritimo centras yra trikampio pusiaukam-
piniy sankirtos taskas. Mokykliniame vadovélyje irodoma, kad i
keturkampi galima jbrézti apskritima tada ir tik tada, kai to keturkampio
priesingujy krastiniy sumos lygios.

3 pavyzdys. [domiomis savybémis pasizymi jbréztas | apskritima
keturkampis ABCD su statmenomis jstrizainémis.

B

Jei R — apskritimo spindulys, tai keturkam-
pio krastiniy kvadraty suma yra lygi 8R2. P
[rodysime tai. H

Sakykime, kad ABCD - 1| apskritima o
ibréztas keturkampis, kurio istrizainés AC ir 4 AP e
BD sta¢iu kampu kertasi taske P (6 pav.). Jei
ZACB=0a, ZCBD =B, tai o+pB=90°. IS si- D
nusy teoremos gauname, kad CD =2Rsinf = 6 pav.

=2Rcosa., AB=2Rsino. Tuomet
2 2 _ 2 2 . 2 _ 2
AB” +CD” =4R"(cos” a+sin“ o) =4R".
Analogiskai ir BC 2+ AD? =4R? , kas ir jrodo minéta tvirtinima.
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APSKRITIMU GEOMETRIJA. [BREZTINIAI IR APIBREZTINIAI
DAUGIAKAMPIAIL TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI

Nubrézkime ties¢ PH statmena krastinei BC. Irodysime, kad tiesé
PH kerta krasting AD jos vidurio taske M. Pagal jbréztiniy kampy
1 teorema £BDA = /ZBCA = o. Kadangi kampai BPH ir BCA papildo
kampa HPC iki 90° tai £BCA=/BPH =/ZMPD=o. Taigi
LMDP = ZMPD, arba MD=MP. Analogiskai irodoma, jog
AM = MP. Vadinasi, kad MP yra trikampio APD pusiaukrastiné.
Taigi taSkas M yra atkarpos AD vidurys.

3. Jei keturkampis ABCD yra jbréztas | apskritima, tai jo prieSingujuy
krastiniy sandaugy suma lygi istrizainiy sandaugai. Sis teiginys — tai
Ptoleméjo teorema. [rodysime Sia teorema. B

Sakykime, kad ABCD — i apskritima jbréztas
keturkampis. Istrizainéje BD pazymékime taska
M, tenkinanti salyga. £DCM = ZACB (7 pav.).

I
Kadangi Z/BAC = ZBDC, tai trikampiai ABC /’/
AB _ AC p AD

ir DMC vyra panaSis, t.y. =——, arba
yiap Y DM DC

AB-CD = DM - AC . Kita vertus, 7 pav.
ZBCM = £ZDCA , nes jie gauti, prie lygiu kampy DCM ir ACB pridéjus
(arba 1§ juy atémus) ta pati kampa ACM. Kadangi £CBD = ZCAD, tai

ABCM ir AACD panasus. Taigi BC = %, arba BC-AD=AC-BM . I§
AC  AD

Cia iSplaukia, kad AB-CD + BC-AD = AC-DM + AC-BM =

= AC-(BM + MD) = AC- BD , o tai ir reikéjo irodyti.

4 pavyzdys. Smailiajame trikampyje ABC atstumai nuo apibréztojo
apskritimo centro iki krastiniy lygtis d,, d,, d., R ir r — apibréztojo ir
ibréztojo apskritimy spinduliai. [rodysime, kad d, +d}, +d. =R +r.

Sprendimas. Sakykime, kad O — apibrézto B
apie trikampi ABC apskritimo centras, 4;, By,

C; — krastiniy BC, AC ir AB vidurio taskai c A

(8 pav.). BC=a, AC=b, AB=c. Tuomet

o4 -d,, OB =d,, OC, =d, . ) 9
Keturkampis 4B,OC; yra ibréztinis, nes du 6 f;\/. ¢

jo priesingieji kampai B; ir C; yra stats.

25



11 TEMA

Pritaik¢ jam Ptoleméjo teorema, gauname AC; - OB + AB, - OC| =

. 1 1 1 .
=AO-C\By. Kadangi AClzgc,ABlng , ClBlzaa, tai

c-dp+b-d,. = Ra . Pritaikg Ptoleméjo teoremag keturkampiams BA4,0C;

ir CBO4,, gauname dar dvi lygybes a-d.+c-d,=Rb,

b-d, +a-dy = Rc . Kita vertus,
a-d,+b-d,+c-d.=2S=(a+b+c)-r.

Sudéje visas keturias lygybes, gauname

d,(a+b+c)+dy(a+b+c)+d.(a+b+c)=Ra+b+c)+r(a+b+c)

suprasting i§ a + b + ¢, — irodomaja lygybe.

4. Daugiakampis vadinamas taisyklinguoju, jei jo visos krastinés
tarpusavyje lygios, ir visi kampai tarpusavyje lygts. Mokykliniuose
vadoveliuose jrodoma, kad apie kiekviena taisyklingaji daugiakampi
galima apibrézti apskritima, ir kad i kiekviena taisyklingaji daugiakampi
galima jbrézti apskritima. Be to, ibréztojo ir apibréztojo apskritimy
centrai sutampa.

4 teorema. Jei a, — taisyklingojo n-kampio kraStinés ilgis, R ir » —
apibréztojo apie ji ir ibréztojo i ji apskritimy spinduliai, tai galioja §ios
180° 180°

=2rtg .
n n

lygybés: a,, = 2Rsin

I§ Siy formuliy atskiru atveju gauname

23

a3=R\3=2r3, ay=RJ2=2r, ag=R = 5

Jei AB — ibréztojo i apskritima taisyklingojo n-kampio krastine, C —
lanko 4B vidurio taskas, tai AC = CB yra ibréztojo i ta pati apskritima
taisyklingojo 2n-kampio krastine. Atvirksc¢iai, jungdami kas antra
taisyklingojo 2n-kampio virStng, gauname taisyklingaji n-kampi.

Lengvai | apskritima galime jbrézti taisyklingaji trikampi,
keturkampi, SeSiakampij, aStuonkampi. Parodysime, kaip 1 duotaji
apskritimg galima {brézti taisyklingaji deSimtkampij ir taisyklingaji
penkiakampi.

Sakykime, kad AB = a;( — taisyklingojo deSimtkampio, {brézto {

r.

apskritima su centru O ir spinduliu R, krastin¢ (9 pav.). Tuomet,
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APSKRITIMU GEOMETRIJA. [BREZTINIAI IR APIBREZTINIAI
DAUGIAKAMPIAIL TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI

ZOAB=/0BA=72°, ZAOB=36". Jei AD — kampo A pusiau-

kampiné, tai ZDAB =36, /BDA=72°. Taigi, trikampiai ABD ir
OAB panasis, nes jie turi po du lygius kampus.

I§ trikampiy panaSumo gauname B
AB_ BD 2
04 AB’ 4 o
ty.,
AB* = 04 BD. 9
. pav.
Kita vertus,
BD =0B—-0D, OD = AD = AB.
Taigi
2
ajp = R-(R—ay),
arba
61120 +R(110 —R2 =0.
.. . . . -1 . L
Teigiama Sios lygties Saknis yra ajg = \ETR. Gavome taisyklingojo

desimtkampio krastinés ilgio iSraiSka. Tuomet i$ 4 teoremos iSplaukia,

B \/g—l

: kad sin18°=T.
. Ibrézdami taisyklingaji deSimtkampi |
. duotaji apskritima, bréziame bet kokius du
A statmenus to apskritimo spindulius O4 ir
OB (10 pav.). Jei taskas C dalija atkarpa OB
pusiau, tai ties¢ AC taske D Kkerta

apskritima, kurio centras C, o spindulys OC.
Atkarpa 4D yra lygi taisyklingojo

10 pav. desimtkampio, jbrézto 1  apskritima,
krastinei. Tikrai, jei
. R
OA=0OB =R, tai OC:OD:E,
tuomet
ACzﬁR, ADIﬁR—EZER :alo.
2 2 2 2
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11 TEMA

ANTROJI UZDUOTIS

1. Keturkampis ABCD — kvadratas. Nubrézti du vienody spinduliy
besilieCiantys apskritimai, kuriy centrai O;ir O,. Pirmasis apskri-
timas liecia kvadrato krastines AD ir AB, o antrasis — krastines AD ir
DC. I8 kvadrato virStinés B nubréZta liestiné pirmajam, o i§ vir§tnés
C — liestiné¢ antrajam apskritimui; liestinés susikerta taSke E.
Irodykite, kad i trikampi BCE ibrézto apskritimo spindulys lygus
duotyjy apskritimy spinduliui.

2. [rodykite, kad staciojo trikampio jZambinés daliy, | kurias ja dalija
ibréztojo apskritimo lietimosi taskas, sandauga lygi to trikampio
plotui.

3. Du apskritimai kertasi taskuose M ir K. Per taska M nubrézta tiesé,
viena i§ ty apskritimy kertanti taske A4, o kita — taske B. Per taska K
nubréZzta antra ties¢, kertanti minétus apskritimus taSkuose C ir D.
Irodykite, kad tiesés AC ir BD yra lygiagrecios.

4. Duoti apskritimo taskai 4, B, C ir D. TaSkas M yra lanko 4B
vidurys, stygos MC ir MD kerta styga AB taskuose E ir K. [rodykite,
kad taskai K, E, C ir D yra viename apskritime.

5. Apie kvadratag ABCD apibréztas apskritimas, kurio lanke CD
pazymétas taskas P. [rodykite, kad P4+ PC=+2PB .

6. Apskritimo spindulys R, stygu 4B ir BC ilgiai a ir b. Apskaiciuokite
stygos AC ilgi.

7. 1 apskritimg ibréztas keturkampis ABCD, kurio istrizainés statme-
nos, O — apskritimo centras. [rodykite, kad atstumas nuo tasko O iki
krastinés 4B lygus krastinés CD ilgio pusei.

8. [ apskritima ibréztas keturkampis ABCD, kurio istrizainés statme-

nos. [rodykite, kad keturkampio plotas lygus prieSingujuy krastiniy
sandaugy sumos pusei.

28



APSKRITIMU GEOMETRIJA. [BREZTINIAI IR APIBREZTINIAI
DAUGIAKAMPIAIL TAISYKLINGIEJI DAUGIAKAMPIAI

9. [Irodykite, kad taisyklingojo astuonkampio plotas lygus jo maziau-
sios ir didziausios jstrizainiy sandaugai.

10. Atkarpos AB ir CD yra du statmeni apskritimo su centru O
skersmenys. Taskas M yra atkarpos AO vidurys. Apskritimas, kurio
centras M, o spindulio ilgis MC, kerta skersmenj AB taske X.
Irodykite, kad OX yra ibréZtojo { pirmaji apskritima taisyklingojo
desimtkampio krastiné, o CX — taisyklingojo penkiakampio krastiné.

A4
/U'G/\

Y i,
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II1. SKAICIAUS MODULIS ALGEBROS
UZDAVINIUOSE

Biruté Vasyliené (Kauno ,,Saulés“ gimnazija)

Matematikoje modulio savoka sutinkama gana daznai. Mokyklinéje
matematikoje modulis (absoliutinis didumas) suprantamas kaip tam tikra
realiojo skaiCiaus skaitiné charakteristika. Pats Zodis ,,modulis“ kiles i$
lotynisko Zodzio ,,modulus®, reiskian¢io mata.

Prisiminkime, kaip SeStoje klaséje buvo apibréztas skaiciaus
modulis.

Skaiciaus moduliu vadinamas atstumas nuo atskaitos pradzZios
iki tasko, atitinkancio ta skaiciy.

Bet kurio teigiamojo skaiCiaus modulis lygus paciam skaiciui; bet
kurio neigiamojo skaiciaus modulis lygus jam prieSingam skaiciui; nulio
modulis lygus 0.

Pagal §j apibrézima

[+ = -
—x, kai x<0.

Taigi geometriSkai skaiCiaus x modulis |x| reiSkia skaiCiy tiesés
tasko x nuotoli (atstuma) nuo tasko 0.

Panagrinékime keleta pavyzdziy.

{ x, kai x>0,

1. Raskime koordinaciy tieséje tokius taskus M, kuriy koordinatés x
tenkina Sias salygas:

a) [x|=5; b) |x|<4; c) [x[=7.

Sprendimas

a) Atidékime koordinaciy ties¢je taskus M ir M, , nutolusius nuo
tasko O per 5 vienetus (i kairg ir | deSing). Tik Sie du taskai tenkina
salyga |x| =5. Tokiu atveju sakoma, kad lygties |x| =5 sprendiniai yra
=5ir5.
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SKAICIAUS MODULIS ALGEBROS UZDAVINIUOSE

b) Atidékime koordinaciy ties¢je taskus My ir M, , nutolusius nuo
tasko O per 4 vienetus.Aisku, kad taskai x, tenkinantys salyga |x| <4,

yra tarp —4 ir 4.

o
V1]
|
0
Sakoma, kad nelygybés |x| <4 sprendiniy aibé yra intervalas

(-4;4).
c¢) Atidékime koordinaliy tieséje taskus My ir M, , nutolusius nuo

tasko O per 7 vienetus.

; RN |
—HH T .
-7 0 7

Ieskomieji taSkai yra { kair¢ nuo M, ir { deSing nuo M, . Taigi,
nelygybés |x| > 7 sprendiniy aibé yra (—oo;—7]U[7;+ ).
Apskritai, kai a > 0, lygtis |x| = a turi du sprendinius: x = —a arba
x =a; nelygybés |x| <a sprendiniai —a < x<a sudaro intervala
(—a;a) ; nelygybés |x| > a sprendiniai yra x < —a arba x > a.
Jei A(x)) ir B(x,) — du koordinaciy tiesés taSkai, tai atstuma AB
galima iSreiksti tasky 4 ir B koordinatémis x; ir x, taip:
AB = |x2 - x1| .
Sia formulg galima jrodyti i$nagrinéjus visus tasky 4 ir B
tarpusavio iSsidéstymo atvejus pradzios tasko O atzvilgiu.
Pavyzdziui, kai x; <0, 0 x, >0, tai

AB:OA+OB:|XI|+|X2|=—XI+XZ =Xy —X].

Kitus atvejus sitilome iSnagrinéti savarankiskai.
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111 TEMA

2. GeometriSkai iSspreskime lygtis:

a) |x—3|:|x+5 b) |x—3|=2|x|.

b

Sprendimas.
a) Uzduotj galima perfrazuoti taip: rasti tokj taska M (x), kuris buty

vienodai nutolgs nuo B(3) ir A(-5). Aisku, tai taskas M (—1). Todél

S

F— &
-5 -1 0 3
lygties sprendinys yra x = —1.
b) Uzduoti galima suvokti taip: rasti tokius taskus M (x), kurie nuo
tasko A(3) nutole dvigubai toliau negu nuo O.

-3 3
| T O I
| I
M, 0 M,

|
|
A
: : : 1
Tokie taskai yra du M;(1) ir M,(-3), nes OM,; =§0A

(AM] =20M1) ir OM2 Z%MzA (AM2 =20M2)

Atsakymas: —3 ir 1.

3. I8spreskime nelygybes:
a) [x-5|<4; b) [x+3|>|5-x]|.
Sprendimas.

a) Uzduotj perfrazuokime taip: raskime tokius taskus M (x), kurie
nuo tasko A4(5) nutolg ne daugiau kaip per 4 vienetus.

Lygiai per 4 vienetus nuo tasko A(5) nutolg du taskai: M, (1) ir
M;(9).
5
|
1

1
|
N I
0 M, A

Nelygybés sprendiniai: x €[1;9].
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b) Pagal salyga reikia rasti tokius taskus M (x), kurie iki tasko
B(5) ar¢iau negu iki tasko A(-3).
Pirmiausia suraskime taSka M , vienodai nutolusj nuo 4 ir B. Jo
koordinaté lygi 1.
(o
|

B

Vi

R
5

-3 01
leSkomieji taskai yra { deSing nuo M . Nelygybés sprendiniai:
x €[l;+ ).
Kai kurios modulio savybés. IS modulio apibrézimo tiesiogiai
matyti, kad
1. |x|20; 2. |—x|=|x

; 3.|x—y|=|y—x|.

Lengvai galima jrodyti ir Sias savybes:

4, |xy|=|x|-|y; 5. izm,kaiy;to;
y y
6. ‘xk‘=|x|k,kez; 7.|x+y|£|x|+|y|.

Cia jrodysime tik 7 savybe.
Nelygybé irodoma iSnagrinéjus visus galimus skaiciy x ir y zenkly
atvejus. Kai x>0 ir y>0, tai |x+y| =|x|+|y|. Si lygybé galioja

, O

ir kai x<0, y<0. Jei x<0, y>0, tai |x+y|=||x|—|y
|x|+|y|=—x+y. Kadangi ||x|—|y||< -x+y, tai|x+y|<|x|+|y|. Si
nelygybé galioja ir tuomet, kai x>0, y<0. Gautume:

B

x| +|y|=x-y = |x+y|<|x|+]y].

[ 3] =2 =l
Analogiskai jrodomos ir kitos nelygybés. I$spreskime dar keleta
pavyzdziu.
4. Isspreskime Sias lygtis:
a) [|x-3|-5|=7; b) [x—4| - 2[x+1| =3x+1.

Sprendimas.
a) I$ ankstesniy samprotavimy aisku, kad duotoji lygtis ekvivalenti
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lygtiai [x—3|-5=7 (kai |[x—3|-5>0) arba lygtiai |x—3|-5=-7

(kai |x - 3| —5<0). Todél sprendziame dvi sistemas:
|x=3|=12,  [|x-3]=-2,
{|x—3|>5 " {|x—3|<5.
Pirmoji turi du sprendinius: x = -9 irx =15. Antroji sistema spren-

diniy neturi.
Atsakymas: —9; 15.
. x—4, kai x >4,
b) Kadangi |x - 4| = .
—x+4, kai x <4;
x+1, kai x> -1,
|x+ 1| = i
—x-1, kai x <—1;
tai duotaja lygti galima nagrinéti trimis atvejais:
1. x<-1; 2. -1<x<4; 3.x>4.

Taigi sprendziame §ias sistemas:

-1 =2
D { ’ { )

=
—x+4-2(—x-1)=3x+1 x < -1,
1
—1<x<4, x==, 1
) = 6 =>Xx=—.
—x+4-2(x+1)=3x+1 l<y<4 6
x>4, x:_l’
3) 4 D=3 1:> 6 =9.
x—4-2(x+1)=3x+ >4
1
Atsakymas: P
5. Isspreskime Sias nelygybes:
2
- 4
2 [x—4|2|x—6); b 2y
x° -4

) Vi +4x+4+4x>—10x+25>10.
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Sprendimas.

a) 1 budas. Spreskime geometriskai, t.y. raskime tokius taskus
M (x), kurie ariau iki taSko B(6) negu iki taSko A(4).
B

o —

|
6

Taskas M(5) vienodai nutolgs nuo 4 ir B. Todél nelygybés
sprendiniai sudaro intervala [5;+ ) .

2 biidas. Pakelkime abi puses kvadratu:

x4 >|x-6|".

Toliau

(x—4)*> —(x-6)2 >0,

(x—4—-x+6)(x—4+x-6)=>0,

2-(2x-10)20, 2x>10, x>5.

Atsakymas. [5; + ).

b) Pakéle abi puses kvadratu, gauname

2 2 2

x“=5x+4 x“—=5x+4

Z—Sl, 2— _ISO,
x° -4 x“ -4

2 2
X 25x+4_1 X 25x+4+1 <0,
x° -4 x°—4

—5x+4.2x2—5x

(-5x+4)-x(2x-5)
<0,
x>-4 x*-4 (x2 —4)®
(-5x+4)-x-(2x-5)<0.
Nelygybeg spresime intervaly metodu:

<0 arba, kai x #+2,

2 0 08 2 25 «x
Atsakymas: [0; 0.8]U[2.5; + o).
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¢) Kadangi

x+2, kai x > -2,

2 = 2 = -
\/x +4x+4 _\/(x+2) _|X+2|_{—x—2, kai x < -2;

ir

x—5kaix>5,

—x+5,kai x <5;

Va2 —10x+25 =/ (x=5)° =|x—5|:{

tai sprendziame nelygybeg |x + 2| + |x - 5| > 10, nagrinédami tris atvejus:

x<—2, XS_3,5,

1) =>-2x27 = =
-x—-2-x+520 x<-=2
= (—0;—3,5];
—2<x<5, —2<x<5,

2) = =>J;
x+2-x+5210 7210
x5, x5, x5,

3) = = = [6,5;+ ).
x+2+x-5210 2x>13 x>6,5

Atsakymas: (—o0;—3,51U[6,5;+ ).

6. Kiek sprendiniy turi lygtis ||x| - 4| =a priklausomai nuo a
reikSmiy?

Sprendimas. Taikykime geometrini metoda. Uzdaviniui i$spresti pa-
kanka suskaiCiuoti, keliuose taSkuose kertasi funkciju y =||x|—4| ir
y = a grafikai.

Pirmiausia nubrézkime funkcijos y = ||x| - 4| grafika:

o y=|x|-4
¥y

I y=x
B |

1____

36
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W |l
Y y=a,a>4
y=a,a=4 4
y=a, <a<4
-4 | 4 X
y=a,a<()

Paskutinijji brézini papilde tiese y = a , matome, kad, ji nekirs funk-
cijos y = ||x| —4| grafiko, kai a < 0. Siuo atveju duotoji lygtis sprendi-
niy neturi.

Kai @ =0 arba a > 4, ties¢ y = a kirs grafika dviejuose taskuose ir

tuomet lygtis turés du sprendinius.
Kai 0 < a <4, lygtis turés 4 sprendinius. Kai a = 4, lygtis turés tris
sprendinius.

7. [rodykime nelygybeg |tgoc + ctga| 2 |sin o+ cosa

, kai ow&n—k,
2
keZ.

Pirmiausia pastebékime, kad
|tgou+ ctga| =|tga| +|ctga

b

nes tgo ir ctgo yra vienody Zenkly.

Kadangi
1) |tga|: 222 = ||j:;c;|| 2|sina , nes |coscx| Sl,oc;t%k,kez;
2) |ctgoc| = % = ||:1Onsz|| Z|cosoc| , hes |sinot| <1l,a ;t%k,k e’l;

. . k
tai, ,kaloc;tn—,keZ.

tga| +|ctga| > |sina | + | cosa
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Taciau i§ modulio savybiy |sina + cosa| < |sina | +| cosa

, todél
gauname nelygybe |tg0L + ctgoc| > |sin o+ cosa| .

Pastaba. Nesunkiai jrodoma tikslesné nelygybé: |tgoc+ctga|>

>|sina+cosa

, oc;tn—zk, keZ. Irodymui pakanka isitikinti, jog

ﬁsin(ow%) <+2.

8. [rodykime nelygybe |ac—bd| <1, kai a?+b*=lir > +d*=1.

|tgoc+ctgoc|: 22,0|sina+cosa| =

1
tgol +—
tga

Sugreting lygybes a2 +b* =1 ir *+d*=1 su gerai zZinoma

trigonometrine tapatybe sina +cos’a =1 darome i$vada: yra tokie

kampai a ir B, jog @, b =cosa, c =sinf}, d =cosf.
Tuomet
|ac—bd| = |sin(xsin[3—cosoccos[3|=|—cos(oc —B)|=|cos(oc —[3)| <I.
Lygybé galios, kai oo =p,ty. a=c=%1,b=d=%1, a=c=0.
9. Koordinaciy plok§tumoje pavaizduokime aibg tasky (x;y), kuriy
koordinatés tenkina salyga

2<y<2 g
PerraSykime $ia nelygybiy sistema taip:

y=22
y<2 g

. B 1| 217% 41, kaix > 0,
Nubrézkime funkcijos y =2 +1= . grafika.
2 +Xx

+1,kaix < 0;

Ieskomoji tasky aibé — kreivinis trikampis ABC.
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10. Nubrézkime funkcijos
y = %\/4;9 +20x + 25 —%\/9x2 —24x+16 +Vx% —6x+9

grafika ir raskime jos maZiausig reikSmg.

Sprendimas. Kadangi
v %\/(Zx +5)2 —%\/(3x a2 4 (x-3)7 =

2

=l|2x+5|—l|3x—4|+|x—3
2 3

tai pagal modulio apibrézima duotaja funkcija galima uzrasyti taip:

—x—i,kaix <=2,5;
6

x+4l,kai—2,5 < x<i;
6 3

—x+6§,kaii$x<3;
6 3

x+%,kaix23.

Jos grafikas toks:

Matome, kad maziausioji funkcijos reikSmé yra 1% (kai x =-2,5).
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11. Raskime funkcijos f(x) = ‘xz - 2x‘ —3x+4 ekstremumus.

Sprendimas. Pagal modulio apibrézima
X2 —5x+4,kaillx <0Oarbax > 2;

f(x)={ )

—x“—x+4,kai0 < x < 2.

Apskaiciuokime iSvesting:

, 2x -5, kai xe(—0;0)U(2;+ );
1) = e
—2x—1, kai xe(0;2).
f'(x) —neegzistuoja, kai x =0 ir x = 2. Sprendziame lygti
f'(x)=0:
2x-5=0, x=2,5
1) = = x=25
x € (—0;0)U(2;+ o0) x € (—0;0)U(2;+ o)

—-2x-1=0, x=-0,5;
2) = =J
x € (0;2) x €(0;2)

IStirsime f'(x) Zenkly intervalus.

- _ _ F .
0 2 2,5 X

Matome, kad taske x=2,5 funkcija jigyja minimuma:
Jmin = f(2,5) =-2,25.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Geometriskai iSspreskite lygti
3x+2| x4

2. Isspreskite lygti
|2x-7|+x-3y+4|=0.
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10.

ISspreskite nelygybe
||x—3| —x| >4,

Irodykite nelygybe |ac—bd| <1, kai a2 +b%=1ir ?+d* =1
kitu bidu negu irodyta 8 pavyzdyje.

Nubrézkite funkcijos

y=\/x+2x/ﬁ+\/x—2m

grafika.
ISspreskite lygti
Va2 =241 +x —dx+4+x2 —6x+9 = 3x—6.

ISspreskite lygti
|6x—5| = 4sin— .
3
Raskite funkcijos
f(x)=|x=1|+|x=2|+|x-3]
maziausiaja reikSme.
Su kuriomis ¢ (2 €R) reikdmeémis lygtis ‘xz 4y 5‘ _ ¢ turi dvi
Saknis.
Raskite sveikyju skai¢iy poras (x;m), tenkinanéias lygybe

‘x2—1‘+‘x2—4‘=m-x.

D3

AJLD
S 2)

§ ,(/ﬁ
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IV. FIGURY PANASUMAS. TALIO TEOREMA IR
JOS TAIKYMAI

Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginio universitetas)

1. Atkarpos 4B ir CD vadinamos proporcingomis atkarpoms A4; B
AB CD
ir CiDy, jeigu ju ilgiy santykiai lygis, t.y. = . Atka
11, jeigu ju gy y yg y 4B, CiDy py
proporcingumas analogiskai apibréziamas ir didesniam atkarpy skaiciui.
1 teorema (Talio teorema). Lygiagrecios tiesés, kirsdamos kampo
krastines arba jy tgsinius, atkerta jose proporcingas atkarpas (Zr. 1 pav.).

A

M N
N\
A\ /B N

1 a pav. 1 b pav.

. AM A . . .
Jeigu MN || BC, tai —— = AN sakoma, jog trikampiams AMN
AB  AC

ir ABC galima taikyti Talio teorema.

1 iSvada. Jeigu MN || BC, tai AM =ﬂ.
MB NC

2 iSvada. Ties¢, lygiagreti trikampio krastinei ir kertanti kitas dvi
krasStines arba ju tesinius, atkerta nuo jo trikampji, kurio krastinés
proporcingos duotojo trikampio krastinéms (1 pav. a, b):

AM AN _MN
AB  AC BC

3 iSvada. Jeigu lygiagrecios tiesés, kertancios kampo krastines,
vienoje krastinéje iSkerta lygias atkarpas, tai jos iSkerta lygias atkarpas ir
kitoje krastinéje.

2 teorema (Atvirkstiné Talio teoremai). Jeigu tiesé kerta dvi
trikampio kraStines arba ju tesinius, esancius vienoje treciosios krastinés
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puséje, ir atkirstos atkarpos proporcingos atitinkamoms duotojo
trikampio krastinéms, tai ta tiesé yra lygiagreti treCiajai trikampio
krastinei (zr. 1 pav.): jei AM = ﬂ, tai MN || BC.

AB  AC

Taikydami Talio teorema, galime jrodyti, kad

1) trikampio pusiaukrastinés susikerta viename taske ir tas taskas jas
dalija santykiu 2:1 skaitant nuo virSiinés;

2) trikampio kampo pusiaukampiné pries ta kampa esancia krasting
dalija i atkarpas, proporcingas prie jo esan¢ioms krastinéms (zr.2 pav.):
BD DC
BA CA’

B D C
2 pav.

3) atkarpa, jungianti dvieju trikampio krastiniy vidurio taskus
(viduriné linija), lygiagreti tre¢iajai krastinei ir lygi pusei tos krastinés;

4) atkarpa, jungianti trapecijos Soniniy krastiniy vidurio taSkus
(viduriné linija), lygiagreti trapecijos pagrindams ir lygi ju sumos pusei.

1 pavyzdys. Trikampio ABC krasting BC taskas D dalija
santykiu BD:DC=1:2, o taskas M atkarpa AD dalija santykiu
AM :MD =3:1. Atkarpos BM tgsinys kerta trikampio krasting AC
taske E . Apskai¢iuosime santyki AE: EC (3 pav.).

@\‘?y"“

B C

3 pav.

Sprendimas. Atkarpa 4D padalijame i 4 lygias dalis ir per dalijimo
taskus iSvedame tieses lygiagreCias tiesei BE . Pagal 3 iSvada atkarpa
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AF taip pat yra padalyta { 4 lygias dalis. Krasting BC padalijame i tris
lygias dalis ir per dalijimo taskus iSvedame tieses, lygiagrecCias tiesei
BE . Atkarpa EC taip pat yra padalyta i 3 lygias dalis. Kadangi atkarpa
EF jeina i abu dalijimus, tai krastiné AC yra padalyta { 6 lygias dalis.
Taigi AE: EC =1.

2 pavyzdys. Trikampio ABC viduje pazymetas taskas F . Atkarpy
AF ir BF tesiniai kerta trikampio krastines atitinkamai taskuose E ir
D (4 pav.). Apskaicivosime santyki AF:FE, jeign AD:DC =m ir
EC:BE=n.

B

4 D G C
4 pav.

Sprendimas. Per taSka E iSveskime ties¢ EG, lygiagreCia tiesei
BD . Taigi lygiagrecios tiesés BD ir EG kerta kampy EAC ir ACB
krastines. Remdamiesi 1-aja iSvada, gauname:

AF AD . GC _EC _
FE DG DG BE

IS paskutiniyjy lygybiy iSplaukia, kad
DC DG+GC GC

= =1+ =1+n.
DG DG DG
Vadinasi, ﬂzﬂ E—m(lJrn)
FE DC DG

3 pavyzdys. Atkarpos EF galai yra trapecijos ABCD Soninése
krastinese AB ir CD. Apskaiciuvosime EF ilgj, jeigu ji lygiagreti
pagrindams, BE: EA=XA ir BC=a, AD =5 (5 pav.).

B C H
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Sprendimas. Duota ABCD — trapecija, EF' || AD|| BC,
BE:EA=A, AD=b, BC =a .Rasti EF .

Sakykime EF = x. Per taska F nubrézkime tiese, lygiagrecia AB.
Ji pagrindus arba jy tesinius kirs taskuose G ir H . Tuomet CH =x—a,
GD =b—x. Kadangi CH|| GD, tai trikampiams CFH ir DFG galima

o . . 'H HF .
taikyti Talio teoremos 2-aja iSvada: C—=—. Kadangi HF = BE,
DG FG

FG=EA tai SLBE 5 Taigi 2% 2o 15 cia x= A0
DG FEA b—x 1+A

Apibrézimas. Du trikampiai vadinami panasSiais, jeigu ju atitin-
kami kampai lygiis ir vieno trikampio krastinés proporcingos atitinka-
moms kito trikampio krastinéms.

Trikampio panaSumo poZymiai:

1) jeigu vieno trikampio du kampai lygts kito trikampio dviems
kampams, tai trikampiai yra panasiis;

2) jeigu dvi vieno trikampio krastinés proporcingos kito trikampio
dviems krastinéms ir kampai tarp ty kraStiniy yra lygus, tai trikampiai
yra panasis;

3) jeigu vieno trikampio trys krastinés yra proporcingos kito
trikampio kraStinéms, tai trikampiai yra panasis.

Aisku, kad trikampiai, kuriems galima taikyti Talio teorema, yra
panasts.

Apibrézimas. Du daugiakampiai ABCDE... ir 4 B|C\D\E... vadi-
nami panasiais, jeigu ju atitinkami kampai lygis ir prie§ lygius kampus
esancios krastinés yra proporcingos, t.y.

LA=L A, LB=4LB,LC=L(C, ...,
AB  BC CD _
4B, BCG GD

Skaicius B = k vadinamas proporcingumo koeficientu. Panasiy
1P1
figliry perimetrai proporcingi skaiciui & , o ju plotai proporcingi skaiciui
K.
4 pavyzdys. Duota ZABD=/BCD; Syp=S; BC=3;
BD =2. Apskaic¢iuokime Sgpc -
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Sprendimas. Trikampiai ACB ir ABD yra panasiis pagal 1-ji
panaSumo pozymij: £A —bendras, LABD = ZACB pagal salyga. Todél
B

A D C
6 pav.

2
Sasc = [EJ . Kita vertus, Sypc=85+2X, todél turime Ilygti:

Sapp  \2
SHX 0 sdia x =28
s 4

5
Ats.: SBDC = ZS .

5 pavyzdys. Atkarpa MN yra lygiagreti trapecijos ABCD pagrindams
BC ir AD ir dalija trapecija { dvi panasSias trapecijas AMND ir MBCN.
Apskaiciuokime MN ilgi, jeigu BC=a, AD=>b (7 pav.).

Sprendimas. Remdamiesi trapeciju panasumo apibrézimu, turime:

MN  AD 2 ..

——=——,ty. MN“ =BC-AD . Taigi MN =+/a-b . Atkarpa MN yra
BC  MN y g p y
vadinama atkarpy AD ir BC geometriniu vidurkiu.

B a C
M, N
A b D
7 pav.

Ats.: MN =+a-b .
Staciakampis vadinamas auksinés proporcijos staciakampiu (auksi-

1+\/§

niu, tauriuoju), jeigu jo krastiniy ilgiy santykis lygus @ = 5
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o . 1 . . .
Skaicius @ yra lygties 1+— = x sprendinys. Jis vadinamas auksine pro-
X

porcija.

Skaicius @ yra vienas i§ labiausiai paplitusiy matematikoje skaiciy.
Apie ji galima paskaityti [ Peteris Tannenbaumas, Robertas Arnoldas.
Kelionés | Siuolaiking matematika, TEV, Vilnius, 1995; Gediminas
Stepanauskas. Fibonacio skaiciai, Matematikos Zurnalas ‘“alfa plius
omega”, 1998, Nr. 2(6), 78-84.]. Dz. Bermanas skai¢iy @ laiké skaicia-
vimo sistemos pagrindu. Stai keletas natiraliyju skaiiy , isreiksty
auksine proporcija.

=1+L2,2—¢+L2,3=q52+i2,
@ @ P
2, 00, 1 3, 11
4=0°+P" +—,5=P" +—+—,
@2 o ¢t

Tikimasi, kad skaiCiavimo sistema, kurios pagrindas®, bus
pritaikyta supergreituose kompiuteriuose, informacijos kodavime.

6 pavyzdys. [rodysime, kad auksinj sta¢iakampi galima padalyti i
kvadrata ir mazesnj staCiakampi, kuris taip pat yra auksinis. Pastaraji
staCiakampi vél galima padalyti | kvadrata ir auksini staiakampj ir t.t.
(8 pav.).

8 pav.

Sprendimas. Duota: AB=a, BC = a® , ABEF — kvadratas, FGHD —
kvadratas ir t.t. [rodysime: 1) staciakampis EFDC — auksinis; 2) stacia-
kampis GECH — auksinis.
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Irodymas.1) 1§ salygos: BE=EF =a, EC=a®—-a=a(®-1).
EF a 1 1

Apskaic¢iuosime santyki: — = = =—=¢@ . Taigi

EC al@-1) o-1 1
@

staciakampis FECD — auksinis.

2) GE =a—a(®—1) = a(2— ®). Taigi
1

EC_al®=1) _ @ _ 1 _ 4 Gren - auksinis,
EG a2-@) | 1 @-1
@

Analogiskai irodoma, kad keturkampis EGKL irgi auksinis ir t.t.
I kiekviena kvadrata ibrézus ketvirti apskritimo, gaunama kreive,

kuri vadinama spirale.

=

KETVIRTOJI UZDUOTIS

Smailiojo trikampio ABC krastiniy AB ir BC projekciju i tiesg AC
ilgiai atitinkamai lygus 4 cm ir 6 cm. Raskite Sio trikampio
pusiaukrastiniy projekcijy i AC ilgius.

Per trikampio 4BC pusiaukrastiniy susikirtimo taska iSvesta tiese /,
nuo trikampio virsiiniy B ir C nutolusi atitinkamai b ir ¢ atstumais.
Raskite Sios tiesés nuotolj nuo virSiinés 4.

. Per trapecijos ABCD istrizainiy susikirtimo taska iSvesta tiesé,

lygiagreti pagrindams 4D ir BC. Ji kerta Sonines trapecijos krastines
taskuose E ir F. Apskaiciuokite atkarpos EF ilgj, jeigu BC = a,

AD = b.

Trikampio ABC krasting BC taskas D dalija santykiu BD:DC=1:2,0
atkarpa AD taskas M dalija santykiu AM : MD =3:2. Ties¢ BM
kerta trikampio krasting AC taske E. apskaiciuokite Syzcep S 4pc-

Nurodymas. Prisiminkite, kad trikampiy, kuriy aukstinés bendros,
ploty santykis lygus ju pagrindy ilgiy santykiui.
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10.

[ 60°kampa ijbrézti du iSoriSkai besilieCiantys apskritimai. Raskite
ty apskritimy spinduliy santyki.

Trikampio ABC viduje pazymetas taskas D. Tiesés AD, BD ir CD
kerta trikampio krastines atitinkamai taskuose E, F ir G.
Apskaiciuokite CF : FA, jei AG:GB=m, BE:EC=n.

Trapecijos ABCD pagrindai AD = 39 c¢cm ir BC = 26 cm, o Soninés
krastinés 4B = 5 cm ir CD = 12 cm, Raskite spinduli apskritimo,
kuris eina per virStines 4 ir B ir lie¢ia krasting CD arba jos tesini.

Staciakampis, kurio krastinés 8 cm ir 34 cm, padalytas i du panasius
nelygius staciakampius. Raskite ju plotus.

Atkarpa KL, lygiagreti trapecijos ABCD pagrindams 4D ir BC,
trapecijos plota dalija i dvi lygiaplotes dalis. Apskaiciuokite
atkarpos KL ilgi, jeigu BC=a, AD =b.

Trikampis ABC lygiaSonis (4B = BC), AE — kampo A pusiaukam-
piné. Jeigu trikampis ABC panaSus | trikampi CAE, tai abu minéti
AB AC
trikampiai yra auksiniai (taurieji), ty. —=@ ir — =
piai y (taurieji), ty. —— CE
Irodykite.

L,

V-3
Rz
WERE

D,

4
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V. MATEMATINES INDUKCIJOS METODAS

Donatas Jurgaitis (giauliq pedagoginis universitetas)

Teiginiai gali buiti bendri ir daliniai. Bendry teiginiy pavyzdziai:

1. Visi Lietuvos pilieéiai turi pasus.

2. Bet kurio staciakampio istrizainés lygios.

3. Bet kuris skaicius, kurio paskutinis skaitmuo yra 5, dalijasi i$ 5.

Daliniy teiginiy pavyzdziai:

1. J. Petraitis turi Lietuvos piliecio pasa.

2. Stafiakampio ABCD istrizainés lygios.

3. Skaicius 125 dalijasi i§ 5.

Peré¢jimas nuo bendry teiginiy prie daliniy vadinamas dedukcija.
Pavyzdziui, visi Lietuvos piliec¢iai turi pasus. J. Petraitis — Lietuvos pilie-
tis. Vadinasi, J. Petraitis turi Lietuvos pilie¢io pasa.

Peré¢jimas nuo daliniy teiginiy prie bendry vadinamas indukcija.
Pavyzdziui, remdamiesi teiginiu ,,Trizenklis skai¢ius 125 dalijasi i§ 5%,
galime suformuluoti tokias hipotezes: ,,Visi skaiCiai, kuriy paskutinis
skaitmuo 5, dalijasi i§ 5%, ,,Visi trizenkliai skaiciai dalijasi i§ 5%.

Matome, kad indukcinis mastymo biidas gali atvesti prie teisingy
bei klaidingy i§vadu.

Panagrinékime pora sudétingesniy pavyzdziy.

1 pavyzdys. Skai¢iuodami suma
1 1 1 1
S, =—+ + +.+
1.2 2.3 3-4 n(n+1)

gauname
1 1 1 1 2 1 1 1 3
Slz—:—, S2:—+—:—, S3:——|———|——:—’
1.2 2 1.2 23 3 1-2 23 34 4
Cia jzvelge tam tikra désninguma, spéjame, kad S, = " su visais
n+

natiiraliaisiais skaiCiais 7.
2 pavyzdys. Trinaryje X2 +x+41 vietoje kintamojo x iras¢ nulj,
gauname pirminj skai¢iy 41. Kai x=1,2,3,...,10, taip pat gausime

pirminius skaicius. (Isitikinkite!) Taigi perSasi iSvada, jog x> +x+41
reikSmé yra pirminis skai¢ius su bet kuriuo nattiraliuoju skai¢iumi x.
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Pirmajame pavyzdyje padaryta teisinga iSvada, o antrajame — klai-
dinga. Antrojo teiginio klaidingumu isitikiname { trinarj iraS¢ x =40ir
gave trinario reikSme 412, kuri yra sudétinis skaicius.

Cia skaitytojui galime pasidilyti sugalvoti daugiau teiginiy, kurie
teisingi daliniais atvejais, o bendruoju atveju yra klaidingi.

Kaip zinant, jog teiginys teisingas daliniais atvejais, suzinoti, ar jis
teisingas visada?

I §i klausima galima atsakyti taikant specialy samprotavimo metoda,
kuris vadinamas matematinés indukcijos principu.

Teiginys teisingas su visais nattiraliaisiais », jeigu

1) jis teisingas, kai n =1;

2) i§ prielaidos, jog jis teisingas su bet kokiu n =k, iSplaukia jo
teisingumas su n =k +1.

3 pavyzdys. [rodykime lygybe

143+5+...+(2n-1)=n>. (1)

Sprendimas. Nesunkiai jsitikiname, kad lygybé teisinga, kai n=1.
Siuo atveju kairéje puséje yra tik vienas démuo, t.y. 1, o desinioji puse,
kai n =1, taip pat igyja reikSme 1.

Tarkime, kad (1) lygybé teisinga, kai n =k , t.y.

143+5+..+(2k-1)=k>.
Tada
14345+ + 2k —1)+ Qk+1) =) = k> + Rk +1) = (k +1)% .
Vadinasi, pagal matematinés indukcijos principa (1) lygybé teisinga su
visomis natiiraliosiomis # reikSmémis.

Irodymai, pagristi matematinés indukcijos principu, vadinami
irodymais matematinés indukcijos metodu. Tokie jrodymai sudaryti i$
dvieju daliy:

1) teiginys teisingas, kai n=1.

2) teiginys teisingas, kai n = k +1, jeigu jis teisingas su n =k .

Jeigu jrodomi abu teiginiai, tai galima daryti i§vadas, kad tvirti-
nimas teisingas su visomis natiiraliosiomis 7 reikSmémis.

Sugrizkime prie pirmojo pavyzdzio. [rodykime, jog teiginys

n . . I o 1
S, = " teisingas su visais natiiraliaisiais 7. AiSku, kad §; = 3
n+
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Tada, targ, jog S = —+ ! +..+ ! = k , keN,
1.2 2.3 k-(k+1) k+1
turétume gauti Sy, = ﬂ I8 tikryju
k+2
S ——l—+ ! + ! + ! =S +————l—————
M T 3 T k) e +2) F e )k +2)
k 1 K2 +2k+1  k+1

Tkl (ka)(k+2) (k+D)(k+2) k+2
e n .. .. _ e
Taigi teiginys S, = ol teisingas su visais nattiraliaisiais 7.

n+

Neijrodzius kurio nors vieno i§ minéty teiginiu galima gauti
klaidinga i§vada. S fakta iliustruokime pavyzdziu.

Nagrinédami teigini ,,Bet kuris natiiralusis skai¢ius »n lygus pirma-
jam po jo einaniam natiraliajam skaiiui n+1, ty. n=n+1*, netik-
rinkime jo teisingumo, kai n =1, o i§ karto pereikime prie matematinés
indukcijos principo antrosios dalies. Tarkime, kad teiginys teisingas su
n=k,ty. k=k+1. Tada (pagal prielaida) k+1=(k+)+1=k+2.
Vadinasi, teiginys teisingas su n =k +1. Taciau i$ tikryjy teiginys néra
teisingas su jokiu nattraliuoju skaic¢iumi ».

Svarbios abi matematinés indukcijos principo dalys. Grizkime prie
1 pavyzdzio. Skai¢iuodami sumas Sy, S, ir S3, suformulavome teisinga

. n . TR e . _
hipotezg: S, = 0 su visais nattraliaisiais skaiciais n. Jeigu biitume
n+

n+l

3n+1
Jos klaidingumas iSryskéty nagrinéjant antraja matematinés indukcijos

skaiCiave tik S;, galéjome suformuluoti ir tokig hipotezg: S, =

principo dalj. IS prielaidos S; = k+l gautume
3k+1
S ——l—+—l—+ + ! + ! =
M2 23 T k(k+1) (k+1)(k+2)
k+l 1 I+ 4k? + 5k +2

T 3k+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) Bk +1)°
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MATEMATINES INDUKCIJOS METODAS

o pagal hipoteze turéty biti

(k+D)+1  k+2

3k+1)+1 3k+4

Matematinés indukcijos metodas leidzia patvirtinti teisingas hipotezes ir
atmesti klaidingas.

Sk+l =

4 pavyzdys. Raskime u,,, zinodami, kad u,,; =u,+3, ne N ir
up=1.

Sprendimas. Kadangi wu; =1, tai i§ formulés wu, |=u,+3
gauname:

up =u1+3=4, us=uy+3=7, uy =uz+3=10 ir t.t.
Cia galime jzvelgti esant tokj désninguma: u,, = 3n—2 . Aisku, §i formu-
1¢ teisinga, kai n=1. Targ, kad u; =3k -2, gauname
Uy =up +3=0Ck-2)+3=0Ck+3)-2=3(k+1)-2.

Pagal formule u, =3n—2 gautume tokj pat rezultata.

Remdamiesi matematinés indukcijos principu, darome iSvada, jog
formulé u, =3n-2 teisinga su visais natiiraliaisiais skaiciais ».

5 pavyzdys. [rodykime, kad uz pirkini, kurio kaina m lity
(m e N), galima atsiskaityti 2 ir 5 lity monetomis, kai m > 6.

[rodymas. Pirkinio  kaina  uzra§ykime formule m=6+n,
n=1,2,3,... ir taikykime matematinés indukcijos metoda. Teiginys
teisingas, kai n =1. Sakykime, kad uz pirkini galima atsiskaityti 2 ir 5
lity monetomis, kai jo kaina lygi 6+ k& lity. Kai pirkinio kaina lygi
6+ (k+1),ty. 7+k lity, galimi du atvejai.

1 atvejis. Jei skaiCius k& nelyginis, tai 7+k yra lyginis. Todél
atsiskaityti galima tik 2 lity monetomis.

2 atvejis. Jei skaiCius k lyginis, tai pakanka vienos 5 lity monetos ir

5+1 dviejy lity monety. Taigi uz prekes galima atsiskaityti naudojant

tik 2 ir 5 lity monetas ir tuo atveju, kai prekiy kaina lygi 6+ (k +1) lity.
Pagal matematinés indukcijos principa teiginys teisingas su visais
natiiraliaisiais skaiCiais 7.
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6 pavyzdys. [rodykime, kad
.n
sin
sinx+sin2x +...+sinnx = —2x sin—, nehN.
sin—

{frodymas. Kai n=1, gauname lygybg sinx =sinx. Pasinaudoj¢
prielaida

. k+1
sin X
sinx+sin2x+...+sinkx=—2sin?,

.X

sin —

2

ir zinoma formule
k+1 . x . k+2 .k
2cos——Xx sin— = sin x—sin—x,

2 2 2

gauname
sin x +sin2x +...+ sin kx + sin(k + 1)x =

sin X o sin X
-2 sin?+ sin(k +1)x = -2

sin— +
.X . 2
sin — sin —

2 2

sink+1x sink+2x
+2sink;1xcosk;1x= 2 2

. X
S —

7 pavyzdys. [rodykime, kad su bet kuriuo nattraliuoju skai¢iumi 7,
didesniu uz vieneta, teisinga nelygybé

1 1 1 13
+ Fot—>—.
n+l n+2 2n 24
. 1 1 1
[rodymas. Pazymékime S, = + +ot—.
n+l n+2 2n
Kadangi n >1, tai galime rasyti n=m+1, m=1, 2,3, .... Matematinés
indukcijos metoda taikykime m atzvilgiu.
Kai m =1, gauname S, =l>£.
12 24
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Sakykime, kad teiginys teisingas su m =k , t.y.
1 1 1 13
+ ot >—.
k+2 k+3 2(k+1) 24

Sk+1 =

. 1 . e o .
Irodysime, kad S;,» >2—z. Tuo tikslu apskaiCiuokime skirtuma

Sk+2 = Sk+1°:
1 1 1
Skar =S4 = + - =
2o T ke 3 2k +2) k+2
| | |

- = >0
2k+3 2(k+2) 2(k+2)2k+3)

I§ ¢ia gauname, jog S}, > Si1. Pasinaudojg prielaida [Sk > %} ,
13
gauname nelygybe S;_ ., > pYR
o o TR . : 13
Vadinasi, su visais natiiraliaisiais m galioja nelygybe §,,,; > 2

1 .. .
Todéel nelygybe S, > 2—2 teisinga, kai n>1.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Uzrasykite formule, kurioje bet kuris nelyginis nattiralusis skaicius
bty iSreikstas jo eilés numeriu.

2. Raskite pirmyjuy » nattiraliyjy skaiciy kvadraty suma.

3. Irodykite, kad
20243242 4 g (c1y i =y D
2
4. Apskaiciuokite S, =1-142-243-34+...+n-n!.

n+l
. -1
5. Trodykite, kad 1+ x+x% +x° +...+x" = al

(x=1).
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10.

Irodykite, kad trijy i§ eilés einanciy nattraliyju skai¢iy kuby
suma dalijasi i$ 9.

Irodykite, kad » skirtingy tiesiy susikertan¢iy viename plokStumos
taske dalija ta plokstuma | 2» daliu.

[rodykite, kad u, =2"41 su visais natlraliaisiais 7, kai

Upyy =3y —2uy, 1, ug =2, up =3.

Su kuriomis natiiraliosiomis » reik§mémis galioja nelygybé
2" > n*+4n+5?
Atsakyma pagriskite.

Irodykite, kad n bet kokiy kvadraty galima sukarpyti i dalis
taip, jog i$ ty daliy biity imanoma sudéti nauja kvadrata.

)

3
)

D
AL

sy
(@ ‘(//L.
&

<
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VL. LYGCIU, NELYGYBIU BEI JU SISTEMU
EKVIVALENTUMAS

Algimantas Urbonas (Vilniaus pedagoginis universitetas)
1.LYGTYS IR NELYGYBES SU VIENU KINTAMUOIJU

Apibrézimas. Reiskiniy su kintamaisiais pora, sujungta lygybés
(nelygybés) Zenklu, vadinama lygtimi (nelygybe).
Pavyzdziai
2
l. —=5-x;
x_

2. 2—x>4+2x;
3. 3x+y=1;

4. x2+yS1.

Pirmajame pavyzdyje pateikta lygtis su vienu kintamuoju, antrajame
— nelygybé su vienu kintamuoju, o treCiajame ir ketvirtajame pavyz-
dziuose — atitinkamai lygtis ir nelygybé su dviem kintamaisiais.

Lygties (nelygybés) su vienu kintamuoju bendras pavidalas yra
S =g(x) (f(x)>gl); f(x)<gx); f(x)2g(x); f(x)<g(x));
¢ia f(x) ir g(x) yra reiskiniai su kintamuoju x . Tokios lygties (nelygy-
bés) apibrézimo sritimi vadinama reiskiniy f(x) ir g(x) apibrézimo sri-

Ciy sankirta: D(f)N D(g).

Pavyzdziui, lygties vx—1=
[1:2)U(2+ ).

Apibrézimas. Kintamojo reik§me, su kuria lygtis (nelygyb¢) tampa
teisinga lygybe (nelygybe), vadinama tos lygties (nelygybés) sprendiniu.

. .1 .
Pavyzdziui, —2 yra lygties —x2+ 3 =2+ 3 sprendinys, o
2 x—2 x=2

apibrézimo sritis yra
x —_—

skaiCius 2 néra Sios lygties sprendinys.
I$spresti lygti (nelygybg) reiskia rasti visus jos sprendinius arba
irodyti, kad ji sprendiniu neturi.
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2. LYGCIU, NELYGYBIU BEI JU SISTEMU EKVIVALENTUMAS

Apibrézimas. Dvi lygtys, nelygybés arba ju sistemos vadinamos
ekvivalenCiomis, jei ju sprendiniy aibés sutampa.
Pavyzdziui, lygtis x=3x-2 yra ekvivalenti nelygybei

AVx—1<1-x,o0lygtis Vx+1 =x —ekvivalenti sistemai

{x +1=x2 R
x=0.

Pateikiame kelias teoremas apie ekvivalentuma (be irodymo).

1 teorema. Jei lygties f(x) = g(x) apibrézimo sritis priklauso reis-
kinio A(x) apibrézimo sriciai, tai lygtis f(x) = g(x) yra ekvivalenti
lyg€iai f(x)+h(x) = g(x)+ h(x).

2 teorema. Jei lygties (nelygybés) reiskinius tapaciai pertvarkysime
ir nepasikeis lygties (nelygybés) apibrézimo sritis, tai gausime lygti
(nelygybe) ekvivalencia duotajai.

Pavyzdziui, lygtis v CHl+x+2=9Ux?+1 yra ekvivalenti lygciai
x+2=0,o0 lygtis Vx +x+2=+/x —neekvivalenti lygciai x+2=0.

3 teorema. Lygtis W = g(x) yra ekvivalenti sistemai

Vm=£m,
2(x)=0.

4 teorema. Lygtis ./ f(x) =4/ g(x) yra ekvivalenti bet kuriai i§
sistemy

S (x)=0; g(x)=0.
(Sprendziant galima pasirinkti paprastesng.)

{f (x) = g(x), {f (x) = g(x),

5 teorema. Lygtis log, f(x) =1log, g(x) yra ekvivalenti bet kuriai
1§ sistemy
S (x) =g, S (x) =g,
{f (x) > 0; {g(x) > 0.
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6 teorema. Nelygybe log, f(x) <log, g(x) yra ekvivalenti vienai
i$ sistemuy:

S (x) 2 g(x), S (x) < g(x),
g(x)>0(kai0 < a <1); f(x)>0(kaia >1).
7 teorema. Nelygybé | f (x)| < g(x) yra ekvivalenti sistemai
{f (x) < g(x),
S (x)>—-g(x).
8 teorema. Nelygybé | f (x)| > g(x) yra ekvivalenti visumai
{f (x) > g(x),
S (x) <-g(x).

9 teorema. Nelygybé | f (x)| < | g(x)| yra ekvivalenti nelygybei
(f () +g(x)(f(x)-g(x)) <0.
10 teorema. Nelygybe 4/ f(x) < g(x) yra ekvivalenti sistemai
f(x) < g% (),
f(x) =0,
2(x)>0.
11 teorema. Nelygybé ./ f(x) > g(x) yra ekvivalenti sistemy vi-

sumai

f(x) =0,
g(x) <0,
2
S(x)>g"(x),
g(x)=0.
Pavyzdziai
1. Lygtis Vx?+5x+1=2x—1 ekvivalenti (pagal 3 teorema)
sistemai
3x(x=3)=0,
X2 +5x+1=2x-1)%, (x=3)
& 1 & x=3.
2x-120 X2z 5
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2. Lygtis V¥ —x+2=v2-x ekvivalenti (pagal 4 teorema) sis-

temai
X -x+2=2-x, {x=0,
= < x=0.
2—-x>0 x<2

3. Lygtis lg(8—10x— 12x2) =3lg(2x—1) ekvivalenti (pagal 5 teo-
rema) sistemai

_ _ 2= 13 _ 2 _
{8 10x—12x% = 2x—1) ,@{(m D@2 +2x+9) =0, _

2x-1>0 2x-1>0

4. Nelygybé log 4 2x+ 73 < log 4(5—x) ekvivalenti (pagal 6 teo-
A5 ;
rema) sistemai

X7 o5y (D= 3

2x+3 &4 2x+3 o xe|-2-1[U[45).
2

5-x>0 x<5

5. Nelygybé ‘xz —6x+ 8‘ <5x—x? ekvivalenti (pagal 7 teorema)
sistemai
{xz —6x+8<5x—x7, {sz ~11x+8 <0,
, & &

x2—6x+8>—5x+x x<8

i 4 4 4

=457 | 14457 (n_ﬁnwﬂ
4 & xe ; .

x<8

6. Nelygybé ‘xz -3x+ 2‘ >3x+x> =2 ekvivalenti (pagal 8 teore-

ma) visumai

X2 —3x+2>3x+x2 -2, -3x+2>0, 2
|, < xe|0;— .
x?—3x+2<3x—x>+2 x“=3x<0 3
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7. Nelygybé Vx? —2x>4-x ekvivalenti (pagal 11 teorema)
sistemy visumai

x> 4,
4—x<0, XSO,
x(x=2)=0, [xZZ, >4, 8
< < 8 & xe|—;+o|.
4-x20, y<4 xe(g;q 3
x2—2x>(4—x)2
x>—

SESTOJI UZDUOTIS

1. Kaurios i$ lygciu

a) V5x° —14x+5+5x+1=0,
b) V5x% —14x+5="5x+1,

©) 4x?+(x+3)% =8

. . . 4
yra ekvivalencios lygciai (Sx + x—JrlJ (x+1)=37?
X+

Isspreskite lygtis:

2. log 5 (+4x”—4x)=log, —(~x—x7);

4+ x*

3. VxS —dx+3=+11-4x;
4. ox—1+3fx-1=1

(spresdami pasinaudokite tapatybe: (a + b)3 =a>+b + 3ab(a+b));

5. 2010g4x\/;+ 71og16x X3 —3log, x2=0.
2
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ISspreskite nelygybes:
6. ||x-2|-2]<1;

7. ‘x2—5x+1‘<2x—5;

x3+8

>x—2;
X

9. Vx+l+42x <Bx—1+22x-1);

10. log; (x> —6x+18) < 2log (x—4).
3 3

Rz
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VII. URNU SCHEMOS IR BAIGTINES MARKOVO
GRANDINES

Bronius Grigelionis (Lietuvos Moksly akademija)
1. IVADAS

Tikimybiu teorijos iStakos siekia XVII a. viduri ir susijusios su
B. Paskalio. P. Ferma, Ch. Hiuigenso bei J. Bernulio vardais. Jy, o taip
pat vélyvesni A. Muavro, T. Bajeso bei P. Laplaso darbai buvo susi-
steminti P. Laplaso veikale ,,Analiziné tikimybiy teorija“ (1812). Tiki-
mybiy skaiCiavimas buvo grindziamas klasikiniu tikimybiy apibrézimu.
Statistinio mastymo ugdymui, o tuo paciu ir tikimybiy teorijos plétotei,
XIX a. didziule itaka turéjo A. Ketlé veikla ir jo knyga ,,Socialiné fizika“
(1835). F. Galtono, G. Mendelio, K. Pirsono darbais buvo sukurti bio-
metrikos pagrindai, o Dz. K. Maksvelio, L. E. Bolecmano, Dz. V. Gibso
buvo iSplétota statistiné fizika. Klasikinés mechanikos ir antrojo termodi-
namikos principo priestaravimai (J. LoSmito ir E. Cermelo paradoksai)
verté ieSkoti naujy tikimybiniy modeliy, netelpanciy i klasikinius teorijos
rémus ir galin¢iy nutiesti tilta tarp klasikinés mechanikos bei termodi-
namikos. Tiek istoriniu, tiek Siuolaikiniu pozitiriu labai svarbus buvo
A.Markovo 1907 m. darbas apie atsitiktinius ivykius, susietus i granding,
kuri dabar yra vadinama Markovo vardu. Markovo grandiniy ir ju
apibendrinimy teorija §iuo metu yra placiausiai taikoma apraSant désnin-
gumus tiek gamtos moksluose, tiek socialiniuose moksluose ir tech-
nikoje. Paprasciausiais atvejais uztenka apsiriboti modeliais su diskre-
¢iuoju laiku ir diskreCiomis biiseny aibémis, kuriuos elementariomis
priemonémis vaizdziai galima realizuoti urny schemomis ir kurios turéty
biiti prieinamos vyresniyjy klasiy zingeidiems moksleiviams.

2. BAIGTINE TIKIMYBIU TEORIJA

Siuolaikiné tikimybiy teorija yra abstrakti matematikos 3aka, pa-
grista A. Kolmogorovo aksiomatika (1933). Baigtiniu atveju ji yra leng-
vai suvokiama.

Formuluodami pagrindines baigtinés tikimybiy teorijos savokas bei
kai kuriuos jos teiginius naudosimés aibiy simbolika. Pavyzdziui, aibei,
susidedanciai i§ elementy o, kurie tenkina kokia nors savybe, uzraSyti
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vartosime Zyméjima {®: ...} ; ¢ia vietoje daugtaskio jrasysime reikala-
vimus, kuriuos turi tenkinti aibés elementai . Taip pat, norédami uzra-
§yti ivairias sumas, toliau vartosime sumos zenkla Z Apie aibes,

veiksmus su jomis bei sumos zenklo vartojima galima paskaityti
A.Plikuso knygeléje ,,Kombinatorikos, tikimybiu teorijos ir statistikos
pradmenys*, K., ,,Sviesa®, 2000. Zenklas [ reiskia jrodymo pabaiga.

1 apibrézimas. Baigtine tikimybine erdve vadinama baigtiné aibé
Q, kartais vadinama baigciy aibe, su jos elementams ® priskirtais
skaiCiais P({o}), 0 < P({w}) <1, ZP( {w}) = 1. Sutrumpintai baigting

we)
tikimybing erdve zymésime pora (€2, P). Aibés Q poaibiai yra
vadinami jvykiais , o skaiCius P(A4) = ZP({@}) — {wkio A tikimybe.
weA
Aibés Q poaibiai {®} i§ vieno elemento ® yra vadinami
elementariaisiais jvykiais. Tu$¢ia aibé & vadinama negalimuoju jvykiu,
priimant, kad P(J) = 0.

1 pavyzdys (klasikinis modelis). Tegu Q yra bet kokia baigtiné
baigéiy aibé, P({w}) = |Q|_1, kur |Q| zymi aibés Q elementy skaiCiuy.
Tada (Q, P) yra klasikiné tikimybiné erdveé.

Kai kurios baigtinés tikimybinés erdvés ypatingai svarbios ir turi
daugybe pritaikymuy.

2 pavyzdys. (Bernulio schema). Tegu baigéiy aibé yra:

Qz{(o:(o:(oao,...,a)n),mj e{0,1}, j=0,1,...,n},

n
P({o}) = p*(1-p)"" ™ k=Y 0;, 0<p<l.
j=0
Tuomet tikimybiné erdvé (Q, P) vadinama Bernulio schema.

Naudojantis zinomomis kombinatorikos formulémis bei Niutono
binomo formule, lengva patikrinti, kad tikrai

D P({o}) =1.
0eQ)
2 apibréZimas. [vykiai 4, ..., 4; yranepriklausomi, jei
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suvisais {jj,..., jj} < {l, ..., k}.

Nesunku suvokti, jog Bernulio schema yra n+1 nepriklausomy
bandymy modelis, kai kiekviename bandyme su tikimybe p stebimas
tas pats {vykis; o; =1 reiksty, jog j-ajame bandyme {vykis pasirode, o
o; =0 — j-ajame bandyme jvykis nepasirode. Taigi baigties

O = {0y, O}, ..., ®,}iSraiSka  rodo, kuriuose bandymuose jvykis
n
pasirodo, kuriuose ne; sumos k = Z(o ; reikSmeé yra jvykio pasirodymy
j=0

skaiCius per visus n+1 bandymy (zr. [1]).

3 pavyzdys (Markovo schema). Tegu € yra ta pati aibé, kaip ir 2
pavyzdyje, o

P({w}) = po(wg)p(®g, ®) ... p(@,-1, ®,), 0= po(j) <1, (1)

p0(0)+p0(1) =1,0< p(l’ ])Sl’ p(l’ O)J’_p(l’ 1) =1, 1 JE {O’ 1} .
Tuomet tikimybin¢ erdvé (Q, P) vadinama Markovo schema.

Matematinés indukcijos budu galima jsitikinti, kad Markovo
schemoje

D P({o}) =1.
[01S9)

Akivaizdu, kad Markovo schema yra bendresné uz Bernulio
schema. Ji turi zymiai daugiau taikymuy.

3 apibrézimas. Dviems ivykiams 4 ir B, P(B) > 0, skai¢ius

P(A|B) = PANB)
P(B)

yra vadinamas sqlygine jvykio A tikimybe, kai Zinoma, jog ivykis
B yra jvykes.

1 teiginys. Tegu Markovo schemoje

A(io, il, ceey ik) = {O)Z Wy = i(), W) = il, vy O = ik} 5
A () ={w:op =i}

Tada
P(Ai (i) | Ay, 1y, .- 5 1)) = P(A () | Ap—y (Gg—1)) = plig—y> i) (2)
su visais iy, i, ..., i €{0, 1}, kuriems P(A(iy, i}, ..., i )) > 0,
k=0,1,...,n.
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Lygybé (2) parodo esming Markovo schemos savybe: tikimybé
pasirodyti arba nepasirodyti ivykiui k-ajame bandyme nepriklauso nuo
bandymy su numeriais 0, 1, 2, ..., k—2 rezultaty, o priklauso tik nuo
(k—1)-0jo bandymo rezultato. Tuo paciu (2) lygybé paaiskina (1)
sandaugos tikimybiy prasme.

1 teiginio jrodymas. Turime, kad

P(A(io, il, ey lk)) = P({(DI(DO = io, vees O = lk}) =

11
= z Z[Po(io)l?(l'o’ﬁ)-up (g—1>1) P (g ©p41)--p (@)1, ©,)] =

wk+1:0mn:0
=polio) p (o, i1) - p (g1, i) = P(A(g, s ik1)) Plik—1,ik) s
nessuvisais k=0,1,...,n—1.

1 1
2 -2 Pl op) . p (@, 0,)]=1.

O 1 =0 O, =0

Toliau

P4y (i) = P({o:op =i }) =
1 1 1 1 1
=D > D D Y [po(@y)-
®p=0 ;=0 o;=00,,,=0 ©,=0
P (00, ©1) . p (@1, ix) P (i, Opq1) o P (0, ©)] =
1 1 1
= D> D Y [po(@g) p (g, ®p) . p(0pysig)]-
=0 ;=0 w;_1=0

1 1

' Z Z P (k> Opg1) o P (@01, ©y)] =

0f+1=0 ©,=0

1 1 1
=D D D) Tpo(wg) p (g, @) .. p (0, i) ]
®y=0 =0 ;=0

bei analogiskai

P( A () N A (i) = P({@: 0 = ig_y, 0 =ip}) =
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11 1
=D D D [po(g) p@g, ). p(0fasigy) pligysig) 1=

(,00:0 0)1:0 (,Ok_2=0
= P(Ag—1 (ig—1)) PQig-15 k) -
Belieka pasinaudoti 3 apibrézimu, nes
A ()N Ay o s i—q) = Ay, - » iy)
ir tuo paciu

P (i) | Aligy o sify) = A0, T8

= P15 i)
P(A(lo, ,lk_l)

bei
P(A_1 (i) N A4 (G S
(A1 G 1)' i (i) = ). O
P(A—1 (k1)
Dabar irodysime pagrindines tikimybiy skaic¢iavimo formules.

P(Ap (i) | A—1(ig—1) =

2 teiginys. a) Bet kuriems ivykiams A ir B teisinga sumos formulé:
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB).
b) Jei ivykiai 4,..., 4, yra tokie, kad Aj N4, =9, j#k, ir

/
UA [ =€, tai bet kuriam [vykiui A yra teisinga pilnosios tikimybés

j=

[
formulé:  P(4)=Y P(AN4;). Jei, be to, P(4)>0, P(4;)>0,

j=1
/
j=L...l,tai P(4)=> P(A|4;)P(4)),
j=1
P(A| A;) P(A;
P(4; | 4) = l( [ 4)) P(4)) (Bajeso formulé).

D P(A] 4) P(4p)
k=1
¢) [vykiams A4 jJ= 0,1, ..., n, kuriems

P(4hN..N4,)>0,

teisinga sandaugos formule:
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P(An m An—l mﬂ Al ﬂ Ao):
2 teiginio jrodymas. a) Akivaizdu, kad
AUB=A4AU(B\(4NB)),
0 A ir B\(4NB) neturi bendry elementy. Todél

P(AUB)= > P({o})=

weAUB
=Y P{o))+ Y P({o})=P(4)+P(B)-P(ANB)
weAd weB\(4ANB)

b) I$ teiginio salygu akivaizdu, kad poaibiai 4[] A4 j» J=h. 1,
/
neturi bendry elementy ir U(A N 4;)=A4.Todel

j=1
/ /
P(4)=) P(lop)=), D PHo})=) P(AN4)).
weAd J=l wedN4; j=1
Toliau i$ 2 apibrézimo gauname, jog
. P(AN 4))
Todél
/
P(4)=>" P(A| 4;) P(4;)
j=l
bei
P(4; | )= IP(A | 4;) P(4;) ‘
D P(A] 4)) P(4))
j=l1
¢) I§ 2 apibrézimo turime, kad
P(4,N...NA4y)

P(Ay | Ay N0 dg) =

P(4, ; N...NA4y)°
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P(4,_1 N....N 4p)
P(4,_5 N...N4g)"

P(An—l ‘An—z N...N A0)=

P4 | 4) = ”f(—jo‘;‘))
P(Ag) = P(4y).

Sudauging kairiasias ir deSiniasias Siy lygybiu puses randame, kad

P(A, N ... Ag) = P(A, | A, 1 N ...V Ag) ... P(4; | Ay) P(4o). [

4 apibrézimas. Sakome, kad ivykiai 4 j j=0,1,...,n yra susieti i
Markovo granding, jei
P(Ag [ Ag—y N...00 Ag) = P(Ay | Agy)
su kiekvienu k =1, ..., n, kariam P(4,_1 ... 4y)>0.
4 pavyzdys. IS 2 apibrézimo turime, kad bet kokie nepriklausomi
tvykiai Ay, A4y, ..., 4, yrasusieti { Markovo granding.

5 pavyzdys. IS 1 teiginio iSplaukia, kad Markovo schemoje ivykiai
A(iy), i €{0,1}, k=0,1, ..., n, yra susieti { Markovo granding.

3. BAIGTINES MARKOVO GRANDINES

Tarkime S yra baigtiné aibé, vadinama biiseny aibe, ir (QQ, P) yra
baigtiné¢ tikimybiné erdveé. Tegu duoti skaifiai pg(x), 0< py(x) <1,
D po()=1ir pp(x, ), 0< p(x, ») <1, Y pp(x,»)=1, x,yeS,
xeS yeS
k=1,..,n. Tuomet p, zymeésime vektoriy su komponentémis p (x),
x €S, o Iy —matricas (pg(x, )y, yes, k=1 ..., n.

Pavyzdziui, jei S = {x}, xp, x3}, tai vektorius p, yra trijuy skaiciy
rinkinys: pg = (po(x1), po(x2), pp(x3)). Matrica I1, Siuo atveju yra
lentelé, kurioje suraSytos tikimybés p; (x;, x j ), kai i=1,2,3 ir
j=12,3:
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pr(x, x)  pr(x, x3)  pr(xg, x3)
My =| pr(x2, x1)  pr(x2, x3)  pr(xz, x3) |-
Pir(x3, x1)  pr(x3, x2)  pr(x3, x3)

5 apibrézimas. Sakome, kad atvaizdziai X;:Q — S,k =0,1,...,n,
sudaro baigtine Markovo grandine su pradiniu tikimybiy vektoriumi p
ir peréjimo tikimybiy k-jame Zingsnyje matrica I1;, jei

P(AO(XO) N A (x1) n..N 4,(x,)) = po (XO )P1 (XO 2 X1) e D (X5 Xp)
suvisais x; €S, kur 4, (x;) ={o: Xy (0)=x;}, k=0,1,...,n.

Markovo granding vadiname homogeniska, jei peréjimo tikimybiy
matricos I1; nepriklauso nuo £.

Paaiskinimas. Atvaizdis X : Q — S yra taisykle, priskirianti kiekvienam
aibés Q elementui aibés S elementa. Kitaip tariant, X; yra funkcija, kurios
apibrézimo sritis yra Q , o reikSmés priklauso aibei S.

6 apibréZimas. Vektorius p; su komponentémis P(A;(x)), xS,
yra vadinamas Markovo grandinés tikimybiniu skirstiniu momentu £ .

3 teiginys. Markovo grandinei su pradiniy tikimybiy vektoriumi p,
ir peréjimo tikimybiy £ -jame Zingsnyje matrica I1; galioja lygybe

P(Ag(x0) N A1 (x) N . Ay (x)) = po (x0) 1 (X5 X1) e P (Xpe—15 Xfc)
su visais X €S, j=0,L..,k, k=1..,n1ir
P(Ag o) | Ay Co) NV A (x) N Ag (3x9)) =
= P(Ay (xp ) | Ay (xg—1)) = P (1> X )
suvisais S, j=0,1,....,k, k=1, ..., n, kuriems
P(Ap (x1)N..N Ag (x0))> 0.
3 teiginio jrodymas. Turime, kad
UAj(x)z{(o:Xj(w)eS}zQ,
xe§
P(Ag (x0) M Ay () M. A (g ) =
=P({o: X (o) =xg, X1(0) =x),..., X (0) =x; }) =
= > D P X (@) =X, e Xjp (@) = X ooy X (@) = X1,

X €S x,eS

70



URNU SCHEMOS IR BAIGTINES MARKOVO GRANDINES

e Xp(@)=x, )= D D P(Ag(xg) N A () NN Ay (x,)) =

X €S x,eS8

= DD pox) 1 (x5 X1) e P (Xt Xp) Preat (K» X)) oo’

X €S x,eS
“Pn(Xp1, %) = po(x0) P1 (X0, X1) oo pi (X1, X ) -
: z Z Prert (s Xjeq1) oo Py (X1, X)) =

X €S  x,eS

= po(x0)p1(x0, x1) - P (Xp—1,> X )

nes i§ lygybiu ij (x,y)=1,x€eS§, j=1,...,n, iSplaukia, jog
yeS

D D Pret Gk K1) oo Py (Kpgs X ) =1

X €S x,eS

Toliau analogiskai 1 teiginio jrodymui turime, kad

P(Ag(x0) Ay (xp) ...V A (x4)) =

= P(Ag (x0) 1Ay (o) (Vo Ay Gegem1)) Pie (X1 X )

P(Apy Cogy) N A (xg)) = P(Ag 1 (1)) P (K10 X )
ir pasinaudojus 2 apibrézimu,

P(Ay (xp )| Ao (x0) eV (A—g (xg1)) = P (X1, X )
bei

P(Ay (xp) | Aoy (k1)) = P (g1, X5 ) -

4 teiginys. Markovo grandinés skirstiniai p; tenkina rekurenting
formule:
Pr=pPi-1ly, k=1,2,....
Homogeniskai Markovo grandinei
pr=po 1%, k=1,2,....
€11 - Clm dip ... dy,
Paaiskinimas. Matricy C=| ... .. .. irD=
€ e Clim dpy o dpy,
sandauga apibréziama formule:
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Sir o Su
CD=F= oy
S fu
m
kur foo=D cpdy s i=ll, k=17
j=1
Kai /=m, zymime C* =C..C, k=1,2,....

%r_/

k karty
Kai /=1, r =m, turime, jog

dll cee dlm m m
(Cl,...,Cm) = chdjl”zcjdjm
dm - dpm J=1 J=1

Kai /=r=m, o0 air b yra skaiciai, tai

acly e A Cyy

aC=

ACp o ACyy,

ir
acyy +bd11 . acyy, +bd1m
aC+bD=
acy +bd,, .. ac,, +bd,,,

4 teiginio jrodymas. Kai k=1, naudodamiesi pilnosios tikimybés
formule, turime, jog

P =Po: Xj(@)=x;})= D P{o:Xo(0)=xg, X (0)=x})=

xpeS
- Z P(Ay(xo) N A4;(x1)) = Z P(4;(x1) | Ag (0 )P(Ag (x)) =
€S xpeS
- Z Po(xg) p1(xg,x1) .
XpES
Vadinasi,
p1="poll;.

Toliau taikome matemating indukcija.
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Tegu
Pi-1= P2}y
Tada
prx)= D, P4 )= Y, P(Aq Gopmp) N Ay (xp)) =
X;_1€S Xp_1€S
= > P(A O | Apoy (K1) P(Agy (xp)) =
X;_1€S
= > pra (o) Pr (gt X))
Xp_1€8
Tuo budu

Pk = Pr—111g
HomogeniSkos grandinés atveju I1; =I1 ir matematinés indukcijos
keliu randame, kad
k
pr=poll”. 0O
6 pavyzdys. Markovo schemoje pazyméje S ={0,1}, X, (o) =0y,
k=0,1,..,n, turime, kad X;, k=0,1,..,n, yra baigtiné
homogeniska Markovo grandiné su pradiniy tikimybiy vektoriumi
Do = (pp(0), po(1)) ir peréjimo tikimybiy matrica
- (p(O, 0) p(, l)j
r(1,0)  p(,1)
Kai p(0,1)> 0 ir p(1, 0) > 0, galioja lygybé
0k - 1 (p(l, 0) p(0, 1)] .\
p0, 1)+ p(1,0)\ p(1,0)  p(0,1)
, (1= p(0.)— p(, )" ( pO.1) —p(0, 1)}
p(O: 1)+p(1a O) _p(la 0) p(la O) ’
Tikrai, kai £ =1,
1 (p(l, 0) p(0, I)J .
p0,1)+ p(1,0)\ p(1,0)  p(0,1)
L 1=p(0.) - pl, O)( p(0,1) - p(0, 1))
0, +p1,0) (-p10)  pd,0)

=1..,n
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1 (p(O 0)(p(0,1) + p(1,0))  p(0,1)(p(0,1) + p(, 0))}
" (O, + p(1,0) (L 0)(p(0, 1)+ p(L.0))  p(LD(p(0, 1)+ p(1, 0))
=1II.
Toliau

(p(l, 0) p(O, l)j - (p(l, 0) p(O, 1)]
p(1,0) p(0,1) p(1,0) p(0,1)
ir

p(0.1) - p(0.1) p(0.1) - p(0.1)
I =(1-p(0,1) - p(1,0 :
[—p(l,m p(LO)J (1=pO.D - p( ))(—pa,O) p(LO)J

Vadinasi, jei formulé laipsniui ¥ teisinga su duotu £, tai
1 (p(la 0) p(0, 1)] N
~ p(O.D+ p(1,0) \p(1,0) p(0.1)
, (1= p(0. )~ p(1, 0)*"! [ pO.1) = p(0, 1)J |
p(0,1)+ p(1,0) -p0.1)  p(,0)
Belieka pasinaudoti matematine indukcija.

5 teiginys. Kokia bebiity baigtiné biiseny aibé S, pradiniy tikimybiy
vektorius py ir per¢jimo tikimybiy matricos Il;, k=1,..,n,

egzistuoja baigtiné tikimybiné erdvé (Q, P) ir tokie atvaizdziai X :
Q- 7, kad X, 0> X s oo X , yra baigtiné Markovo grandiné su pradiniy
tikimybiy vektoriumi p( ir peréjimo tikimybiy k -jame zingsnyje
matrica [T, k=1, ..., n

5 teiginio jrodymas. Uztenka paimti Q={®:0= (D, .er @),
é)j €S, j=0,1,..,n} (imciy aibé),

P ({&}) = po(@9) po (@, D) - pn«bn_l, ®p),
X () = co , j=0,1,.

ir pasinaudoti 5 apibre21mu. O

Markovo grandiné, aprasyta 5 teiginyje, vadinama kanonine.
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4. URNU SCHEMOS

Panagrinésime tik kelias urny schemas i$ ju didziulés jvairovés.

Tegu urnoje yra M balty ir N juody rutuliy. Atsitiktinai iStraukus
rutuli, jis grazinamas i urng papildomai idedant ¢ tos pacios spalvos ir
d priesingos spalvos rutuliy; ¢ia ¢ ir d — bet kokie sveikieji skaiiai.
Po to tesiamas rutuliy traukimas pagal ta pacia taisykle (kai ¢ arba d
yra neigiamas skaicius, tai papildomy rutuliy idéjimas i§ tikryju yra ju
i8émimas i§ urnos).

Kai ¢=d =0, tai turésime rutuliy traukimo i§ urnos schema su
grazinimu, t.y. Bernulio schema su balto rutulio iStraukimo tikimybe

M

M+N'
Atvejis ¢ =—1, d =0 atitinka traukimy be grazinimo schema.
Kai ¢ =-1, d =1, turime traukimo su grazinimu, pakeiciant rutulio
spalva | prieSinga, modeli (Erenfesty difuzijos modelis).

Atkreipkime démesj, kad atveju c+d <0 apraSytasis procesas
pasibaigs per baigtinj traukimy skai¢iy.
7 pavyzdys. Tarkime, aprasytoje urny schemoje ¢=d =0. Tegu

p:

Xo=1, X, = (—l)N k, kur Nj yra iStraukty balty rutuliy skaicius per
pirmuosius &k bandymy, k=1,..,n. Parodysime, kad X,
k=0,1,..,n, yra homogeniska Markovo grandiné su biseny aibe
S ={-1,1}, pradiniy tikimybiy vektoriumi py=(0,1) ir peréjimo
tikimybémis
N M
p(_l’_l)_MJrN’ P(l,—l)—m-

Akivaizdu, kad su visais k=1,..,n, X; =X, (=D, kur ¥,
yra lygus 1, jei k-tuoju bandymu iStraukiamas baltas rutulys ir Y;, yra ly-
gus 0, jei k-tuoju bandymu yra iStraukiamas juodas rutulys. Kadangi turi-

me Bernulio schema su balto rutulio iStraukimo tikimybe p = YA
+

tai, zinant X;_; reikSmg X reikSmé nepriklausys nuo pirmyjy k-1
bandymy baig¢iy. Tai irodo grandinés X, X1,..., X,, markoviSkuma ir
jos homogeniSkuma, nes biisenos k-jame Zingsnyje nesikeis, jei Y; =0 ir
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keisis, jei Y, =1, t.y.

N
~L-D)=pl1)=———
p( )=p(,1) Y,
ir
M
“Lh)=p1,-1)=———.
p(=1,1)= p( )M+N

Kadangi X, =1, tai py =(0,1).
8 pavyzdys. Tarkime, urny schemoje ¢ =—1,d =1. Tegu Xy =M ,

X yra balty rutuliy skai¢ius urnoje po k traukimy, k=1,..,n.
Parodysime, kad X,, k=0,1,..,n, yra homogeniska Markovo
grandiné su biseny aibe S ={0, 1,..., M + N}, pradiniy tikimybiy
vektoriumi py = (0, ...,0,1,0, ..., 0), peréjimo tikimybémis

— —

M karty N Kkarty

M+ N-—i i
Li+l)=— p@,i-1)= ,
P ) M+ N P ) M+ N
i=L,..,M+N-1, p(0,)=1, p(M+N,M+N-1)=1 ir =0 kitais

atvejais.

Turime, kad su visais k=1,....,.n X, =X, +Z;, kur Z;, yra
lygus —1, jei k-tuoju bandymu iStraukiamas baltas rutulys ir Z; yra
lygus 1, jei k-tuoju bandymu istraukiamas juodas rutulys. Jeigu zinoma,
kad X;_; =/, tai k-tuojo bandymo metu urnoje bus j balty rutuliy ir
M +N—j juody rutuliy. Vadinasi, grandiné X, X,..,X, bus
homogeniska Markovo grandiné su tokiomis nenulinémis peréjimo
tikimybémis.

. J . M+N-j .
PG, j=N=1r = P, j+ ) =——=, j=b... M+ N-1,
pO,D)=1ir p(M +N,M + N -1)=1.

Kadangi Xy =M ,tai py=|0,...,0,1,0,...,0|.
— —
M karty N karty

Baigdami aptarsime klasikini Bernulio-Laplaso difuzijos modelj.
Tegu turime dvi urnas, kuriose yra po N rutuliy, i§ ju M balty,
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(M <N)ir 2N —M juody. I§ abiejy urny vienu metu atsitiktinai trau-
kiame po rutulj ir juos graziname, sukeisdami vietomis.

9 pavyzdys. Tegu X yra balty rutuliy skai¢ius pirmojoje urnoje
po k traukimy, k =0,1,..., n. Parodysime, kad X, k=0,1,...,n,yra
homogeniska Markovo grandiné su biiseny aibe S ={0,1,..., M},
peré¢jimo tikimybémis

. i M-j) .
p(.]’.]_l):i( _—Jj’ ]:17"'7M7

N N
. M 2jM-j) .
P(J,J)=1——+‘](—zj), j=0,1,... M,
N N
p(j,j+1)=(N_]])v(2M_]), j=0,1,..,M-1,

ir =0 kitais atvejais.

Akivaizdu, kad su visais k=0,1,....,n X, =X;_;+V;, kur V}
yra lygus —1, jei k-tuoju bandymu i§ pirmosios urnos istraukiamas baltas
rutulys, o i§ antrosios urnos iStraukiamas juodas rutulys. V', yra lygus 0,
jei 18 abiejy urny k-tuoju bandymu iStraukiami tos pacios spalvos rutuliai,
ir V. yralygus 1, jei i§ pirmosios urnos iStraukiamas juodas rutulys, o i§
antrosios urnos iStraukiamas baltas rutulys. Jeigu Zinoma, kad X,_; =/,
0<j<M, tai k-tuojo bandymo metu pirmojoje urnoje bus j balty ir
N — j juody rutuliy, o antrojoje urnoje bus M — j baltuir N - M + j
juody rutuliy. Kadangi traukimai i§ abiejy urny yra atliekami tuo paciu
metu ir nepriklausomai, tai jrodo, kad grandin¢ X, X;,..., X, yra
homogeniska Markovo grandiné su auks$¢iau nurodytomis peréjimo
tikimybémis.

Idomiis ir svarbiis uzdaviniai, iSkylantys nagringjant baigtines
Markovo grandines, yra peréjimo tikimybiy matricy IT laipsniy kuo
paprastesni apskaiciavimo algoritmai, o taip pat salygy, kada egzistuoja
1" ribos, kai n tolsta i begalybe, istyrimas. Jie siejasi su grafy teorija
bei gilesne matricy teorija, taciau tai jau atskira tema.
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SEPTINTOJI UZDUOTIS

1. Patikrinkite, kad Bernulio schemoje

2 Pioh)=1.

wed

2. [rodykite, kad Bernulio schemoje ivykiai
Ak(ik)Z{(DZ(Dk :ik}’ ik € {0, 1}, k=0, 1,...,71,
yra nepriklausomi ir

P4, (i) =p(-p)\ %, k=0,1,....n.

3. Patikrinkite, kad Markovo schemoje
D P({o})=1.

[=9)

4. Patikrinkite, kad tuo atveju, kai po()=p@G,1)=p, i=0,1,
Markovo schema sutampa su Bernulio schema.

5. Irodykite, kad Bernulio schemoje |Q|=2" 1, kai p= % ,
P({o}) = |Q|_1 , t.y. turime klasikinio modelio atveji.

6. Urnoje yra 2 balti ir 3 juodi rutuliai, kurie, gerai i§maisius, trau-
kiami be grazinimo. Apibrézkite atitinkama tikimybing erdve ir
frodykite, kad tikimybés ivykiy, jog pirmuoju ir paskutiniuoju
traukimu bus iStraukti balti rutuliai yra lygios. Raskite tas
tikimybes.
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7. Turime elektros granding (Zr. pav.), kurioje kontaktai 1, 2 ir 3 gali
blti sujungti arba atjungti nepriklausomai vienas nuo kito su
lygiomis tikimybémis 1/2.

T ®

2 3

Apibrézkite atitinkama tikimybing erdve ir raskite tikimybe ivykio,
jog lemputé nedegs. Raskite salyging tikimybeg, jog kontaktas 1
atjungtas, jei zinoma, kad lemputé nedega.

8. Matematinés indukcijos budu irodykite, kad kai

1 0 ok 1 0
I1= ,tar T1" = k il k=12,
l-q ¢ l-¢" ¢

k
0 1 1 0
9. Matematinés indukcijos budu irodykite, kad (1 Oj = (0 J , kai

0 1
k lyginis natiiralusis skaiCius, ir =[1 OJ’ kai k yra nelyginis
natiiralusis skaicius.

10. Tegu ory kaita i§ giedros i likanotg ir atvirk$ciai apraso homo-
geniSka Markovo grandiné su peréjimo tikimybiy matrica

0,6 04 o . . N
= (O 2 0 8} Raskite tikimybg, kad poryt bus giedra diena, jei

zinoma, kad Siandien yra giedra.
-3

O
/7

( \"’/)
\fJ :.(‘ﬁﬁ
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VIII. KOORDINACIU SISTEMOS. ZEMELAPIAI

Algimantas Juozapavicius (Vilniaus universitetas)
Juozas Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Mokykloje susipazinote su plokStumos ir erdvés sta¢iakampémis
Dekarto koordinaciy sistemomis.

Siame straipsnelyje nagrinésime kitas plokstumos ir erdvés koordi-
naciy sistemas, kurios taikomos sprendziant jvairias matematines proble-
mas kartografijoje, navigacijoje ir pan.

1. PLOKSTUMOS PRAZULNIOJI KOORDINACIU SISTEMA

Pasirinkime dvi susikertan¢ias (nestatmenas) ploksStumos tieses
(1 pav.). Ju susikirtimo taska pazymékime O ir kiekvienoje i§ juy pasi-
rinkime ta8kaq E; ir E,. Taskui O priskirkime skaiciy pora (0; 0), tas-
kui E; —skaic¢iy pora (1; 0), o taskui £, — (0;1). Ties¢ OE; vadinama

1 pav.

x-y aSimi, o ties¢ OE, — y-y aSimi. Gauta koordinaCiy sistema
vadinama prazulnigja. Dabar kiekvienam plokStumos taskui M galima
priskirti skaiciy pora — jo koordinates. Per taska M bréziame tieses,
lygiagrecias su koordinaciy aSimis. Jos kerta koordinaciy asis taskuose
oM, _ OM,
or, " 7~ 0O,
Teisingas ir atvirkscias teiginys: bet kuriai skaiCiy porai (x; y) galima

— taSko M koordinatés.

M, ir M,. Skaiiai x=

rasti plokStumos taska M, kurio koordinatés yra $ie skaiciai.
Uzrasysime keleta formuliy.
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1) Tieses, einancios per du taskus A(x4; y4) ir B(xg; yp), lygtis
X=X4q4 _ Y—)4
Xp—X4 VBT V4

2) Tasko C, dalijancio atkarpa tarp tasky A(x4; v4) ir B(xp; yg)

santykiu A, t.y. % =\, koordinatés yra

xpe =4 +Axp yo =24 +hyp
1+x 1+4

3) Atstumo tarp dviejy tasky A(x4; y4) ir B(xp; yp) formulé

AB:\/(XB ~x )+ (g —v)* +2xp —x)(¥p — ¥ 4) 08 O;
¢ia o — kampas tarp koordinaciy asiu.
4) Trikampio ABC ploto, kai Zinomos jo virStniy koordinatés,
formulé
sin®
2
Prazulnioji koordina¢iy sistema efektyviai taikoma sprendziant
uzdavinius, kuriuose nereikia ieskoti atstumy, kampy didumy.
1 pavyzdys. Keturkampis ABCD yra lygiagretainis. Jo krastinése

AB, BC, CD ir DA pazyméti taskai I, J, K ir L;beto, Al =%AB,

S =

[x4(v3 —ye) +xp(ve = ya) +xc (v 4 - ¥B)].

BJ = %BC, CK = %CD it DL = %DA (2 pav.).

v
D/ K

L

ﬁ//lf B X
F

2 pav.

Irodysime, kad tiesés IJ, AC ir KL susikerta viename taske.
Sprendimas. Tegu ties¢é AB yra x-y aSis, ties¢ AD — y-u aSis,
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otasky 4, B ir D koordinatés yra: A4 (0;0), B(1;0), D(0;1). Tuomet

gausime tokias tasky /, J, K ir L koordinates: I(%; Oj, J(l;%j,

C(l; 1), K(%; IJ , L(O; %j Parasysime tiesiy AC, IJ ir KL lygtis:

AC: y=x,
1
e —3-270 5 g0
1 1
1—— il
3 4
y_l
KL : XT_Oz—;‘:»9x—4y+1=o.
3 4
Nesunku jsitikinti, kad lygciy sistema
x—y=0,
3x-8y—-1=0,
O9x—-4y+1=0

C .. 1 1 L Lo .
turi vienintelj sprendini —g; 5 Taigi visos trys tiesés eina per taska
F (—l; —lj

5 5

Plokstumoje pasirinkime taska O ir spinduli OP (3 pav.). Bet
kurio plokStumos tasko M padéti galima M
nusakyti to tasko atstumu r iki O (OM =r)
ir kampu ¢, kurj sudaro OM su OP. Taskui
M priskirti skai¢iai (r;¢) vadinami jo @
polinémis koordinatémis 3 pav.
(0<r<+w, 0<@<2m).

Taskas O vadinamas poliumi, o spindulys OP — poline asimi.

2. POLINE KOORDINACIU SISTEMA

~
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Jeigu Dekarto koordinaciy sistema pasirinksime taip, kad poliné aSis
sutapty su Ox asimi, o Oy aSis — statmena polinei asiai, tai rySys tarp
taSko M poliniy ir Dekarto koordinaciy yra toks:

X=rcoso,

{ y=rsin@

(y20, x>0, och<g; x<0, y>0, gs@m, y<0, x<0,

nS(p<37n, y <0, xZO,%IS(p<2n).

Polinés koordinaciy sistemos koordinatinis
tinklas pavaizduotas 4 pav.

Apskritimo, kurio spindulys a, o centras O,
lygtis yra » = a . Tiesés, einancios per poliy ir su
poline asimi sudarancios kampa o, lygtis yra
o=a.

Nesunku isitikinti, kad apskritimo, kurio centras (a;0), o spindulys

a, lygtis polinéje koordinaciy sistemoje yra » =acos@. Lygtis apskri-
timo, kurio centras (0; a), o spindulys a, poliné¢je koordinaciy sistemoje
yra r = asing.

Atstumas tarp dviejy taSku A(r4; ¢ 4) ir B(rg; ¢ p) skaiiuojamas
pagal formulg

ABz\/rj + rl% —2ryrgcos(Pp — 0 4),
o trikampio OAB (vir§iné O yra poliuje) plotas — pagal formulg

1 .
S =574 sin (93 —94)-
2 pavyzdys. Polingje asyje rasime taska, nutolusi 5 vienety atstumu

nuo tasko A[4\5 ; gj .

Sprendimas. Sakykime, kad taSkas M (r; 0) nutolgs 5 vienety atstu-
mu nuo tasko 4. Tuomet

\/724—(4\5)2—2-1/-4\50%% =5,
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ty. r2—8r+32=25. I§ &ia n =1, rp,=7. Taigi yra du taskai,

M(1;0) ir M,(7;0), nuo tasko A (4\/5 ; %} nutol¢ 5 vienety atstumu.

3. SFERINES KOORDINATES

Tasko M padéti erdvéje galima nustatyti
(turint staciakampe Dekarto koordinaciy sistema)
Sio tasko atstumu p (0 < p < +0) iki koordina-
¢iy pradzios O, kampu 0 tarp OM ir aSies Oz
(0<£6<7) ir kampu ¢ tarp OM projekcijos 1
Oxy plokStuma OM; ir Ox aSies, 0< @ <2m

(5 pav.).
Koordinatés (p, ¢, 0) vadinamos tasko M

5 pav.

sferinemis koordinatéemis. Ju rySys su Dekarto sta¢iakampémis
koordinatémis nusakomas formulémis:

X =pcosesinb,
y = psinpcoso,
z =pcosH.
Kai p=a, o tasko M koordinatés ¢ ir 0 kinta, taSkas M apraso
sfera, kurios spindulys lygus a, o centras yra Dekarto koordinaciy
pradzioje. Taigi koordinatés ¢ ir 6 yra tasSko M koordinatés ant sferos.

4. STEREOGRAFINE PROJEKCIJA

Nagrinésime sfera, kurios spindulys R . Dekarto koordinaciy siste-
ma pasirenkama kaip parodyta 6 pav. Per sferos taska N(0; 0; — R) nu-

bréziame lieCiamaja plokStuma w. Sferos taskus i§ tasko P(0; 0; R) pro-
jektuojame i plokStuma w. Pavyzdziui, taSko M projekcija lieCiamojoje
plokstumoje yra taskas M, o tasko L — taSkas L;. Didziyjy sferos
apskritimy, kuriy skersmuo NP, projekcijos yra tiesés, einanc¢ios per
taska N, o apskritimy, gauty kertant sfera plokStumomis, statmenomis
Oz aSiai, apskritimai. Toks sferos tasky projektavimas | lieCiamaja
plok$tuma vadinamas sferos stereografine projekcija.
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Pusapskritimis, kuris eina per taskus P, N ir (R;0;0), projek-
tuosis i spinduli N p. Ji laikysime poline asimi. Rasime tasko M poli-
nes koordinates, jei taSko M koordinatés ant sferos yra (¢;0).

Lygiasoniame trikampyje OMP iSvedame auk$ting OK . Kadangi

ZOPKzg—%, tai LPMlNzg ir NM1=Pthgg=2Rctgg.

Taigi taSko M koordinatés yra (ZR ctgg; (pj .

6 pav.

3 pavyzdys. Rasime atstuma tarp spindulio R sferos taSky

NEx:
3°3

(plokstumoje).
Sprendimas. Pastebésime, kad tasky A ir B antrosios koordinatés
yra lygios. Vadinasi, jie yra apskritime, kurj iSkerta plok§tuma, statmena

B (%,gj ir ju vaizdu stereografingje projekcijoje

v . T R . .
Oz asiai ir nuo centro O nutolusi atstumu Rcosg = 5 Sio apskritimo

. . R+3 . .
spindulys 7 = Rsmg = T\/_ Taigi atstumas tarp tasky A4 ir B lygus

3 ... 3m m Sm .
, lanko, turin¢io — — — = —radianuy,
4 3 12

apskritimo, kurio spindulys
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RY3 5n_5nR\3

2 12 24

ilgiui AB = ~1,13R . Siy tasky vaizdy A ir B

polinés koordinatés yra: A1(2R ctg%; gj , BI(ZR ctg%; %Tnj Atstumas

tarp $iy tasky yra

4By =\/4R2-3+4R2-3—2-4R2 -3cosf—72t =

= \/24R2 —24R? cosf—;E = RJ24 - |1- cosf—;E =

= R@-ﬁ-cosi—z = 4R\/§-cos§—z ~55R.

5. CILINDRINE KOORDINACIU SISTEMA

Si sistema yra vienas i§ galimy polinés koordinadiy sistemos api-
bendrinimy trimatéje erdvéje. Jei per polinés sistemos koordinaciy pra-
dzia O iskelsime statmenj $ios sistemos plokStumai (tiesg z), tada kiek-
vieno tasko M padéti erdvéje galésime nusakyti trimis skaiCiais:
(r, @, z) —tai ir bus tasko cilindrinés koordinatés (7 pav.).

Gana nesudétinga iSvesti formules, siejancias cilindrines ir Dekarto

koordinates: z
X=rcosoQ,
y=rsing,
z=1z;

rzwlxz +y2,

arcsin(lj , jeigu x>0,
r

(p =
T— arcsin(lj , jeigu x<0,
r

Z=Z.
Sitilome i$spresti kelis pratimus.
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Pratimai:
1. Raskite cilindrines koordinates tasko, kurio Dekarto koordinatés
yra (1, 2, 3) . Raskite Dekarto koordinates tasko, kurio cilindrinés koordi-

natés yra: [2; %; 3) .

2. Parasykite rutulio, kurio centras yra koordinaciy pradzioje, o
spindulys lygus R, lygti Dekarto ir cilindrinése koordinaciy sistemose.
3. ParaSykite pavirSiaus lygti cilindrinése koordinatése, jeigu jo

lygtis Dekarto sistemoje yra z = X2+ y2.
Cilindriné koordinaciy sistema populiari karto-
— grafijoje (8 pav.).

/ IS Sio paveikslélio taip pat matosi rySys tarp
™ cilindriniy ir sferiniy koordinaciy. Peré¢jimo formu-
N lés yra tokios:

4 | r = psing,
:’:: ; z = pcoso, (i§ cilindrinés { sfering);
™~ ¢=9
Ny |
[.2 2 . .

N r=ENro+ze, (i$ sferinés

i cilindring).
N ¢ = arctg— ! ®
N z

Lengvas pratimas: iSreikSkite sin¢ ir cos
cilindrinémis koordinatémis.

\

8 pav.

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Brézinyje pavaizduoti du lygiagretainiai OACB ir O4CB;.
[rodykite, kad tiesés AB;, BA; ir CCy susikerta viename taske.
B 1

G
B C

4
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Nurodymas. Pasirinkite prazulnia koordinaciy sistema taip, kad tiesés
04 ir OB bity koordinacdiy asimis, be to, taSku O, 4 ir B koordinatés —
0(0;0); A(1;0), B(0;1) . Pasirinkg tasky 4, ir B; koordinates, pavyzdziui,
A;(a; 0), B;(0;b), parasykite tiesiy 4,8, 4B, ir CC, lygtis ir jsitikinkite,
kad jos eina per viena taska.

2. Taskai 4;, B ir ¢} — trikampio ABC krastiniy BC, AC ir 4B
vidurio taskai, o taSkas M — bet kuris plokStumos taskas. Taskai
P, O ir R — simetriski taSkui M taSkuy 4;, B; ir C; atzvilgiu.
Irodykite, kad tiesés AP, BQ ir CR kertasi viename taske.

Nurodymas. Pasirinkite koordinaciy sistema taip, kad taskai 4, B ir
C turéty koordinates: A(0;0), B(1;0) ir C(0;1).

1) Apskaiciuokite taSkuy A4;, B; ir C} koordinates.
2) Tasko M koordinates pazyméjg x ir y, raskite tasky P, Q

ir R koordinates.
3) Apskaiciuokite atkarpos AP vidurio tasko L koordinates ir
irodykite, kad L yra atkarpy BQ ir CR vidurio taskas.

3. Apskaiciuokite plota ir perimetra trikampio ABC, kurio vir§tnés
(polinése koordinatése): A4 | 9; T , B|12; i C|10; 3—“ .
10 3 5
4. Nustatykite polines koordinates virStiniy taisyklingojo SeSiakampio,
kurio krastiné lygi a , laikant poliumi viena jo vir§ting, o poline asi-

mi — spinduli, iSeinantj i§ tos virStnés, kuriam priklauso SeSiakam-
pio krastiné.

5. Kigio lygtis Dekarto koordinatése yra X2+ y2 =322 Parasykite
Sio kiigio lygti sferinése koordinatése.

6. Nubrézkite pavirsiy, kurio lygtis cilindringje koordinaciy sistemoje
yra z=r+ @, kai r ir ¢ kinta intervale [0, 2].

7. Nubrézkite pavirsiy, kurio lygtis sferinéje koordinaciy sistemoje yra
0=p+0o,kai pir ¢ kinta intervale [0, 2].
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8. Tarkime, kad Vilnius ir Talinas yra toje pacioje geografinéje
ilgumoje (25 laipsniai { rytus nuo Grinvico meridiano), o ju
geografinés platumos yra atitinkamai lygios 54 ir 59 laipsniai (i
iaure nuo ekvatoriaus). Zemés rutulio spindulys yra lygus
apytikriai 6300 km. Koks atstumas tarp Vilniaus ir Talino
zemeélapyje, kuris nubraizytas cilindrinéje koordinaciy sistemoje?
Kokia S§io atstumo paklaida, lyginant ji su realiu atstumu,

matuojamu ant Zemes pavirSiaus? Palydavas
4
9.Palydovas, skrisdamas vir§ Zemés 1/ 0~
. v v . . ~ . s
pavirSiaus aukstyje 4, skenuoja Zemées 77 Jemés pavirsins

pavir§iy banguy pluostu, sudaranciu

kampa & su vertikale, nukreipta i o
Zemés centra, o skenuojancio bangu T 5, Femes
pluosto skleistinis kampas yra lygus i spindulys
. . > . . Juostos A
v . Raskite skenuojamo Zemés pavir-  Tplotis 5
- . . . . Ryt
Siaus juostos ploti po (Zemés spin- Y
dulys yra lygus ). A
9 pav.

10. Dviejuy geografiniy tasky, esanciy toje pacioje ilgumoje, platumuy
skirtumas yra lygus 30 laipsniy. Jei atstuma tarp Siy tasky
matuosime Zemélapyje cilindringje koordinadiu sistemoje, tai
atstumo paklaida bus tuo didesn¢, kuo tie taskai bus didesnéje
geografingje platumoje. Kokioms platumoms atstumy paklaida
virsys 5 %?

§ ERZz
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BAIGIAMOJI UZDUOTIS

A.Apynis, E.Stankus (Vilniaus universitetas),
J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

1 variantas

Raskite parametro p reikSme, su kuria lygties X —dx+ p=0
Sakny kvadraty suma lygi 16.

Isspreskite nelygybe x? —6x+9+ | x—5|<4.

I statyji trikampi ibrézto ir apie ji apibrézto apskritimy spinduliai
atitinkamai lygiis 2 cm ir 5 cm. Raskite trikampio krastines.

Keturkampis ABCD yra lygiagretainis, BE =§BC. Atkarpa AE

kerta istrizaing BD taske M. Raskite figiiros DMEC plota, jeigu
SABCD =120 cmz .

B E ¢
%/
4 D

Du krepsininkai, Sariinas ir Arvydas, meta po viena baudos metima.
Tikimybé, kad Sarinas pataikys, lygi 0,8, o tikimybé, kad Arvydas
nepataikys, yra 0,15. Raskite tikimybe, kad bent vieno krepSininko
metimas bus taiklus.
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STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sakykime, kad atstumas tarp vietoviy 4 ir B yra x km. Kadangi
atstumy, nuvaziuoty per ta pati laika santykis lygus greiciy santy-
kiui, tai nuvaziuoty atstumy santykiai yra lygus:

30 x+40
x—30 2x-40
ISsprendg $ig lygti, gauname: x =50 km.
30 km x—30 km

| | | |
lx — 40 km |‘ ! Jl

40 km

Ats.: 50 km.

2. Vieno, dviejuy, triju ir keturiy kambariy buty skaicius pazymékime
atitinkamai ny, n,, n3 ir ny.
Pagal uzdavinio salyga gauname tokius sarysius tarp nezi-
nomuyjy:
1) mp+ny+n3+n4 >100;
2) ny =4ny;
3) n3 =kny, k—didesnis uz 1 natiiralusis skaicius;
4) Sny =ny +143.
IS ju galima sudaryti tokia sistema:
ny +ny +ny +nyg >100,
{Sknl =4ny +143.
Atlike veiksmus, gauname
(5+k)ny +ny >100,
{(Sk —4)n; =143.
Skaic¢iams k ir ny rasti nagrin¢jame skaiciaus 143 daliklius: 1,
11, 13 ir 143. Taikome varianty analizés metoda:
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1) Sk—4=1, ny =143;

2) 5k—4=11, ny =13;

3) Sk—4=13, n; =11;

4) 5k-4=143, n; =1.

TreCiuoju ir ketvirtuoju atveju k néra sveikasis skaiius.
Pirmasis atvejis irgi netinka, nes gauname & =1. Tik antruoju atve-

ju gauname priimting atsakyma: k£ =3, ny =13.
Ats.: 13.

3. Reiskinj x> —3x% +2x iSskaidykime dauginamaisiais:
x> —3x? +2x=x(x2 -3x+2)=x(x-2)(x-1)

Kai x sveikasis skaiCius, tai sandauga x(x —2)(x—1) yra lygi-
nis sveikasis skaifius (tarp trijy gretimy sveikyju skaiiy x—2,
x —1 ir x bent vienas yra lyginis).

Kadangi lyginio skaiCiaus x(x—1)(x —2) ir nelyginio skai-
¢iaus 1999 suma nelygi nuliui, tai lygtis x(x —2)(x —1)+1999=0,
sveikyju sprendiniy neturi. Sveikyju sprendiniy neturi ir jai ekviva-
lenti lygtis x> —3x2 + 2x +1999 = 0.

4. Pirmiausia pertvarkome sistema:
2 2 2 2
{u —yha? +p?) =15,

xy(x? - y*)=6.

2 2
. : 1
Kadangi x? —y2 #0, tai uz—s.
Xy 6
IS ¢ia
LN
y x 2

Spresdami $ig lygti pazymékime Yoz gauname kvadrating
y

lygti 222 -5z+2=0. Jos Saknys yra zy =2 ir zp =%. Taigi
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1
Lo arba =,
y y 2
Kai X =2 , tai x=2y. [raSg i sistemos antraja lygti, gauname
y
6y4 =6. Vadinasi, y=-1 arba y=1. Gauname du sistemos
sprendinius: (—2; —1) ir (2;1).
Cx 1 . . .
Kai — = E , tai y=2x. [rase¢ | sistemos antraja lygti, gauname
y
lygti — 6x* =6 , neturin¢ia sprendiniy. Siuo atveju sistema sprendi-

niy neturi.
Ats.: (=2;-1), (2;1).

5. sin70°-sin50°-sin10°:200570 -sin 70" -sin50" -sin10 _

2¢o0s70°

_sin140° -sin50° -sin10°  cos50° -sin50° -sin10°

- 2¢0s70° B 2¢0s70° B

_ sin100” -sin10° _ cos10” -sin10° _ sin20" _ cos70° 1

© 4c0s70°  4cos70°  8cos70°  8cos70° 8

6. Kadangi x[yz(i'yJDyzi(yDy)zi, tai operacija [ yra
y y y
dalybos veiksmas. Taigi 12 [120 =% =%.

1)( b ]_2_(a+b)2—4ab_(b—a)2_(a—b)z_
b-a a’ —ab - b? a(a—b)_

2
:(b_za) _a_b:(b—a).[b_za+lJ:
b a b a

_(b-a)-(ab—a® +b*) (a—b)-(a* —ab-b?)
a-b? a-b? ,
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STOJAMOJI UZDUOTIS

(a—b)-(a* —ab-b*) a ~
a-b? azb—abz—b3_

_(a-b)-(a*-ab-b*)-a_a-b

Cabb-(@®-ab-b2) b

2)

A$;a_b.
b3
S 15x2 -1 .
. Pazymékime tzT. [rase i lygti, gauname:
X
2
R e S I
4¢ 4¢
Kadangi ¢#0 (nes 15x2—1#0), tai 4t —4t+1=0. I§ &a
2
t=0,5. Belieka iSspresti lygti %:0,5. Gauname x; =1 ir
X
x —_i
2T s
1
Ats.: ——

. Jei trikampio 40D plota pazymétume u, o trikampio £OD plota — v,
tada Sx40p =Saa0F =Saarn =Saamp =40

SADEO =SAa0EF =SAFEH =SAEHB =V, nes atitinkamuyjy trikam-
piu krastinés lygios, o aukstinés tos pacios. (Zr. 1 pav.)

SAapE =SAaap0 T SApoE =u+v=Sagpc dél tos pacios prie-

) 2
zasties. Dabar Sx 4gc :Saapc =Qu +2v):(Su +5v) =§.
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10. Atstumai tarp gretimy besilie¢ian¢iy ant stalo padéty rutuliy centry
lygts 10 cm. Todél pagal Pitagoro teorema vienas pries kita esanciy

rutuliy centrai yra nutolg per V102 +10% =

= m = 10\/5 cm. Dabar galime spresti
plokstumos uzdavini (Zr. 2 pav.), kuriame rei-
kia surasti atkarpos AC ilgi.

IS staciojo trikampio O;CB pagal Pita-

goro teorema gauname

BC =+/0,C? ~0,B% =100~ (5v2) =5v2 em.
Todél penktojo rutulio centro atstumas nuo stalo plokStumos lygus:
AC=5+5J2=5(1++/2) cm.

PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1.a) Funkcija apibrézta su visomis x reikSmémis, tenkinanciomis
nelygybiy sistema:
{x2 —x—1230,

35+ 2x—x2 >0,
I$sprende ja gauname: x € (—5; —-3]1U[4;7).
Ats. (-5;-31U[4;7).

b) Funkcija yra apibrézta tik viename taske, kai a-3<0 ir
(a+ 3)2 —(a—-3)(a+1)=0. Issprendg sistema

a—-3<0,
(a+3)? —(a-3)(a+1)=0,
gauname a =—1,5.
Ats. Funkcija apibrézta tik viename taske, kai a =—1,5.
Pastaba. Kai a =-1,5, nagrin¢jama funkcija yra tokia:

f(x)= —%(3x - 1)2 . Ji apibréZta tik viename taske x = % .
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PIRMOJI UZDUOTIS

2. a) Duotaja funkcija perrasome taip:

8-3|x]| 31x|-8 2
xX)= =3-—1].
/() | x|-2 |x|-2 |x|-2

Jos grafika gausime i§ funkcijos g(x)= 1 grafiko, atlike Sitokias
X

transformacijas:

I I 11 v v VI

1 2 2 2 2 2

- —-=5- —3- —3- —(3- .

X X x=2 x=2 |x|-2 |x|-2

. 8-3|x]| . . . .
Funkcijos f(x)= H—2 grafiko brézimo etapai pavaizduoti
x —
1-5 pav.
Y
b y

I

|
|
|
\

H g@l — 1 .
|

i | fmpuisipn SN B S

! 0] 2| x

g% |
|
|
|

AT

1 pav. 2 pav. 3 pav.

i

t
|
]
!
\uzo 2/ % ) 0| ph

1 H !

4 pav. 5 pav.

b) Atliksime Sitokias funkcijos y = f(x) grafiko transformacijas:
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I 1 11
J(X) = f2x) = fQ2Ex) = f(20) > f (— 2(36 - %D =
\% VI Vil

= f(1-2x) > fA-2]x)>|fA-2|x)|>2 fA-2|x]].

Grafiko brézimo etapai pavaizduoti 69 pav.

8 pav. 9 pav.

3. Nagrinésime tris atvejus: 1) a—1<0;2) a—1=0;3) a—1>0.

1 atvejis. Kai a —1<0, kvadratinio trinario grafiko (parabolés)
Sakos eina Zemyn. Vadinasi, kvadratinis trinaris mazéja intervale
[1; 3] tik tuomet, kai grafiko vir§tinés abscisé yra nedidesné uz 1,

a—1<0,

4 <. Issprendg nelygybiy sistema | 4 <1 gauname

ty. kai

B

a-1
a<1. Taigi, kai a <1, kvadratinis trinaris maz¢ja intervale [1; 3].

2 atvejis. Kai a=1, gauname f(x)=-2x—2. Si funkcija yra

tiesiné ir ji yra maz¢janti.
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3 atvejis. Kai a—1>0, kvadrati- _
nio trinario grafiko (parabolés, zZr. 10
pav.) Sakos eina | virSu. Kvadratinis \/
trinaris intervale [1;3] mazéja, jeigu |
parabolés vir§tinés abscisé yra ne ma-
? >3 Isprende ° 1 2 3
a-1 10 pav.
a—1>0,

nelygybiu sistema a4 gauname 1<a§%. Taigi funkcija

- b

zesné uz 3, t.y., kai

a-1

mazéja intervale [1; 3], kai 1<a < % .

Ats. Funkcija mazéja intervale [1; 3], kai a € (— 00; %} .

Su kiekviena a reik8me kvadratinio trinario
f(x)=4x2 —dax+a’ -2a+2.

. . . . a . .
grafikas yra parabolé, kurios virSiinés abscisé¢ x :E' Priklausomai

nuo parabolés virsiinés padéties intervalo [0; 2] atzvilgiu parametro
a reikSmes rasime i$ trijy sistemy visumos:

a
ESO, O<E<2, 222,
f(0)=3; f(%j:s; 1(2)=3.

Kadangi
F(0)=a® ~2a+2, f@:—zmz, F)=a? —10a+18.

IS pirmos sistemos randame, kad a=1- V2 ; antroji sistema spren-
diniy neturi, treciosios sistemos sprendinys yra a =5+ 4/10 .
Ats. a=1-+/2 arba a=5++/10.
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5. Nubraizysime funkcijos
y=min(2x2 -x+1, x+5)

grafika (Zr. 11 pav.) ir iStirsime,
kiek susikirtimo tasky jis turi su
tiese y=a priklausomai nuo a

reik§més. Funkcijos grafikas paro- ' I
dytas stora linija. Parabolés virsa- 7

né yra (%,%} , o0 taSky A4 ir B ko-

ordinatés A(—1;4), B(2;7). Taigi, 11 pav.

kai a <1, ties¢ y=a grafika kerta viename taske; kai a =1 -
8 8

dviejuose taskuose; kai %< a<4 — trijuose taskuose; kai a=4 —

dviejuose taskuose, o kai @ >4 — viename taske.

Ats. Kai a e (— 00; %) U (4; + oo), lygtis turi viena sprendinj, kai

a :% ir a =4 — du sprendinius; kai %< a <4 — tris sprendinius.

6. Sakykime, | rutulj ibrézto ritinio pagrindo spin-
dulys yra x, o aukstiné y (11 pav.). Tuomet ritinio

tiiris yra V=Ttx2y. Kadangi 4R? = 4x? +y2,
tai

1
V=Ey(4R2—y2)=£(y2)2(4R2—y2); 11 pav.
4 4
¢ia y>0.
Daugikliy y2 ir 4R% - y2 suma yra pastovi, todél tiiris igis
e . y?  4R? - )? .
didziausia reikSme, kai Tzf (1 lema), t.y., kai

2
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. 2 .
3y2 =4R% .13 &ia y:éR ir xz\ER.
Ats. Ritinio spindulys lygus \/%R , 0 aukstiné — %R .

. Sakykime, kad ieskomas trikampio vidaus taskas M, o jo atstumai
iki trikampio krastiniy yra x, y ir z. Tuomet ax + by +cz=2S5 (Cia
a, b, ¢ — trikampio krastiniy ilgiai, o S — trikampio plotas). Kadangi
X-y-z= %(ax) -(by)-(cz), o ax+by+cz=2S (pastovus dy-
abc
dis), tai §i sandauga pagal 1 lema igyja didziausia reikSme, kai
ax =by =cz. Vadinasi, 3ax=2S, 3by =25, 3cz=2S. Kita vertus,
1

28 =ah, =bhy, =ch,. Taigi x:%ha, y:%hb, z:ghc. Toks

taskas yra trikampio pusiaukrastiniy susikirtimo taskas.

. Sakykime, pirmame ir antrame induose yra z kg ir ¢ kg druskos, o i8
ju iSgaravo x kg ir y kg. vandens atitinkamai. Tuomet pagal

. .. z z . t t ...
uzdavinio salyga: / —=m Ir —=n. I§ d&a
5-x/5 20—-y/ 20

5 . 20 T . 5
=m ir =n. I§ Siy lygybiu gauname: x=5-—,
S5—x 20—y m
20 C oy . . L
y=20—-—_. Vadinasi, i§ abiejy indy iSgaravusio vandens kiekis
n
yra: x+y:25—i—§. Kadangi m-n=9, tai n=2 ir x+y=
m n m
5 20 . D e
=25—| —+ ?m . Kita vertus, remdamiesi dviejuy skaic¢iy aritme-
m
L .. . . 5 20
tinio ir geometrinio vidurkio savybe, gauname: — + ?m >
m
5 20 20

m =?. Todél x+y£25—?=18%. Taigi i§ abiejy
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10.

indu negali iSgaruoti daugiau kaip 18— kg vandens. Jeigu
3
—=—m, ty. ng, tai $iy skaiCiy aritmetinis vidurkis lygus
m
- . L 20 1
geometriniam vidurkiui ir x + y =25 - 3 = 185 .

I§ pirmo indo iSgaravo x:5—i=§ (kg), 1§ antrojo —
m

y=20- %m = ? (kg) vandens.

Ats. IS abiejy indy iSgaravo ne daugiau 18% kg vandens,

18% kg vandens i$garavo, kai m = %, n=06.

Sakykime, f(x)= 4% +4x +17 ir g(x)= 3 12 . Akivaizdu,
x°—-x+1
kad
f(x)=Qx+D%+162=16,
0

2
1 3 3
=12: —— | +=|<L12:—=16.
800 [(X 2) 4] 4

Vadinasi, lygybé f(x)= g(x) galima tik tuomet, kai
1?3
Qx+12+16=16 ir 12: (x—aj +|=16.

Pirmoji lygtis turi sprendini x=-0,5, o antroji — x=0,5. Taigi
sistema sprendiniy neturi ir tuo paciu nagrinéjama lygtis neturi
sprendiniy.

Nagrinékime funkcija f(x)= PaR yra iSkila Zemyn. Vadinasi, su
bet kuriomis dviem argumento reik§mémis x ir y teisinga nelygybé
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f(x)+f(y)>f(x+yJ
2 2 ’

x4+y4 X+y 4 - . . Sy
ty. 2 2( 2 j . Sios nelygybés abi puses padauging i§ 16

gauname: 8()c4 + y4) >(x+ y)4.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Kadangi apskritimy su centrais O ir O, p a2 c
spinduliai lygts, o tie apskritimai lieCiasi ¥
ir lieCia prieSingas kvadrato kraStines, tai 3
ju skersmeny ilgiai lygiis pusei kvadrato a1
krastinés ilgio (1 pav.). Sakykime, kad P
/BCE=0a, ZLDCE=p, AB=a. Tada Ol 0, |2
q
2th = D
2 44 3 1+ 1g2 B 5
2
Kadangi a.+B=90°, tai cosazg, coszg:m:i,
5 2 2 5
. 1 . 1 .
s1n22=—, tgzﬁzsng:coszE:—. Kampasg smailus,
2 2 2 2 4 2
oa 1 a, o a
todél tg—=—, r=—tg—=—.
8 2 2 2 . 2 4

. Sakykime, kad BC=a, AC=b, AB=c,op— 4

trikampio 4BC pusperimetris. Tada D
b+c—a a+c-b
AD=p-a=""" 8 BD=p b= R
2 pav.

Taigi

103



SPRENDIMAI

AD-BD:%(b+c—a)(a+c—b)=

=l(ab+bc—b2 +ac+c? —chb-a? —ac+ab)=lab=5.
4 2

A

3. Remdamiesi ibréztiniy kampuy savybé-
mis, gauname, kad £ ACM = £ AKM,
4 BDM =/ BKM, ZMCK=/MAK,
ZMDK = ZMBK . Tuomet

Z/ ACK + ZBDK = 3 pav.

=(LACM + Z/MCK) + (£LBDM + ZMDK) =
= (LAKM + Z/MAK) + (£/BKM + ZMBK) =

=/ AKB + £ MAK + Z/ MBK)=180° , t.y. AC||BD .

4. Kadangi ZKEC = %(UADC +UMB), o
ZKDC =%UMC, tai
ZKEC + ZKDC =%(UADC +UMB +UMC) =

=%(UADC +UAM +UMC) =%- 360° =180°.
Taigi, keturkampis KECD {bréZtinis.

D
4 pav.

5. Ibréztiniam keturkampiui ABCP taikome Ptole- 4

méjo teorema
AB-PC+ BC-AP=AC - PB.

Kadangi AB=BC,0A4AC= J24B , tai suprasting
i§ AB gauname PC + PA=+/2PB. D
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6. Galimi du atvejai, kai taskas B yra lanko AC viduje (6a pav.) ir kai
jis néra lanko AC viduje (6b pav.).
A

N X
=

6a pav. 6b pav.

a) atveju bréziame skersmeni BD ir taikome keturkampiui
ABCD Ptolemgjo teorema:
AB-CD+ AD-BC=AC-DB. Trikampis ADB status, todeél

AD=v4R? -d®. I§ sta¢iojo trikampio DCB  gauname

DC =V4R2 —b2 . Tuomet

aVAR? — b2 + bWaR% —a® =2R- AC.

v

IS ¢ia

aVAR? — b2 + bW4AR? — 42
2R '

Analogiskai b) atveju BD — skersmuo,
AC-BD+CB-AD=AB-CD

AC =

ir

aV4R? —b% —bV4R* —4?
- 2R '

AC

7. Sakykime, kad OHLAB , tuomet taskas H — 4B vidurys (7 pav.).
Is trikampiu OHA ir ADC gauname c
OH = 0Acos £ HOA = Rcos 2 HOA, A‘
CD =2Rsin ZCAD =2Rcos £ ADB B ‘ D
(nes 2 CAD + £ ADB=90°). H’
A

Bet ZADBzééAOBzéHOA,

todél CD=2Rcos £ HOA=20H .
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8. Kadangi keturkampio ABCD istrizainés AC ir BD statmenos, tai jo
. . 1 .
plotui S teisinga lygybe S :EAC - BD . Pagal Ptoleméjo teorema

AC-BD=AB-CD+ AD - BC. Taigi S:%(AB'CD-i-AD'BC).

9. Nesunkiai pastebime, kad AABM =AHAN
ir analogiSkai prie kity virStniy (8 pav.).
Todé¢l astuonkampio plotas lygus staciakam-

pio NMPQ plotui. To stac¢iakampio krasStinés
yra lygios ilgiausiajai ir trumpiausiajai

Istrizainei.
. R
10. Sakykime, kad AO=R, MO:AM:E
(9 pav.). Tuomet
2
my=mc=|r>+[ & =£R ir
2 2
0X=MX—M0=*/§_1R=a10.
2 9 pav.
Kita vertus,
2
CX =CO? + 0x? =\/R2 +%(\/§—1) R? =§\/10—2\/§=a5,
nes

as =2Rsin72° =4Rsin36° cos36° =
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TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Perfrazuokime uzduoti: koordinaciy tieséje raskite taskus M (x),
kurie iki taSko A(—2) biity 3 kartus arciau negu iki tasSko B(4).

M, A M, B

O I S I B B R B |

S B R S T A B B

5 2 —1-1o 4
2

Tokie taskai yra du: M{(=5), nes BM|=34M;, ir Mz(— %), nes

BMy =3A4M,.
Ats.: =5 ir-0,5.

2. Kadangi bet kurio skaiCiaus modulis yra neneigiamas skaiCius, tai
duotoji lygybé bus teisinga tik tada, kai 2x—7=0 ir x—3y+4=0.
IS ¢ia gauname x=3,5 ir y=2,5.
Ats.: x=35; y=25.

3. Pagal modulio apibrézima
-3, kaix >3,
|x=3|-x=

3-2x, kaix<3.
Nelygybé |-3[=4 néra teisinga, todél toliau sprendziame tik
sistemg
x<3,
{| 3-2x|=4.
Kadangi

3-2x, kai x<1,5,
|3-2x|= .
2x—3, kaix>1,5,
tai nagrinéjame du atvejus:

x<1,5, x<1,5,
a) = = x<-0,5;
3-2x2>4 x<-0,5
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LS<x<3, 1,5<x<3,
{ * { * =d.

=
2x—-3>4 x=>35
Ats.: (—o0;—0,5].

4. 1 bidas. Kai a> +b*=1ir ¢* +d* =1, tai
(@>+b%)- (S +d*)=1,
a’c? +a%d? + b2 +b%d? =1,
(ac—bd)? +(bc+ad)? =1,
(ac —bd)* =1—-(bc +ad)? <1.
IS nelygybés (ac —bd )2 <1 gauname |ac—-bd |<1.
2 biidas. Su bet kuriais realiaisiais skaiciais a, b, c ir d teisingos
Sios nelygybés:
(a+c)> +(b-d)?> 20 ir (a—c)* +(b+d)>>0.
IS pirmosios gauname
Aac—bd) > —(a® +c* +b> +d?),
0 i$ antrosios
Aac—bd)<a*+c* +b> +d> .

Kai a®+b% =1ir ¢ +d? =1 , turésime
ac—bd >2-11ir ac—bd £1.
Tuomet —1<ac—bd <1,ty. |lac-bd |<1.

5. IS pradziy pertvarkykime funkcijos israiSka. Pastebime, kad

X+24/x— =x—1+2\/x—1+1=(\/x—1+1)2
ir

x—2«/x—1=x—1—2\/x—1+1=(\/x—1—1)2.
Todél yz‘\/x—l—i—l‘-i-‘«/x—l—l
yra intervalas [1; + o) . Pagal skai¢iaus modulio apibrézima

‘M+1‘=Jﬁ+1, kai x> 1,

. Sios funkcijos apibrézimo sritis

ir
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‘\/—1 1‘ \/x—l—l, kaixZZ,
X — —_ =
1-+/x—1, kail<x<2.

Vadinasi,
2, kail<x<2,
y =

2vx -1, kai x> 2.

Naudodamiesi Sia iSraiSka, bréziame duotosios funkcijos grafika.

Y

6. Kadangi

Va2 = 2x+1=x—1], Vx? —dx+4 g x=2|, Vx> —6x+9 = x—3|,

tai turime spresti tokia lygti:
[x=1|+|x—-2]|+|x-3|=3x—-6.
Kairioji pusé teigiama su bet kuria realigja x reikSme, todél
3x—6>0. Vadinasi, lygties sprendiniy reikia ieSkoti tik intervale
(2; +o0). Siame intervale |x—1]|=x -1, |x —2|=x — 2. Atlike veiks-
mus, gauname lygti | x —3|=x—3. Kadangi | x —3|>0, tai deSinioji
pusé x—3 neneigiama. Vadinasi, x>3 ir |x —3|=x — 3. Sias saly-
gas tenkina visi intervalo [3; + o) skaiciai.
Ats.: [3;+ ).

7. Kadangi OSSin%Sl, tai |6x—5|<4. Tuomet —4<6x—5<4 ir

<x<=. Vadinasi, lygties sprendiniai gali biti tik intervale

N —
N | W
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13 i .. .Y
g; S| Nubrézg funkcijy y=6x-5| ir 4
. TX .. 3
y=4 sm? grafikus, matome, kad jie kerta- /
2

si dviejuose taskuose. Todél ir lygtis turi du
sprendinius. 1+

I$ brézinio matome, kad vienas spren-
dinys artimas arba lygus 0,5, o kitas artimas
arba lygus 1,5. Istate | lygti x=0,5 ir
x=15, isitikiname, kad Sie skaiCiai jai
tinka, todél yra ieSkomieji sprendiniai.

Ats.: 0,55 1,5.

o |
|

o]
o ua
<\\

8. Pagal skai¢iaus modulio apibrézima duotaja funkcija galima uzra-
Syti tokia formule:
—3x+6, kai x<1;
) —x+4, kai 1<x<2;
X)=
x, kai 2<x<3;
3x—6, kai x> 3.
Kiekviename i$ keturiy intervaly: (—oo; 1), [1; 2), [2; 3) ir [3; +0) Si
funkcija yra tiesiné. Pirmuosiuose dviejuose intervaluose apibréztos
funkcijos yra mazgjancios (nes koeficientai prie kintamojo x nei-
giami), o kituose — didéjancios. Be to, pastebime, kad intervaly san-
diros taskuose funkcijos reikSmés sutampa skaiciuojant pagal abi
formules. Vadinasi, funkcija f(x) mazéja intervale (—oo; 3] ir didéja
intervale [3; +o0). Todél maziausia reikSmg ji igyja taSke x=3:
Jmaz =f(3)=3.
Ats.: 3.

9. Kai a<0, i lygtis sprendiniy neturi. Kai a =0, ji turi dvi Saknis:
xp=-11r xp =5. Kai a>0, Sios lygties sprendiniy aibg sudaro

lygéiu x?—4x-5=a ir x> —4x-5=—a sprendiniai. Pirmosios
lygties diskriminantas yra teigiamas: D =36+ 4a, todél ji turi dvi
Saknis su kiekviena teigiama « reikSme. Vadinasi, lygtis
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10.

‘ x?—4x-5 ‘ =a $iuo atveju (a>0) gali turéti dvi Saknis tik tada,

kai lygties x% —4x - 5=—qg diskriminantas D =36 — 4a neigiamas,
ty. kai a>9.
Ats.: a=0 arba a>9.

Kadangi ‘xz -1 ‘ + ‘ x? - 4‘ >0 su visais realiaisiais skaiciais x, tai

mx>0. Kai |x|=1, gauname mx=3. Siai lygéiai tinka dvi
sveikuyju skaiciy x ir m poros: (-1; =3) ir (1; 3).

Kai | x|> 2, gauname lygti 2x% —5=mx. Vadinasi, turi galioti
lygybé x(2x —m) =5 su sveikaisiais skaiCiais x ir m (| x|=2). Ais-
ku, jog taip gali biiti tik dviem atvejais: 1) x=-5 ir 2x—-m=-1;
2) x=5 ir 2x—m=1. Pirmuoju atveju gauname pora (-5;-9), o
antruoju — pora (5; 9).

Ats.: (—1;-3), (1; 3), (-5;-9), (5; 9).

KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Kadangi C1FLAC, BHLAC, A\ EL AC, tai tieses C|F, BH ir
A E  yra lygiagreCios. Akivaizdu, kad HBy=HC-BC=
=HC —%AC =6-5=1 (cm) (Zr. 1pav.). Taigi pusiaukrastinés
BB projekcija i ties¢ AC lygi 1 cm. B
Pagal Talio teoremos 1-aja iSvada:: c
AF =FH , HE = EC . Kita vertus, ]

HE=Lmc=1
2 2

Ay

-6=3 (cm), Ay B, E s

FH=%-4=2(cm). Vadinasi, 1 pav.
AE=AH + HE=4+3=7 (cm), FC=FH + HC=2+6=8 (cm).

Ats.: 1 cm, 7 cm, 8 cm.
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2. IS taSko A; nubréZiame statmeni (Zr. 2 pav.) A F ities¢ KL. A4 F
BK+LC b+c

— trapecijos BKLC vidurin¢ linija, todél A F =

2 2
Kadangi AAEO~AAOF (/AEO=/AFO=90°, /AOE =
= £ A|OF - kryZzminiai), tai AE = ﬂ Kita vertus, A0 =£
A4F 04 o4 1

(O — pusiaukrastiniy susikirtimo tas-

AE 2
kas!). Taigi ——=—, t.y.
). Taig A F 1 y

b+c

AE=2A4;F =2 b+c

Ats.: b+c.

Pastaba. Brézinyje tiesés KL kerta trikampio ABC krastines AB ir AC.
Si tiesé gali kirsti ir krastines 4C ir BC.

3. AAOD~ABOC, nes ZL1=£2, Z3=/44 (zr. 3pav.). Todél
oC OB . .
sl Pagal Talio teoremos i§vada:
04 OD b

BE_CF_0C _a

EA FD 04 b’

I 3-me pavyzdyje gauta formulg vietoje A irase %, gauname:

a+—-b
EF - b _ 2ab '
a a+b
1+—
Ats.: 2ab.
a+b

mo taSkus nubréziame tieses, lygiagreCias
tiesei BE. Jos atkarpa BD padalijo i 2 lygias
dalis. Kadangi DC =2BD, tai atkarpa DC
padalijame | 4 lygias dalis ir per dalijimo

A

4. Atkarpa AD padalijame i 5 dalis ir per daliji- M{ E
5775
4

112



KETVIRTOJI UZDUOTIS

taskus iSvedame tieses, lygiagrecias tiesei BE. Gavome, kad atkarpa
AE yra padalyta i 3, o atkarpa EC i 6 lygias dalis. Taigi
AE.EC=3:6, ty. AE.EC=1:2. Akivaizdu, kad

Smecp =Spec —Spup - Kadangi

2 2 21 2
S == , S =S8 =—-=5 =—3S 48>
BEC =3P ABC»> OBMD =S ABD =" 3P ABC = 5P 4BC
. 2 2 8
tai S ==S -—S =—3S 48C-
MECD =39 ABC ~ 5P ABC = 50 4BC

Vadinasi, Syecp :Sqpc =8:15.

. Ibrézty i1 kampa besilieCianéiy
apskritimy centrai O; ir O, yra
kampo A4 pusiaukampingje, IS
centry iSveskime statmenis O;B;
ir OpB, 1 kampo krasting AC.
0yB; ir O,B, — $iy apskritimy 4
spinduliai: O;B; =r, OB, =R.
Kadangi O; B || 0,B, , tai pagal

. 0,B, OB o .
Talio teorema 272 A7 Z0yAB, =307, tai
0,4 04
01A=201B1 =2r;be to,
0,4=0,4+0,0, =2r+r+R=3r+R . Taigi =L,
3r+R 2r

IS ¢ia R=3r.

. IS tasko E nubrézkime tiesg, lygia-
grecig tiesei CG ir tiesg, lygiagreCia
tiesei BF (zr. 6 pav.). Jos trikampio
ABC kraStines kerta taSkuose E| ir
E,. Trikampiams EjAE ir GAD

pritaikius Talio teoremos iSvada,
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ED EG E\G CE CE
gauname: —=——. Bet ——=——=

. Be = = , todél
AD AG GB BC CE(l+n) n+l

ED ——GB
2L _n+l = . I8 trikampiy EAE, ir DAF, gauname
AD AG (n+1)-m
FE, DE _ 1
AF  AD (n+1)-m

FE
Kadangi Fg :g—iz BE N nl,tai FE, = anC ir

BE(H] n+ n+
n

n

FEz_n+1FC_ 1 ... FC 1

= IS¢ .
AF AF (n+D-m AF  nm

7. Prateskime Sonines trapecijos krastines AB ir CD, kurios susikerta
taske £ (Zr. 7 pav.). Sakykime BE =x, 0 EC=y. Pagal Talio teo-

rema:
BE B 2 .
nBE_BC o X _20 i x=10 em.
EA AD 7 x+5 39
2y EC_BC o Y _20 wdia y=24 em.

ED AD’ ~ y+12 39
Nesunku isitikinti, kad trikampis BEC
yra statusis: BC? =BE? + EC?. I ap-
skritimo centro O nubrézkime | krastines
AB ir CD statmenis OF ir OG. Be to,
OG =R, nes CD yra liestiné. Kadangi

keturkampis OFEG — staciakampis, tai
OG=EF .

Kita vertus, BF = %AB =25 (cm). 7 pav.
Todél EF =EB+ BF =10+2,5=12,5 (cm).
Ats.: 12,5 cm.
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8. Sakykime BE =x. Tuomet EC=34—x. (Zr. 8 pav.) Laikysime,
kad EF < EC. I§ stac¢iakampiy panasumo turime: %:%, t.y.
- X
x? —34x+64=0. Sios lygties sprendiniai: x; =2, xp =32.
Kai x; =2, EC=32>FFE =8.
Kai x, =32, EC=2<FE.
Taigi BE=2 cm, EC=32cm, o S pgr =8-2=16 (cm’),

Sgepr =8-32=256 (cm?).

B xE 34-x c
8
A

7 D

8 pav.

9. Trapecijos Sonines krastines pratgskime (Zr. 9 pav.). Jos susikerta
taske G. Sakykime Spgc =%, Spcrr =S 4grp =S . 1§ trikampiy
EGF ir BGC bei AGD ir BGC panasumo

iSplaukia: G
EF® S+x b® 2S+x
a’ x a’ x
IS antrosios lygybés randame: B c
_ 2(12S g .kv . . .
x—m. ia x reikSmeg {raS¢ i pir- g 1%
maja lygybe, gauname: y b D

2 2 2 2 9 pav.
EFZZM,W_ F i L
2 2
Ats . M
» 1/ 2 .
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: AB . : .
10. [ biidas. Sakykime sz. I§ trikampiy ABC ir ACE panaSumo

B
gauname: AB =£ =x.I§ ¢ia CE =£. Kadan
AC CE X
BE:AB—£=x-AC—£=AC(x—lj, E
X X X

tai pagal kampo 4 pusiaukampinés savybe: A C
o 4AC (x B lj 10 pav.

X v v 2 e
—=—,ty. ————~=x .18 ¢ila: x“ —x—1=0. SkaiCius ®
EC_AC’ VT 4C

X

ﬁ+1

yra vienintelé teigiama Sios lygties Saknis. Taigi x =® = 5

2 bidas. Apskai¢iuokime trikampiy ABC ir CAE kampus.
Kadangi abu trikampiai yra panasis, o trikampis ABC — lygiasonis,

tai L ABC=ZCAE = % ZCAB. Sakykime, kad ZABC=x,

tuomet £ ABC+ ZBAC+ £ZBCA=x+2x+2x=180°, x=36°.
Taigi £ ABC=36°, £LBAC=72°, ZBCA=T72°, ZCAE=36",
Z AEC =72°. 1§ trikampio ABC virSiinés nubréze statmeni i AC,

1

ER AB 1 L :

=sinl8", t.y. —=————_ Taigi norint rasti
AC  2sin18°

santyki AB:AC, reikia apskaiGiuoti sin18°. Remsimés formule:

turésime:

sin3o.=3sina—4sin> . Kai a=18", sin54°=3sinl8° —
—4sin®18°. Kita vertus, sin54° = =sin(90° —36°)=c0s36°.
Kadangi cos2o.=1-2sin’ a, tai cos36° =1—2sin?18°. Vadina-
si, 3sin18° —4sin>18° = =1-2sin’18°. Sakykime sin18° = y.
Tuomet turime kubing lygti: 4 y3 -2 y2 -3y +1=0. Pastebéje, kad
Sis lygties sprendinys yra y =1, kairiaja lygties pus¢ iSskaidome
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dauginamaisiais: (y —1)(4y2 +2y—-1)=0. Gautoji lygtis turi 3

J5-1

sprendinius:  y; =1, y; = 2 V3 =#. Kadangi
0<sin18° <1, tai sin18° = =%. Vadinasi,
AB 1 2 of{5+1) 5+l
AC 2J§_1 Js-1 5-1 2
4

Analogiskai irodoma, kad ir % =0,

PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Nelyginiai natiiralieji skaic¢iaiyra 1, 3,5, 7,9, ... .

Pazymékime a) =1=2-1-1, ap =3=2-2-1,
a3=5=2-3-1,...,a,=2-n-1, ....

Irodykime, jog bet kuris nelyginis natiiralusis skai¢ius a,, gali
biti iSreikStas jo eilés numeriu n formule: a, =2-n-1,
n=1,2,3,... Si isvada teisinga, kai n =1.Tarkime, kad iSvada
teisinga, kai n = k. [rodysime, kad ji teisinga ir su n = k+1.

IS tikryjy a4 =a; +2=2k-1)+2=2(k+1)—1. Taigi for-
mulé¢ a, =2-n-1 teisinga su visomis nattraliosiomis n reiks-
mémis.

Ats.:2n—-1,n=1,2,3, ....

. Reikia apskaiciuoti S, =17 +22 +3% + ... +n?.
Skaiciuojame:
S;=1, 8, =17 +22 =5, 8, =85, +3% =14, S, =30, S5 = 55.
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Visas Sias reikSmes galima rasti pagal formule
.\ ZM (n=1,2,3,4,5).
6
Tarkime, kad S, = 12422432 4 +k2 = w
Irodysime, kad
(k+D(k+2)2k+3)

Sk = 6

13 tikryjy

Ska1 =12 +22 432 4. +k2+(k+1)

k(k+1)6(2k+1) kit =

_ (k+1)(k +2)(2k +3)
5 .

n(n + 1)(2n + 1)

PR

Ats.:

n+1 1041
2

3. Kai n=1, gauname 12 = (=D . Si lygybeé teisinga.

Tegu 8i lygybe teisinga, kai n = k. [rodysime lygybés
teisinguma su n =k +1, t.y.

1222243242 4+ (D +1)? =(-1)
I3 tikrujy
12222432 -4+ o+ D2 )R+ 1)? =
= HEE g2

k2 (k+D(k +2)
2

(k+1)(k+2)

_( 1k _f _(_ k+2
(=D (k+1)( 2+k+1j -1 >

4. Apskaiciave
S;=1-1=1,
Sy, =1-142-2!=5,
S3 =8, +3-3!=23,
Sy =119.

118



PENKTOJI UZDUOTIS

Pastebime, kad §; =2!-1=1, §, =31-1, S3=4-1, §4 =5-1ir
formuluojame hipoteze:
S, =(m+1)-1.

Pagriskime hipotezés teisinguma remdamiesi matematinés induk-
cijos principu. Kai n =1, ji teisinga. Tarkime, kad

Sp=1-142-243 -3+ + k- k!= (k +D!-1.
[rodysime, jog

Sk+1 =(k+2)-1.

I8 tikryjuy:

Spp =112 24+ k- k+(k+1)- (K +1)!=

=(k+D)=1+(k+D)-(k+D)=(k+2)-1

2

. Kai n=1, turime 1+x=x "
x_

. Kadangi x #1, tai lygybé teisinga.

k+1
Tarkime, kad lygybé l+x+x2+x0 4 +xk =2 !

teisinga
x —_—

(indukcijos prielaida). [rodysime, kad lygyb galioja , kai n =k +1:

k+1
2, .3 kook+v_x =1

l+x+x"+x  +..+x" +x = A

+x" =

x-1
xk+l 1+ xk+2 —xk+1 xk+2 -1

x—1 x—1

. Imkime pirmuyju trijuy nattraliyjy skaiciy kuby suma 13423433,
Si suma dalijasi i§ 9. Vadinasi, teiginys teisingas, kai pirmasis i§
triju i$ eilés einanciy natiiraliyjy skaiéiy yra 1.

Tarkime, kad suma k° +(k+1)°+(k+2)° dalijasi i§ 9.
Irodysime, kad suma (k+1)° +(k+2)° + (k+3)° dalijasi i§ 9. Sia
suma uzraSykime taip:

(k+1)° +(k+2)° +(k+3)° =
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=+ +(k+2)° +k> +9k% + 27k +27 =
=3+ (k+1)° +(k+2)° +9(k% +3k+3).

Ja sudaro du démenys i +(k+1)3 +(k+2)3 ir 9(k2 +3k+3).
Abu démenys dalijasi i$ 9.

7. Viena tiesé dalija plokStuma i dvi dalis. Tarkime, kad teiginys
teisingas, kai turime £ tiesiy, t.y. k tiesiy plokStuma dalija { 2k
daliy. Irodysime, kad k& +1 tiesiy dalija plok§tuma i 2k + 2 daliy.

Pazymékime (k+1)-aja ties¢ raide 7. Ji eina per k tiesiy
susikirtimo taska ir nesutampa nei su viena i§ jy. Tiesé¢ T yra tarp
kuriy nors dviejy i§ k tiesiy ir jy sudaromus kryzminius kampus
dalija i dvi dalis. Taigi nubrézus (k& +1)-aja ties¢ T prisideda dvi
plokstumos dalys. Turéjome 2k plokStumos daliuy, gauname 2k + 2
dalis.

8. Kai n=1, turime u; = 2l 41=3. Tarkime, kad lygybé u, =2" +1
teisinga su n <k . [rodysime, kad galioja lygybe u; | = pLAL P

gy =3ug —2upy =325 +1)-202% "+ 1=

=3.2K 2k 13- 2=3-12F +1=2F1 41,

9. Maziausias natiiralusis skai¢ius, su kuriuo galioja nelygybé, yra 7
(tuo jsitikiname tiesiog tikrindami). Matyt, nelygybé teisinga su bet
kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi 7, didesniu uz 6. Siekdami tai irodyti,
taikysime matematinés indukcijos metoda. IS pradziy pazymékime
n =6+ m ir nagrinékime nelygybe

2657 S 6+ m)? +4(6+m)+5.
Atlike veiksmus, turésime tokia nelygybe:
64-2™ > m? +16m+65. (+)
[rodysime, kad ji teisinga su bet kuriuo natiiraliuoju skai¢iumi m.
Kai m =1, §i nelygybé galioja.
Tegu (x) nelygybé galioja, kai m =k, t.y.
64-2% > k2 +16k +65.
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10.

Pasinaudojg¢ Sia prielaida, gausime:

642K =2.(64-2%)> 2. (k? +16k + 65) =
=((k +1)% +16(k +1)+ 65+ (k> + 14k + 48) >

>(k+1)2 +16(k +1)+65.

Taigi () nelygybé galioja su visais nattiraliaisiais skai¢iais m.

Kai n=1, tvirtinimas akivaizdus —
kvadrata galime sukarpyti bet kaip, ir
gautasias dalis vél sudéti taip pat.
Todel pazymékime wn=1+m ir
patikrinkime teiginio teisinguma, kai
m=1, ty. kai turime du kvadratus —
ABCD  ir abcd. Kvadrato ABCD
kraSting pazymékime raide X, o
kvadrato abcd — raide x ir tegu X > x.

Kvadrato ABCD krastinése atidékime

A

N

K

1/2

1

—_

2
M

1 pav.
X+x

o b

2 pav.

pN=X X
2 2

atkarpas AK=BL=CM=DN= ir

kirpkime kvadrata per atkarpas KM ir LN. Jos
susikerta sta¢iu kampu, o taskas O yra
kvadrato ABCD centras, nes £ 1+ £ 2=,

AﬁuﬁzéC:ZD:gﬂmmpww&mL

X X R

2 2

Kvadrata 4BCD padalinome |
4 dalis, kurias sudékime ant
mazojo kvadrato abcd taip,
kaip parodyta pieSinyje. Gau- P
toji figtira PRST bus kvadratas,

nes L1+4£ 2=m; U21

4P=4R=4S=4T=g;

PR=RS=ST=TP.
Tarkime, kad m =k , t.y., tegu
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(1+k) kvadraty Ky, K>, ..., Kj4 1, Ko, , juos tinkamai sukarpius,
taip pat galima sudéti kvadrata.
Pagal prielaida i§ kvadraty Ki, K»,..., K{.;, juos tinkamai

sukarpius galima sudéti kvadrata. Pazymékime ji K *. Dabar turime

du kvadratus K ir K 2. - Kaip reikia juos sukarpyti, kad sudétume

kvadrata, jau zinome. Taigi teiginys teisingas ir su m =k +1. Pagal
indukcijos principa teiginys galioja su visais natiiraliaisiais m, tuo
paciu ir su visais nattiraliaisiais 7.

SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Lygtis (Sx + —J (x+1) =3 yra ekvivalenti sistemai

Sx(x+1)+x+4=3,
x#-1
ir turi vieninteli sprendinj —%. [rase Sia reikSme | lygtis a) ir b),

isitikiname, kad ji néra ju sprendinys. Tod¢l nei a), nei b) negali biiti
ekvivalencCios duotajai lygéiai. Lygtis ¢) turi du sprendinius —1 ir

- % , tai ji irgi neekvivalenti duotajai.
Ats. Né viena i$ lygCiy a), b), ¢) neekvivalenti duotajai.
2. Suradg lygties apibrézimo sriti, isitikiname, kad ji yra &. Taigi,

duotoji lygtis sprendiniy neturi.

3. Pagal 4 teorema lygtis ekvivalenti sistemai

3 x=2,
{x C4x+3=11-4x,
& 3 x=2.

11-4x>0 x<22
o 4

Ats. x=2.

122



SESTOJI UZDUOTIS

4. Pasinaudoj¢ nurodyta tapatybe ir pacia lygtimi, gausime:
2x—l+x-1+332x-1-Yx-1-1=1=2x-1-Yx-1=1-x.
Pakéle pastarosios lygties abi puses trec¢iuoju laipsniu, gausime du
sprendinius x =1 ir x=0.
Patikring isitikiname, kad tik x =1 yra lygties sprendinys.
Ats. x=1.

5. Lygties apibrézimo sritis: x>0, x# % , X# %, x # 2. Lygtyje

blity paranku pereiti prie logaritmo pagrindu x. Apibrézimo sritis
leidzia tai daryti, atskirai iStyrus x =1 atveji, nes logaritmo
pagrindas negali buti 1. [rase¢ i lygti x =1, matome, kad §i reikSme
yra sprendinys.

Kai x #1:

10 N 21 _ 6 B
2log,2+1 4log,2+1 1-log,2
Pazyméjg log, 2 =y, turime
10 21 6
+ + =
2y+1 4y+1 y-1
I$sprendg lygti gauname du sprendinius:

——iir 1
bg 13 Y2 7"
Tada
1 5 11
log, x 13" logyx 2
1
log2x=—?3,log2x=2.
B
x=2 5, x=4.
1
xX=——mx,x=4
433
1
Ats.: x; = ,Xxp=1,x3=4
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6. [|x-2|-2|<le-l<|x-2]|-2<lo1<|x-2|<3e
{ l<x-2<3, {3<x<5,

f—
-3<x-2<-1 —-l<x<lI.

Ats. (-1;1HU@3;5).

7. Nelygybé ‘ x? = 5x+1 ‘< 2x—5 ekvivalenti (pagal 7 teorema)
sistemai
{x2—5x+1<2x—5, {x2—7x+6<0,
= =

x2—5x+1>—2x+5 x2—3x—4>0

x€(1;6),
= & xe(4;6).
x € (—oo; — 1)U (4; + )
Ats. (4; 6).
X +8 . . .
8. Nelygybé >x—2 ekvivalenti (11 teorema) sistemy
X
visumai
| x> +8 r
>0, {x & (=o0; = 2]U (0; + o0),
X
x € (—0;2),
x—2<0, ( )
3.g Sl x?—x+2 50 <
X >(x— 2)2, X ’
x>2
(X - 220 -
[x e (—o0;— 21U (0; 2),
& &
| x€[2;+00)

& x e (—0; = 21U (0; + o).
Ats. (—o0; — 21U (0; + ).
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9. Nelygybés +x+1++/2x < V3x—1+ \/2 (2x—1) apibrézimo sritis
yra [é, +ooj ir ji ekvivalenti nelygybei

V2x —\22x-1) <ABx—1-+x+1.
Pastaraja pertvarkome:
2x—2(2x-1) < 3x-1-(x+1)
Vax +422x 1) Bx—1+4x+1
ir gauname nelygybe
20-x)  _ 2(x-1)
V2x +422x 1) ABx—l+/x+1

Pastaroji akivaizdziai teisinga, kai x >1 (maZesné pusé neigiama, o

didesné teigiama) ir neteisinga, kai 5 <x<l1.

Ats. [1;+ ).

10. Nelygybeés log, (x2 —6x+18) <2log(x—4) apibrézimo sritis
3 3
(4; + ), todél ji ekvivalenti sistemai

{x2—6x+18 > (x - 4)2,
=

x — 4 >0

x > 4
Ats. (4; +0).

{x>—1,
= S x> 4.
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SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

n
1. Tegu Ak{m:ijk}, k=0,1,...,n+1. Akivaizdu, kad

n+l

A NA; =D, k#j ir UAk = Q. I§ kombinatorikos Zinome, kad

k=0
|Ak|:(n]:1].Todél
n+l n+l
> Ploh =Y > P({o})= ZlAklp (1-p)"™** =
®eQ) k=0 weA;
n+l

1
= Z['” Jp"(l—m””‘k =(p+(1-p)" =1

Priespaskutingje lygyb¢je naudojomeés Niutono binomo formule.

2. Turime, kad
i o; n+l— ij
P({o})=p’= (-p)
=p (1= p) " p®r (1= p)l

ir

1
Zp“’j (l_p)l_m/ =l-p+p=1, j=0,1,....,n
;=0
Todel
P(Ak(ik))ZP({O)ZO)k =ik})=

= 21: Zl“ ZI: ZI: [p(ﬂo (l—p)l_mo -...-pwk*1 (l—p)l_m"“.

©=0 @19 ¥41=0 ©®,=0
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p(1- p)l—ik p P (1- p)l—®k+1 Lp® (1 _p)l_wn 1=

) o1 1
=p*(l _p)l—lk pro (l_p)l—wo Z PO (1 _p)l—wk—1 .
0)0—0

o-1=0

1 . .
c > pO (1= p) Ok Y (1= p) O = plk(1- p)' T

(D/H—l:O (Dn:O
Analogiskai randame, kad
P(Afl(lfl)ﬂmAJl (ZJI)):P({(D(DJI zijl,...,(ﬁ)jl =ij[})=

= pU (1= p) i p (1= p) i = P4 ) ) PA, ) )
su visais {ji,..., j;} <{0,1,...,n}.

. Tegu

I 1
U=, > Y po(0g) p(eg, o)) ... p(og_1, o),

®p=0w;=0 ©,=0

k=0,1,....
Tada
> P({o})=U,.
0eQ)
Matematinés indukcijos biidu jrodysime, kad U; =1 su visais
k=0,1,....

Turime, kad
Ug=po(0)+ po()=1
ir
1
D P01, 08) = p(og_1,0)+ plog_p, 1) = 1.
Oy =0
Priimdami, jog Uj_; =1, gausime
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1 1 1
Uk = Z Z Z [ Po(@0) P(@q, ©)) ... p(©f 2, 04 1)
(DO =0 (J)l =0 (Dk—l =0
1
) Z p(@p_1, 0) ]:Uk—l =1.

Oy =0

4. IS prielaidos iSplaukia, kad
po(0)=1=po()=1=p, p@,0)=1-p@E=1-p,
Todél
po(®) = p* (1-p)

1—0)0 l—Q)k

ir p(o;_1,0p)=p (1-p) %%,
o0 tuo paciu
P({o})=po(©0) p(®g, ©1) ... p(©,_1,0,) =
i(’)J n
_ . j=0 _ =) o
=p™ (1= p) e

. . . . . 1
5. Formulg |Q| =2"*! Zinome i§ kombinatorikos. Kai p= >

1 _ 1 _
Pop=—pli=pP 1 ==l g

6. Imame baig¢iy aibg
5
Q= co:(oz((ol,...,co5),(oj e{O,l},jzl,...,S,Zcoj =2¢,
j=1

kur @; =1 reiskia, kad j-ajame bandyme iStrauktas baltas rutulys, o

©; =0 reiskia, kad j-ajame bandyme iStrauktas juodas rutulys.

Aibé Q turi desSimt elementy. Tegu

Ak(ik)Z{COI(l)k :ik}’ A(il,...,ik)Z{COI(l)l =i1,..., (O)7 :ik}’

5
k=1,..,5, >i;=2.
j=1

128



SEPTINTOJI UZDUOTIS

Tikimybés P({o}) turi biti tokios, kad
N3 1-i
PA4G))=|—=| | = ;
(41@)) (Sj [SJ
1-i,
EJ . kai il Zl,

I
P(4, (i) | 4,Gy))= (4 4

L kai i) = 0;

2
1, kai il +i2 =2,
N3\

P(A3(i3) | 41 GGy, ip))= (EJ (5] , kai i +ip =1,

S Ni3 (1317
—| | = , kai ij +iy, =0;
GJG)

I, kai i) +iy +i3 =0 arba 2,
P(Ay(ig)| 4 Gyoinai3))=4 1

—, kai I +ip+i3 =1
2

ir

P(As(is) | 41 (i in,i3,14))=1.
Kadangi
{1, 1p, 03,4, 05)} = A1 (i) N Ay (ia) N A3 (i3) N A4 (ig) N A5 (s),

tai i§ sandaugos formulés ir duoty salyginiy tikimybiy randame, kad
1
koks bebiity m e Q P({o})= 0
Vadinasi, traukimo i§ urnos be grazinimo schema apraso
klasikinis tikimybiy modelis. Bet

|41 =AM =|430)|=] 4] =| 451D |=4

ir tokiu budu

P(Aj(l))=§, j=1.05.
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7. Imame baigciy aibg
Qz{co:coz(ml,coz,co3),mj E{O,l},j:1,2,3}

1§ aStuoniy elementy, kur ®; =0 reiSkia, kad j-tasis kontaktas yra

i§jungtas, o ®; =1 reiskia,

kad j-tasis kontaktas yra sujungtas, P({co}) = % , e Q).
Tegu A4 yra ivykis, kad lemputé nedega. Turime, kad

A=Q\{,1,1} ir P(A) =%. Tegu

4y =1(0,0,0),(0,1,1),(0,0,1),(0,1, 1)}, 4, ={(1,0,1), (1,0, 0)},
Ay ={(1,1,0)}, 44 = {1, 1,D)}.
Akivaizdu, kad
A] ﬂAk =®, jik,ir Al UA2 UA3 UA4 ZQ,

1 1 1

P(4) =5 P(4y) = P(A43) = P(4y) =3 P(A|4;)=1,
j=1,2,3, P(4] 44)=0.
Pasinaudoj¢ Bajeso formule, randame, kad

4
P4y | A) = -

+—+

N |~
0| —

8. Kai k=1, tai lygybeé akivaizdi. Jei formulé teisinga duotam £, tai

1 0 1 0 1 0

K+l ik

" =1 H:[l— kj(l_ J:(l— k41 k+1J'
q 49 q 4 q q

. (0 1)(0 1 1 0 .
9. Kai k=2, tai = . Todél su bet kokiu k£ >1
1 0){1 O 0 1

turésime, jog
o 0¥ [0 1Y (10 (10
1 o) |[l1 o lo 1) Lo 1)
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10.

Toliau
o 1Y o 1y*o 1) (1 00 1) (0 1
10 {1 0) {1 o) lo 1Jl1 o) 1 o)

Biiseny aibg Zymésime {1, 2}, kur 1 reiskia giedra diena, o 2 reiskia

tkanotg diena. Tada pradiniy tikimybiy vektorius py =(1,0), o

P = p0H2. Kadangi

0,6 04)(0,6 04 0,44 0,56 .
= , tai
0,2 08102 0,8 0,28 0,72
0,44 0,56

j=(0,44 0,56).
0,28 0,72

P2 =(p2(), p2(2)=(1, 0)(

Vadinasi ieSkoma tikimybé p, (1) =0,44.

ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

Pasirinke koordinaciy sistema kaip nurodyta uzduotyje, turime
A(1;0), 4y(a;0), B(O;1), B(0;6), C(1; 1), Cy(a; b).

Tieses 4B lygtis: r-d =y—_0 Sx+ay=a;

0-a 1-0

x— -0
Tiesés AB; lygtis: ==——&bx+y=b;
1 1yg 0—1 _b-0 y

: . -1 -1
Tiesés CC lygtis: = 1 =% s x(b-1)-ya-)=b—-a.
a— _
Nesunku jsitikinti, kad lygciy sistema

xX+ay=a,

bx+y=b,
x(b-1)—-y(a-1)=b—-a
a(l1-b) _b(-a)

, . Taigi visos 3
1—ab 1—ab

turi vienintelj sprendinj x =
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a(l—b).b(l—a)J

tiesés kertasi viename taske ;
1—ab 1—ab

2. Pasirinke¢ koordinaciy sistema kaip nurodyta uzdavinyje, turime:

1 1 1 1
1) 4| —;—=1|, By|0;—= 1, C;| —;01.
) 1(2 2J 1( 2) 1(2 j

. . 1
2) Tasko P koordinatés(xp; yp) tenkina lygybes P 2+ Al 5
ypty 1o
ir =—_.Is¢a P(l—-x;1-y).
5 2 ( »)
) _ Xp +Xx .
Tasko O koordinatés (xp; yp) tenkina lygybes =0 ir
Yoty 1 .
=—.I8¢a O(—x;1-y).
= i O(xi1-y)
Xp+x 1.

Tasko R koordinatés (xp; yg) tenkina lygybes 5 = 5 ir
+ :
Z%;Z=O.ﬁﬁaRﬂ—n—yy

3) Atkarpos AP vidurio tasko L koordinatés yra:
_xy+xp O0+1-x l-x

b

XL

2 2 2
y _Yatyp _O+1-y 1-y
L 2 2 2

Analogiskai isitikiname, kad atkarpos BQ vidurio tasko K

ir yg :Ty, o atkarpos CR vidurio

koordinatés yra xg =

tasko 7' koordinatés: xp = 1;x , V7 = 1—2y

Matome, kad tasky L, K ir T koordinatés sutampa. Taigi AP,

. . . . ) I-x 1-
BQ ir CR susikerta viename taske, kurio koordinatés ( 2x ; Tyj .
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Sapc =Soap +Sopc —Soac - B
Remdamiesi formule C v
1 .
Soap =574 7555 =04), 00 13
gauname: @
A ‘A

SOAB21-9-12-sin(£—1j=54sin7—n; 0 w0 5
2 310 30 I pav.
1 3n W 4t
S =—-12-10-sin| — —— | =60 sin—;
OBC =5 (5 3) 15
S =.9.10-sin| 25— | = 45sin F = 45
04€ =5 5 10 2
Taigi

. 4
S 15c =54s1n;—g+60s1n£—45z54-0,67+60-0,74—45=

= 35,58 (kv. vienety).
Pagal atstumo tarp dviejuy tasky formule

AB:\/92 1122 22.9.12¢05 .~ =\/225 —216c0s F ~ 8,03,
30 30

BC =\/122 +10% - 2-12-10c05?—§ :\/244—240cos% ~9,13,

AC =19% +10% =+/181 ~13,45.

Todél perimetras lygus
AB+ BC+ AC =~ 30,71.

. Kadangi Od=a, OB=a\/3, 0C=2a, OD=ua"/3.
LAOBzg, onczg, AAOng, 4A0E=2?“,
tai taisyklingojo SeSiakampio vir$tiniy polinés koordinatés yra:

A(a;0), B(a\/?;gj, C(za; g) D(aﬁ;gj, E(az?,—nj

O (0; neapibéztas).
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5. Kadangi x =pcos@sin0, y=psinpcos0, z=pcos0, tai
x? er2 =p2 cos? (psin2 0+ p2 sin’ (psin2 0=
= p2 sin” 0 (cos2 ¢+ sin’ ¢) = p2 sin? 6.
Kugio lygtis sferinése koordinatése yra:
p2 sin® 0 = 3»p2 cos? 0 , ty. tg29 =3=>tgb= V3 arba tg0 = 3.
I$ siy lygciy
01 :arctg\/_zg, 0, :n+arctg(—\/§):% (nes 00 < ).

Ats.: Kiigio lygtis: ng,kai z20; ez%,kai z<0.

6. Atsakymas. Turi buti gautas pavirSius,pavaizduotas 1 paveiksle.

2 pav. 3 pav.
7. Atsakymas. Turi buti gautas pavirSius, pavaizduotas 3 paveiksle.

8. Atsakymas. 18 pateikiamo 3 brézinio
matyti, kad atstuma VT (tarp Vilniaus ir
Talino)  cilindrinése  koordinatése
galima apskaiciuoti pagal formulg:

VT = R(tg59 — tg54).
Gauname V7T =1813 km. Tuo tarpu
Zemés pavir§iumi matuojamas atstumas
59-54 nR ¢ abic
180 36" 7P
549,5 km. 4 pav.

sudarys mR
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9. Atsakymas. Si uzdavinj sprendziant, reikia
4 brézinj papildyti:
Dabar, naudodamiesi abiejuy bréziniy zy-
méjimais, sprendziame taip. Lengva rasti
atkarpos x ilgi: x =7 sin@. Atkarpos y ilgi

apskaiCiuojame labai panasSiai:
h 1-
= LCOS(D) =(h+r(1—cosp))seco;
cos O r

¢ia secO =

. Pastebime, kad atkarpa z
cos 0

ir atkarpa pc sudaro kampa ¢ + 0. Todél at-

karpos z (esancios skleistinio kamo viduje ir > pav.

perkeltos | atkarpos y pradzig) ilgis yra z =y(h +r(1 —cos)secH).

Dabar, nekeisdami atkarpos z ilgio, perkelkime ja ten, kur ji

pavaizduota brézinyje, ir apskai¢iuokime skenuojamos juostos ploti:
pc =v[h+r(l-cos9)]secOsec(d + ).

Pastaba. Toks atkarpos z kilnojimas yra labai tipiskas Zemés pavir-
Siaus skai¢iavimuose. Jis duoda apytikri, bet uztat lengvai suprantama re-
zultata.

oy e . R .
10. Atstumas tarp $iy tasky Zemés pavirSiumi matuojant yra % , Ir ne-
priklauso nuo platumos (pazymékime ja kampu ¢). Atstumas tarp Siu

tasky cilindrinése koordinatése yra R(tg(p+ g) —tgo), 0 ju santykis:

6 6 6

Si santykj galima pakeisti, naudojant standartinius trigonometriniy
funkcijy pertvarkymus:

oo m).n_[l+te’e | x
[([tg((p+6j tg(pj 6}.6—[\@_&@ 6)6'

Pastarajj santyki galima nesudétingai jvertinti:

(R(tg(tp + g) —tgo) —ﬁj:ﬁ = [(tg((p + g) —tgQ) —%j;ﬁ.

1+tg2(p T T 1+tg(p &
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Naudodami kvadratiniy nelygybiy sprendimo bidus, ir jverting
koeficienty apytikres reikSmes, gauname nelygybe:

tgch +0,549778714 tgop + 0,047755333 < 0.
Si nelygybé teisinga, jei tgp=—0,44164914 arba tgp=
=-0,10812957. Tai reiskia, kad platuma turi biti i pietus nuo ekva-

toriaus, 0 kampas 30 laipsniy turi biiti atidedamas i Siaur¢ nuo Sios
platumos.

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI
1.0; 2.(2;6); 3.6;8;10; 4.44; 5.0,97.
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