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PRATARME

I skaitytoju rankas atiduodame jau trecig Lietuvos jaunyju matema-
tiky mokyklos uzdaviniy knygele. [ ja sudéjome visa 2000-2002 mokslo
metais skelbta medziaga. Per Siuos mokslo metus LIMM klausytojai
turéjo proga giliau susipazinti su skaiiy dalumu, grandininémis
trupmenomis, aritmetiniu, geometriniu, harmoniniu vidurkiais ir ju
taikymais bei skaiciy sekomis. Taip pat buvo nagrinétos iracionaliosios
bei trigonometrinés lygtys ir nelygybés. NepamirSome ir geometrijos —
moksleiviams buvo pasitilyta skaiciuoti figliry plotus, taikyti vektorius
planimetrijos uzdaviniams sprgsti.

Norétume, kad §i knygelé, kaip ir ankstesnés dvi, buty skaitoma,
padéty moksleiviams geriau suprasti matematika ir leisty jiems geriau
pasirengti studijoms aukstosiose mokyklose. Manome, kad ji galéty buti
naudinga ir matematikos mokytojams.

Dékojame straipsniy autoriams uz kruopsty uzduoCiy rengima,
kolegei Kristinai Lyndienei, labai riipestingai rinkusiai bei maketavusiai
visa teksta, ir apskritai visiems, prisidéjusiems prie Sios knygelés
pasirodymo.

Sudarytojai A. Apynis, E. Stankus, J. Sinkiinas
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STOJAMOJI UZDUOTIS

A. Apynis, E. Stankus (Vilniaus universitetas),
J. Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

. Suprastinkite:

1 1 33
3(ab)2 -3b (a2 -b2)> +2a2 +b2
+ .
a-b 3 3
az+b2

. IS dviejy miesty 4 ir B vienas pries kita vienu metu iSvyko
motociklininkas ir dviratininkas. Vaziuodami pastoviais greiciais,
jie susitiko po 45 min. Per kiek laiko motociklininkas i§ miesto 4
nuvaziavo | miesta B, jeigu keliongje jis uztruko dviem valandomis
ilgiau negu dviratininkas, vaziuodamas i§ B i 47

. I8spreskite nelygybe

9
>1.
(x+1)?

. Irodykite nelygybe

a>+b*+1> ab+a+b;
¢ia a ir b — bet kokie realieji skaiciai.

. Raskite penkiazenklius skai¢ius 34x5y (x— Simty skaitmuo, y —
vienety skaitmuo), kurie dalijasi i$ 36.

. Irodykite, kad trupmena 20t

yra nesuprastinama koks bebiity

5x+7
sveikasis skaicius x .
. Apskaiciuokite:
. 47T
sin? = +sin 2= 4+ sin* 2= 4+ sin* —



STOJAMOJI UZDUOTIS

8. Raskite daugianario
P(x) = (x* +2x+2) + (x> -3x-3)’
koeficienty prie nelyginiy x laipsniy suma.

9. ISspreskite lygciy sistema
X —4y2 —xy+5y=I,
x? +3y2 —xy—4y=-1.
10. Trapecijos ABCD pagrindas BC yra apskritimo skersmuo. Sis

apskritimas lie¢ia pagrinda AD ir eina per trapecijos istrizainiy
vidurio taSkus. Raskite trapecijos kampus.

§ .:: Lz



I. SKAICIU DALUMAS

E. Stankus
(Vilniaus universitetas)

Mokykliniame matematikos kurse sveikyju skaiCiy dalumo
klausimai pladiai nenagriné¢jami. Apsiribojama sveikyju skaiciy kai
kuriais dalumo pozymiais bei didziausiu bendruoju dalikliu ir maziausiu
bendruoju kartotiniu. Norétysi iSplésti moksleiviy zinias sveikyju skaiciy
dalumo tema.

Dvieju sveikyju skaiciy suma, skirtumas bei sandauga yra sveikasis
skaicius. Taciau dalijant sveikaji skaiiy iS sveikojo ne visuomet
gaunamas sveikasis skaiGius. Siems klausimams nagrinéti ir skirta §i
tema.

Sveikuosius skaicius ¢ia Zymésime a, b, c, ..., sveikyju skaiCiy aibe,
kaip jprasta, zymésime Z, o nattraliyju — N, t.y. N= {1, 2, 3, ...,}.

Apibrézimas. Sakoma, jog skaicius a dalijasi is skaiciaus b
(Zzymima: b|a, skaitoma: — b dalija a), jeigu yra toks skaicius c, su
kuriuo galioja lygybé a=bc (ac€Z,beZ, b#0).

Skaiéiai b ir ¢ vadinami skaiciaus a dalikliais.

Pavyzdziui, skaicius 14 dalijasi i§ 7 (zymime 7|14 ), 14 dalijasi i§ 2
(2|14), taip pat 114 ir 14|14. Natiralieji skaiCiai kurie dalijasi tik i§
saves ir i$ vieneto, vadinami pirminiais skaiciais . Tokie skaiCiai yra,
pavyzdziui: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ... pirminiy skai¢iy yra be galo daug.
Si fakta IV a.p.m.e. jrodé Euklidas.

Suformuluosime pagrindines sveikyjy skai¢iy dalumo savybes,
kuriomis daznai remsimés tolesniuose samprotavimuose.

Sveikyju skaic¢iy dalumo savybeés:

1)jei a#0,tai ala;

2) jeigu ap ir bjc, tai dic;

3)jei ab ir ba, tai |a|=|b|;

4)jei ab ir |a|>|p|, tai b=0;

5)jeigu ap ir ,tai aptc;

6) jei su skaiCiais a;,a5,...a,, it b,by,..b, galioja lygybé
ay+ap+.+a, =b+by+.+b,,



KVADRATINIS TRINARIS

ir apie visus démenis, i$skyrus viena, Zinoma, jog jie dalijasi i§ a, tuomet
ir §is démuo dalijasi i a.

Labai svarbus teiginys, kuris naudingas ne tik tyrin¢jant skaiciy
daluma, yra pagrindiné aritmetikos teorema:

Bet kuris natiralusis skaicius n vieninteliu bidu isreiskiamas
pirminiy skaiciy sandauga: n =plk1 -pécz e -p],i{” ;

¢ia py,pr,..-p,; yra pirminiai skaiciai, rodikliai 4q,k,,..k,, — kurie
nors natiiralieji skaiciai.

Kai skaiCius n — nedidelis, tai ji iSskaidyti pirminiais daugina-
maisiais paprasta. Pavyzdziui, 6=2-3, 24=2%.3, 60=2%.3.5,
45=3%.5 ir pan. leskant natiiraliojo skaiciaus skaidinio pirminiais
dauginamaisiais, surasti visus jo pirminius daliklius patogu tokiu biidu:

126 | 2 320 | 2 728 | 2 32515
63 |3 160 | 2 364 | 2 65 | 513
2113 80 |2 182 |2 13

717 40 | 2 91 |7 1
1 20 | 2 13 | 13
10 | 2 1
515
1

I§ ¢ia matome jog 126=2-32.7, 320=2%.5, 728=23.7.13,

325=52.13. Zinoma, taikant § pirminiy dalikliy ieskojimo biuda,
pravartu zinoti pagrindinius sveikyjy skai¢iy dalumo poZymius:

1. Skaicius dalijasi i§ 2 tik tuomet, jeigu jo paskutinis skaitmuo yra
arba 0, arba 2, arba 4, arba 6, arba 8.

2. Skaicius dalijasi i§ 3 tik tada, kai jo skaitmeny suma dalijasi i$ 3.

Pastaba. Taip pat formuluojamas ir dalumo i§ 9 pozymis: skaiCius

dalijasi i$ 9 tik tada, kai jo skaitmeny suma dalijasi i$ 9.

3. I8 5 dalijjasi tik tie skaiciai, kuriy paskutinis skaitmuo yra arba 0,
arba 5.

4. Tikrinant natiiraliojo skaiCiaus n daluma i§ 7 bei 13, ji reikia
uzrasSyti formule

n=10a+b (0<b<10).



I TEMA

Skaicius » dalijasi i§ 7 tik tuomet, kai skaiCius a —2b dalijasi i§ 7.
Skaicius n dalijasi i§ 13 tik tuomet, kai skaicius a + 4b dalijasi i§ 13.

5.18 11 dalijasi tiktai tie skaiciai, kuriy skaitmeny, esanciu nelygi-
nése vietose, suma arba lygi skaitmeny, esanciuy lyginése vietose, sumai,
arba skiriasi nuo jos skai¢iumi, kuris dalijasi i§ 11.

Panasiai formuluojami dalumo pozymiai i$ 17, 19, 23, 29, 31.

Dalumo i$ 2 ir dalumo i§ 5 pozymiy irodymai paprasti — uztenka
pasinaudoti penktaja dalumo savybe (pabandykite irodyti). To
negalétume tvirtinti apie kity pozymiy irodymus. Norint irodyti ir Siuos
pozymius, reikéty zinoti dalybos su liekana savybes, kurios ir Siaip
1domios.

Sveikojo skaiCiaus a dalybos i§ m (meN) su liekana veiksmas
apibréziamas lygybe a =mq+r, kurioje g — dalmuo (g€ Z), o r — lie-
kana, 0<r<m.

Atskiru atveju, kai » =0, gauname, jog a dalijasii§ m (m|a).

Biity nesunku jrodyti, jog bet kuriam sveikajam skaiCiui a ir
natiiraliajam m egzistuoja vienintelé sveikyjy skaiCiy g ir r, 0<r<m,
pora, su kuria galioja lygybé a =mg +r (irodykite).

Pavyzdziui, tegu @ =25, m=7. Tuomet 25=7-3+4, taigi ¢=3,
r=4.Kai a=-25, m=7, gausime —25=7-(-4)+3; g=-4, r=3.

Dalybos su liekana prireikia ir kasdieniniame gyvenime. Siemet
rugséjo 27 d. buvo treCiadienis. Norédami nustatyti, kokia savaités diena
bus po mety, t.y. 2001 m. rugs¢jo 27 d., turime dieny skaiciy — 365
padalyti i§ 7 ir pagal gautaja liekana nustatyti savaités diena. Gauname
365=52-7+1, todél ateinanciy mety rugsejo 27 d. bus ketvirtadienis.

Apibrézimas. Jei dalijant sveikuosius skaicius a ir b i§ m gaunamos
vienodos liekanos, ty. a=mq +r ir b=mgy,+r, 0<r<m, tai
rasoma a=b(mod m) (skaitoma: a lygsta b moduliu m). Pastaroji
israiska yra lyginys moduliu m.

1 pavyzdys. Tegu m=3. Tuomet vienodas liekanas, lygias 2
(7 =2), turi sveikieji skaiiai 3m+2, meZ:

e, —=1,-4,-1,2,5,8, ...

Taigi galime rasyti:

—7=2(mod 3), —4 =5(mod 3), 8 =2(mod 3) ir pan.

Formos 3m+1, m e Z, skaiciai

10



KVADRATINIS TRINARIS

e, —=8,-5,-2,1,4,7, 10, ...
turi liekana » =1. Vadinasi,
—8=1(mod3),-5=1(mod 3), 10=1(mod 3) irt.t.
Skaiciai, kurie uzraSomi pavidalu 3m, m e Z, dalijasii§ 3 (»=0):
.y, 9,-6,-3,0,3,6,9, ....
Todél
-9=0(mod 3), —6=9(mod 3), 9=0(mod 3) irt.t.

Taigi visi sveikieji skaiCiai pagal pasirinktaji moduli m =3
suskirstomi | tris klases pagal liekanos r galimas reikSmes.

Nesunku patikrinti, kad lyginys a = b(mod m) teisingas tik tuomet,
kai a-b» dalijasi i§ m (m|a—b). Pagal lyginio apibrézima $i fakta
galime uzrasyti ir taip:

a—b=0(mod m).

Lyginiy savybés labai panasSios i lyg¢iy savybes. Suformuluosime
jas:

1)jei a=b(mod m), tai ca=cb(modm) ir a+c=b+c(modm)
su bet kuriuo sveikuoju skaic¢iumi c;

2)Jei ay=b(modm) ir ap=by(modm), tai a +ap=
=b +by(mod m) ir ay -a, = by - by (mod m) ;

3)jei a=b(mod m), tai a* =b* (modm), keN.

Remdamiesi lyginiy moduliu m apibréZzimu S$ias savybes paban-
dykite jrodyti patys.

Panagrinékime keleta lyginiy savybiy taikymo pavyzdziy.

2 pavyzdys. Raskime lickana, kuria  gausime  skailiy
A=13'0-225.515 padalije is 3.

Sprendimas. Atkreipkime démesi, kad galioja Sitokie lyginiai:

13 =1(mod3) (nes 3]13—1), 2=-1(mod3) (nes 32+1),

5=-1(mod3) (nes 35+1).
Pagal lyginiy treiaja savybg turésime:
1316 = 1(mod3), 2% = (-1)> (mod3),
ty.
225 = —1(mod3), 5" =—I(mod3).
Pritaike antraja savybe, gausime:

11



I TEMA

22551 = (21) - (= 1)(mod3),, t.y. 2%° -5!° = I(mod3).

I8 pirmosios savybés iSplaukia, jog

—2%5.51 = _1(mod3), 13'°-22.51 =1-1(mod3).

Taigi 4=0(mod3) . Kitaip tariant, skaicius 4 dalijasi i$ 3.

Vadinasi, naudojantis lyginiy savybémis galima patikrinti, ar duota-
sis skaiCius dalijasi i§ kito skaiCiaus, neatliekant dalybos veiksmo ir nesi-
naudojant dalumo pozymiais.

3 pavyzdys. [rodykime, kad su kiekvienu natiiralivoju n skaicius
n’ +14n dalijasi is 3.

[rodymas. 1 biidas. Bet kuri nattralyji skaiciy dalijant i§ 3, galimos
liekanos » reikSmés yra: =0, r=1 ir r=2. Todél nagrinésime
kiekviena atveji atskirai.

Kai r=0, tai n=3k. Tuomet n’ +14n = (3k)3 +14-3k Sis
skai¢ius dalijasi i§ 3 pagal penktaja dalumo savybe.

Jei r=1,tuomet n=3k+1 ir
nd +14n =Gk +1)° +14-Gk +1) = 27k + 27k* + 9k +1+ 42k + 14 =

=39k +9k2 +17k) +15.

Kadangi pastarosios israiSkos abu démenys dalijasi i§ 3, tai ir
skaitius 7> +14n dalijasi i3 3.

Jeigu r=2,tai n=3k+2 ir

nd +14n= Gk +2)> +14-Gk+2) = 3- (9> +18k> + 26k) +36.
Pagal ta pacia dalumo savybe darome iSvada, kad skaiCius n +14n ir
Siuo atveju dalijasi i$ 3.

Taigi su visais natiiraliaisiais » skai¢ius n +14n dalijasi i8 3.

2 bidas. Irodymas matematinés indukcijos metodu.

Pazymékime A(n)= n3 +14n . Nesunku patikrinti, jog skaicius
A(n) dalijasi i$ 3, jeigu n=1:

AD=1+14-1=15.

Padarykime prielaida, jog skaiCius A(k) dalijasi i§ 3 ir irodykime,
jog skaiCius A(k+1) dalijasi i§ 3. Tuo isitikinsime pertvarke iSraiSka
Ak +1):

12



KVADRATINIS TRINARIS

Ak +1) =k +1D> +14-(k+1) = k> +3k% + 3k +1+ 14k +14 =
K +14k +3k% + 3k +15= A(k)+3- (k% +k +5).

Taigi A(k+1) dalijasi i$ 3, nes pirmasis démuo dalijasi i$ 3 (pagal
prielaida), o antrasis démuo yra 3- (k2 +k+5).

Matematinés indukcijos principas leidzia tvirtinti, jog teiginys
’ n’ +14n dalijasi i§ 3* yra teisingas su visais natiiraliaisiais #.

Remdamiesi lyginiy bei dalumo savybémis jrodysime dalumo i§ 3 ir
7 pozymius.

Dalumo is 3 pozymio jrodymas. Tarkime, skaiCius n yra toks:

n=ay-ay_|-..-ay-ay-ay, k=1;
¢ia ay yra vienety skaitmuo, g —deSimciy skaitmuo, a, —Simty
skaitmuo ir t.t.

Taigi n=ay -10% +a;_; 10+ +..+tap 102 +a;-10+aqy.
Kadangi

10 = I(mod3), 10% = I(mod3), ..., 10¥ = 1(mod3),
tai pagal penktaja dalumo savybe gauname, jog

n=ay+ay_1+..+ay+ay +ay(mod3).

Kitaip tariant, skaicius #» ir jo skaitmeny suma dalijant i§ 3 turi ta
pacia liekana. Jei skaitmeny suma dalijasi i$ 3, tai ir pats skaicius »
dalijasi i8 3.

Dalumo is 7 pozymio jrodymas. Duotaji skai¢iy n uZraSykime
pavidalu n=10a+b, 0<b <10 ir tarkime, kad Sis skaiCius dalijasi i$ 7,

ty.
10a+b=7q, geN.

Tada i§ 7 dalijasi ir skaiCius

a—-2b=50a+5b—-T7(Ta+b)=35q—-T(Ta+b).

Samprotaudami atvirkscia tvarka, i§ skaiCiaus a —2b dalumo i§ 7
galétume iSvesti ir skaiciaus 10a + b daluma i 7.

13
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10.

PIRMOJI UZDUOTIS
[rodykite SeStaja dalumo savybg: jei su skaiCiais aj,ay...a, it

by.by....b, galioja lygybé

aj+ay +.+a, =b+by+.+b,
ir apie visus démenis, iS§skyrus viena, zinoma, jog jie dalijasi i§ a,
tuomet ir $is démuo dalijasi i$ a.

Raskite skaiciy 3663 ir 1443 didziausia bendraji dalikl;.

Irodykite, jog su visais natraliaisiais n skaicius n (n+1) (n+2)
dalijasi i§ 6. Ar Sis teiginys galioja, kai n — bet kuris sveikasis
skaiCius? Atsakyma pagriskite.

Irodykite, jog su visais natiiraliaisiais » skai¢ius n’ +720n dalijasi
i§7.
Irodykite, jog su bet kuriuo aeR ir bet kuriuo neN galioja
teiginys:

(@ —a+ )| (@ +(@a-1)"?).
Ar skaigius 27 +31 dalijasi 1§ 13?7 Atsakyma pagriskite.

225 515

Raskite liekana, gaunama skai¢iy 1316 - dalijant i§ 37.

Raskite lickana, gaunama skaiciy (116 +17'7)?! dalijant i§ 8.

Raskite keturzenklius skaic¢ius x97y, kurie dalijasi i§ 45.

Raskite skaigiaus 22000 paskutiniji skaitmeni.

-3

fe19))
SZ2)
P,
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II. GRANDININES TRUPMENOS

Rimantas Skrabuténas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Formaly ,,daugiaauksti“ uzrasa

1
a+
gy +...
vadinsime grandinine trupmena (GT). Skai€iai ¢, ¢, ..., q, vadinami

GT elementais.

Mes domésimes tiktai tokiomis GT, kuriose ¢; ,i =1 yra natiiralieji
skaiciai, o g — sveikasis skaiCius.

Akivaizdu, kad, kai natiraliyjy elementy ¢q; skaiCius yra baigtinis,
tai GT yra racionalusis skaicius. Tokiu atveju GT vadinsime baigtine
grandinine trupmena (sutrumpintai — BGT). Kai elementy seka g;,

i=0,1,...yra begaliné, Sitoks apibrézimas ir iSraiska (1) kol kas yra tik
formalis, nes neaiski tokio reiskinio prasmé: neaisku, nei kas pridedama
prie g;, nei i§ ko kaskart dalijamas vienetas. Tad begalinés GT savoka
patikslinsime kiek véliau.

BGT aibé sutampa su racionaliyjy skai¢iy aibe Q. Tai iSplaukia i$
vadinamojo Euklido (arba kitaip: nuoseklios dalybos) algoritmo, kuris,
savo ruoztu, pagristas dalybos su liekana teorema, tvirtinancia, kad:
imant bet kokiq sveikyjy skaiciy a ir b#0 porq, galima rasti tokiq
vienintele sveikyjy skaiciy q ir r porq, su kuria biity teisinga lygybé:

a=bg+r, 0<r<b|.

Sakome, kad skaiCius a padalytas is skaiciaus b su liekana r .
Skaicius g vadinamas skai¢iu a ir b dalybos nepilnuoju santykiu. Pvz.,
jei a=-13, b=5, tai —13=(-3)-5+2, todél nepilnasis santykis
g =-3,0liekana r =2.

Euklido algoritmu vadinamas nuoseklus dalybos su liekana
teoremos taikymas: pirmiausia zinomy skai¢iy a ir b porai, po to —
skai¢iy b ir r (Cia r yra a dalybos i§ b liekana) porai, toliau skaiciy
ir r porai (r; yra b dalybos i§ » liekana) ir t.t. Procesas tgsiamas tol,

kol gaunama lygi nuliui liekana, sakykime 7;,; =0 . Gauname lygybes:
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11 TEMA

a=bqy+r, 0<r<|b|,
b=rq+n,0<n<r,
r=nq,+nr, 0<n <r,
k2 =19k + 1> 01 <rjeyps
Te—1 = Tk 9k+1-
Sakome, kad Euklido algoritma pritaikéme skai¢iu a ir b porai. I§
Siy nelygybiy matome, kad liekanos r,r,r,... nuosekliai mazéja.
Kadangi jos yra neneigiami sveikieji skaiciai, tai biitinai po baigtinio
zingsniy skaiCiaus (ne didesnio uz |b |) dalybos procesas baigsis.
Pavyzdziui, pritaikykime Euklido algoritma skai¢iams 705 ir 31:
705=22-31+23,

31=1-23+8,

23=2-8+17,
8=1-7+1
7=7-1.

. , . . Ly a .
1 teorema. Kiekvienas racionalusis skaicius tzz yra viena-

reiksmiskai isskleidziamas BGT, kurios elementai yra nepilnieji
santykiai, gauti taikant Euklido algoritmq skaiciams a ir b.

1 pavyzdys. I$skleiskime BGT racionalyji skaiciy 73L15 Auksciau

pateiktame pavyzdyje gauti nepilnieji santykiai gy =22, ¢; =1, g, =2,
qg3=1, q4=7 ir yra ieSkomo skleidinio elementai. Todél,

705 _ [22,1,2,1,7].
31
Ir atvirksciai, — jei duota baigtiné grandininé trupmena, tai, atlikda-
mi jprastus algebrinius pertvarkius, lengvai paverciame ja konkreciu ra-
cionaliuoju skai¢iumi.
2 pavyzdys.
1 1 11 21

[-2,1,2,5]=2+——— =2+ =24+—=

1 AR TRNNT:

1 11
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GRANDININES TRUPMENOS

2. Reduktai ir ju savybés.

Apibrézimas. Nutraukus GT (baigtine ar begaline) ties jos k- tuoju
elementu, gautqji racionalyji skaiciy

P,
Ry = [QOs QI:QQ,...,qk]:Q_]Ii

vadiname tos GT k- tosios eilés (arba: k-tuoju) reduktu.

Redukty skaitikliai P, ir vardikliai @ turi daug idomiy savybiy,
igalinanciy efektyviai taikyti GT .

1. GT k-tojo redukto skaitikliai ir vardikliai tenkina rekurenciasias
formules:

B = i Fr—1+ Fr—2, Ok = 4k Ok—1+ Dk—2-

Papildomai apibrézus P ;=1 ir Q_; =0, Sios rekurenciosios
formulés galioja su visais £ >1 .

2. Su visais natiiraliaisiais 4:

Peo1Qp — PeQg-1 = (-1

3. GT reduktai yra nesuprastinamos trupmenos, Kitaip tariant, su
visais natiiraliaisiais k skai¢iy P, ir Q) didZiausias bendras daliklis yra
lygus 1 (D(P, Or)=1).

4. Pazymékime (R,;) redukty su lyginiais numeriais seka
Ry, R4, Rg,..., © (RZk +1) — redukty su nelyginiais numeriais seka
Ry, R3, Rs5,.... Seka (Rzk) yra did¢janti, o (R2k+1) — maz¢janti.
Baigtinéje grandiningje trupmenoje paskutinis reduktas (lyginis arba
nelyginis) sutampa su i$skleistuoju racionaliuoju skai¢iumi.

5. Su visais k galioja nelygybés Ry; < Rypyq it Rop < Rop_g-

6. Su visais k ir / turime Ry; < Ry;.q .

7. Jeigu ¢ baigtiné GT, o R, — jos reduktai, tai su visais k <n—1
1 1

- <.
OOk OF

Baigtinés ar begalinés GT reduktus patogu apskaiciuoti sudarant
lentelg, kurioje reduktu skaitikliai ir vardikliai randami remiantis reku-
ren¢iosiomis formulémis.

|l—Rk|S|Rk+1—Rk|=
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11 TEMA

3 pavyzdys. Rasime visus misy i$skleisto skaiciaus

7—015 = [22, 1,2,1, 7] reduktus. Sudarome tokia lentele:

k -1 0 1 2 3 4
9k 22 1 2 1 7
Py 1 22| 23] 68| 91| 705
O 0 1 1 3 4

31
Todél R =2, R =£,R2 =§,R3 =2,R4 =7—05. Siuo atveju

1 1 3 4 31
pats skaiCius sutampa su lyginés eilés reduktu R4. Jei turime racio-
naliojo skaiCiaus skleidini, o norime zinoti pati skaiciy, tai paskutinis
Sitaip apskaiCiuotas reduktas ir bus atsakymas. Be to, pagal treCia
redukty savybe, atsakyma gausime nesuprastinamos trupmenos pavidalu.

4 pavyzdys. Skaiciui = [3, 7,15,1, 292] gausime:

k -1 0 1 2 3 4

dk 3 7 15 1 292

P 1 3 22 333 355 103993

O 0 1 7 106 113 33102
103993

Todél p=Ry ==~ ir D(103993,33102)=1 .

3. Begalinés GT. Kai uzrase (1), elementy seka (qk) yra begaling,
tai galime kalbéti, apie redukty sekos (Rk) ribq. Ta riba o (jeigu ji
egzistuoja) vadinama GT (1) reiksme ir rasoma

1
o =90, 91:92. -+ qs ] = g0+ ——7—
q+

qr +...
Pasirodo, kad yra teisinga tokia teorema.
2 teorema. Begalinés GT redukty seka (R}, ) visada turi ribq.
Svarbu yra tai , kad baigtine ar begaline GT galima uzrasyti bet kokj
realyji skaiciy.
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GRANDININES TRUPMENOS

3 teorema. Bet kokj realyji skaiciy o galima vienareikimiskai
isskleisti GT . Ta GT yra baigtiné, kai o yra racionalusis ir begaliné,
kai o irracionalusis skaicius.

Racionalyji skaiciy [qo,ql,qz,...,qk] zymésime R; ir, kaip jau
sakyta, vadinsime grandininés trupmenos [qo, 1>925 qi» ] k—tuoju
reduktu. [vestyju savoku prasmé ypac paaiSkéja pastebéjus, kad GT
reik§mé sutampa su paciu skai¢iumi o .

4 teorema. Sekos ( R, ) riba yra biitent i§skleistasis skaiCius o.

Realiojo skaiCiaus o skleidinio GT reduktus jprasta vadinti tiesiog
skaiciaus o reduktais. Jiems yra teisingos visos minétos redukty
savybés. Ypac svarbi taikymuose yra septintoji savybé:

SN
OOk+1 OF

Verta zinoti, kad iracionaliojo skaiciaus o lyginés eilés reduktai
yra mazesni, o nelyginés eilés, — didesni uz o .

Grandininés trupmenos taikomos aproksimacijoms, t.y. realiojo
skaiCiaus jvertinimo racionaliaisiais skaiciais uzdaviniuose. GT taip pat
naudojamos sprendziant lyginius bei diofantines (neapibréztasias) lygtis.
Diofantinémis lygtimis vadinamos lygtys su keliais nezinomaisiais, kai
jos sprendziamos ieskant sveikyju sprendiniy (Diofantas i§ Aleksandrijos
— graiky matematikas, gyvenes II-IIl amziuje). Pavyzdziui, papras-
Ciausios diofantinés lygties su sveikaisiais koeficientais a,b,c

ax+by=c

|OL—Rk|S

bendrasis sprendinys, kai D(a,b) =1, apskaiciuojamas pagal formules:

x=(- l)n_lch_l +bt; y=(=1y'cP,_ —at.

. B s e . ..
Cia R, | = n=L yra skaiGiaus % skleidinio BGT prieSpaskutinis
n-1
reduktas, o te Z .
5 pavyzdys. Neapibréztosios lygties 705x+31y =3 bendrasis

sprendinys yra aibé, sudaryta is sveikyju skaiciy pory
((—1)4‘1 344311, (-1)*3-91-705 t):
=(-12+311, 273-7051¢), teZ,
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11 TEMA

kadangi ¢=3, o 3 pavyzdyje jau esame rade, kad Siuo atveju n=4,
_ 91

e
4. Periodinés GT. Daugumai realiyjuy skaiciy skleidimas grandini-
némis trupmenomis néra paprastas uzdavinys. Yra gauti tik atskiry
iracionaliyjy skaiciy, ar skaiciy tipu skleidiniai. Pvz., apskai¢iuota vir§
200 000 skaiciaus m skleidinio GT elementy. 4-to pavyzdzio skaiCius
B= [3, 7,15,1, 292] kaip tik ir pateikia pirmuosius penkis 7 skleidinio

R3

elementus. Kadangi ¢4 =292 yra gana didelis skaicius, tai i§ 7-tosios

v

redukty savybés iSplaukia, kad jau R, = % (ypa¢ R3 = ?%) yra labai

tikslus skaiCiaus m artiniai.

Kaip matéme, skleidziant GT didesniy problemy nekelia tik
racionalieji skaiCiai. Yra dar viena, gana siaura iracionaliyjy skaiciy
klasé, — kvadratinés iracionalybés, kuriy skleidinys vadinamosiomis
periodinémis GT gaunamas palyginti paprastai.

Apibrézimas. Begaline GT o= [qo, > qz,...,qn,...] vadinama
periodine, jei egzistuoja tokie naturalieji skaiciai m ir h, kad su bet
kurivo k>m galioja lygybé qj.p, = qy. -

Maziausigji i§ tokiy nattiraliyjy skaiciy 4 iprasta vadinti GT periodo
ilgiu.

Sutrumpintai raSome

o= [(10» q1, QZ"'-aqm—l’va'-"Qm+h—l]'

Galima kalbéti apie grynai periodines ir misrias periodines
begalines GT: jei m = 0, tai GT vadinama grynai periodine.

Apibrézimas. Realyji, bet neracionalyji kvadratinés Iygties

ax® +bx+c=0 su sveikaisiais koeficientais a, b, ¢ sprendini o
vadinsime kvadratine iracionalybe.

6 pavyzdys. Skaiciai J7ir 1443 yra kvadratinés iracionalybés,
nes yra, atitinkamai, kvadratiniu lygciu x2-7=0 ir x>-2x-2=0
Saknys.

7 pavyzdys. Pademonstruosime realiojo skaifiaus skleidimo GT
algoritma (juo, beje, remiasi ir 3 teoremos irodymas) skleisdami

kvadratine iracionalybe V2. Kadangi kiekvienas realusis skailius x
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GRANDININES TRUPMENOS

vienareikSmiskai uzraSomas savo sveikosios ir trupmeninés daliy suma
(x =[x]+{x}, 0<{x}<1), tai, tuo vadovaudamiesi, nuosekliai gauname:

2=l (2 )

-1

S

Toliau: ——— =2 +1=2+(y2-1)=2+ =..

V2-1 1
N

[ ] Siuo atveju,

ir procesas ima kartotis. Tad: V2= [1 2,2,2,.

m=h=1.
3 7 17 41
Apskaiciave Ry =—, R, =—, Ry =—, R4 =— pastebime, kad jau
P FATy T BTy Ty P .
R; yra gana tikslus skaiciaus V2 artinys, nes pagal redukty septintaja
17 1

savybe: V2 — —| < ——— < 0,0031.

Yo% 12| 12-27

Pasirodo, kad $itoks +2 skleidimo rezultatas néra atsitiktinumas.
Dar 1770 m. Z. Lagranzas irodé, kad periodiniy begaliniy GT aibé
sutampa su kvadratiniy iracionalybiy aibe.

6 teorema (LagranZo). Kiekvienos periodinés GT reiksmé yra lygi
kvadratinei  iracionalybei. Ir  atvirksciai:  kiekviena  kvadratiné
iracionalybé isskleidziama periodine (gryngja ar misrigja) GT.

Jeigu norime pagal turima skaiciaus o skleidini grynai periodine
GT a= [q05 q1>4925---9h-1-90> 91> --- > 9h—1> ]

surasti kvadrating irracionalybe, kuria tas skleidinys iSreiskia, tai
patogiausia tai daryti naudojantis formule

O.Ph 1t Ph 2

o=t @)

Oy +0Op—2
Cia & yra periodo ilgis.
Si formulé iSplaukia i§ formalios iSraiskos, kuri, grynai periodinés
GT atveju, atrodo taip: o= [qo, q1, qz,...,qh_l,oc]. Pertvarkius (2)
formule , gaunama kvadratiné lygtis o atzvilgiu:
010" +(Op-2 = Ph-yJot = Php =0. 3
Kai turime skleidini misria periodine GT su ilgio m priesperiodziu
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a= [QOa 15 92> 9m—1>9m> m+15+> Im+h-1> 6]ma~~a‘1m+h—1a---]a
tai patogiausia pradzioje i$ (3) formulés rasti kvadrating irracionalybg
o, iSreiSkiancia atitinkamq grynai periodine GT, o tada jau skaiiy a
apskaiciuoti 1§ iSraiskos:
— Oy Bop—1 + P2 )
OLQO—l + Qm—2

8 pavyzdys. Kai o= [1, 2,11, 3], tai m = 2, h = 3. Tada sudarome

“4)

lentelg atitinkamai grynai periodinei trupmenai o, :[1, 1,3,1,1, 3,...]
apskaiCiuoti:

k -1 1 2 3
qx 1 1 3
P, 1 1 2 7
O 0 1 1 4
Istate gautuosius skaicius i (2) formulg, gauname:
M:az, arba 2(1% -3y —-1=0.
4oy +1

IS ¢ia o,y

. Dabar apskaiciuojame o . Tuo tikslu vel

_3+\/ﬁ
4

sudarome lentelg tik dabar jau pagal priesperiodzio elementus:

k] -1 1 2
" 1 2
P, 1 3
0, | 0 1 2

Pagal (4) formulg gauname atsakyma:

oy -3+1 134317 7+417

ary-2+1 1042417 4

a=[12.113]=
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GRANDININES TRUPMENOS

ANTROJI UZDUOTIS

. Taikydami Euklido algoritma, iSskleiskite skaiciy —% baigtine

grandinine trupmena (BGT).
. Apskaiciave reduktus, raskite racionalyji skai¢iy r, iSreikSta BGT,
jei r=[-7.2,1,4,6,1,3].
. 41 ., . o .
. Skaic¢iy —35 i8skleide BGT, raskite jo visy eiliu reduktus.

Patikrinkite lygybe P,_ Oy — PoOs_1 =(~1)F, kai k=3.

. Suprastinkite racionalyji skaiciy 2233 , skleisdami ji BGT. Raskite
jo visy eiliy reduktus ir i8déstykite juos didéjimo tvarka.

. Pakeiskite trupmena —% tokiu jos reduktu su maziausiu
vardikliu, kad padaryta paklaida nevirSyty 0,002.

. Panaudodami grandinines trupmenas , iSspreskite neapibréztaja lygti
12x+31y=436. Raskite jos atskirgji sprendini (xg,yp), jei
zinoma, kad x( reiSkia Zmogaus gimimo diena, o y, — gimimo
meénesj.

. Skaitiy /23 isskleiskite GT. Raskite toki jo redukta R, su
maziausiu vardikliu, kad galioty {vertis
23 - Ry| <0,001.

. Skleisdami GT, raskite kvadratinés lygties x2—5x+3=0
mazesniosios Saknies racionalyji artini 0,002 tikslumu.

. Raskite kvadrating irracionalyb¢ «, jei zinoma, kad
a=[-32141414 ]=]-3214|
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10. [rodykite, kad su visais natiiraliaisiais skaiciais n

n? 42 = [n, n,2n,n,2n, n,2n, n, ] = [n, n, Zn].
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I11. VIDURKIAI

Vladas Vitkus
(Vilniaus ,,Minties*“ gimnazija)

Apibrézimai:
1. Neneigiamy realiyjy skai¢iu ay, ap, a3, ..., a, aritmetiniu
apt+ay+..+a,

vidurkiu vadinamas skai¢ius 4 =
n

2. Neneigiamy realiyjy skai¢iy qaq, ap, as,...,a, geometriniu

vidurkiu vadinamas skaicius G = Q/ ay-a,-ay-..-a, .

3. Teigiamy realiyjy skaiciu a;, ay, a3, ..., a, harmoniniu vidurkiu

. " n
vadinamas skaicius H = ] ] ] T
—t—t— .+ —
a ay a3 ay

4. Neneigiamy realiyjy skaiiu ay, ap, a3, ..., a, kvadratiniu

af +a3 +a} +..+a}

vidurkiu vadinamas skai¢ius K = \/
n

1 pavyzdys. Apskaic¢iuokime ir palyginkime keturiy teigiamy
skaiiy 1; 2; 2; 4 vidurkius 4, G, H, K.

Sprendimas.
A:#:%ZQ,%;G:«4/1.2.2.4:4,/24:2;
Her ==y =15

L

1 2 2 4 4

2,72 2, 42
K:\/l +2°+2°+4 _ §:§:2’5

4 4 2

Gavome 1%<2<2,25<2,5,t.y. H<G<A<K.

Jeigu visi keturi skaiciai buty lygis, tai ir visi vidurkiai biity lygus.
Galima irodyti, kad bet kuriy teigiamy realiyju skai¢iy vidurkiams
galioja tokios nelygybés: H<G<A<K.
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III TEMA

Tada dvieju teigiamy skai¢iy a ir b vidurkiams galioja tokios

nelygybés:
2 a+b a’ +b>
= <. Jab< <1/
15 ab < 5 < 5 .

a b
Sias nelygybes galima pavaizduoti geometriskai.
Turime trapecija ABCD,

A . . .
B Y kurios  pagrindai AD=a,
iy RS o, BC=b; O —istrizainiy susi-
AR .. .
& / y = Gy kirtimo taskas.
. ‘ B Tada
Kl ~ = ~ KE 1 H .. d k
/ o D ) Harmoninis vidurkis
F ~
AL = =~ n 1 lygus ilgiui atkarpos

1 . T
pav a b

HH, , kuri lygiagreti su trapecijos pagrindais ir eina per taska O.

2) Geometrinis vidurkis /ab lygus ilgiui atkarpos GG, , kuri yra
lygiagreti su trapecijos pagrindais ir duotaja trapecija dalija i dvi
panasias trapecijas BCG,Gy bei GiG,DA .

a+b

3) Aritmetinis vidurkis lygus trapecijos vidurinei linijai 4;4,.

2 2

4) Kvadratinis vidurkis lygus ilgiui atkarpos K;K», kuri

yra lygiagreti su pagrindais ir trapecija ABCD dalija i dvi lygiaplotes
trapecijas.
Kadangi H1H2 < G1G2 < A1A2 < K1K2 5 tai

2 a+b a’ +b?
——<.Jab < < .
11 2 2

a b
Visos nelygybés yra grieztos, nes trapecijos pagrindai yra nelygus.
Vidurinés mokyklos matematikos kurse dazniausiai taikomas
aritmetinis ir geometrinis vidurkiai.

26



VIDURKIAI

Teorema (Kosi nelygybé). Kai ay,ay,a3,...,a, — bet kurie
neneigiami skaiciai, tai
atapy+..+a, > Q/al
n
Dél sunkumo S$ios teoremos jrodymo nepateikiame, bet panagri-
nésime atskirus jos atvejus, imdami pavyzdziuose du, keturis, o uzduo-
tyse — tris, aStuonis skaicius.
2 pavyzdys. [rodykime, kad dviejuy neneigiamy skaiciy aritmetinis

“ay-az-..-a, .

. . T o . +b .
vidurkis ne mazesnis uz jy geometrinj vidurki, t.y. a 5 > ,Jab , kai

a>0 ir b>0. Nustatykime, kada galimas lygybés zenklas.
[rodymas. Imame skirtuma:

%M_@:aw;zmz(ﬁ_z@)zz&

Vadinasi,

“;bz@. 1)

a+b
2

galimas tada ir tik tada, kai jis galimas nelygybéje M >0, ty.,

IS jrodymo matyti, kad nelygybéje > ,Jab lygybés Zenklas

kai (Va —b ) =0. O taip bus, kai a=b.
Kaip i$vados i§ (1) nelygybés kartais naudingos ir tokios nelygybés:

a+b>2ab, (2)
a’ +b%>2ab, (3)
2
a+b
b< , 4
ab<(32] @
12 .2
b<—\a“+b"). 5
abs (e +0?) )

3 pavyzdys. Irodykime, kad keturiy neneigiamy skaiciy aritmetinis
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III TEMA

a+b+c+d
_—>

vidurkis ne mazesnis uz ju geometrini vidurki, t.y. 2

> 4/abcd . Nustatykime, kada galimas lygybés Zenklas.

[rodymas. Kadangi ath >.Jab ir ctd >.Jcd , tai
a+b c+d
a+b+c+d 9 + 2 >1/ab+1/cd
4 2 - 2 '

Skaiciy /ab ir \/cd aritmetinis vidurkis ne mazesnis uz ju

geometrini vidurki: @ > 1/@ . ﬁ =4labcd .

Vadinasi, W >4 abed .

Jei teisingas bent vienas sarySis a#b, c#d, ab#cd, tai
nelygybé yra griezta. Lygybé galima tik tada, kai a=b, c=d, ab=cd .

§ &a a’ =cz; a=c. Taigi lygybé galima tada ir tik tada, kai

a=b=c=d.

Su dviejy skai€iy aritmetiniu ir geometriniu vidurkiais susiduriame
ir mokydamiesi geometrijos. Jau Zinome, kad trapecijos viduriné linija
yra jos pagrindy aritmetinis vidurkis.

4 pavyzdys. StaCiajame trikampyje aukstiné, nuleista i iZambing,
yra geometrinis vidurkis statiniy projekciju izambinéje, o kiekvienas
statinis yra geometrinis vidurkis visos jzambinés ir to statinio projekcijos

1Zambinéje. o
h = \/ﬁ 5 ped
a=./ca; 5
b=.,/cb" . 4 biD c = 5

2 pav.
Irodykime lygybe h=+/a'b". pav
Statieji trikampiai ADC ir BDC yra panasis, nes £A4=/BCD =

=90° — ZB. 1§ $iy trikampiy panaSumo:
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%zg; W =db'; h=~ld'b' .
(1)—(5) nelygybés kartais sékmingai gali buiti panaudojamos ieSkant
didziausios (maziausios) reiskinio reik§meés arba irodant kitas nelygybes.
5 pavyzdys. Raskime didziausia dvieju teigiamy kintamyjy sandau-
gos reikSme, jeigu ju suma yra pastovi.
Sprendimas. Tegu a ir b — du teigiamas reikSmes jgyjantys
kintamieji, be to, a +b =C, ¢ia C — pastovus skaicius. Kai a # b, pagal

a+b 2 C 2
(4) nelygybg ab < Jty. ab<| =] .
2 2

2 2
Kai a =5, turime ab = [GTM) ,ty. ab= [%j .

Vadinasi, kai kintamieji a ir b yra lygiis, sandauga igyja didziausia
2
reikSme, lygia (%) .
6 pavyzdys. [rodykime nelygybe

a+b+c>Jab +,Jac +Jbc (a>0, b>0, ¢>0).
Sprendimas. Pasinaudoje¢ (1) nelygybe, gauname:

a;b >.|ab ; anrc >.Jac; b—;czﬁ
Sias tris nelygybes panariui sudéje turésime:

a+b+c2\/ﬁ+\/$+\/ﬁ.

Sprendziant lygtis, kartais naudinga nauju kintamuoju pazymeéti {
lygti ieinanciy reiskiniy aritmetini vidurki.

7 pavyzdys. I$spreskime lygti x(x +1)(x + 2)(x +3) = 24.

Sprendimas. Ivedame nauja kintamaji y :

y:x+(x+1)+(z+2)+(x+3) —x+15.

Tada
x(x+D(x+2)(x+3)=

= (¥ =151 = 0,5)(y +0,5)(y +1,5) = (»* = 0,25)(»* - 2,25).
Sprendziame lygti y4 - 2,5y2 +0,5625=24.
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Pazymeje y2 =z (z20), gauname

22— 2,52-23,4375=0; z=16,25 arba z =-3,75 (netinka);

12 =625, y=425; x=y-15; xy=—4, x, =1.

Ats.: —4; 1.

Harmoninis vidurkis praver¢ia skaiiuojant vidutini greitj.
Sakykime, kad automobilio greitis vaziuojant i§ 4 { B yra v km/h, o
griztant iS§ B 1 A — v, km/h. Tada vidutinis automobilio greitis v
visame kelyje yra skaiiy v; ir v, harmoninis vidurkis, t.y. v = T 1

1 N2
Patikrinkite, ar tikrai taip yra. Formulé atrodyty panasiai, jeigu vienodo
ilgio kelionés atstumy, jveikiamy skirtingais greiciais, bty ir daugiau
negu du.

TRECIOJI UZDUOTIS

1. Irodykite 4 pavyzdyje pateiktas lygybes a=./ca’, b=,/cb’.

Pasinaudodami Siomis lygybémis iSveskite Pitagoro teoremos
formule.

2. Duota trapecija ABCD . Per jos istrizainiy susikirtimo taska O
nubrézta atkarpa H,H, , lygiagreti su trapecijos pagrindais.
Irodykite, kad harmoninis vidur-

ki 1 k v ; <
18 l . 1 yra lygus atkarpos 7, ) 7,
a b
H\H, ilgiui. Cia a ir b trape- 4 _ D
cijos pagrindy ilgiai. 3 pav.

3. Raskite maziausia dviejy teigiamy kintamuyjy suma, jeigu ju
sandauga yra pastovi.
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10.

I§ granito reikia iSkirsti staCiakampio gretasienio formos
postamenta, kurio aukstis lygus pagrindo istrizainei, o pagrindo
plotas — 4 m”. Koks turi biiti pagrindo ilgis ir plotis, kad postamento
visas pavirSius biity maziausias?

Isspreskite lygti (x —1)(x —2)(x —3)(x —4) =120.
Pirmaji viso kelio trec¢dali automobilis nuvaziavo 54 km/h greiciu,

antraji — 45 km/h greiiu, o trecigji — 60 km/h greiciu. Raskite
vidutini automobilio greiti. (Atsakyma pateikite 0,1 km/h tikslumu.)

2 2
Irodykite 1 pavyzdyje pateikta nelygybe a;b S},a erb , kai

a>0,b20.

Irodykite, kad triju neneigiamy skaiCiy aritmetinis vidurkis ne
L T . +b+
mazesnis uz ju geometrinj vidurkij, t.y. %Zﬂabc. Kada

galioja lygybeé? (Pasinaudokite 3 pavyzdyje irodyta nelygybe ir

imkite d = %”“).

Irodykite, kad bet kuriy aStuoniy neneigiamy skai¢iy by, by,

by, ..., by, by aritmetinis vidurkis nemaZesnis uZ juy geometrini
vidurki.

Irodykite nelygybe at +b* vt > abc(a+b+c)

i\—-/:s'

31



IV. VEKTORIAI

Edmundas Mazétis
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

1. Priminsime kai kuriuos teiginius, zinomus i§ mokyklinés geo-
_)
metrijos kurso. Vektoriumi a = AB (arba kryptine atkarpa) vadinama

atkarpa 4B, kurioje yra nurodyti fiksuoti jos pradzios ir galo taskai. Du
- - - o
vektoriai ABir CD yra vadinami a) kolineariais, (AB|CD), jei

- -
tieses ABirCD yra lygiagretios; b) vienakrypciais (ABTTCD), jei
spinduliai  ABirCD yra vienodos krypties ir c¢) prieSpriesiais

- -
(ABT CD), jei spinduliai AB ir CD yra priesingy krypé&iy (1 pav.).

D A

B B D

/D
4 /

4 C C B C
- - - - - -
AB|CD ABTTCD ABTN cD

1 pav.

Vektorius, kurio pradzios ir galo taskai sutampa, yra vadinamas

-
nuliniu vektoriumi O . Nulinis vektorius yra kolinearus bet kuriam
> > - -
vektoriui. Vektoriaus a = AB moduliu | a |=| AB| vadinamas atkarpos

AB ilgis, nulinio vektoriaus modulis lygus nuliui.
- -
Vienakrypciai vektoriai @ ir b vadinami lygiais, jei ju moduliai

- >
lygts. IS Sio apibrézimo iSplaukia, kad vektoriai ABirCD,
nepriklausantys vienai tiesei, yra lygts tada ir tik tada, kai keturkampis
ABCD yra lygiagretainis (2 pav.).
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B C
B D
- - -
a b=-a
A C A D
2 pav. 3 pav.
> >
PrieSpriesiai vektoriai a ir b , kuriy moduliai lygts, vadinami
_)
priesingaisiais vektoriais. Kiekvienam vektoriui a egzistuoja jam
ﬁ
priesingas vektorius, kuris Zymimas —a (3 pav.).
M Sakykime, kad O — bet koks plokStumos taskas,
C| B - -
a =AB - koks nors tos plokstumos vektorius.

Nubrézkime spinduli OM , vienakrypti spinduliui AB
ir jame raskime vieninteli taSka C, kad atkarpos

H
ol 4 ABirOC bty lygios (4 pav.). Tuomet vektoriai AB
- -
4 pav. irOC yra lygis. Sakome, kad vektorius a yra atidétas
> - - -
nuo tasko O . Jei du vektoriai a =04 ir b =OB atidéti nuo vieno
- -

taSko O, tai kampas AOB yra vadinamas kampu tarp vektoriy a ir b .

- - - - - -
Jei a ™1 b, tai kampas tarp vektoriy a ir b , lygus 0,0jei a TN b,
— tai 180°.

2. Sakykime, kad turime du vektorius N R
> >
a ir b . Atidékime nuo tasko 4 vektoriy c
- o 4 -
AB= a , o nuo tasko B — vektoriy c
> o > o 5 pav.
BC = b . Tuomet vektorius ¢ = AC yra

- - - - - - - -

vadinamas vektoriy a ir b suma: ¢ = a+ b arba AC = AB+ BC
(vektoriy sudéties trikampio taisyklé; 5 pav.).
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> >
Jei vektoriai a ir b nekolinearts, tai

> o
AC = b ,nubréziame lygiagretaini ABDC

- - -

(6 pav.) Tuomet 4D = AB+ AC (vektoriy

atidéje nuo tasko A vektorius AB =a /\

6 pav.
sudéties lygiagretainio taisyklé). pav
Vektoriy sudétis pasizymi Siomis savybémis:
e e T s
1) a+ b=b+a, 2) (a+b)+c=a+(b+c),
> o5 o - > >
3 a+0=a, 4) a+(—a)=0
> > > >
Vektoriy a ir b skirtumu a — b yra vadinamas vektorius, lygus
- -

vektoriaus a ir vektoriaus -5

A
’ -
- a - -
priesingo  vektoriui b, sumai: a—>b
= - - 10)
a-b=a+(- b)JelazOA, N
b B

> >
b = OB atidéti nuo vieno tasko O, 7 pav.

e e T -
tai a — b =0A—-0B = BA (7 pav.).

-

Skaiciaus o ir vektoriaus a sandauga yra vadinamas vektorius
- - - - - -
b = o a, pasizymintis savybémis: 1) b T a, jei a>0, b N a, jei

-

%
a<0,2)] b |=|al|a]| (8pav.).

S /
a/ aa/a>0 a’ oa’”a<0

o

8 pav.
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- -
Skaiciaus O ir vektoriaus a sandauga laikysime nulinj vektoriy 0.
- -

Skaic¢iaus o ir vektoriaus a sandauga zymésime taip: o-a. Taigi

- -
b=o-a.

Vektoriaus daugyba i§ skaiciaus pasizymi Siomis savybémis:

- - - -
) 1la=a, 2) (ap) a =a(Ba),
S - - > >
) (a+P)a =aa+Pa, YHYa(a+b)=aa+ab.
- -
Vektoriai a ir b yra kolinearis tada ir tik tada, kai yra toks
skaiCius o, kad b =oa . Jei a T b tai a="",jei a N b, tai
| a |
_)
a=_1t1
ol
la|
- -
1 teorema. Sakykime, kad a ir b — du nekolineartis plokstumos
%
vektoriai. Tuomet bet kuri plokStumos vektoriu ¢ vieninteliu biidu
- -
galime iSreiksti vektoriais a ir b , t.y., rasti tokius skai€ius x ir y, kad
bty teisinga lygybe
- - >
c=xa+ya (1
e B
[rodymas. Tegu OA= a, OB = b, y/
- - B c
OC = ¢ (9 pav.). Per taska C brézia- b_>
me ties¢ CB', lygiagredia tiesei, kurioje
- o - = > 4
yra vektorius a, ir tiese CA', a X a
lygiagrecia tiesei, kurioje yra vektorius 9 pav.
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- N T
b. Pagal vektoriy sudéties taisykle OC =04'+OB'. Kadangi
- - - - T

OA'=xa, o OB'=yb, tai ¢ =xa+yb.
2 teorema. Sakykime, kad atkarpoje 4B yra taskas C, dalijantis
atkarpa AB santykiu AC:CB=a:3. Tuomet bet kokiam plok§tumos

taskui O yra teisinga lygybé

%
oc =2 OB+ B OA
o+p
[rodymas. Sakykime, kad AC:CB=a:f (10 pav.), t.y.,
—o . . C B
AC = ECB . Tuomet bet kokiam plokStumos

taskui O teisinga lygybé 4
e D

OC =04+ AC = OA4+— CB
B 10 pav.

> o5 o - > a2 a >
Kadangi CB=0B-0C, tai OC =04+ EOB_ EOC , arba
- - -
(au+PB) OC =B0OA+ 0.OB, ka ir reikéjo jrodyti.

1 pavyzdys. Trikampio A4BC pusiaukrastinés susikerta taSke M .
Irodysime, kad bet kokiam plokStumos taskui O teisinga lygybé

- > o> >
OM = 3 [0A+ OB+ OCJ
Kadangi trikampio ABC pusiau- B
kraStinés A44;, BB, CC; susikerta
taSke M ir AM : M4 =BM : MB; =
=CM :MC; =2:1 (11 pav.), €1 A,

tai pagal 2 teorema bet kokiam
plokstumos taskui O teisinga lygybé

- -
onp = 04+204, B, ¢
3 . 11 pav.
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Kadangi irodytoji lygybé¢ teisinga bet kuriam ploks§tumos taskui O,
tai ji teisinga ir kai taskai O ir M sutampa. Taigi, gavome, kad

e
MA+ MB+ MC = O ; Cia taSkas M yra trikampio ABC pusiaukrastiniy
sankirtos taskas.

2 pavyzdys. Trikampio ABC B
krastinéje AB yra taSkas M, o
krastingje BC — taskas N, be to,
AM :MB=2:5, BN:NC=4:3.
Tiesés AN ir CM Kkertasi taske K.

N
Rasime santyki AK : KN (12 pav.). M
Sakykime, kad AK:KN=x, 7
tuomet pagal 2 teorema
A C
- - By
%
CK - CA+xCN. 12 pav.
1+ x
- 3
Kadangi CN: NB=3:4,tai CN = 7CB. Taigi
-> 3 -
- CA+—-—xCB
CK=—1 )
1+x
- -
Kita vertus, vektoriai CK ir CM kolinearts, t.y.,
- oy 2 -
CK=yCM =7(5 CA+2CB) 3)

_>
Vektorius CK (2) ir (3) lygybémis iSreikStas tais paciais
- -
nekolineariais vektoriais C4 ir CB. Pagal 1 teorema Sios iSraiskos turi
: e 1 5 3 2 .
sutapti, t.y., turi biiti teisingos lygybés — -2 , SIS A
I+x 7 1+x 7

gauname, kad xz%. Taigi AK : KN =14:15.

37



III TEMA

- -
3. Sakykime, kad plok§tumoje duoti du vektoriai a ir b , kampo
> >
tarp ju didumas ¢. Skaicius, lygus vektoriy a ir » moduliy sandaugai,

%
padaugintai i§ kosinuso kampo tarp ju, yra vadinamas vektoriy a ir
%

b skaliarine sandauga:
> > >
a-b=al- \b|005(p
Vektoriy skaliariné daugyba pasizymi $iomis savybémis:
e
1) a-b=b-a,
- -
2) a(a b) oaa-b,
>0 > o5 oo
3) a(b+c)=a-b+a-c,

52 55 - -2

- >
4) a =a-a>0,jei a=0ir a =0 tadairtik tada, kai a = 0

A

IS skaliarinés sandaugos apibrézimo iSplaukia, kad vektoriai a ir

_)
b statmeni tada ir tik tada, kai ju skaliariné sandauga lygi nuliui. Be to,
- -
kampas ¢ tarp vektoriya ir b, randamas pagal formulg
- >
a-b : - . e .
COSQ=——"-, O vektoriaus @ modulis skaiiuojamas taip
la|-[b]

2
ﬁ
la=Va . <

3 pavyzdys. [ didesng trikampio
krasting nubréziama mazesné By Ay
pusiaukrastiné. [rodysime tai.

Sakykime, kad trikampio ABC kras-
tiné CB didesné uz krasting AC (13 pav.). A B
Irodysime, kad i ja nubréZta pusiau- 13 pav.
krastiné 44, trumpesné uz pusiaukrasting
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- - 1> - R
BB;. Akivaizdu, kad A4, = AC+ECB, BB = BC+5CA. Pakéle abi

Sias lygybes skaliariSkai kvadratu, gauname

52 52 L5 —>2—>2—>2—>—>1—>2

Ady =AC +AC-CB+- CB , BB, =B

a
+
oY
Q
Q
+
I

Q

- - - -

Kadangi AC-CB = BC- (CA , tai is 8iu lygybiy iSplaukia
5252 552 42
A4, — BB, ZZAC _ZCB .

2 2 02 2

- - -

Kadangi CB > AC, tai , ty., A4, — BB} <0, vadinasi, 44; <BB; ,
o tai reiSkia, kad A4, < BB.

4 pavyzdys. Trikampio ABC krasti-
nés AB ir AC lygios atitinkamai 4 ir 8§,
kampas A4 lygus 60°, taSkas N dalija N
krasting BC santykiu: BN :NC =3:1. A C
Rasime atkarpos AN ilgj (14 pav.). 14 pav.

B

- 1(~ -
Kadangi BN : NC =3:1, tai pagal 2 teorema AN = 7 AB+3 AC |.

Pakeéle sia lygybe skaliariskai kvadratu, gausime

-2 -2 - - - 2

AN :E AB +6AB-AC+94C |=

-2 - - 2

AB |+6-| AB|-| AC|-cos60° +9| AC ||=

L
16

42648 40.82 a3
16 2

2
- -
Taigi, | AN |= VAN =+/43.

39



III TEMA

5 pavyzdys. Trikampio ABC krastiniy ilgiai AB=c, AC=b,
BC =a. Krastinéje BC yra taskas D ir BD:DC =) .Rasime atkarpos
AD ilgi (15 pav.). B

Kadangi BD:DC=A, tai pagal

- -
_>
2 teorema AD = AB;L—XXA{' Keliame §ig D
+
lygybe skaliariskai kvadratu ir gauname A > C
2 2 2 15 pav.

- 1 - > >
AD = 5| AB +2LAB- AC+X AC

1+21)

> o - -
Kadangi AB-AC=|AB|-|AC|cosA=bccosA, o pagal kosinusy
2,2 2 NN
teorema cos A4 =u, tai AB- AC = (b2 +c? )‘ Tuomet
2bc 2
52

AD =

5 (c2 = x(b2 +c? —a2)+ 731;2),

(1+2)

5. | AD|= E+rb® ad’
i A 142

Gautoji lygybé yra vadinama Stiuarto formule. Jos atskiri atvejai

yra pusiaukrastinés 4D (kai A =1), pusiaukampinés 4D (kai Xz%)

ilgiy iSraiskos.
KETVIRTOJI UZDUOTIS

1. Penkiakampio ABCDE krastiniy AB, BC, CD ir DE vidurio taskai
yra atitinkamai M, P, N ir Q. Atkarpy MN ir PQ vidurio taskai yra K
ir L. [rodykite, kad tiesés AE ir KL lygiagrecios ir raskite santyki
AE KL .

2. Atkarpy 4B ir CD vidurio taskai P ir Q. Irodykite, kad atkarpuy AC,
BD ir PQ vidurio taskai yra vienoje ties¢je.
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10.

Trapecijos ABCD Soniniy krastiniy AD ir BC vidurio taskai yra M
ir N. Ar tiesés AN ir CM yra lygiagre¢ios?

Trikampio ABC krastinése AB ir AC yra taskai M ir N, be to,
AM :MB=3:2, AN:NC =1:4. Tiesés CM ir BN kertasi taske P.
Raskite santykius BP: PN ir CP: PM .

Jei trikampio ABC pusiaukrastinés lygiagrecios trikampio A'B'C'
krastinéms, tai trikampio A'B'C' pusiaukrastinés lygiagrecios
trikampio ABC krastinéms. [rodykite.

Lygiagretainio kraStiniy ilgiai yra 2 ir 3, kampas tarp ju lygus 60°.
Raskite kampa tarp lygiagretainio istrizainiy.

Kvadrato ABCD krastinés AD vidurys yra taskas E, taskas F' yra
istrizaingje AC ir AF : FC =3 . Irodykite, kad tiesés EF ir FB yra
statmenos.

Kvadrato ABCD krastinése AB ir CD yra taskai M ir N, be to,
AM :MB=1:2, CN:ND=5:1. Ties¢ MN kerta jstrizainge AC
taske P. Raskite kampa APD.

Trapecijos istrizainiy kvadraty suma lygi jos Soniniy krastiniy
kvadraty sumai, sudétai su pagrindy ilgiy dviguba sandauga.

Irodykite.

Trikampis ABC — lygiakrastis, krastinése AC ir AB yra taskai D ir E,
be to, DC=2A4D, AE =2EB. Tiesés BD ir CE susikerta taske Q.
Raskite kampa AQC.

A/’
O

N 2)
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IV. PLOKSCIUJU FIGURU PLOTAI

Juozas Sinkiinas
(Vilniaus pedagoginis universitetas)

Grieztai apibréziant plokscios figtros plota reikia remtis realiyju
skaiCiy teorija, riby teorija bei apibréztiniu integralu. Cia apsiribosime
tik daugiakampiy ploty skai¢iavimu, remiantis vidurinés mokyklos
matematikos vadovéliuose pateiktomis ziniomis apie figiiry plotus.
Priminsime keleta ploty skai¢iavimo formuliy:

1. Sta¢iakampio, kurio krastinés a ir b, plotas lygus a-b .

2. Lygiagretainio, kurio pagrindas a, o aukstiné 4, plotas lygus
a-h.

3. Jeigu trikampio ABC krastinés yra AB=c, BC=a ir CA=b,

. . +b+ o Lo . ...
pusperimetris p = % , R - apibrézto apie trikampi ABC apskritimo
spindulys, » - ibrézto i §i trikampj apskritimo spindulys, tai

1 1 1
a) S=§a~ha :Ebhb ZEC']’IC;

b) Szla-bsinCzlb-csinAzla-csinB;
2 2 2

c) §S= a_bc;
4R
d S=pr;
e) S= \/ p(p—a)p-b)(p—c)- $i formulé vadinama Herono
formule.
4. Trapecijos, kurios pagrindai a ir b, o aukstiné 4, plotas lygus
a+b
“h.
2

5. Bet kokio daugiakampio plotas skai¢iuojamas ji suskaidzius i
trikampius ar i figtras, kuriy plotus jau mokame skaiciuoti.
6. Jeigu daugiakampiai ABCD... ir A4;B;CDy..., yra panasus, tai

SuBcp.. = kZSAlBlCIDl-'- ; Cia k - panaSumo koeficientas.
ISspresime keleta pavyzdziy.
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1 pavyzdys. Senovés Egipte iskilojo keturkampio formos Zemés
sklypo ABCD plotas S buvo skaiiuojamas pagal formule
AB+CD BC+A4D

S = 5 . Palyginsime taip apskaiciuota keturkampio
plota su tiksliu $io sklypo plotu. B

Sprendimas.  Sakykime  AB=a, a A
BC=b,CD=c, DA=d.

Tada SABczla-bsinBSﬂ, 4 ¢

2 2 d -
SBCDﬁle,SCDASﬁ, SDABSM' D
2 2 2 1 pav.

Sudéje sias nelygybes, gauname:
28 4pcp =Sac +Spep +Scpa +Spap <
< ab+cb+ad+cd (a+c)b+d)

2 2
AB+CD.BC+DA

2 2

2 pavyzdys. Rasime trapecijos, kurios pagrindai lygiis 89 cm ir
142 cm, o istrizainés — 120 cm ir 153 cm, plota.

Talgl SABCD <

Sprendimas. Nubréziame ties¢ CE, lygiagrecia BD. Keturkampis
BCED - lygiagretainis, todél BD =CE =153cm, BC = DE =89cm.
Vadinasi,

AC+CE+ AD + DE
P=PACE = 5 =252,
p—AC=132, p—-CE =99, p— AE =21.

Kadangi uztusuoty trikampiy plotai yra lygis, tai

Sapcp =Sapc +Sacp =Sacp +ScpE =S cE -




III TEMA

Taigi

S 4pcp = Sack =+/252-132:99-21 =8316 (cm?).

3 pavyzdys. [ kampa ibréztas spindulio R apskritimas. Apskritimo
styga, jungianti lietimosi taskus, lygi a. LygiagreCiai Siai stygai
nubréztos dvi apskritimo liestinés, kurios nuo kampo atkerta trapecija.

Rasime trapecijos plota. E
Sprendimas. Nubrézkime kampo E pu-

siaukamping OEF ir jos susikirtimo su BC, LM B/l G\

ir AD taSkus pazymékime atitinkamai G, K ir I K N ,r

H. Kadangi KL=KM,6 tai GB=GC, O

HA=HD . I§ cia iSplaukia, kad trapecija

ABCD yra lygiaSoné (AB=AL+LB= o D

=HA+GB=HD+GC =DM +MC=DC). £o|H

Taigi 3 pav.

S 4BcD =%(AD+BC)-GH=%(AB+CD)-GH=AB-GH.

I§ tasko B nubrézg statmeni BP, gauname du panasius trikampius:
ABPA~ALKO (£ LOK = ZBAP, ZLKO = Z BP4A=90°)

IS ¢ia:
2
LK_BP @2 2R . 4R
LO AB R AB a
Taigi
4R? 8R>

Su4Bcp = 2R =
a a

1 pratimas. Trapecijos pagrindy ilgiai yra a ir b. Raskite atkarpos,
lygiagrecios pagrindams ir dalijancios trapecijos plota pusiau, ilgj.

4 pavyzdys. Rasime trikampio, kurio plotas 84 cm?, o krastinés —
trys paeiliui einantys natiiralieji skaiciai, perimetra.

Sprendimas. Sakykime trikampio kraStiniy ilgiai yra a=x-1,
x+2 X _x=2

b=x,c=x+1.Tada p=37x, p—a=

Pagal Herono formule:
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84.

2.2 2 2

I§ ¢ia x*—4x2-37632=0, x=14. Taigi trikampio krastinés
lygios 13, 14, 15ir P=42.

Trikampiai, kuriy krastiniy ilgiai ir plotas iSreiksti natiiraliaisiais
skaiciais, vadinami Herono trikampiais, o $iuy krastiniy ilgiy rinkiniai -
Herono trejetais. Pavyzdziui, trikampis, kurio krastinés 13, 14, 15 yra
Herono trikampis, o skaiCiy trejetas (13; 14; 15) — Herono trejetas.

\/3_x x x+2 x-2

Pastebésime, kad Pitagoro trejetas (natdiralieji skaiCiai a, b, c,
tenkinantys lygybe a’ +b% =c? ) yra Herono trejetas. Herono trikampi
galima gauti i§ dviejy Pitagoro trikampiy, turin¢iy po viena lygu statinj,
juos suglaudus lygiaisiais statiniais.

Pavyzdziui, Herono trikampi (13; 14; 15) galima gauti i§ dvieju
Pitagoro trikampiy (5;12;13) ir (9;12;15). IS Pitagoro trikampiy
(5;12;13) ir (35;12;37) gaunamas Herono trikampis (40;13;37), o 1§
Pitagoro trikampiy (9;40;41) ir (42;40;58) gaunamas Herono
trikampis (51; 41; 58).

2 pratimas. Pagal formule (m2 - n2, 2mn, m? + nz) , mneN

Pitagoro trikampiams (8;15;17), (7; 24; 25), (16; 63; 65) pasirinkite po
toki Pitagoro trikampi, kad biity galima sudaryti 3 Herono trikampius.
Du daugiakampiai vadinami lygiadaliais, jeigu viena daugiakampi
galime supjaustyti i dalis taip, kad i§ ty daliy biity galima sudéti kita
daugiakampi.
Lygiadaliy figtiry pavyzdziai:

a)
Ll S e
4 pav.
b)
2
1 2// 1 2
5 pav.
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. 5
3, 2 B

AN

6 pav.

Nesunku isitikinti, kad: jei daugiakampiai D; ir D, yra lygiadaliai,
daugiakampiai D, ir D5 yra lygiadaliai, tai daugiakampiai D; ir Dj
taip pat yra lygiadaliai.

Akivaizdu, kad du lygiadaliai daugiakampiai yra lygiaplociai.
Teisingas ir atvirkscias teiginys:

Bojai'- Gervino® teorema. Du daugiakampiai, kuriy plotai yra lygis,
yra lygiadaliai.

Sios teoremos nejrodinésime. Ja pailiustruosime pavyzdziais.

Pastebésime, kad briaunainiams analogiska teorema neteisinga, t.y.
lygiatiiriai briaunainiai ne visada yra lygiadaliai. Pavyzdziui, tetraedras
ir jam lygiatiiris kubas néra lygiadaliai (tai irodé M.Denas® 1901 m.).

5 pavyzdys. Isitikinkime, kad du lygiagretainiai ABCD ir ABEF ,
kurie turi vienodus pagrindus ir vienodas aukstines, yra lygiadaliai.

Sprendimas. Tieséje AB atidékime atkarpas, lygias atkarpai 4B ir per

dalijimo taskus nubrézkime tieses, lygiagrecias tieséms 4D ir AF' Jos abu
lygiagretainius padalins | vienoda lygu daliy skai¢iu. Lygios dalys
pazymétos vienodais skaiciais.

! F. Bolyai (1775-1856) - vengry matematikas.
P. Gervien — vokie¢iy matematikas
3 M.Dehn (1878-1952) — vokie¢iy matematikas.
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Pastaba. Siuos lygiagretainius i lygias dalis galima padalyti ir kitaip.
Brézinyje nubréztos tiesés yra lygiagrecCios atitinkamoms lygiagretainio
krastinéms. Taip dalijant gavome daugiau daliy. Labai jdomis (ir sunkis)
uzdaviniai: duotaji daugiakampi padalyti i maziausia daliy skaiciy, i$ kuriy biity
galima sudéti kit lygiaplotj daugiakampi. Cia mes tokiy uzdaviniy nespresime.

A B

N2

/\M

/\/ \/s
S0/ \/o

D C

8 pav.

6 pavyzdys. [sitikinkime, kad du trikampiai AMB ir AM'B,
turintys lygius pagrindus ir aukstines, yra lygiadaliai.

Sprendimas. Nubrézkime lygiagretaini ABCD , lygiaploti (lygia-
dalj) trikampiui AMB ir lygiagretaini ABC'D' lygiaploti (lygiadalj)
trikampiui ABM"'. Abu lygiagretainiai yra lygiadaliai, tai lygiadaliai yra
ir trikampiai. Ty trikampiy lygios dalys pazymétos vienodais skaiciais.

9 pav.

7 pavyzdys. Bet kokiam trikampiui ABC nubréSime lygiadali
trikampj. B
Sprendimas. Nubréziame tiesg, lygia-

grecia pagrindui AC ir nekertancia trikampio B

kraStiniy. Randame Sios tiesés ir tiesés AB

susikirtimo taska B'. Nubréziame atkarpa

B'C ir atkarpa BC', lygiagrec¢ia B'C. Tri- A4 o e,
kampis AB'C' yra lygiadalis trikampiui ABC. 10 pav.
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I8 tikrujy,
AABC = AABC'+ABCC',

AAB'C'= AABC'+ABC'B'.
Kadangi trikampiai BCC' ir BC'B' yra lygiadaliai (6 pavyzdys), tai
lygiadaliai ir trikampiai ABC ir AB'C".

3 pratimas. Duotajam trikampiui ABC nubrézkite lygiadalj trikampi
AB'C', kurio aukstiné biity trumpesné uz trikampio ABC auksting.

8 pavyzdys. Tiese, einancia per keturkampio ABCD virsing 4, jo
plota padalinsime santykiu m:n .

Sprendimas. Pirmiausia nubréziame trikampi ABD,, lygiaploti ketur-
kampiui ABCD . Per virSing D bréziame ties¢ DD, lygiagrecia AC.
Akivaizdu, kad S4pp =Spcp. Krasting BD; padalijame santykiu
m:n (brézinyje 3:1). Ties¢ AM; — trikampio ABD; plota dalija
santykiu m:n. Per taSka M, bréziame tiesg, lygiagreCia AC. Ji kerta
krastine DC taske M.

Kadangi

Sacm, =Sacm»
tai Sp,p, =Sacp, —Sacm, =
=S4cp —Sacm = Samp-
Taigi
SaBcm *Samp =SaBM, Sam,p, =m:n.

Pastebékime, kad santykiu m:n buvo galima dalinti ne atkarpa
BDy, o istrizaing BD ir per dalijimo taska M' iSvesti tiesg, lygiagrecia
AC, kuri kerta krasting CD taske M. Ties¢ AM keturkampio ABCD plota
dalija santykiu m:n.

Mokédami keturkampio plota padalyti santykiu m:n, galima
tiesémis, einanciomis per viena keturkampio vir§iing, keturkampio plota
padalyti i keleta lygiaplociu daliy.

Pavyzdziui, istrizaing BD padaling i keturias lygias dalis
BK'=K'L'=L'M'=M'D ir iSved¢ tieses K'K, L'L ir M'M,
lygiagrecias istrizainei AC, gausime, kad tiesés 4K, AL ir AM keturkampi
ABCD padalija i 4 lygiaplotes dalis.

11 pav.
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4 pratimas. I§ kartono lapo iskirpkite kvadrata ir
ji sukarpykite kaip parodyta brézinyje. Sumaisg Sias
dalis, pabandykite:

1) sudéti kvadrata (nezitirédami i brézinj);

2) sudéti staCiakampi (ne kvadrata!).

5 pratimas. Nubrézkite iSkilaji keturkampi 12 pav.
ABCD ir krastinéje 4B pazymékite taSka D. Tiese, einancia per taska D,
keturkampio plota padalinkite pusiau.

PENKTOJI UZDUOTIS

1. Ant staciojo trikampio, kurio statiniai lygiis @ ir b, visy krastiniy {
trikampio iSor¢ nubrézti kvadratai. Kvadraty virSiinés, nesutam-
pancios su trikampio vir§inémis, nuosekliai sujungtos atkarpomis.
Raskite gautojo SeSiakampio plota. Apskaiciuokite SeSiakampio
plota, kai a=5cm, b=12cm.

2. Per trikampio ABC krastinés AC taska D nubréztos tieseés, lygia-
grecios krastinéms AB ir BC. Jos kerta trikampio krasStines BC ir AB
atitinkamai taskuose £ ir F. Raskite lygiagretainio DFBE plota,
jeigu trikampiy AFD ir DEC plotai lygis Sy ir S, .

3. Trikampyje ABC, kurio krastinés AB=c¢, BC=a, AC=5,
nubréztos kampy A4 ir C pusiaukampinés AD ir CE. Raskite
trikampiy ABC ir AED ploty santyki. Apskaiciuokite $i santyki, kai
a=20cm, b=28cm, ¢ =21cm.

4. Taskai E, F, G ir H yra atitinkamai lygiagretainio ABCD krastiniy
AB, BC, CD ir DA vidurio taskai. Raskite figiiros, apribotos tiesémis
AF, BG, GH ir DE, plota, jeigu lygiagretainio ABCD plotas lygus S.

5. [ lygiaSong trapecija, kurios kampas prie pagrindo lygus 60°, ibréz-

tas apskritimas. Kokiu santykiu tiesé¢, jungianti trapecijos Soniniy
krastiniy lietimosi su apskritimu taskus, dalija trapecijos plota?
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6.

10.

Apie statyji trikampi apibrézto ir i ji ibrézto apskritimy spinduliy
santykis yra 5:2. Raskite trikampio plota, jeigu vieno statinio ilgis
lygus a.

Lygiagretainio ABCD istrizainé AC lygi 78 cm, o BD — 50 cm.
1) Raskite lygiagretainio krastines, jeigu jo plotas lygus 1680 cm?;
2) Isitikinkite, kad trikampis AOD yra Herono trikampis. Raskite du
Pitagoro trikampius, i$ kuriy galima sudéti trikampi AOD.

Nubraizykite 5 cm x 6 cm sta¢iakampj ir ji padalinkite i dalis, i$
kuriy buty galima sudéti tokio pat ploto kvadrata.

Nurodymas. Pirmiausia staciakampi padalinkite i tokias dalis, i§ kuriy
biity galima sudéti lygiaploti lygiagretainj, turinti viena krasting, lygia
kvadrato kraStinei. Kvadrato krastiné yra stadiakampio krastiniy geo-
metrinis vidurkis.

Nubraizykite bet koki trikampi ABC. llgiausioje krastin¢je 4B
pazymékite taska D. Per §i taska nubrézkite dvi tieses, kurios
trikampio plota dalinty i 3 lygiaplotes dalis. ISnagrinékite atvejus:
a) AD=%AB; b) AD=%AB;

c) AD<%AB; d) %AB<AD<%AB.
Trys gyvenvietés A, B ir C sujungtos tiesiais keliais (atkarpomis AB,
BC, ir AC). Prie kelio atkarpos 4B glaudziasi kvadratinis laukas su

krastine %AB, prie kelio atkarpos BC glaudziasi kvadratinis laukas

su krastine BC, o prie kelio atkarpos 4C — staciakampio formos
miskas. Raskite misko plota, jeigu jo ilgis lygus AC, plotis yra 4 km
ir jo plotas 20 km? didesnis uZ abiejy lauky ploty suma.

Nurodymas. Remkités trikampio nelygybe b <a +c.

Q-3

Y w3 @))

2.

)
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VI. IRACIONALIOSIOS LYGTYS IR NELYGYBES

Stefa Stakniené
(Vilniaus Gabijos gimnazija)

Pradédami nagrinéti S$ia tema bei sprgsti uzduotis, atsiverskime
mokyklinj vadovélj ir prisiminkime 7 — tojo laipsnio Sakny savybes.

Sakykime, a >0, o n — natiiralusis skaiCius, n > 2. Neneigiamas
realusis skai¢ius x, su kuriuo galioja lygybé x" =a, vadinamas n-ojo
laipsnio $aknimi i§ a ir Zymimas %/a .

Kai a <0, o n — nelyginis natiiralusis skai¢ius, 7 >3, tai neigiamas
skaiGius x, su kuriuo galioja lygybé x" =a, vadinamas taip pat n-ojo
laipsnio Saknimi i§ @ ir Zymimas Ya .

Vadinasi, nelyginio laipsnio Saknys turi prasm¢ su bet kuria
posaknio reik§me, o lyginio — tik su neneigiama.

Jeigu lygtyje yra rei$kinys su nezinomuoju po Saknies zenklu arba
toks reiSkinys keliamas trupmeniniu laipsniu, tai lygti vadiname
iracionaligja. Iracionaliyju lyg¢iy pavyzdziai:

Mix—1++2-x% =2,
AV2+x —-3x=x+m,
1

xT =1.

I8spresti iracionaliaja lygti reiskia rasti visas kintamojo x reikSmes,
su kuriomis ji tampa teisinga lygybe arba irodyti, kad tokiy reikSmiy
néra.

1 pavyzdys. [rodykime, kad lygtis

N2x+3++/x+3=0
sprendiniy neturi..
Sprendimas. Remdamiesi Sakny savybémis gauname, kad lygtis

oy 3 . D C
apibrézta su x > 5 Kadangi su kiekvienu tokiu x Saknis +/2x+3 yra

neneigiama, o +/x + 3 teigiama, tai jy suma su visais x = Y bus didesne

uz nuli. Vadinasi, lygtis sprendiniy neturi.
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Daznai tenka spresti iracionaliasias lygtis 4/ f(x) = g(x) . Sutikg
tokia lygti, neskubékime kelti abiejy pusiy kvadratu, nes tokiu budu i$
lygties f(x)=g*(x) rasime ne tik lygties +/f(x) = g(x)
sprendinius, bet ir lygties m = —g(x) sprendinius. Aisku, kad
lygtis W = g(x) ekvivalenti $iai sistemai:

{f(X) - g% (x),
g(x)=0.

2 pavyzdys. ISspreskime lygti v-3x+3 =x-1.
Sprendimas.
(v 1\2 2 _n_
V3 i3=x-1o 3-3x=(x 1),<:> x“+x-2 0,<:>
x—-1>0; x>1;
x=1 arba x=-2,
x>1;

< x=1.
Ats.: 1.

Toks sprendimo biidas tinka visoms pavidalo2/ f(x) = g(x),
ne N, lygtims, nes
2470 = gx) {g(x) ="
x) =g(x 5
fx) =g (x).

Kitas iracionaliyjy lygéiy sprendimo biidas yra kintamojo keitimas.
Keitinys ypa¢ naudingas, kai vietoje iracionaliosios lygties gauname
kvadratine.

3 pavyzdys. I$spreskime lygti

V2x? +5x-2 —y2x? +5x-9 =1,

Sprendimas. Pazymékime 2x% +5x—2=t. Tada gauname lygti

\/_ =,/ t—7 +1. Keliame abi puses kvadratu:

t=t—T7+2t-T7+1, yt-7=3,1t=16.

Tuomet
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2x2 +5x-2=16, 2x> +5x—18=0, x; =2, xy =—4,5.
Patikring isitikiname, kad abi Saknys tenkina lygti.
Ats.: 2;—4,5.

4 pavyzdys. ISspreskime lygti
Vx—1-2dx—2 +fx+2-4/x—2 =1.

Sprendimas. Pazymékime vx—-2 =¢.

Tuomet x =2 +2 ir duotoji lygtis tampa tokia:
V2 21—+ 424240 =1,
VR -2t i14 —arva=1,
Je-D2 +4-2)% =1,
[t—=1]+|t=-2=1.
ISsprendg Sia lygti, gauname 1<¢ < 2. Kadangi t =+x—2, tai
1<4x-2<2,
1<x-2<4,
3<x<6.

Ats.: x €[3;6].
Iracionaligsias lygtis Q/ a—f(x)+ Q/b + f(x) = g(x) galima spresti

ivedant du kintamuosius u =%/a— f(x), v="4b+ f(x) . Tuomet vietoj
lygties sprendziama lyg¢iy sistema

{H‘FV:g(X),

u +Vv" =a+b.

5 pavyzdys. ISspreskime lygti
2x+1+31-2x =2,

Sprendimas. Tegu u = J2x+1, v=31-2x. Tada w +v3 =2,
Toliau sprendziame sistema:

u+v=2, u+v=2,
= =
u +v° =2; (u+v)(u2—uv+v2)=2;
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v=2-u, v=2-u, v=1,
Sl = =
u® —2u+1=0; u=I; u=1.
Kintamaji x randame i$ sistemos:
P2x+1=1,
=
V1-2x =1;

Ats.: 0.

Lygti 3/ f(x) +3/g(x) = ¢(x) galima spresti abi puses keliant kubu.
Gauname

F@)+ 2@ +3 7R + Yz =00
)+ g(@)+3Yf(0)e) o(x) = ¢ (x).
6 pavyzdys. ISspreskime lygti Yox-1+3x-1=1.

Sprendimas. Abi lygties puses pakélg kubu, gauname:
2x—1+x-1+332x~1)(x~1) (i/zx—l +%/x—1)=1,
3x-2+33/Q2x-D(x-1) =1,
33/(2x—1)(x-1) =3-3x,
Qx-Dx-1)=(1-x).

Is ¢ia x; =0, xp =1. Patikring isitikiname, kad x; =0 néra duoto-

sios lygties sprendinys.

Ats.: 1.

Sprendziant iracionaliasias nelygybes kartais jos kei¢iamos ekviva-
lenciomis racionaliyjy nelygybiy sistemomis. Norédami iSvengti klaidy,
turime atsizvelgti | nelygybés apibrézimo sriti.

7 pavyzdys. ISspreskime nelygybe (x —1)v x> —x-220.
Sprendimas. Kintamojo reikSmés, su kuriomis nelygybé turi prasme,

tenkina salyga x?—x-2>0. I§ &a gauname x <-—1 arba x>2. Kai
x—120, nelygybé tenkinama su x €[2; + ). Kai x—1<0, nelygybé

galioja taske x =—1.
Ats.: {—-1}U[2; +0).
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Sprendziant iracionaligsias nelygybes galima pasinaudoti Siais
ekvivalentumo sarysiais:

. 2n 2n f(x)ZO’
W) < ”g(x)’”eN’Q{f(xkg(x);

o M F0) < e(), neN, o f(x)<g();
o () <g),neN, o f(x)<g? M (0);

. - g(x) > 0, g(x) < 03
[f(x)>g(x), neN,= {f(x)>g2n(x) arba {f(x)ZO;

o () >g(x), neN, & f(x)> g (w).

8 pavyzdys. [$spreskime nelygybe vx+2 >4/8— X2

Sprendimas.
2 2
8—x“2>0 <8
Jx+2>v8-x% & * PO ’ o
x+2>8—x2; x2+x—6>0;

- {—2\/53352\/5,

x< -3 arba x> 2.

Ats.: 2<x£2\/5.

9 pavyzdys. [$spreskime nelygybe vx+5 <1—x.

Sprendimas.
x+520, x>-5,
M<l—x<:> 1-x2>0, & ax <1, &
x+5<(1-x)%;  |x>-3x-4>0;
-5<x<],
{x<—1 arba x>4.
Ats.: xe[-5;-1).
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SESTOJI UZDUOTIS
1. [rodykite, kad lygtis (x +1)(5 — x)(+/x — 8 + 2) =4 sprendiniy neturi.

ISspreskite lygtis:
2. x+32x-3=312(x-1).

3. Yx+3—dr—1 +x+8—64x—1=1.

1 1
4. (1+2)2+4( al j2=4.
X x+9

5. Raskite a, b, ¢ reikSmes, su kuriomis lygtis 4/ x + a\/; +b+ \/; =c

turi be galo daug sprendiniy.

6. Trodykite, kad nelygybe Wx+1 +yx+1+3 <y2dx+1+2

sprendiniy neturi.

ISspreskite nelygybes:

7. A5xZ +10x+1>7 - x% —2x.

8.3\/3 + 7 <%/6.
x+1 x+2 x-1

9. V2x—1++3x-2 <+4x-3 ++/5x—4.

V2—x+4x-3 S

X

10. 2.

>
/ .

7

P
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VII. TRIGONOMETRINES LYGTYS IR
NELYGYBES

Antanas Apynis, Eugenijus Stankus
(Vilniaus universitetas)

Pirmiausia siiilytume perskaityti mokykliniy matematikos vadovéliy
skyrelius, kuriuose iSdéstyta trigonometrija. Cia apsiribosime tik kai
kuriais trigonometriniy lyg¢iu bei nelygybiy analizés atvejais.

1. TRIGONOMETRINIU LYGCIU SPRENDIMAS

Prisiminkime, kad sprendziant bet kuria trigonometring lygti ji
pakeiiama viena ar keliomis paprasCiausiomis trigonometrinémis
lygtimis arba irodoma, kad ji sprendiniy neturi. Nuosekliai laikantis
ekvivalentumo reikalavimy pertvarkant reiskinius gautyjy sprendiniy
tikrinti nereikia (nebent norima i$vengti apsirikimo klaidy).

Trigonometrinés lygties sprendiniy aibé (atsakymas) paprastai
uzraSoma viena arba keliomis formulémis. RaSant atsakyma reikéty
iSvengti sprendiniy pasikartojimo. Pavyzdziui, gave kurios nors trigono-

. . e .. k
metrinés lygties sprendiniy aibg, iSreiksta formulémis x =%, keZ,

bei x = - n € Z , turétume pastebéti, kad sprendiniai x=ntm, meZ,

kartojasi — jie gaunami pagal pirmaja formulg, kai k=3m ir pagal
antraja formulg, kai n=2m. Pasaling sprendinius x=nm, meZ, is

aibés, uzraSytos pirmaja formule, gautume atsakyma x = i§+nk ,
keZ; x= %, neZ. Atsisakg bendryjuy sprendiniy, gaunamy pagal

antraja formulg, turétume toki atsakyma: x = gk, keZ; x= g +7mn,

neZ. Zinoma, visais trim atvejais yra uzraSyta ta pati sprendiniy aibé.
Kartais trigonometrinés lygties sprendiniy aibg, uzraSyta keliomis
formulémis, nesunku iSreiksti viena formule. Pavyzdziui, sprendinius

) b ) e .
x=7nk,keZ, ir x=5+nn, neZ, galima uzraSyti viena formule
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i
x=§m, mel.

Norétume atkreipti démesi, kad nagrinéjant trigonometrinés lygties
sprendiniy aibe neretai gelbsti sprendiniy vaizdavimas abscisiy aSies
taskais arba vienetinio apskritimo taskais.

Trigonometrinés lygtys dazniausiai sprendziamos skaidant daugina-
maisiais arba keiciant kintamqyji.

1 pavyzdys. ISspreskime trigonometring lygti

2cosZx—sinx—1=0.

Sprendimas. Kadangi cos? x=1-sin’ x , tai gauname ekvivalencia

lygti 2 sin® x+sinx—1=0. Sia lygti galima i3spresti ir skaidant
dauginamaisiais, ir keiCiant kintamaji.

a) Reiskinj 2 cos? x —sinx -1 i§skaidykime dauginamaisiais:
2sin? x+sinx—1= (sin2 x-1)+ (sin2 x+sinx) = (sinx+1)(2sinx —1).
Taigi
2cos?x—sinx—1=0 < 2sin’ x+sinx—1=0 <
&< (sinx+1)(2sinx—1)=0 < sinx =-1 arba

sinxz% o x=—§+2nk, keZ,arba x=(—1)”£+nn, neZ.

b) Kintamojo keitimo btidu duotaja lygti sprendziame taip:
2x—sinx—1=0 < 2sin’ x+sinx—1=0 &

£ =sinx, t =sinx,
&

2¢cos

) P 1 &
2" +t—-1=0 t=—1arbat=§

< sinx=-1 arba sinx=— <

N | —

o x:—g+2nk, kez ,arba x:(—l)”g+nn, neZ.

Ats.: —§+2nk, keZ,arba (—l)n%+nn, ner.

2 pavyzdys. I$spreskime trigonometring lygti

58



TRIGONOMETRINES LYGTYS IR NELYGYBES

sin3x+sin2x—sinx _0

sin 3x
Sprendimas. Taikykime skaidymo dauginamaisiais metoda:

sin® x + sin 2x — sin x sin 2x —sin x(1 - sin? X)
=0 < =0

sin 3x sin 3x

. . 2 . .
sin2x —sin x-cos” x 2sin 2x —sin 2x - coS x
- =0 - =
sin 3x 2sin 3x

x=—, keZ,

sin 2x(2 — cos x) {sin 2x =0,
= =0 =

2sin3x sin3x =0

n
xi?, ner.

Lygties sprendiniy aibg uzraSykime glaus¢iau. Tuo tikslu taSkus
k . g e e .
x =n—, k € Z, pazymékime skaiCiy ties¢je skrituliukais (zr. 1 pav.) ir
iSbraukime taskus x = %, n € Z . Nesunku suvokti, kad likusius taskus

(lygties sprendinius) galima uzrasyti formule x = g +ntm, meZ.

i
Ats.: E+Tcm, melZ.

Keiciant kintamaji siekiama gauti kuo paprastesng lygti naujojo
kintamojo atzvilgiu.
3 pavyzdys. ISspreskime lygti
sinx+cosx=1.
Sprendimas. 1. 18 pradziy aptarkime galimybe pasinaudoti keitiniu

t=sinx. Remdamiesi tapatybe sin? x +cos® x =1 , tada gautume

cosx=v1—-r> arba cosx=—1-¢2 priklausomai nuo x. Taigi
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turétume sprgsti dvi iracionaligsias lygtis kintamojo ¢ atzvilgiu:
t+V1=12 =1ir t—v1-12 =1,

Dél analogisky sunkumy turétume atsisakyti ir keitinio # =cosx .

2. Pabandykime pritaikyti keitini

x
u=tg—, 1
g5 (1)
turédami mintyje, kad jis galioja, kai x=#(2k+D)n, keZ (kai
cosg # 0). Sis keitinys paprastai vadinamas universaliuoju.
Pasinaudoj¢ zinomomis formulémis
2tg X 1- tg2 x
sinx=—2x Ir cosx = )26,
2 2
1+tg” — 1+tg” —
g 2 g 2
gauname sinuso ir kosinuso israiSkas kintamuoju « :
2
sinx=—2, cosxz1 u2 . 2)
I+u 14+u

Kintamojo x reikSmés x = (2k + 1)nt, k € Z, netenkina lygties
sin x + cos x =1, todél visa sprendima galima uzra$yti taip:

X
sinx +cosx =1 ”Ztgz,
sinx+cosx=1< X = ) =
cos— =0 2u 1-u
2 7+ 3 =1
1+u 1+u
t al u=t al
u= —, = —,
= g2 < g2

= tg%zo arba tggzl &
um-1)=0 u=0 arba u=1

i
< x=2nn,nel,atba x=—+2nm, meZ.

Taigi atsakymas toks: 2nn, neZ; E+2nm, meZ.
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3. Duotaja lygti suveskime 1 homogenine antrojo laipsnio lygti,
taikydami pusés argumento sinuso ir kosinuso formules. Sprendima
galima uzrasyti taip:

) X X X .92X .0 X X
sinx+cosx=1< 2s1n—cos—+cos2——s1n2—= sm2—+cos2— =
2 2 2
.X X X . 2X X X
& 2sinZcos=+cos? Z—sin’ = = < tg=—tg’ =0 &
2 2 2 2 2
u—tgx
P 2’
u—u2=0.

Atkreipkime démesi, kad universaliojo keitinio taikymas sprendimo
pabaigoje visai nattiralus.
Zinoma, lygti
X 2 X
tg 5 tg 5 0
galima iSspresti ir be keitinio — iSskaidzius dauginamaisiais.
Pastaba. Pavyzdyje nagrinéta lygti galima iSspresti ir taip:

V2 V2 V2

sinx+cosx=1< Tsinx+—cosx:7

.. T 2 o
P smzsmx+coszcosx:7 S oSl x—— |=— &

& x=§i%+2nk, keZ,= x=2nn, nelZ,arba x=£+2nm,

mel.
Cia pritaikéme papildomo argumento metoda, kuris labai naudingas
sprendziant tiesines sinuso ir kosinuso atzvilgiu trigonometrines lygtis
asinx+bcosx=c 3)
(a, b ir ¢ — kurie nors realieji skaiciai).
Papildomo argumento metodo schema tokia (kai b #0):

) a . b
asinx+bcosx=¢c < ————SINX+———--CO0SX =
c12+b2 c12+b2
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=sin@,
a’ +b?

b
= = =cos(, =
Va? + 52 Va? +b2

. . b
sin @sin x + cOSPCOS X = ————
? ? \ a® +b?

=sing,
a’ +b*
= L—COS(p
a’ +b*
cos(x—(p)—L
Va? +b?

IS cia tg(pzﬂ. Taigi xzwiarccos;+2nk, keZ,
b a® +b°
(pzarctg%. Jei b=0, tai (3) lygtis i§ tikryju yra asinx=c. Jos

sprendimas akivaizdus.
Aisku, kad taikant papildomo argumento metoda kampa ¢ galima

e s a . b .
rasti ir 18 $iy salygy: ——==c0s@ it ——=5inQ.
\/a2 +b? \/az +b?

b c
Tada ¢ =arctg— (kai a #0) ir cos@sinx +sin pcosx = ———,
a ¢a2 +b2

ty. sin(x+ @) = S — Vadinasi, (3) lygties sprendiniy aibg galima
a”+b

. b n ) c
uzraSyti formule x = —arctg—+ (—1)" arcsin——=+nn, neZ.
a /a2 +b2

Gana daznai tenka spresti antrojo laipsnio homogenines trigono-
metrines lygtis (jau buvo uzsiminta nagrinéjant 3 pavyzdi). Ju bendrasis
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pavidalas yra

asin? x +bsin xcos x + ccos> x =0 4)

(a, b, c— kurie nors realieji skaiciai). Kai a # 0, tai §i lygtis ekvi-
valenti lygciai atgzx +btgx+c =0, kurig galima iSspresti pritaikius
keitinf u=tgx. Kai a=0, tai (4) lygtis ekvivalenti lygciai
cosx(bsin x + ccosx) = 0. Jos sprendimo schema taip pat aiski.

2. TRIGONOMETRINIU NELYGYBIU SPRENDIMAS.

Pirmiausia panagrinékime paprasciausiy trigonometriniy nelygybiy

f¥)<a, fx)<a, f(x)>a, f(x)2a,acR,

sprendima. Cia f(x)=sinx arba f(x)=cosx, arba f(x)=tgx,
arba f(x)=ctgx . UzraSyti tokiy nelygybiy sprendiniy aibes lengviausia
naudojantis trigonometriniy funkcijy grafiniu vaizdavimu. ISsamiau
paanalizuokime pora iSvardintyju nelygybiy atveju.

1 pavyzdys. ISspreskime nelygybe sinx < a.

Sprendimas. Nubrézkime funkcijos y =sinx grafika — sinusoidg ir
ties¢ y=a (Zr. 2 pav.).

b o>

a=|

/ T —m ' 2 W 2n \ X

=

a<=—]

2 pav.
I8 grafiko matome:
1) kai a >1, tai nelygybe sinx < a tenkina visi realieji skaiciai, t.y.
xeR;
2)kai a=1 (tuomet turime nelygybe sinx <1), nelygybés spren-

diniy aibe sudaro visi realieji skaiciai i§skyrus g-k 2kn, keZ;

3) kai a < -1, nelygybé sprendiniy neturi.
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Tegu dabar —1<a<1. Tuomet ties¢ y=a kirsis su sinusoide
daugelyje tasku (zr. 3 pav.).
v

/N yeal /N /N
/ [/ \

/ e arcsina,/ D mharcsin a\ x
—m—arcsin a T-arcsin a

3 pav.

Nelygybés sinx <a sprendiniy aibé pavaizduota uztuSuotomis
realiyjy skaiCiy tiesés dalimis. Belieka Siuos intervalus uzraSyti
formulémis:

—m—arcsina + 2kn< x <arcsina+2kn, ke Z. (5)

2 pavyzdys. ISspreskime nelygybe sin x < % .

Sprendimas. Pasinaudoje¢ grafiku arba tiesiog (5) formule, galime i§
karto uzrasyti atsakyma:

—n—g+2kn<x<%+2kn, keZ,

t.y. —%+2kﬁ<x<%+2kn,kez.

Pastaba. Sprendziant trigonometrines nelygybes galima naudotis ir
vienetiniu apskritimu. Jame kampo x sinuso reikSmé sinx sutampa su
spindulio projekcija | ordinaciy asi, o cosx yra $io spindulio projekcija |

abscisiy asj (zr. 4 pav.).
. / 1/2
Sl X
* 1 / /6 \1

Cos X
Kzﬂr /6
4 pav. 5 pav.
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Tuomet visus tokius kampus, su kuriais galioja, pavyzdziui,

nelygybé  sinx< %, nesunkiai  matome 1§ Spav. Taigi
—7?“+2kn<x<%+2kn, keZ.

3 pavyzdys. I$spreskime nelygybe
tgx2a.
Sprendimas. Nubrézkime funkciju y =tgx ir y=a grafikus (Zr.
6 pav.).

YA

6 pav.
Realiyjy skaiciy aibés intervalai, kuriuose tgx >a, uztuSuoti. Tai

intervalai

[arctga+kn;§+knj, keZ.

Ats.: arctga+kn£x<g+2kn, keZ.

4 pavyzdys. [$spreskime nelygybe
tgx 2 —\/5 .
Sprendimas. 1§ grafiko matome, kad intervalai, kuriuose galioja
nelygybé¢ yra tokie:

—§+2kn£x<g+2kn, keZ.

Pastaba. Zinome, kad kampo x tangenta galima pavaizduoti ir
naudojant vienetinj apskritima (zr. 7 pav.).
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ki
3 2 3 2
1
/ 5

7 pav. 8 pav.

Todél nagrinétos trigonometrinés nelygybés tgx > —+/3 sprendiniy
aibe galima parasyti remiantis bréziniu (zr. 8 pav.).

5 pavyzdys. [$spreskime nelygybe cos3x > g .
Sprendimas. Pazymékime ¢ =3x ir pirmiau iSspreskime nelygybe

cost273.Gausime —E+2kngtﬁg+2kn, keZ.Tada

—%+2kﬁ£3x£%+2lm, keZ,

—£+%3xﬁﬂ+%, keZ.
18 3 18 3

Sudétingesniy trigonometriniy nelygybiu sprendimas suvedamas {
paprascCiausiy trigonometriniy nelygybiu ar ju sistemy sprendima. Dar
pora pavyzdziy.

6 pavyzdys. ISspreskime nelygybe

I-sinx+cosx<0.
Sprendimas. 1 —sinx +cosx <0 < sinx—cosx >1 <

. (T ) e T
& sinx—sinf ——x [>1 < 2sinf x—— |cos—>1 <
2 4 4

( nj 2
< sin| x— 2 ]> =~

2
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.o T . 2
Pazyméje t = x - R gauname nelygybe sin¢ > -

Jz

2

3m'4
w/4

9 pav.
Remdamiesi bréziniu (zr. 9 pav.) nustatome, kad

E+2kn<t<3—n+2k1c, keZ.
4 4
[rase l=x—§, gauname:

%+2kn<x—§<:%n+2kn, keZ; g+2kn<x<n+2kn, keZ.

7 pavyzdys. [§spreskime nelygybe

2cos? x—3sinx>0.

Sprendimas. Pertvarke nelygybg, gauname

2sin” x +3sinx—2<0.
Pazymékime u = sin x ir spreskime kvadrating nelygybe:

2 +3u-2<0 2(u—%j(u+2)<0<:> —2<u<%.
. 1
C . . sinx <—,
Taigi turime iSspresti nelygybiy sistema 2
sinx > —2.

Antrosios nelygybés sprendiniy aibé — visa realiyjy skaiciy tiesé, o

pirmosios — intervalai (— 7?75 + 2km; %+ 2knj ,keZ.

Taigi —%+2kﬂ<x<g+2kn, keZ.
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10.

SEPTINTOJI UZDUOTIS

ISspreskite Sias trigonometrines lygtis:

3sin? 2x+7cos2x=3;
sin4x-cosx-tg2x=0;

2sin? x—3sinx+1 _

2 0;
COS X—COSX

. T i
s1n[x + gj + cos[x + gj =1+cos2x;

. (3m . (moox
sinf —+x |=2sin| ———|.
5 5 2

ISspreskite Sias trigonometrines nelygybes:
| sin x [>| cos x |;

4cosx—sin2x>0;

V2sinx <1;

coszx+sinxcosx21;

. 1
|sinx|cosx >—.
4

2
b

-

[ ,(//L:
&
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VIII. SEKOS

Gediminas Stepanauskas
(Vilniaus universitetas)

1. Skaiciy sekq mes suprantame kaip sunumeruotus skaicius
A, Aoy ooy Ay oo

Indeksas n Zymi nario a,, vieta sekoje. Taigi a; yra pirmasis sekos
narys, a, — antrasis sekos narys, a, — n-tasis arba bendrasis sekos
narys. Sekos, turin¢ios baigtini skaiiy nariy, vadinamos baigtinémis
sekomis. Vienazenkliy lyginiy naturaliyjy skaiciy seka 2,4,6,8 turi
keturis narius ir yra baigtiné. Idomesnés yra begalinés sekos. Daznai
seka ir suprantama kaip begaliné seka.

2. Sekos gali buti apibréziamos labai jvairiai. Vienas i§ buduy
nusakyti seka yra jos n-tojo nario, kaip natiiraliojo argumento funkcijos,

apibrézimas. Sekos, kurios n-tasis narys a, = n?

, pirmieji penki nariai
yra lygis 1, 4,9, 16, 25, o deSimtasis narys yra lygus 100.

Taciau, jei parasyti keli pirmieji sekos nariai, néra jokios galimybés
uzrasyti sekos n-tojo nario formulés. Pavyzdziui, sekos

2,4,6,8,10, ...
n-tasis narys galéty biiti 2», bet jis galéty buti taip pat ir toks:
2n+(n—-D(n-2)n-3)(n-4)(n-5), (1)
arba net
2n+(n—=D(n-2)(n-3)(n—4)(n-5)f(n). (2)

Cia f(n) galéty bati bet kokia argumento » funkcija. Taigi i klau-
sima ,,Koks yra Sestas sekos 2,4, 6, 8,10, ...narys?* negali buti logiskai
atsakyta. Jis galéty buti lygus 12, bet, jeigu naudotume (1) formulg, jis
buty lygus 132. I8 tikryjy, SeStasis Sios sekos narys, tinkamai parinkus
(2) formuléje funkcija f(n), galéty buti bet koks skaicius.

3. Rekurenciosios sekos. Panagrinékime pavyzdj.
1 pavyzdys. Tegul sekos ay, a,, ..., a,, ... nariai yra susieti lygybe
ap =3a, 1 —ay_ 3, )
teisinga visiems natiiraliesiems n > 2. Be to, tegul a; =0, a, =1.
I§ (3) formulés n =3, gausime, kad a3 =3a, —a; =3, kai n=4,
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tai a4 =3ay—a, =8, ir t.t. Taip skaic¢iuodami galime surasti bet kurj
konkrety sekos narj.

Sekos, kuriy n-tasis narys yra kokia nors prie§ ji einanciy nariy
funkcija, vadinamos rekurenciosiomis sekomis. Rekurenciosios sekos
apibrézime slypi indukciné idéja. Zinodami keleta pirmuju sekos nariy ir
n-tojo sekos nario ry$i su pries ji einanciais nariais (rekurenting formulg)
galime surasti norima sekos nari.

Rekurentinés formulés ypac¢ patogios skaiCiavimuose, kuriuose
naudojami kompiuteriai.

4. Monotoninés sekos. Skaic¢iy seka aj,ap,as,... vadinama

monotoniskai didéjancia, jei visiems n

py1 > Ay,
monotonisSkai mazéjancia, jei visiems n

a, 1 <a,.

Seka vadinama monotoniskai nedidéjancia, atitinkamai monoto-

niskai nemazéjancia, jei visiems n

App) S Ay,
atitinkamai

a1 2ay,.

Visos Sios keturiy rasiu sekos vadinamos tiesiog monotoninémis
sekomis. Jos pasiZymi ypatingomis savybémis, yra svarbios ribu
teorijoje.

2 pavyzdys. [rodysime, kad seka, kurios bendrasis narys

n
a2+1

2a

a, = ,a>0,a#l,

yra monotoniskai didéjanti.
Tirkime gretimy nariy santyki

n+l
a2+l
2
an+1: 2a :(l +1. (4)
n a +1 " 2a
2a

Pasinaudodami akivaizdzia nelygybe
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(a-1)%>>0,kai a=1,
turésime, kad

a®? -2a+1>0

arba
a’+1>2a.
Pastaraja nelygybe padaling i§ 2a (a > 0), gausime
2
a” +1 o1
2a
Dabar i$ (4) lygybés iSplaukia, kad
an+1 >1
a}’l
arba
dpyl > 49y
nes a, >0 . Taigi seka ay, ay,... yra monotoniskai did¢janti.

Labai svarbios sekos yra progresijos. Jas toliau ir nagrinésime.

5. Aritmetiné progresija. Skai¢iy seka a;, a,, ..., a,,,... vadinama
aritmetine progresija, jei visiems n
A =a, +d .

Cia d yra pastovus skaiCius ir vadinamas progresijos skirtumu.

6. Geometriné progresija. Skaiciy seka aq,a,,..,q,,... vadinama

geometrine progresija jei visiems n

Apy1 = anq -
Cia g yra nelygus nuliui pastovus skai¢ius. Jis vadinamas progresijos
vardikliu.

Aritmetiniy ir geometriniy progresijy savybés moksleiviams turéty
buti gana gerai zinomos, todél ju detaliau ¢ia nenagrinésime. Pladiau
susipazinsime su bendresnémis aritmetinémis progresijomis.

7. Sekos r-tieji skirtumai. Nagrinékime skai¢iy seka

A1y A2y A3y ey Ay Qi) s - 5)

Pazyméje

Aa,=a,,-a,, n=12,.., (6)
turésime nauja seka
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Aa,Aay,Aas,...,Aa,,Aa,,, .. @)

Sios sekos nariai vadinami pradinés (5) sekos pirmosios eilés arba
pirmaisiais skirtumais. Jeigu pazymésime

Na,=ANa,, —Aa,, n=1,2,..., (8)
tai gausime dar viena seka
Naj, Nay, N a3,..., Na,, Na,,,, .. (9)

Pastarosios sekos nariai vadinami (5) sekos antrosios eilés arba
antraisiais skirtumais. Bendrai, r-tosios eilés arba r-taisiais pradinés (5)
sekos skirtumais vadinami (r —1) -osios eilés skirtumy pirmosios eilés
skirtumai. Taigi

Ar a = Ar_l ay — Ar_l a,
Ar ay = Ar_l as — Ar_l a,
.................................... , (10)

3 pavyzdys. Sekos
1,8,27,64,125, ..., n°, ..
pirmieji skirtumai yra tokie:
7,19,37,61, ..., (n+1)° —=n =3n> +3n+1, ...

antrieji skirtumai:

12,18,24,....3(n+ 1> +3(n+1)+1-(3n’ +3n+1)=6n+6, ...;
tretieji skirtumai:

6,6,..,6(n+1)+6—(6n+6)=6,...;
aukstesniy eiliy skirtumai:
0,0,..,0,..

Gana paprastai i$ (6), (8) ir (10) gauname, kad

ay =a;+Aaq,

ay=ay+Aay=(a1+Aa)+(Aag + Azal) =a +2Aq +A2a1,

ag =a;+3A a) + 3A2a1 + A3a1
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ir tt. Be irodymo (galima jrodyti matematinés indukcijos budu)
pateiksime ( 7z +1)-o0jo (5) sekos nario iSraiska per skirtumy seky pirmuo-
sius narius:

aye =ay+ClA ap + C2Nay + CoNay + ..+ CP N gy + A"y (11)
Cia koeficientai C,]f yra Niutono binomo koeficientai. Jie skai-
¢iuojami naudojant formulg

ck =

nn-1)..(n—k+1)
k!
Su (5) seka susiekime kita seka, (5) sekos pirmyjy » nariy sumy
seka:
S0, 81,8255 Syt Sy - (12)
Cia Sy =0 (pridétas dél patogumo), S;=a;, Sy =a; +ay, ...,
S,=aj+a,+..+a,, ... . Sios sekos pirmaisiais skirtumais bus (5)
sekos nariai:
ASo=a1, AS|1=ay,...,AS,=aqa,,
Aisku, kad (12) sekos r -tieji skirtumai bus (5) sekos (7 —1)-aisiais
skirtumais. Naudodami (11) formulg (12) sekai, galime uzrasyti
S, =8y +CiA Sy +CIN2 Sy + CIN Sy + ...+ CIIANTLS + A™S,) =
=Clay+C2Aa) + CONay + ..+ C N 20 + A gy (13)
Gautoji formulé gali buti pritaikyta seky pirmiesiems » nariams
susumuoti. Mes ja pritaikysime specialioms sekoms, r-tos eilés aritme-
tinéms progresijoms. Matematikoje r-tieji seky skirtumai placiai taikomi
apytiksliame skai¢iavime.

8. r-tosios eilés aritmetinés progresijos. Secka, kurios visi r-tieji
skirtumai yra lygls, ir tai néra teisinga mazesnés eilés skirtumams,
vadinama r-tosios eilés aritmetine progresija. Taigi pirmosios eilés
aritmetiné progresija yra tai, ka mes formaliai vadiname aritmetine
progresija. 3 pavyzdyje iSnagrinéta kuby seka yra treCios eilés aritmetiné
progresija. r-tosios eilés aritmetinés progresijos (r +1)-ieji ir aukstes-
nieji skirtumai yra lygts nuliui. Todél tokios progresijos pirmuyjy » nariy
sumos (13) formulé yra uzraSoma taip:
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+n(n—1)(n—2)A2a

3 1+t

-1
Sn = nay +%Aa1

Ln (n—=D..(n—r) A g
(r+1)!
4 pavyzdys. Raskime 3 pavyzdyje nagrinétos kuby sekos pirmujy »
nariy suma.
Kadangi kuby seka yra treCiosios eilés aritmetiné progresija, tai,
paémg (14) formuléje » =3, turésime

S, =1+8+27+64+125+...+n° =

:n+n(n—1)7+n(n—1)(n—2)12+n(n—l)(n—2)(n—3)6:
2 6 24

(14)

_n4+2n3+n2 _112(n+1)2
4 4

5 pavyzdys. Raskime sekos
2,6,12,20,...,n(n+1),...

pirrngjq 7 nariy suma.

Sios sekos pirmieji skirtumai:

4,6,8,...,(n+1)(n+2)-n(n+1)=2n+2,..;
antrieji skirtumai:
2,2,..,2(m+)+2-2n+2)=2,...

Taigi turime antrosios eilés aritmeting progresija. IS (14) formulés
randame

S, =2+6+12+..+n(n+1)=

‘2+n(n—1)‘4+n(n—l)(n—2)'2:n(n+1)(n+2)
2 6 3 '

ASTUNTOJI UZDUOTIS

1. Sugalvokite bent dvi skirtingas sekas (uzraSykite bendrojo sekos
nario formules), kuriy pirmieji trys nariai yra 1, 3, 7.

2. Tegul sekos a;, ay, ..., a,,, ... nariai tenkina rekurentini sarysi
a, =a,_1+2a,_»+a, 3, n=4,5,...
Be to, tegul a3 =1, a5 =1, ag =0. Raskite pirmaji sekos narj q, .
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SEKOS

. [rodykite, kad seka, kurios bendrasis narys a,, = % , yra mono-
n

toniskai mazéjanti.

. Kokia salyga turi patenkinti teigiami skaiciai a, b, ¢ ir d , kad seka,
kurios bendrasis narys
an+b
n= " ;>
cn+d

bty monotoniskai didéjanti?

. Sekos pirmyju » nariy suma uzraSoma formule S, = 2n% +3n ,
teisinga visiems n>1.

1. Raskite deSimtaji Sios sekos narj.

2. Irodykite, kad §i seka yra aritmetiné progresija.

. Tegu B =+x, P, =3x, P,=%x.

1. Kokia turi biiti x reikSme, kad skai¢iai A, P, P sudaryty
aritmeting progresija?

2. Kokia turi buti x reikSme, kad skai¢iai A, P, P sudaryty
geometring progresija?

3. Kokia turi buti x reikSme, kad skaic¢iai A, P, P sudaryty
aritmeting progresija?

. LygiaSonio trikampio ABC (AC = BC) kampas prie pagrindo

£ ABC =75, o $oniné krastiné AC = a. Krastinéje BC pazyméti

taSkai Dy, D3, Ds, ... ,Dy,_;, ..., o krastingje AC taskai D,,

Dy, Dg, ... ,Dy,, ... taip, kad atkarpos AD;, D,D;, D4Ds,

Dy, 2Dy, 1, ... yra statmenos kraStinei BC, o atkarpos D;D,,

D3Dy, DsDg, ... , Dy,_1Dy,, ... yra statmenos krastinei AC.

Raskite:

a) lauztés AD;D,Dj ilgi;

b) lauztés AD\D,...D,, ilgi;

c¢) begalinés lauztes 4D D,...D,...1lgi.
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1 e .
T ...18rinkti tokius, kad jie
2

8. 1. Ar galima i8 skaiciy

0 | —

2

A=

2

N | —

sudaryty begaling geometring progresija, kurios suma lygi % ?

2. Ar galima i$ skaiciy s iSrinkti tokius, kad jie

1
S

=

1

2 2
. . . . o1

sudaryty begaling geometring progresija, kurios suma lygi s ?

9.Raskite suma
4+14+436+...+n(n> +3).

10.Rutuliai dedami sluoksniais vieni ant kity taip, kad gautas kiinas
yra taisyklingos trikampés piramidés formos. Paskutiniame sluoksnyje
(virSiingje) yra vienas rutulys, prieSpaskutiniame — trys rutuliai, dar
Zemiau — 6 rutuliai ir t.t. Kiek i§ viso rutuliy reikés pastatyti tokiai
piramidei:

a) kuri turi 18 sluoksniy;

b) kuri turi # sluoksniy?

-4
AJD

P
(& ‘(//L. )
&N

<



BAIGIAMOJI UZDUOTIS

A.Apynis, E.Stankus (Vilniaus universitetas),
J.Sinkiinas (Vilniaus pedagoginis universitetas)

Kokias liekanas galima gauti skaiciy n? (n — natiiralusis skaicius)
padalijant i§ 57

Isspreskite nelygybe Jx<x-2.

I lygiasoni trikampi ABC (AC = BC) ibrézto apskritimo centras
auksting CD dalija i dvi 5 cm ir 3 cm ilgio dalis imant nuo vir§tnés
Raskite trikampio ABC plota.

Raskite lygties 3cos2x—1lcosx+7=0 sprendinj, priklausanti
intervalui [w; 2m].

BrézZinyje pavaizduotas lygiagretainis ABCD. Taskas E krasting AB
- -
dalija santykius 1:3. Apskaiciuokite vektoriu £C ir BD skaliaring

- -

- -
sandauga, jeigu | AB|=4, | AD|=15, kampas tarp AB ir AD lygus
60°.

B C
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SPRENDIMAI

STOJAMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. Ass. 3.

2. Sakykime, S — atstumas (km) tarp miesty 4 ir B, o ¢ — motociklinin-
ko kelionés laikas (h). Tuomet ¢ + 2 — dviratininko kelionés laikas.

. o .. 3 8
Per 45 minutes motociklininkas nuvaziavo —-— km, o

dviratininkas — 3.5 km. Sudarome lygti
4 t+2

s.3.s

s=2. 5
4 1 4 142

Kadangi S >0, tai §i lygtis ekvivalenti lyg¢iai ! + L = i
t t

+2 3
Ja i§sprendg randame: #; =1, Antroji Saknis netinka pagal kinta-

mojo ¢ prasme. Taigi motociklininkas kelionéje uztruko 1 h.
Ats.: 1 h.

3. Ats. [4;,-1HU(-1;2].

4. [rodomaja nelygybe padauginkime i§ 2:
2a% +2b% +2> 2ab+2a+2b ir pertvarkykime Sitaip:
a® —2ab+b* +a® —2a+1+b* —2b+120,
t.y.
(a-b)? +@-)>+b-1%>0.

Si nelygybé, todél ir jrodomoji, teisinga su visomis a ir b
reikSmémis. Kai a =b =1, gauname lygybg.

5. Sie skaiciai turi dalytis i§ 4 ir 9. Skai¢ius dalijasi i§ 4, jeigu du jo
paskutiniai skaitmenys sudaro skaiciy, kuris dalijasi i§ 4. Vadinasi,
y gali buti arba 2, arba 6. Skaicius dalijasi i§ 9, jeigu jo skaitmenu
suma dalijasi i§ 9. Taip yra tik tuomet, kai: 1) y=2, x=4;
2) y=6, x=0; 3) y=6, x=9. Taigi tik trys skaitiai 34452,
34056, 34956 dalijasi is 36.
Ats.: 34452, 34056, 34956.
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STOJAMOJI UZDUOTIS

6. [ budas. Tarkime, kad trupmena suprastinama. Tuomet yra toks
natiiralusis skai¢ius », r#1, ir tokie sveikieji skai¢iai ¢ ir p, su
kuriais galioja lygybés S5x+7=¢qr, 2x+3=pr. Eliminave x,

1 . .. .
gauname —=>5p —2q . Kairéje puséje yra trupmena, o deSinéje —
r

sveikasis skaiCius. Lygybé negalima, todél prielaida neteisinga.
Taigi trupmena nesuprastinama.

2 budas. Tarus, kad trupmena suprastinama, biity su-

Sx+7
. . Sx+7 x+1 . .
prastinama ir trupmena =2+ . Tuomet turéty biiti
2x+3 2x+3
. . 2x+3 .
Suprastinama 1r trupmena = . TaCiau trupmena
x+1 x+1
. nesuprastinama, kai xeZ, x=#-—1. Taigi trupmena
X+
2x+3 . . .
i’ x#—1 — nesuprastinama. Kai x=-1, duotoji trupmena,
X+

aiSku, nesuprastinama.

. L 1—cos2x 1+ cos2x
7. Remdamiesi formulémis sin” x = — cos” x = —

duotaji reiskinj (pazymékime ji /) pertvarkome taip:

V4 2 R4 2 hY/4 2 T 2
1—cos— 1—cos— 1—cos— 1—-cos—
8 8 8 8

J=|— 8 4| — 81 4 + _
2 2 2 2

1 T 3n 5w n
=]1——| cos—+cos— +cos— +cos— |+
2 8 8 8 8

i 3n 5w T
l1+cos— 1+cos— 1+cos— 1+cos—
4 4 4 4

— + + +
4 2 2 2 2
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3 1 T 3n 5w r
=———|cosS— +coS— + coS— + cos— |+
2 2 8 8 8 8
1 T 3 S T 3
+—| COS— + COS— + COS— + COS— = —,
8 4 4 4 4 2

i 3n 51 Tn
nes cos— + cos— + cos— +cos—=0
8 8 8
r T 5m 3w .
COS— =—C0S—, COS— =—COS— | ir
8 8 8 8
i 3n Y Tn
cosS—+cos— +cos—+cos—=0.
4 4 4 4

Ats.: i .
2

8. P(1) yra visy daugianario koeficienty suma, o P(—1) yra koefi-
cienty sumos prie x lyginiy laipsniy ir koeficienty sumos prie nely-
giniy x laipsniy skirtumas. Sakykime, @ — koeficienty prie lyginiy x
laipsniy suma, o b — koeficienty prie nelyginiy x laipsniy suma.

Tuomet
a+b=PQ),
a—b=P(-1).
IS ¢ia b= w . Kadangi

P=1%+2+2) +(1?-3-3)" =57 +(-5)7 =0,
P(-)=[(-)? =2+2] +[(-1)? +3-3]" =17 +17 =2,
tai h=2"2_ 1.
2
Ats.: —1.

9. Pirmaja sistemos lygti padauging i§ (—1) ir sudéje su antraja lygtimi,
gauname sistema

x? —4y2 —xy+5y=1,
72 —9y=-2,
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10.

kuri ekvivalenti duotajai.
I antrosios lygties randame:

2

==, =1.
Y1 7 Y2

. 2 . . . . .
Kai y=y =7, i§ pirmosios lygties gauname lygti

49x% —14x+5=0 , kuri neturi sprendiniy.

Kai y=y, =1, gauname lygti x2—x=0 , kurios sprendiniai
yra x; =0, x, =1. Vadinasi, duotosios sistemos sprendiniai yra
;1) ir (1;1).

Ats.: (0; 1), (1; 1).

Atkarpa CE yra trikampio BCD pusiaukrastiné. Kadangi
Z BEC =90° (kampas jbréztas | apskritima ir remiasi { skersmenj),
tai CE — trikampio BCD aukstiné. Taigi trikampis

A re D
BCD yra lygiaSonis: BC=CD. Analogiskai isitikiname, kad
AB=BC. Vadinasi, trapecija yra lygiaSoné. Kadangi trapecijos
aukstiné BG lygi %BC arba %AB, tai staciajame trikampyje AGB
turésime: £/ BAG=30°, LABG=60°. Tuomet /ABC=
=60° +90° =150°, Taigi trapecijos kampai yra: ZBAD=
=/CDA=30°, ZABC= /BCD=150°".
Ats.: 30°, 150°, 150°,30°.
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PIRMOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Tarkime a,, ..., a,, it by, by, ..., b, dalijasiiSa,t.y.
ay=aqy,..,a,, =aq,,, by=al;,by =al,, ..., b, =al,.
Tuomet ir a; dalijasi i§ a. IS tikryjy, i§ lygybeés
ay +aqy +..+ aq,, = al| +alby +..+al,
iSreiske a;, gauname:
ay=a(llj+lh +..+1,—qy —.—q,)=aq.

2. Kadangi 3663 =32 -11-37, o 1443 =3-13-37, tai $iy skaiciy di-
dziausias bendras daliklis d =3-37 =111.

3. IS dvieju paeiliui einanciuy sveikyju skaiciu vienas yra lyginis, kitas
— nelyginis. Taigi tarp triju skaiiy n, n+1 ir n+2 (neZ)
maziausiai vienas yra lyginis. Vadinasi, sandauga n (n+1) (n+2)
dalijasi i§ 2.

IS trijy paeiliui einanéiy sveikyju skai¢iu n, n+1 ir n+2
vienas dalijasi i§ 3, kito lickana dalijant i§ 3 lygi 1, o treiojo
liekana dalijant i§ 3 lygi 2 (zr. 1 pavyzdi i§ skyrelio ,,Skaiciy
dalumas*). Taigi sandauga »n (n+1) (n+2), kai n € Z, dalijasi i$ 3.

Kadangi skaicius n (n+1) (n+2) (n € Z) dalijasi ir i$ 2, ir i§ 3,
tai jis dalijasi i§ 6.

Skaiciaus n (n+1) (n+2) daluma i$ 6 galima jrodyti ir taikant
matematinés indukcijos metoda.

Su n=1 skaiCius n(n+1)(n+2)=6 dalijasi i§ 6. Tarkime,
kad  k(k+D(k+2) dalijasi 1§ 6.  Irodysime, kad
k(k+1)(k+2)(k+3) dalijasi is 6. I§ tikryju pertvarke reiskinj taip

k(k+D)(k+2)(k+3) =k(k+D)(k+2)+3(k+1)(k+2),
gausime, kad abu pastarosios sumos démenys, taigi ir pati suma,
dalijasi i§ 6 (pirmasis démuo pagal prielaida, o antrasis yra dvieju
paeiliui einanciy natiiraliyjy skaiciy sandauga, padauginta is 3).

Pagal matematinés indukcijos principa skaicius
n(n+1) (n+2) suvisais n € N dalijasi i$ 6.
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Irodant §j teigini sveikyju skaiciy aibé&je, atkreipkime démesi,
kad teiginys akivaizdus su n=0, n=—1 ir n=-2.Kai n<-3, vél
taikykime matematinés indukcijos metoda. Tuo tikslu pazymékime

An)=(n-2)(-n-1)(-n), n=1,2,....
Su n=1 skai¢ius A(1)=(-3)-(-2)-(-1)=-6 dalijasi i§ 6. Tarki-
me, kad A(k)=(—k —2)(—k —1)(—k) dalijasi i$ 6. [rodysime, jog
skai¢ius A(k+1)=(-k -3)(—k—2)(-k —1) dalijasi i§ 6. Pertvar-
kykime reiskini:
Ak +)=(-k-2)(-k-1)(-k)-3(-k -2)(-k—1).

Abu Sio skirtumo démenys dalijasi i§ 6, taigi A(k +1) dalijasi i$ 6.
Vadinasi, pagal matematinés indukcijos principa skaicius A4(n) su
visais n=1,2,.... dalijasi i§ 6, taigi n(n+1)(n+2) su n<-3
dalijasi i§ 6.

Sujungg iSvadas, gauname: n (n+1) (n+2) dalijasi i§ 6 su
visais n € Z.

. Teiginys jrodomas matematinés indukcijos metodu. Kai n =1, gau-
name 7|721 (teisinga).
Tegu 7| Kk +720k. Irodysime, jog
71k +1)7 +720 (k +1)).
I8 tikryju:
(k+1)7 +720(k +1)=
=k +7k® +21k° +35k% +35k + 21k + Tk +1+ 720k + 720 =
=k7 + 720k +7(k® +3k> +5k* + 7k +3k% + k +103).
Pagal matematinés indukcijos principa darome iSvada:
7/n” +720n, kai neN.

. Taikome matematinés indukcijos metoda. Pazymékime
A(n) = a2n+1 +(a _1)n+2 )
Kai n =1, turésime:
(@® —a+1)|(@® +(a-1)%).
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Tai teisinga, nes
A r@a-1)=a>+a®-3d>+3a-1=24> -3a> +3a-1=

=@®-a+1)-(2a-1)
Tarkime, kad teiginys galioja, kai n =k, t.y.
(@’ —a+)| (@ +(@a-1F*?y.
Irodysime, jog
(@ —a+1)|(@*" +@-nf,
Tuo tikslu pertvarkysime reiskinj:
Atk +1)=a**"3 1 (a-1)F+3 =
= a2 g2 ()4 2R (g 1y (- 1)R =
=a* (@® —a+)+(@a-1)- @ +(@a-)F2).
Kadangi reiskinio A(k +1) abu démenys dalijasi i$ a?—a+1 ,
tai A(k +1) dalijasi i§ a® —a+1. Darome i$vada:
(a® —a+1)| A(n)

su visais n € N.
6. Kadangi 2°=32=6 (mod 13), tai i§ lyginiy savybiy iSplaukia, jog

210 =36=-3 (mod 13),

215 =18 =8 (mod 13). (1)
Panasiai gausime:

3 =243 = -4 (mod 13),

315 = 64 =1 (mod 13). 2)
Panariui sudé¢je (1) ir (2) lyginius, turésime:

215 4315 =9 (mod 13).

Vadinasi, skai¢iy 215 431 dalydami i§ 13, gausime liekana 9.

Taigi 215 431 nesidalija i 13.
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7. Skaiciuodami jsitikiname $iu lyginiy teisingumu:

10.

132 =169 = 21 (mod 37),
134 =212 =441 = -3 (mod 37),
13% =9 (mod 37),

13'6 =81=7 (mod 37); )
2% =32 =-5(mod 37),

225 =-3125=-17 (mod 37); 4
5% =3125=17 (mod 37),

515 = 4913 = -8 (mod 37). ®)

Tuomet i$ (3), (4) ir (5) lyginiy turésime:

1316 225515 =7 (=17) - (-8) = -129 =19 (mod 37).

Taigi ieSkomoji liekana yra 19.

Kadangi 16 =4 (mod8), 17 =1(mod 8), 17'7 =1 (mod 8), tai
116 =4 (mod 8),

(116 +17'7)? =125 =5 (mod 8),

116+17'7)?! =5 (mod 8).
Vadinasi, ieSkomoji liekana lygi 5.

Teskomaji keturzenklj skai¢iy pazymékime x97y . Kad $is skaicius
dalytysi 1§ 45, jis turi dalytis i§ 5 ir i§ 9. Skai¢ius dalijasi i$ 5, kai jo
paskutinis skaitmuo yra 0 arba 5. Jeigu y =0, tai skaitmeny suma
x+9+7+0=16+x turi dalytis i§ 9. Gauname x=2. Kai y=35,

tai skaitmeny suma x+9+7+5=x+21 dalijjasi i§ 9 tik tuomet,
kai x = 6. Taigi ieSkomasis skaiCius yra 2970 arba 6975.

Norédami surasti skai¢iaus paskutinjji skaitmenij, turésime apskai-
¢iuoti liekana, gaunama dalijant § skaiciy i§ 10. Taigi surasime

liekana, kuri gaunama 22000 dalijant i§ 10:
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2% =32=2(mod 10),

210 = 4 (mod 10),

2% =256 =6=—4 (mod 10),
(2%9)°% = (~4)*® (mod 10);
(—4)? =16 = —4 (mod 10),
()16 = —4 (mod 10),

(-4)*? = -4 (mod 10),
(-9)* =16 =4 (mod 10),
(-4)> =16 = 6 (mod 10).

22000

Vadinasi, =6 (mod 10) . Taigi paskutinysis skaiciaus 22000

skaitmuo yra 6.

ANTROSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Taikydami Euklido algoritma skai¢iams — 3523 ir 1300 , gauname:
—3523=(-3)-1300+377,
1300=3-377+169,
377=2-169+39,

169 =4-39+13,
39=3.13 .
Ats —ﬁz[—3,3,2,4,3].
1300

2. Sudarome lentelg:
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k -1 0 1 2 3 4 5 6
q, -7 2 1 4 6 1 3
P, 1 -7 |-13 |20 | -93 | 578 | —671 |-2591
0, 0 1 2 3 14 87 101 390
Ats. r = Rg =—@.
390
3. Pirmiausiai randame GT elementus:
_3i:_4+ﬁ’
119 119
119=1-78+41,
78 =1-41+37,
41=1-37+4,
37=9-4+1,
4=4-1.
41
Taigi —-3—=|-4,1,1,1,9, 4].
gi -3 5 =1 ]
Dabar sudarome lentele:
k -1 0 1 2 3 4 5
q, —4 1 1 1 9 4
P, 1 —4 -3 -7 -10 -97 -398
0, 0 1 1 2 3 29 119
7 10 97
Ats. Ry=-4, Ry=-3, R=——, Ry =——, Ry =—"—,
S 0 1 2 ) 3 3 4 29
_p 41 3%
> 119 119°

Kadangi P, =-7, O, =2, P;=-10, Q3=3, tai, kai
k =3, gausime:
P03 —P,0y =(-7)-3-(=10)-2=-21+20=-1=(-1).

4. Randame GT elementus:
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11929 =0-12877+11929,
12877 =1-11929 + 948,
11929 =12-948 + 553,

948 =1-553+395,
553=1-395+158 ,

395=2-158+79 ,

158=2-79
Tad 11929 = [0, 1,12,1,1, 2, 2]. Sudarome lentele:
12877
k -1 0 1 2 3 4 5 6
q, 0 1 12 1 1 2 2
P, 1 0 1 12 13 25 63 151
0, 0 1 1 13 14 27 68 163
Ats. FZIE R():O ’ RZZE, R4=£a R6=£a
163 13 27 163
63 13
Rs=—, Ry =—, R =1.
TR AV

5. Kadangi, r = [-1,2,1,1,1,5,1,1,1, 4], tai sudare redukty lentelg

k |-110 1 2 3 4 5/ 6 7 8 9
q, -1 2 1 1 1 5|11 1 1 4

P |1 |-1 |-1 |=2 |3 |5 |28 33 |-61 |-94 437
0,10 1 2 3 5 8 45 | 53 | 98 [151 | 702

ir pasinaudoj¢ 7-taja redukty savybe, konstatuojame, kad
1 1

|r = Rs| < —— = —--<0,002.
45.53 2385
Ats. I”ERS Z—%.
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. . 12 12 .
. I8skleide skai¢iy 31 BGT, gauname: i:[o, 2,1,1,2, 2]. Taigi

n = 5. Apskaiciuojame reduktus:

k -1 0 1 2 3 4 5

q, 0 2 1 1 2 2

P, 1 0 1 1 2 5 12

0, 0 1 2 3 5 13 31
PrieSpaskutinis reduktas Ry =% , tod¢l bendrasis duotosios

lygties sprendinys yra:
((—1)4436-13 +31t, (-1)°436-5 —12t)= (5668 +31r, — 2180 —121),
teZ.
Lieka parinkti sveikaji skaiciy ¢ taip, kad galioty: 1< xy <31
ir 1<yy <12. Tinka vienintelé reikSmé ¢ = —182.
Tada x( =26, y, =4.
Ats. (5668+31¢,—2180—12¢), t € Z ; balandzio 26-0ji.

V23 =4+(23-4)= gy =4;
1 V23 +4 J23-3
=1+ 7 =

@_4 7 ql
7 :\/2_3+3:3+\/Z—33q2:3;
J23-3 2 2
2 23 +3 V23 -4
- =1+ =qy=1;
J23-3 7 7
7 \/—
=J23+4=8+(23-4)=q, =8
\/5_4 ( ) q4
1 J23 + 4 V23 -3
- 1+ = qs =1,
V23-4 7 7

ir elementai pradeda kartotis. Taigi
V23 =14,1,3,1,8,1,3,1,8,..]=[4,1,3,1, 8] .
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Lenteléje imsime tiek skleidinio elementy, kad pasiektume nurodyta

tiksluma.
k -1 0 1 2 3 4 5 6
q, 4 1 3 1 8 1 |......
P, 1 4 5 19 24 | 211 oo ...l
0, 0 1 1 4 5 44 49 |......
Kadangi
Q3 'Q4 =5-44< 1000,
0 jau

Q4 -05 =44-49 =2156 >1000,
tai uzduoties salygas tenkina Ry .

— 211
Ats. 23 =[4,1,3,1,8]; V23 =R, =
8. MaZesnioji Saknis yra iracionalusis skaicius x; = > _;/E .
Jo skleidinys yra: x; =[0,1, 2, g]. Reduktai: Ry =0, R =1,
2 7 23 76
Ry=—, Ry=—, Ry =—, R¢=——, ... . Uzduoties sal
2 3 3 10 4 33 5 109 alyga
tenkina reduktas R4, nes 33-109 > 500.
23

Ats. x; =[0,1,2,3]; x =R, =—.
1=1 15 x1 =Ry 3

9. m=2,h=2. Rasime iracionalyji skai¢iy [, kuris isreiSkiamas
atitinkama grynai periodine GT. Pagal lentelg

k| -1 0 1
q. 1 4
p | 1 1 5
0, | 0 1 4
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10.

sudarome kvadrating lygti B apskaiiuoti:

4B% —4B-1=0=p= 1+2*/§ .

Dabar i§ lentelés pagal prieSperiodzio elementus
k -1 0 1
9 -3 2
P, 1 -3 -5
0, 0 1 2

s 12
~5B-3 2 C-52-11

randame, kad : o = =

2B+1 1+42 . 2(2+2)

2+

C(5V2-1p(2-2) V2

2(-2) 4

Ats. a:—2—3.
4
Kadangi

n<\/n2+2<\/n2+2n+l<n+l, (+)

tai gy = n. Tada

1 \/n2+2+n n2+2—n
2

= =n+—— jq]:na
Vn?+2-n 2
[ 2
nes, pagal («) jverti, 0 <L2n < 1 .

2
Toliau

;=\/n2+2 +n=2n+(\/n2+2—nj:>q =2n
\/n2+2—n ’

ir elementai pradeda kartotis. Taigi

\/n2 +2 = [n, n,2n,n,2n, n,2n, n, ]
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TRECIOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. AACB~ABDC,nes LACB= £BDC=90°ir £ B — bendras. I§
Siy trikampiy panasumo:

Z
C=Lia? =cay
a a
i
a=+/ca'. &
AACB ~ AADC, nes £ ACB
4l a’
D

= LADC = 90° ir LA —

bendras. I§ Siy trikampiy C B
panasumo: 1 pav.
c b )
—=—; b =cb'; b=Acb
b b
Sudéje panariui lygybes a’ =ca'irb® = cb', gauname:
a’ +b? = ca'+ch'= c(a'+b") = .
Gavome Pitagoro teoremos formulg:
a’+b?=c2.
2. AH{BO~AABD ,nes
A B b__¢
H,0O ||AD. Is Siy trikampiy o
. H,0 BH, H Hz
panaSumo: —— = ——.
AD  AB
AHAO ~ AABC, nes )
HO||BC. 1§ iy trikampiy a
5 Hlo AH] 2 pav.
panasumo: =—.
BC AB
. .. H H
Gautas dvi lygybes panariui sudedame: o + % =1.

IS ¢ia H,0- L+L =1 arba
AD BC

1
1 1

7+7
a b

(1

HIOZ

94



TRECIOJI UZDUOTIS

Analogiskai gautume
1

H, =
OHy =4— )
7+7
a b
(1) ir (2) lygybes panariui sudedame: H{H, = I 2 T
7+7
a b

. Tegul a ir b — du teigiamas reikSmes igyjantys kintamieji, be to,
ab = C, ¢ia C — pastovus skaicius.
Kai a # b, pagal (2) nelygybe (Zr. 2 pavyzdi):

atb>2ab , ty. atb>2+/C .
Kai a = b, turime a+b = 2@ ,ty.ath= 2\/6 .
Vadinasi, suma igyja maziausia reikSmeg, lygia 2\/6 , kai
kintamieji a ir b yra lygis.

. Tegul postamento pagrindo krastiniy ilgiai yra x ir y. Tada
postamento aukstis lygus w/x2 + y2 , 0 jo pavirsiaus plotas:

S=2(x+y)- x2 +y2 +38,
be to xy = 4.
Pasinaudoj¢ 2 pavyzdzio (2) ir (3) nelygybémis, gauname:

xX+y=2xy =4 x? +y2 >2xy =8,
o 18 ¢ia \lxz +y2 > J§
Vadinasi,
§>2-4-4/8 +8=8+16/2(m?).
Be to, lygybé galios, kai x = y = 2. Tada pagrindo perimetras
2(x + y) ir postamento aukstis \lxz + y2 igyja maziausias
reikSmes.

Taigi postamento visas pavirSius bus maziausias, kai pagrinde
turésime kvadrata, kurio krastinés ilgis 2 m.
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5. Ivedame nauja kintamaji
(x-D+(x-2)+(x-3)+(x—4)
y = 4 =

x—2,5.
Tada
(x-Dx=2)(x=3)(x -4 =y +L5)(y+05)(y - 0,5)(y - 1.5) =
=(y? - 025)(y* —2.25).
Sprendziame lygtiy4 - 2,5y2 +0,5625 =120 . PaZymime y2 =z
(z>0). Gauname
22 -2,52-119,4375=0,
2,5+£22
Z=—
2
z, =1225;
z, = -9,75 (netinka);

2

y2 =12,25,
y=%35,
x—2,5=-3,5 arba x-2,5=3,5;

x=-1 arba x=6.
Ats.: —1; 6.

6. Vidutinis automobilio greitis lygus
3

~ 523 (km/h).
T

+
54 45 60

7. Pagal 2 pavyzdzio (3) nelygybg
2ab < a* +b?, arba a® +b* +2ab < 2a” +2b? , arba
a’ +b% +2ab < a’ +b?

4 2

2 2 2 2 2
arba a+b L a +b . arba a+bS /a +b ‘
2 2 2 2

Lygybé galioja tik tada, kai a=5b.

b
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8. Pasinaudojame 3 pavyzdyje irodyta nelygybe

Wai‘/abcd, kai a>0, b>0, ¢c20, d>0.

+b+ .
Paéme d = %, turime

a+b+c

a+b+c+——

3 >4/abc.Lb+C

4 - 3 7
a+b+624{abc‘a+b+c'

3 3

Abi nelygybés puses pakéle ketvirtuoju laipsniu, gauname:

4 3

arba %b“ > «3/ abc.

Lygybés zenklas galimas tik tada, kai a =b=c.

9. Remdamiesi 3 pavyzdziu, turime:

ap+apy t+aztay
1 >4 ajarazay. (1)

Tegul
a1:b1+b2, a22b3+b4,
2 2 )
a _b5 +b6 _b7+b8
3T M

IraS¢ ay, a,, a3, a4 reikSmes 1§ (2) 1 (1) gauname:

b1+b2 +...+b7 +b8 >4 b1+b2 b3 +b4 b5 +b6 b7 +b8 (3)
8 a 2 2 2 2

Kadangi
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tai
b +by (b3 +by \ b5 +bg \ b7 +b
‘{/( 12 2)( 3 : 4}[ 5 : 6)[ 72 8]2‘\‘/\/b1b2\/b3b4\/b5b6\/b7b8'
4
Toliau i§ (3) ir (4) gauname:
b] +b2 +..8.+b7 +b8 > A\‘/\/ble \/b3b4 \/b5b6 \/b7b8 , arba
by +b, +.E.g.+b7 + bg > 8’—blb2...b7b8.
Samprotaudami kaip ir 3 pavyzdyje, isitikiname, kad lygybé
galima tik tada, kai by =by, =b3 =...=bg.
10. Sudéje panariui nelygybes
4,4 4, 4 4, 4
a +b Za2b2’ b” +c sz 2, a +c 20202,
2 2
gauname
a* +b* vt > a?h? +b2c? +acc’. (1)
Kadangi
a’b*+b*c* (23 22 .2 2
fz a“b”-b°c” =b |ac|2ab c,
2,2 2.2
‘”’%z a’b?-a*c? = a2|bc|2a2bc,
2.2 2.2
bc’%z p2c? - a?c? =|ab|c2 > abcz,
tai
a’b? +b%c? +a*c? > abzc+a2bc+abcz,
arba

a’b? +bh%c? +a*c? > abc(a+b+c). 2)

I8 (1) ir (2) gauname a* +bpt+ct > abc(a+b+c).
Lygybé galioja tik tada, kai a=b=c.
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KETVIRTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

> > > (> > 1= =
KL=AL—AK=5 AP+ AQ —5 AM+ AN |=

B
1{1( - 1{ -
=—| —| AB+ AC |+ —| AE+ AD | |- P
202 2 M
1122 1
——| —AB+— AC+AD A 7
202 2 N
- - - -=> - - -
= AB+ AC+ AE+ AD— AB— AC—- AD |= £ 2] D
1 pav.

1 - 1
= AE 18 ¢ia KL= AE taigi KL|AE ir AE:KL=4.

. Sakykime, kad atkarpos AC vidurio taSkas M, atkarpos BD — taskas
N, o atkarpos PQ — taskas K. (zr. 2 pav.). Tuomet

- 1{ - C
MN =3 MB+ MD |, B
M
- 1{ = - P 0
MK = 5[MP+ MQJ = / K N
A
-1 [MA+ MB+ MC+ MDJ D
4 2 pav.

(> (> = (>
:Z MB+ MD +Z MA+ MC :Z MB+MD |,

e
nes MA+ MC = 0 .

- -
Is ¢ia MN =2MK = M, N, K yra vienos tiesés taskai.
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- - D c
3. Sakykime, kad DC = A AB. Tuo-
met (Zr. 3 pav.) M \
-> ( - - J
AN =—| AC+ AB |, A I
2 3 pav.

- 1> = 1 - >
CM=5 CD+ CA =5 - A AB- AC |

- -
Jei AN|CM , tai CM =xAN, ty. x=—1 ir x=-A. I§ Cia
A =1 ir ABCD - lygiagretainis.

- -
Jei ABCD - lygiagretainis, tai A =1 ir AN =—CM . Taigi, AN|CM .

Ats.: jei trapecija ABCD néra lygiagretainis, tai tiesés AN ir CM
nelygiagrecios, jei lygiagretainis — lygiagrecios.

4. Sakykime, kad (zr. 4 pav.) B
BP: PN = x . Tuomet '
- - X
AB+—AC M,
ﬁ
AP AB+x AN _ 5 ‘
1+x 1+x
Jei CP: PM =y, tuomet . ¥
- - ) A
> AC+ yAM AC+ s AB N C
AP = = . 4 pav
1+y 1+y pav.
%
Dél AP israisSkos vienaties gauname
I 3y N S 1
l+x 5(1+y) 5(1+x) l+y

Padalij¢ viena lygybe i$ kitos, turime Bl = 3 y, x= Eal IS ¢ia

x 5 3y
1 _ 3y i 3y _ 3y
I+x 3y+25 3y+25 5+5y
Ats.: BP:PN=5:6, CP:PM =10:1.

, ty. y=10.Tuometx=%.
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5. Sakykime, kad M ir M’ atitinkamai trikampiy ABC ir A'B'C’
pusiaukrastiniy sankirtos taskai (zr. 5 pav.).
B

C] Al

B,

5 pav.

- -
Jei A4|B'C', BB|C'4’, CCy||A'B', tai AM =LB'C’,
- — - — N T
BM =pC'A', CM=vAB. 1§ lygybés AM+BM+CM =0
- - - - - TR
gauname AB'C'+uC'A+yA'B'= 0, ty. B'C’z—xC'A'—IA'B’.
- -

- -
Kita vertus, B'C'=B'A'+A'C'. Dél B'C' iSraiskos vienaties

%:1, %zl.l“éiagauname p=A=y.Todél

- 1{ > - (1> 1= 1 =
A'4j =—| AB'+ A'C'|=—| = CM--BM |=—CB,
2 2( A4 A 22
ty. A'A{”BC . Analogiskai teiginj jrodome ir kitoms pusiaukras-

tinéms.

6. Pagal salyga AB=2, AD=3, £A=60" (zr. 6 pav.). Kampa o

tarp istrizainiy rasime i$ formulés B o
-> >
AC-BD

cosa = .
- -
| AC|| BD| y A

- 2 = 6 pav.

Kadangi AC = AB+ AD,

Y B
BD=AD- 4B, AC-BD=4D —AB =5,
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—>2 -2 S o 2
|AC|— =VAB +2A4B-AD+ AD =
:\/22+2-2-3%+32=\/E;

—>2 -2 > 5 5?2
|BD|— AD —2AD-AB+ AB =

:\/32 _2-2-3-%+22 =7,

tai

Ats.: arccos

5
V133
3 i d
7. Kadangi AF 3FC _ZAC

- -> - 1 3 - 12 3= 1=
EF = AF— AE =—AC——AD— AB AD |——AD=—AB+—AD ,
4 2 4 2 4 4

e ) - B C
BF =AF - AB=—| AB+ AD |- AB =
4
i
- -
=—1AB+3AD
4 4 y
- o 3 -2 3 -2 E D
tai EF- BF——EAB +EAD =0, 7 pav.

nes AB = AD . Taigi EFLFB.(Zr.7 pav.)
8. Sakykime, kad MP: PN =x, AP: AC =y . Tada (Zr. 8 pav.)

> -  —AB+x| AD+-—-DC —x+— |AB+x AD
o AMtxAN 3 6 )_\6 3

1+x a 1+x B 1+x
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- - - > B ¢
Bet AP =y AC = y| AB+ AD |.
1 1 P
&t3_ = Y ~
Todél y=—==——,
4 I+x 1+x 4 E D
lx—x:—l irx:z.Taday:gir 8 pav.
6 3 5

> = > o> > 27> 5
AP:7 AB+ AD |. Taigi PD=PA+AD=—7AB+7AD.

Vadinasi,
N D (e
cos L APD = EA'P_D) . 49 - =
| PA|-| PD| \/81&\/292}3
49 49
6 6 3
V829 V232 458
cosa:—i.
J58
Ats.: arccos(— ij .
58
- - - o

. Lygybes AC AB+ BC, BD CD-CB pakéle skaliariskai

kvadratu ir sudéjg, gauname

52 52 L2 S o 2 52 L L 52

AC +BD =AB +2A4B-BC+BC +CD —-2CD-CB+CB =
2 52 e B C

=AB +CD +2BC- (AB+BC+CD)—

2 52 > >

=AB +CD +2BC-AD =

= AB* + CD? + 2BC - 4D, 9 pav.
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-> -

nes BC- AD |BC| |AD|
Taigi AC? + BD? = AB?> +CD? +2A4B- AD . (Zr. 9 pav.)
10. Pagal salyga AD:DC=1:2, AE: EB=2:1 (Zr. 10 pav.).

> -

- -
Sakykime, kad CQ=xCE, BQ=yBD.

> o> - - - -

- -
Tada AQ = AC+CQ = AC+xCE = AC+§(CA+ 2CB) =

N Y 2 - - > 9 o
=AC(1—EJ+§x(AB—AC)=(1—x)AC+§xAB
ir

e A AR I
AQ=AB+BQ=AB+yBD=AB+§(2BA+BC)=

=y - o5 > =y
= AB+= (-2 4B+ AC— AB) = (1= y) AB+ = AC.

10 pav.

- - X = -
OC=-xCE =—§(CA+ 2CB)=

4

X - - - X - - 6 2
== (CAC+24B-24C)= = (3AC+24B) = AC*~_ 4B,

L2 2

- o
Kadangi QA4-QC = -64C +4AC AB 24AB AC+16AB =

1
49
=4i9|AB| ( 6+4- ——24 %+16j 0,tai £AQC =90°.

Ats.: 90°.
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PENKTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

1. Sesiakampis A4;4,B;B,C,C, sudarytas i$ sta¢iojo trikampio 4BC,
triju kvadraty ABBjA,, BCCiB,, ACC,A4; ir triju trikampiy
A,AA,, B|BB, ir C;CC,. Sio $esiakampio plota apskaiiuosime,
kai zinosime anksCiau minéty trijy trikampiuy plotus. Nubréziame
trikampiams A4y44, ir B{BB,
aukStines 4,D, BjE . Kadangi A?
AAAyD = AABC
(AB= AAy =c — kvadrato kras- y: E
tines, LAA,D=2ABC — kam- L
pas su atitinkamai statmenomis <41 —
krastinémis), tai
Ay D = BC = a. Vadinasi,

S 4, 44, =%A1A-A2D=%b-a.

Analogiskai galima isitikinti,
kad ABB|E=ABAC. Taigi
BIE=AC=b ir Sppgp =

1 pav.
=1332 .BlEzla-b.
2 2
o 1 1
Akivaizdu, kad S¢,cc, = :ECCI -CCy zza-b.
Sesiakampio A,4,B,B,C,Cy plotas S lygus
S=a’+b%+c? +4%a-b= =(a+b)> +(a®+b%).Kai a=5cm,

b=12cm, S =177 + 25+ 144 = 458 (cm?).
Ats. 458 cm’”.
2. Nubrézkime lygiagretainio DFBE istrizaing BD. Trikampiy AFD ir

FBD pagrindai AF ir FB yra vienoje ties¢je, o aukstiné bendra.
Tokiy trikampiy ploty santykis lygus ju pagrindy ilgiy santykiui.
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S B
Taigi S'Fﬁ - % .
AFD . B
oy BE .
Analogiskai BED _ —— | Pastebéje, S
Secp  EC 4 S 2
1 D <
kad  Sppp =Spep =7 Sprgp 1f 2 pav.
sudauging auks¢iau gautas lygybes, turime:
1 S2
4 DFBE _ FB - BE
Sarp -Sgcp  AF-EC’
Kadangi AAFD ~ADEC (lygts atitinkami kampai), tai AE = Q
DE EC
I8 cia
AF-EC=DE-FD= FB-BE.
Vadinasi,
2
SDFBE FB-BE . 2
= =lir S =45,-95,,
4S,-S, FB-BE DFBE = 721722
t.y. SDFBE =2,81-5, .
Ats.: SDFBE =2ﬂS1 'S2 .
3. Pagal trikampio pusiaukampiniy B
AC BC
savybe: — =——, t.y.
AE  BE E D
bR e aE =
AE c- AE a+b y
Analogiskai irodoma, kad c
3 .
BD="%_ Taigi pay
b+c

Sapp _BD _ ¢ Sypp AE _ b
Siuzc BC b+c Sypp AB a+b’
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SABC _(a+b)(b+c)

AED be

C=21CH’1, SABC/SAED =4.
Ats.: (a+b)b+c)/bc; 4.

Vadinasi,

Kai a=20cm, b=28cm,

. 1. adangi AF ||CH , DE| BG, tai keturkampiai AFCH, BGDE ir
KLMN yra lygiagretainiai.

2. Kadangi 4K =KL (nes EK — trikampio BAL viduriné
linija), MN =MC (nes MG — trikampio NCD viduriné linija),
MC =2FL (nes FL - trikampio MBC viduriné linija), tai

AK =KL = MN =2FL ir KL=§AF.

2
3. Sgrmn :gSAFCH-
4. Kadangi

1
SArFcH = ESABCDa

21

tai Sgrun :g'ESABCD =§S-

1
Ats.: SKLMN ZgS .

Brézinyje pavaizduota lygiaSoné trapecija ABCD, /DAB=60°,
O — ibrézto | Sia trapecija apskritimo centras, MN — atkarpa,
jungianti apskritimo ir Soniniy kraStiniy lietimosi taskus. DK —
trapecijos MDCN aukstiné, o ML —

trapecijos AMNB aukstiné, o EF — D__E C

trapecijos ABCD aukstiné. Kadangi JD\\
M~2 N

ZDAF =60°, tai ZDMK =60° ir K o

Z ADC =120° . Tada

ZODE =60°, nes DO — kampo A ]: ya B

ADE pusiaukampiné. Sakykime,

DE =a, AF =b, OF =R, 5 pav.
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MP=c, DK=h, ML=H . I§ statiyju trikampiu DOE, AOF,
MKD ir ALM randame:

r3 R

DE =a = Rctgb0®’ =——, AF =b = Rctg30° =

3 R3

MP=c=MK+KP=acos60°+a=Ea= 5

RY3 V3 _R

DK =h=asin60° = =
3 2 2

B

ML = H = AM sin60° = bsin60° = Ry/3 - X2 =2,

Vadinasi,

Suncp _ (a+c)h [ 30 2

2
S b+co)H 1Y3 27°
4N (b+0) {Rﬁ+R;/§]-3R (Hz)z

Ats.:
27

6. Sakykime, R ir r — apibrézto ir
ibrézto apskritimy spinduliai, o
BC=a ir BD=x. Tada BF =x,
AF =2R—x=AE,
AC=2R—-x+r. I8 staiojo trikam-
pio ACB: AC?+BC?=AB?, t
(QR+7-x)* +a® =4R*. Kadangi
R 5

5 . .
—=—,ty. R=—r ir x=a-r,tai
ro 2 2

pagal Pitagoro teorema trikampiui
ACB galima uzraSyti

(7r—a)2 +a’ =25r2 , ty. 12r2 ~7ar +a* =0.

- . . . a a
Sios kvadratinés lygties sprendiniai: 7| = 3 = 7
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7.

Taigi
ACy =5n —a+n +n =7-%—a=4?a'

B

a 3a .
ACH =5r —a+r +rmn =7-——a=—1r
2 2 2 2 4 4
2 2
1 a 2a 1 3a 3a
S =—a-4—= 5 S —q - — =—
ABC) =54 4T = ABC, =54,

2 2
Ats.: 2L; 3L .
3 8

1. Paveikslélyje ABCD — lygiagretainis, O — istrizainiy susikirtimo
taskas.  Pagal salyga AC =78 cm, BD =50 cm, tai

AO=%AC=39 cm, o

B C

OD=%BD=25 cm. 9)
A D

Sakykime, AD =x.

7 pav.

SAOD :%SABCD =420 cm2.

64+x x-14 x+14 64—-x
2 2 2

lygti pakéle kvadratu ir atlike keleta veiksmuy, gauname:
xt—4292x% +3625216=0.  Sios lygties  sprendiniai  yra:
x; =56 (cm), xp =34 (cm). Taigi lygiagretainio krasStine AD =56
cm, 0 AB=34 cm.

2. Trikampis AOD yra Herono trikampis, nes jo krastinés
A0 =39 cm, OD =25 cm ir AD =56 cm yra natiiralieji skaiciai

ir plotas § =420 (sz) — taip pat natiiralusis skaicius.
2

Pagal Herono formulg: \/ =420. Sia

+n2), kai n=1, m=2
gauname Pitagoro trikampi (3;4;5), o kai n =2, m =3 gauname
Pitagoro trikampi (5;12;13). Pirmojo trikampio krastines
padauging i§ 5, o antrojo i§ 3, gauname du Pitagoro trikampius

Pagal formulg (m2 - n2, 2mn, m
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(15;20; 25) ir (15;36;39), is kuriy galima sudéti Herono trikampi
(56; 25; 39).
Ats.: 34 cm, 56 cm; (15; 20; 25) ir (15;36;39).

8. I budas. 1. Pirmiausia nubréziame kvadrato, lygiaplo¢io duotajam
staCiakampiui, krasSting. (Ties¢je atidedame dvi 5 cm ir 6 cm ilgio
atkarpas ir randame juy geometrinj vidurki.§ pav.)

4 \\\\\2 \4/
./
3/ 3/
/o) »
/
\
\Zu/ / : ) °

8 pav.

2. Nubréziame lygiagretaini, kurio
viena krastiné lygi kvadrato krastinei,
t.y. V30 cm, lygiaploti staciakampiui.

3. Nubréziame kvadrata, lygiaploti
lygiagretainiui (o tuo paciu ir stacia-
kampiui).

4. Lygios staciakampio, lygiagre-
tainio ir kvadrato dalys pazymétos vie-
nodais skaiciais.

2 biidas. Irodysime bendresng teo-
rema: du lygiaplociai staciakampiai yra
lygiadaliai.

Brézinyje pavaizduoti du lygia-
plociai staciakampiai ABCD ir BEFG,
tai yra AB-BC = BE-BG.

1. Nubréziame tieses CG, DF ir

AE. Kadangi ﬁzﬁ, tai AE||CG .
BE BC

2.Kadangi BA=FEH , BG=EF,

9 pav.
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BE=AH , BC = AD , tai ﬂ=E.Vadinasi, DF || AE .
AH AD

3. Nubrézkime tieses KL|DF, MP| AD, NQ| BG; C¢ia
taskai M ir N yra tiesés DF susikirtimo su staiakampiy krastinémis
AB ir BE taskai, o tiesé KL eina per taska B. ADAM = A NEF , nes
AD=NE ir AM =EF kaip atitinkamy lygiagretainiy prieSingo-
sios krastinés ir £ DAM = Z NEF =90° . AnalogiSkai jrodoma, kad

ABCK =ABGL ir APMB =ABNQ .

4. Trapecija DKPM lygi trapecijai NOLF, nes ju atitinkamos
krastinés lygios, lygus ir atitinkami kampai.

Gavome, kad staciakampiai ABCD ir BGFE padalyti lygiagre-
¢iomis tiesémis i lygias figtiras. Remdamiesi §ia teorema, padalykite
staiakampi 5cm x 6 cm | 4 dalis, i§ kuriy buty galima sudéti
lygiaploti kvadrata.

. a) 4D =%AB . Nesunku isitikinti, kad trikampiai ADC, CDE ir DEB
yra lygiaplociai.

b) AD:%AB. Krastines AC ir BC padalykime i 3 lygias dalis.
S4EDp = SEDFC = SDFB -

1 . . . .

c) AD < EAB . Virsiing C sujungiame atkarpomis su tasku D ir

1 . . : .
su tasku E ( 4AE = EAB ). I§ tasko D bréziame tiesg¢ EF, lygiagrecia

1 5 .
CD. SADFC = SACE = ESABC (ZI'. 7 pavyzdl).
Dabar atkarpa BF padalij¢ pusiau, gauname du trikampius DFG ir
DGB, kuriy plotai lygis %S ABC -

1 .
d) %AB<AD<§AB. AE =§AB. TaSka C sujungiame su tas-
kais E ir D atkarpomis. Per taska £ bréziame ties¢ EF || CD .

1 . .
Sapr =S ucE =§S 4c (Zr. 7 pavyzdp).
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10.

Keturkampio DFCB istrizaing FB padalijame pusiau ir nubré-
ziame ties¢ DG, kuri keturkampio DFCB plota dalija pusiau

. . .. 1
(zr. 8 pavyzdi). Taigi S pp =Sprcc =Spep = ESABC -

C C
E F
E
A D B A D B
a) b)
C C
F E
G G
A
AHE B ED B
¢) d)
10 pav.

Sakykime, AB=c, BC=a, AC=b. Pagal uzdavinio salyga
2 2
4b =20+ CT +a’ arba b= %[20 + CT + azJ . Pasinaudoje¢ trikam-

2
: 1
pio nelygybe b<a+c, gauname: Z£20+%+a2]3a+c arba

2 2
20+%r+a2—4a—4cS0.I§ﬁa[%—4) +(a-2)? <0. Gautoji

nelygybé teisinga tik tada, kai g— 4=0 ir a-2=0, ty., kai
¢=8 (km), o a =2 (km). Kadangi
1 82 5
b=—120+—+27|=10 (km),
4 4
tai misko plotas S=4-10=40 (kmz). Pastebésime, kai b=a+c,

t. y. visos trys gyvenvietés 4, B ir C yra vienoje tieséje.
Ats.: 40 km’.
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SESTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS
1. Lygties kairioji pusé apibrézta su x >8 . Kai x €[8; + ), gauname
Xx+1>0,5-x<0ir/x—8+2>0.
Todél sandauga (x+1)(5-x)(\x—8+2) yra neigiama visoje

apibrézimo srityje. Taigi duotoji lygtis sprendiniy neturi.

2. Keliame abi lygties puses kubu. Gauname

3x(2x-3) (%/} +3/2x — 3): 3(x—1).
Sakny suma skliausteliuose pakei¢iame desiniaja duotosios lygties

puse, t. y. Saknimi 3/12(x —1) , o lygti
3x(2x—3) -312(x 1) =3(x - 1)

— ekvivalencia jai lygtimi

Yx-1 (ylzx(zx —3) -3 (x-1)? j =0.
Vadinasi, x=1 arba 3/12x(2x-3)= 3\3[ (x— 1)2 . Spresdami

pastaraja lygti, abi puses keliame kubu ir gauname kvadrating lygti

x2—6x+9=0 , turinCia (viena) sprendini x = 3. Belieka patikrinti,
ar x=1 ir x =3 tenkina duotaja lygti.

Ats.: 1; 3.

3. Pasinaudoje keitiniu # =+/x —1, gauname lygti

V=22 +4c=3)% =1, aba |1=2|+|r—3|=1.
Intervaluose (—o0;2) ir (3;+ ) $i lygtis sprendiniy neturi, o

intervale [2; 3] ji yra tapatybé. Taigi
2<t<3,2<4x-1<3,4<x-1<9, 5<x<10.

Ats.: 5<x<10.
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4. Turime iracionaligja lygti

Naudodami keitinj

gauname lygti
t+2 -4 aba 12 —4r+4=0.

t
Ji turi vieng sprendinj t =2 . Taigi ,/1+—=2 ir x=3.
X

Ats.: x=3.

t=+/x,
5. \/x+a\/;+b+\/;=c<:> =
ViZvat+b=c—t

t=+/x, t=v/x,

ot +at+b=(c-1)?, o {(a+2c)=c’ b,
0<t<c 0<t<ec.

I§ pastarosios sistemos gauname, kad duotoji lygtis turi be galo
daug sprendiniy tik tada, kai a+2¢=0, c? -b=0, ¢>0, t.y.

2

a=-2c,b=c”, c>0.

Ats.: a=-2c, bzcz, c>0.

2t +3+24t(t+3) <2t +2

{tz«/erl,xZ—l, {t:«/erl,xZ—l,
= =
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{t=\/x+1, x=>-1,
=

1+ 24t(t+3) <0.

Pastaroji nelygybé sprendiniy neturi, todél ir duotoji nelygybé neturi
sprendiniy.

V5x2 +10x+127—x2 = 2x & 5(x% +2x) +127 — (x% +2x)

2 2

¢ 2 2 r=x +2x7 t=x +2x,
=x"+
{\/x_ P 7-1t<0, arba {7-1>0, o
St+1>7—t¢
St+120 St+12(7-1)2
t=x2+2x,

t=x%+2x 2

> arba t<7, < x“+2x>7 arba
t>7

t2 219+ 48<0

3<x? 42x<T & x2 +2x>3 < x<-3 arba x>1.
Ats.: (—o0; = 3]U[L; + ).

. Duotoji nelygybé ekvivalenti nelygybei
3 7 6 4x% —15x-25
+ < <
x+1 x+2 x-1 (x+D(x+2)(x-1)

(Hjj(x_s)

(x+D(x+2)(x-1)
ISsprendg pastaraja nelygybe, gauname:

xe(—oo;—Z)U(—%;—ljU(l;S).

Ats.: (—oo; —2)U(—§; —1} U(1;5).
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9. V2x—1+3x-2</4x-3++/5x-4 &

t=x—1>-0,2,
=
N2t +1+/3t+1 <Jat +1++/5t+1.

Kai 7> 0, pastaroji nelygybé galioja, nes +/2¢+1<+/4t+1 ir

N3t+1<~/5t+1.

Kai ¢t =0, $i nelygyb¢ negalioja.
Intervale [-0,2; 0) ji taip pat neturi sprendiniy, nes

V2t +1>4t+1, 3t +1>+/5¢+1

ir

\/2t+1 +\/3t+1 >\/4z+1 +\/5t+1 .
Vadinasi, duotaja nelygybe tenkina tik tos x reikSmés, su
kuriomis x—1>0,ty. x>1.

Ats.: (1;+ ).

VN2—-x+4x-3 V2—-x+2x-3
2= 2 " Ty e == T
X X
t=2-x20, t=2-x20,

= _ = _Jr
Jt 2641, 2 — At 2
2—t t—2

10. 0 <

Kai t>1,tai t >+t ir 21—/t —=1>0. Todél
t-2>0=>1t>2 = x<0.
Kai 0<¢t<1,tai t —2<0. Todél
2t -+t —1<0.

ISsprendg Sia nelygybe, gauname
0<t<1=0<2-x<1=>1<x<L2.

Ats.: (—o0; 0) U[L; 2].
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SEPTINTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

3sin? 2x +7¢cos2x =3 < 3(1—cos2 2x)+7cos2x=3 <

< c0s2x(7—-3co0s2x)=0 < cos2x=0 < 2x=g+krc, keZ

Rt x=£+@, keZ.
4 2

ds T M gz,
4" 2

. . in 2
sin4x-cosx-tg2x=0 <> 2sin2x-cos2x-cosx - MY _ o
cos2x
sin2x =0, ) km
&S sin2x=0 2x=kn, keZ o> x=—,keZ.
cos2x#0 2

Ats.: k_zn’ keZ.

cos2 x—cosx#0

2sin? x —3sinx +1 2Sin2x—3sinx+1=0,
7 =0
Cos“ x —cosx

(sinx—l)(sinx—%] =0

cosx(cosx—l);tO

R ) 1 . 1
= <:>s1nx——=0<:>smx:E<:>

o x=(-F %+kn,keZ.

Ats.: (—l)k %+ kn, keZ.

) T T
sm(x + gj + cos(x + Ej =1+cos2x &

. T . 2
= sm(x + gj + sm(g — xJ =2cos” x &
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2 2

LT
<:>2s1ng-cosx=2cos x < cosx—2cos  x=0 <

< cosx(l1—2cosx)=0 < cosx=0 arba cosx=— <

1

2
T T

= x=5+kn, keZ,arba x=i§+2nn, ner.

Ats.: ngkn, kelZ; i§+2nn, ner.

) 3t x 3t x
< sin2| —+—|=2cos| —+— | &
10 2 10 2

< 2c¢0s 3_n+£ -| sin 3—n+ﬁ -1{=0 &
10 2 10 2

3t x . (3m x
& cos|—+=|=0arba sin| —+=|=1<
10 2 10 2

S 005(3_n+%):0 & 3—n+£=E+lm, keZ, &

10 10 2 2
< x=2?n+2kn, ke, x:Mn, keZ.
Ats.: Mﬂ', keZ.
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6. Pakéle abi nelygybés puses kvadratu, gausime:

2 2

sin? x >cos’ x < cos

x—sin“x<0<cos2x<0 &

= %+2kn<2x<37n+2kn, ke, & E+kﬂ<x<3—n+kn,
keZ.

Ats.: §+kn<x<%+kn, keZ.

7. 4cosx—sin2x>0 < cosx:-(2-sinx)>0 < cosx>0<

& —§+2kn<x<g+2kn,kez.

Ats.: —§+2kn<x<§+2kn,kez.

sin x >0,

8. V2sinx <l & 1 <

sinx <—

& xe{an;%+2nkJu(%+2nk;n+2nk},kez.
i 5w
Ats.:x € [271/(; g + 2nkj ) (? +2mhk; T+ 275k:|, keZ.

9. cos’x+sinx-cosx>1 < 2cos x+2sinxcosx>2 <

& 14+cos2x+sin2x>2 < sin2x+cos2x>1 <

V2 n

o cosx->Y2 o Tk -E< v keZ, o
4’72 4 474
PN anxS%kan, keZ.

Ats.: kTCSXS%-FkTC, keZ.
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sin x >0, sinx <0,

10. |sinx|cosx>— < 9 . 1 arba ) 1
smxcosx>z —smxcosx>z.

. . 1
ISspreskime nelygybe sin xcosx > —:
sin x cos x >% & sin2x>% & %+2kn<2x<5?n+2kn,

ke, £+kn<x<5—n+kn, kel.
12 12
sin x >0, 2nr <x<m+2nm,nerl,

Tuomet &
sinxcosx>l l+kﬂ<x<5—”+k7z,kez,
4 12 12

Rt l+2mrt<x<5—n+2mrc, melZ.
12 12
Analogiskai nagrinékime antraja sistema:

) 1 . 1
—s1nxc0sx>z = sm2x<—§ =

=S 7%+2kn<2x<%+2kn, ke,

= 7—n+kn<x<&+kn, keZ.
12 12
Tuomet
sinx <0, T+2mr<x<2m+2mrx, meZ,
&
—sinxcosx>l 7—”+kﬂ<x<ﬁ+k7r,kez,
4 12 12

& 7—n+(2n+1)n<x<&+(2n+l)n, nel.
12 12
Ats.:£+2mn<x<5—n+2mn, meZz;

12 12

n 11n
—+2n+)n<x<—+Q2n+)n,nel.
12 12
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ASTUNTOSIOS UZDUOTIES SPRENDIMAS

. Tokios sekos galéty buti:
1,3,7,13,..n” —n+1,...;
1,3,7,19,..,n° =512 +10n -5, ...

Rekurentiniame sarysyje
a,=a,1+2a,,+a,3,n=4,5,..

paémg n =6, turésime

ag =as +2ay +az atba 0=1+2a4 +1,
asg =-1.

Turédami a3, a4, as, panaSiu budu galime rasti a,:
as =ay4 +2a3 +a, (imame n=>5),
l=-14+2+ay,

a, =0.

Taip pat surandame ir a; :
ag =az +2a, +a; (n=4),
-1=1+0+ay,
a=-2.

Ats.: 2.

. Gretimy nariy skirtumas

_2(m+D+3 2n+3 -28
6(m+1)-5 6n-5 (6n+1)(6n->5)
yra neigiamas, kai n=1, 2, 3,... Taigi visada

Ap+l —dp
a,q —a, <0 arba a,. <a,.
Seka a;,as,...,a,,... yra mazéjanti.
. Seka yra monotoniskai did¢jantis tada ir tik tada, kai gretimy nariy

skirtumai a,,; —a,, yrateigiami. Sie skirtumai miisy nagrinéjamai
sekai yra tokie:
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am+1)+b an+b ad — bc
Apyl —4p = - = :
c(n+l)+d cn+d (en+c+d)(ecn+d)
Kadangi a, b, c,d yra teigiami skai€iai, tai a,_ | —a, bus teigiami,
kai ad > bc .
Ats.: ad > bc.

5. 1. Desimtasis sekos narys
ajo =Si0 —So =(2-10% +3-10)—(2-92 +3-9)=41.
Ats.: 41.

2. Seka yra aritmetiné progresija tada ir tik tada, kai gretimy

nariy skirtumai yra pastovis:
ay, —a,=d,n=12,..
Bendrasis sekos narys
a,=S, -8, 1=2n>+3n)—Q2n-1)% +3(n-1)=4n+1.
Todél
Ay —a, =@AMm+)+)-@n+1)=4,n=12,..

Taigi seka ay, ay, ..., a, =4n+1,... yra aritmetiné progresija.

6. 1. Skaiciai vVx , x , {x sudaro aritmeting progresija, kai gretimy
nariy skirtumai sutampa:
Vo~V =¥ -¥Ux. (1)
Pazymékime B =t , tuomet vietoje (1) lygties turésime lygti
-8 =3t
Ja pertvarke, gauname
4 2y_ .3 4 3 _
t'(1-t7)=t"0-1t), t"(1-(1+)-t"(1-1)=0,

A=) +t-1)=0.

—1+45
—

Jos sprendiniai
A =0, 5] =1, f3,4 =

Atitinkamai
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12
-
¥ =0, x5 =1, x34 =[+TSJ ~161F 7245 .
Ats.: 0: 1; 161 F 7245 .

2. Skai¢iai vx, 3x, Yx sudaro geometring progresija, kai
gretimy nariy santykiai sutampa:

N @

. 1 1 o
IS (2) lygybés turime — = -—— . Pakéle 12-tuoju laipsniu, o po to

padauging i$ x2 (x# 0, nes seka 0, 0, 0 geometrine progresija

. . 1 1
nelaikoma), gausime — =T, XS 1.
Xt X
Patikring, jsitikiname, kad tai tikrai yra (2) lygties sprendinys.
Ats.: 1.

3.8 a) ir b) dalies iSplaukia, kad skaitiai x, ¥x, ¥x

sudarys kartu ir aritmeting, ir geometring progresija, kai x =1.
Ats.: 1.

7. 1§ staciojo trikampio AD;C iSplaukia, kad
AD, =2,
2
Trikampis AD; D, taip pat status ir
Z AD1D2 = :‘?!0O . Ta1g1

a3

DD, = AD; c0s30° = ———. Samprotaudami
2 2

lygiai taip pat, gausime, kad

2
D, D5 =Dy D, cos30° :%(EJ ,
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a) lauztés AD;D, D5 ilgis

2
AD{D,D; =_+ﬁ£ a ﬁ :M;
2 22 22 8
b) lauztes AD;D,... D, ilgis (naudojame baigtinés
geometrinés progresijos nariy sumos formulg)
-1

ADlDan = %4‘57-‘1-...4‘5

47) 42
2 2 2 n
] ] T eau
= ﬁ = 2_\/5 —a(Z \/g)l [2J ;

1—
2

c) begalinés lauztes AD\D,... D, ... ilgis (naudojame begalinés
nykstamosios geometrinés progresijos nariy sumos formulg)
ADD,...D,,...=

a, a3,  a(s3)" 3
:5 >y +E(_J +..= 2\/§=a(2+x/§)-
2

2

2
1—

Ats.: a) “(7+Tz*/§);b) a2 +3) 1—(%]1 c0) al2+43).
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8. Pazymékime pasirinktos geometrinés progresijos pirmaji nari
1 . Cl o .
ay =— (Cia k gali buti lygus 1, 2, 3, ...), o vardikli g = L (¢ia m
2 2™

taip pat gali buti vienas i$ natiraliyju skai¢iu 1,2,3,...).
Sudarytosios progresijos nariai bus uzdavinio salygoje duotosios
sekos nariai (kai kuriuos i§ ju praleidziant arba, kai £k =m =1, imant
visus). Gautosios geometrinés progresijos nariy suma

S—L_F;_'_;_'_ +; —
_2k Sktm " Ak+2m T S k+(n-Dm te=
1
I L
L 2Fem-y
2m

1. Prilyginkime gauta suma % :

_ 2" 1

2km 5
Tai ekvivalentu lygybei

2k@m —1=2m.5. 3)
Kadangi nei 5, nei 2” —1 nesidalija i§ 2, tai dvejety rodikliai turi
sutapti, t.y. kK =m . Vietoje (3) lygybés turésime
2" —1=5, 2" =6.

Matome, kad pastaroji lygtis sprendiniy, kai m gali igyti tik

naturaligsias reikSmes, neturi.

S | .
2. Suma S prilyging 5’ turésime
m
kz—zi, k@M —1=2m.15.
2k@m -1 15
Nesunku gauti, kad Sios lygties sprendiniais bus skaiCiai k =m=4.
Ats.: 1. Negalima;
2. Galima.
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9. Duotosios sekos pirmieji skirtumai:

10.

10,22,40, ..., (n+ D((n+1)? +3)—n(n? +3)=3n> +3n+4,..;
antrieji skirtumai:
12,18,..,3(n+ 1) +3(n+ 1) +4—-(3n’ +3n+4)=6n+6,...;
tretieji skirtumai:
6,...,6(n+1)+6—(6n+6)=6,...
Tretieji skirtumai yra pastovis, todél turime treciosios eilés
aritmeting progresija. Jos pirmyju » nariy suma

Sl’l =naj + I’l(l’l—l) Aal + n(n—l)(n—2) A2a1 +

2! 3!
Jrn(n—l)(n—2)(n—3)A3a1 :,1.4+n(n—1).10

4! 2!
+n(n—1)(n—2).12+n(n—1)(n—2)(n—3)'6:

3! 4l

_n4+2n3+7n2+6n_n(n+1)(n2+n+6)

4 4 '

2

Ats. n(n+1)(n4 +n+6).

Paskutiniame piramidés sluoksnyje (virSiinéje) yra 1 rutulys, pries-
paskutiniame — 3 rutuliai, dar zemiau — 6 rutuliai, dar Zemiau — 10
rutuliy ir t.t. Jeigu n-tojo sluoksnio rutuliy skai¢iy pazymeésime a,,,
tai n+1-o0jo sluoksnio rutuliy skaicius a,,; =a, +n+1. Turime
seka, kurios nariai — piramidés sluoksniy rutuliy skaiciai:

1,3,6,10, ..., a,, ... 4)
Sios sekos pirmieji skirtumai:

2,3,4, ..., a,q—a,=n+1,...;
antrieji skirtumai:

Ll,...,n+D)+1-(n+)=1,..
Kadangi antrieji skirtumai pastovis, tai (4) seka yra antrosios eilés
aritmetiné progresija. Jos pirmyju » nariy suma
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S, =na; + n(n=1) Aa; + n(n—lé(n—Z) Aa; =

‘1+n(n—1)'2+n(n—l)(n—2)‘lzn(n+1)(n+2)'
2 6

6
Piramidéje, turincioje 18 sluoksniy, bus §;g=1140 rutuliy.
Ats.: a) 1140; b) W

BAIGIAMOSIOS UZDUOTIES ATSAKYMAI

1.0;1;4; 2.[4+0); 3.48; 4. S?Tc; 5. 10,5.

Baigiamaja uzduotj skaitytojui sitilome iSspresti savarankiskai.
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